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RESUMO

O presente trabalho aborda um teorema classico de decomposicao do
espaco das p-formas suaves sobre uma variedade Riemaniana compacta e
orientada, conhecido como teorema da decomposicao de Hodge, assim como
suas consequéncias. No decorrer do mesmo, foi feita uma passagem por di-
versas feramentas interessantes, como espagos Sobolev (capitulo 2) e EDP
eliptica(capitulo 3), assim como uma abordagem suscinta de formas dife-
rencidveis(capitulo 1).



ABSTRACT

This dissertation presents a classical theorem of decomposition of the
space of smooths p-forms on compact oriented Riemannian manifold , known
as the theorem of Hodge decomposition, and its consequences. During the
same was made a passage for several interesting tools, such as Sobolev spaces
(Chapter 2) and elliptical PDE (Chapter 3), as well as a succinct approach
about diferenciable forms (Chapter 1).
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Introducao

A presente dissertagao aborda um conhecido teorema da geometria diferen-
cial, cujas implicacoes sao poderosas nessa area: O Teorema da Decomposigao
de Hodge.

No Capitulo 1 foi abordado como tema as p—formas, bem como foi dada uma
pincelada em Cohomologia de Dham.

No Capitulo 2 a atencao foi voltada para os espacos Hg, conhecidos como
espacos de Sobolev. Comentou-se bem acerca de seus aspectos bésicos.

O Capitulo 3 tratou de uma ferramenta fundamental para o resultado prin-
cipal dessa dissertacao, a saber, os operadores elipticos. Desde a definicao

até a conhecida desigualdade fundamental foram citados.

Por fim, o capitulo 4, com o resultado principal. Mas antes foi feita uma boa
teoria acerca do operador estrela de Hodge.
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Capitulo 1

Formas Diferenciais

1.1 A Algebra Alternada

Em tudo o que segue, V' é um espago vetorial real e, para p € N, VP =
VxVx...xV.

p

Definicao 1.1. Uma aplicacao w : VP — R € p-linear se for linear em cada
fator. Uma tal w € alternada se w(vy,...,v,) =0 sempre que v; = v; para
algum par 1 < 1 < j < p. O conjunto das aplicacoes p-lineares alternadas
w: VP — R € denotado por AP(V'), e denominado o conjunto das p-formas
em V.

Veja que A” =R e claramente tem-se AP(V') um espago vetorial real.

No que segue, denote por Si o k-ésimo grupo alternado, i.e, o grupo
das permutagoes ¢ de {1,2,...,k}. Todo o pode ser escrito como produto
de transposicoes, i.e, de permutacoes (i,j) de {1,...,k}. A paridade do
nimero de transposicoes sé depende de o, sendo denominado o sinal de o.
Em particular, sgn(o7) = sgn(o)sgn(r), Yo, € Sk.

Lembre ainda que, fixado 1 < i < k, tem-se

Sp=<(i,i+1),(i,i+2),(i,i+3),... (G,i—1)>.

Lema 1.1. Se w : VP — R € p-linear, entao w € alternada se e so se

W(Vo(1)s - - -5 Vo(p)) = sSgn(o)w(vs, ..., vp), Yo € S,. Em particular, w € altar-
nada se e s6 se w(vy,...,v,) = 0 sempre que dois v;’s consecutivos forem
1GUALS.

12



CAPITULO 1. FORMAS DIFERENCIAIS 13

Prova. Suponha w € AP(V). Como sgn(o7) = sgn(o)sgn(r) e toda o € S,
¢é produto de trasposicoes, basta verificar a férmula para o = (i,5) € S,.
Para tanto, tem-se

0=w(vr,...,0+0,...,0+0;,...,0,) =
—— ——

{ J
=WV, ey Vi ey Uj ooy Up) F W01, ooy Ve, U e, V),
? J Q J
ie,
w(val)a ,'ng):’lU('Ul, y Ui ey Ui, 7Up):
1) (p) N
i J
=—w(V1,..., Vi ,o.ny Vj ,...,0) = sgn(o)w(v, ..., vp).
\/ v
i J
Reciprocamente, satisfeita a condi¢ao do enunciado, tome vy,...,v, € V

tal que v; = v; = v,i < j. Entéo, com ¢ = (i, j), obtem-se

W(UL, oy Vi ey U e, Up) =
=v =v
:—'LU(Ul, y Ui, y Ui, avp)7
=v =v
ie,
w(v,v) = —w(v,v),
donde
U)(Ul,...,Ui,...,Uj,...,Up):O.

Para o que falta, basta notar que, como Sy é gerado pelas trasposicoes

(i,9+ 1), se w for p-linear e tal que w(vy,...,v,) = 0 sempre que v; = vV;4q,
para algum 4, entdao w(vy, . .., v,) = 0 sempre que existir ¢ # j tal que v; = v;.
O]

Definicao 1.2. Fizados p,q € N, um (p,q)-embaralhamento é uma per-
mutagdo o € Sy tal que 0(1) < o(2) <---<o(p) eo(p+1)<op+2) <
.- < o(p+q). Denota-se o conjunto dos (p, q)-embaralhamentos por Sy, .
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Proposicao 1.1. Se wy € AP(V) e wy € AYV), entdo a expressdo

(wiAws)(vy, ..., Vpiq) = Z sgn(@)w1(Va(1); - - - Vo(p) ) W2 (Vo(pr1); - - - Vo(p+q))
0ESp.q

define um elemento wy A wy de APT1(V'), denominado o produto exterior
de wy e wy (nessa ordem).

Prova. Certamente w; A wg : v — R é (p + ¢)-linear. Para mostrar que
¢ alternada, basta, pelo lema, provar que (w; A w2)(vy,...,Vp4,) = 0 se
v; = v;41 para algum ¢. Sera provado para ¢ = 1, o caso geral é analogo.
Supondo entao v; = vy, tem-se

(wiAwg)(v1, V2, - .., Vpig) = Z $gn(o)w1(Vo(1), - - - Vo(p) W2 (Vo (pt1)s - - + 5 Vo(ptq)) =
0€Sp.q
= Z Sg?’L(O')U)l (Ua(l); e 7U0(p)>w2(v0'(p+l)a SR 7va(p+q))+

0ESp,q,0(1)=1,0(2)=2

+ Z sgn(o)wi(Vo(1), - - - Vo(p) ) W2 (Vo (pr1)s - - - s Vo(ptq)) T
0€Sp,q,0(p+1)=1,0(p+2)=2

+ Z Sg’fl(O')U)l (UU(1)7 <o 7va(p))w2<va(p+1)7 s 7UU(p+q))+
0€Sp,q,0(1)=1,0(p+1)=2

+ sgn(o)wi(Vo(1), - - - Vo(p) ) W2 (Vo (pr1)s - + - 5 Vor(pta))-
0€Sp,q,0(1)=2,0(p+1)=1

Os dois primeiros termos se anulam, pois w; e ws sao alternados. Quanto
aos dois ultimos, se o0 € S, é tal que o(1) =1 e o(p+ 1) = 2 entao, sendo
7 =(1,2), tem-se

(to)(1) =7(1) =2

(to)(p+1)=7(2) =1.

Analogamente, se 0(1) =2 e o(p+ 1) = 1, entao
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Portanto, ¢ +— 70 define uma bijecao entre as parcelas das tltimas duas
somas (é imediato que 7o € S, ), de modo que

(w1 A wa)(v1, V2, ..., Vprg) =

- Z Sgn(a)w1 (Ua(l)y s 7va(p))w2 (UU(erl); s ava(p+q))+
0€Sp,q,0(1)=1,0(p+1)=2

+ Z sgn(a)w1 (v‘ra(l)7 s 7UTU(p))w2<UTO'(p+1)7 s aUTO'(p-i-q)) =
0ESp,q,0(1)=1,0(p+1)=2

= Z {sgn(o)(w1(veq), - - s Vo)) W2 (Vo (ps1)s - - - 5 Vo(ptq))
0ESp,q,0(1)=1,0(p+1)=2
+5gn(T)w1 (Vo (1) - - - 5 Vo (p) ) W2 (Vo(pt1)s - - - » Va(prq))) ) = 0

]

Proposicao 1.2. A operacao de produto exterior de formas € compativel
com as operacoes de espacos vetoriais, € associativa e anti-comutativa. Em
simbolos,

(a) (wy+w)) Awe = wy Awy +wy Aws e we A (wy +w)) = wy Awy +we Awy;
(b) w1 A (Awz) = (Awy) A wy = AMwy A ws);

(¢) wy Awy = (—1)Plwy Awy, sewy € AP(V), wy € A(V);

(d) (w1 Awg) Awg =wy A (wy A ws).

Prova. Para o item (a) veja que

[(w1 +wy) Awa] (v, ... Upig)

= Z Sgn(a> (wl + wll)(vo(lﬁ s avU(P))w2 (Ua(erl)a s 7U0(p+q)) =

0ESp.q
= Y 59n(0)(@i(Voys - s Vo) W (Ur(1)s -+ Vo) W2 (Vo) - -+ s Vo) =
0ESp.q
- Z Sgn(0-> (wl (Ua(l)a e 7UJ(p))>w2(va(p+l)a e 7va(p+q)) +
0€Sp.q
- Z Sgn(o)Wi (Vo(1)s - - -+ Vo(p)) ) W2 (Vo(ps1)s - - - » Vo(pig))
0€Sp.q

= (w1 Awg + W) Aws)(V1, ..., Upig)-
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O item (b) ¢é imediato da definigdo de produto exterior.
Para o item (c) veja que

(w1 Awa) (v, ..., Upyq) = Z sgn(0)w1(Vo(1), - - -, Vo(p) ) W2 (Vo(pt1)s - - - » Vo(ptq))
0€ESpq

= > 590U0)02(Vapr1)s - Volpra) W1 (Vo1)s - -, Volr)):
0E€Sp.q

Mas, se 7 € Spyq ¢ dado por 7(1) =p+1,...,7(¢) =p+¢q, T(¢+1) =
1,...,7(¢ +p) = p, entdo

(wl A wQ)(Ula s 7Up+q) - Z Sgn<0)w2<UUT(1)a S 7UUT(p))wl (UUT(q+1)7 B 7UJT(q+p))
0ESp.q

= Z sgn(7)sgn(oT) w2 (Vor(1)s - - - Vor(p) ) W1 (Vor(g41)s - - - > Vor(g+p))

0TESp 4
= (=17 Y sgn(mwa(vyay, - Vo)W1 (Vg - Vatgan)
NE€Sp,q
= (=1)P(wo A w1)(v1, ..y Vpig)s

ja que sgn(r) = (—1)".
Para o item (d), se wy € AP(V), wy € AY(V) e wy € A"(V) entao

[wy A (wy A ws)|(v1,- - Uptgir)

- Z Sgn<0)w1 (UO'(l)) - ’Ua(p))(wZ A w3)<v0(p+1)7 e 7UJ(q+r))

0€Sp,g+r

= Z sgn(o) Z sgn(T)[w1 (Va1), - - - Vo (p))
O'Esp,q+7- TES@qnﬂ
w2 (UUT(p+1)a SR >UUT(p+q))w3(UUT(p+q+1)a <. >Uar(p+q+r))]

onde Sz, ¢ tal que 0 € Sp,, se, e somente se, o ¢ a identidade sobre
{1,...,p} ec €S,,,. Dai,

= Z sgn(p)[wi(vu), - - V) W2 (Vpip1)s - - Vot ) W3 (Vuipa1)s -+ 5 Up(prrqn)]-
HESp,q,r
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De forma andloga, mostra-se que [(w; A wa) A ws)]|(v1, ..., Vptrgrr) € igual
a ultima expressao acima.
]
Serd examinado agora a dimensao de AP(V).
Lema 1.2. Se wy,...,w, € AY(V) evy,...,v, €V, entdo
(Wi A= Awp)(vr, ..., vp) = det (w;(v;)).
Em particular, wiA---Aw, # 0 se e s6 se {wn,...,w,} forem linearmente

independentes. Mas particularmente ainda, wy A--- Aw, =0 se p > dim V.

Prova. Para p = 1,2 ¢é imediato. Por inducao, se vale para p = k, entao

(wi A Awgs) (v, vpgn) = (Wi A (w2 A Awgy)) (01, -+ V1)

= Y (sgno)wi(ve)(wa A+ Awis1)(Vo@), - - Vo(rar))
0'65'1,1€
k+1

= Z (SgnO’)ZU1(Uj)<UJ2 JAEEIAN wk—‘rl)(vly... y Uj—1,UVj41,... 7Uk+1)
7j=1

wa(vr) ... () ... wa(vkg)

sk wa(v)) .. wa(y) ... wa(vrg)

werr(v1) L. wea(vi) L. Wt (V)
= det (w;(vy)),
onde a ultima igualdade segue de Laplace.
Para o que falta, se w, = f;ll Ajw;, entao
p—1
wl/\---/\wp:Z)\iwl/\~--/\wp_1/\wi:O,
=1
uma vez que o determinante que define (wy A --- Awy)(vy, ..., v,) é zero,
V'Ul, ceey Up.
Se wy, ..., w, forem Li, tome vy, ..., v, tal que w;(v;) = ¢;;. Entao

(wi A== Awp) (v, ..., v,) = det (w;(v;)) = det (6;;) = 1,
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donde wy A - Aw, # 0.
Por fim, se p > dim V, entdao wy A -+ - Aw, = 0 segue de ser dim A*(V) =
dimV* =dimV
]

Teorema 1.1. Se {wy, ..., w,} € base de A*(V) = V*, entdo 3, = {wy, A+ A
w1 < iy < oo <y < n} € base de AP(V). Em particular, dim AP(V') =

(Z), onde n =dimV. Mais particular ainda, dim AP(V') =0 se p > n.

Prova. Seja {vq,...,v,} a base dual de {wy, ..., w,}. Entdo, para 1 < j; <
PR < jp S n7

Z )\(z)(w“ A A wip)<7}j1, Ce ,Ujp) = Z )\(z) det (wzk (’Ujl>>
(9) i

(i)
= ) Apdetdy,,
(i)
= AG)-
Portanto,
D> Xowi, A Awg, =0 = A = 0,Y(i),
i)
ie, B, ¢ 1i.

Por outro lado, dada w € AP(V), tem-se finalmente
w = Zw(vil, o) (Wi A Awg ),
(@)
donde B, gera AP(V). O resto é imediato.

1.2 Cohomologia de De Rham

Em tudo o que segue, U, Uy, U C R™ denotam abertos do espago euclidiano,
{e1,...,en} é a base candnica de R" e {dz1,...,dz,} a base dual.

Definicao 1.3. Uma p—forma diferencial sobre U € uma aplicagcao diferen-
cial w: U — AP(R")
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OBS: Como AP(R") é espago métrico de dim < 0o, quaisquer duas normas
em AP(R™) definem a mesma topologia; fixada uma tal norma, consideramos
w diferencidvel como aplicagao de U em (AP(R"),| |).

Denotamos o conjunto das p—formas sobre U por QP(U). Assim, se w €
QP(U), entao w, = w(z) € AP(R"),Vz € U, i.e, w(z) : (R")? :— R é uma
p—forma no sentido anterior.

Como AP(R™) é espago vetorial, o mesmo ocorre com QP(U). Ademais,
como A°(R") = R, tem-se que Q°(R") = {w : U — R suaves} = C*(U) e
PU) = {0} sep>n.

Como {dwz;; A--- Ndx;,;;1 < iy <--- < i, <n} ébase de AP(R"), segue
que cada w € QP(U) define unicamente funcoes diferenciais a) : U — R tal
que

w(z) = Z agydw;, N\« Adwg,.
(@)

O produto exterior se estende prontamente (com todas as suas proprie-

dades) aos QP(U), definindo, para w; € QP(U) e wy € QI(U),

(w1 A wsg)(x) = wy(x) A we(z), Vo € U.

No que segue, introduzimos mais uma operacao com p—formas diferen-
ciais, a derivada exterior. Por brevidade, denote dx(; = dx;, A -+ A dx;, se
(i) = (i1, ..,0p), com iy < --- < ip <.

Definicao 1.4. Sew = > ;) a@)dz(;), a derivada exterior dew € a (p+1)—
forma dw, definida por

dw = Z da(i) A dl’(i),
(@)
onde, para f € C>(U), define-se

df = (0;f)da;.
j=1
Proposigao 1.3. A derivada exterior d : QP(X) — QPY(X) é um operador

linear que goza das sequintes propriedades:

(a) d(wy A wy) = dwy A wy + (—1)Pwy A dws, Ywy € QP(U), Ywe € QUU);
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(b) & =0:Q/U) — Q2(U)

Prova. A linearidade é imediata a partir da definicao. Portanto, basta pro-
var (a) e (b) para formas do tipo adx;:

(a) E imediato que, para a,b : U — R diferencigveis, tem-se d(ab) = adb+bda.
Dai,

d((adzp)) A (bdz()) = d(abdre A drg)) = d(ab) A day A dagy
= (adb+ bda) A dxiy A dx
= (da Adxg)) A (bdzg) + (1) (adzp) A (db A d))
= dwy AN wy + (—1)Pw; A dws

= Zd(‘?a /\dx]/\dzlr(Z ZZ@k a)dxy A dx; A dr

= Z (akja)dark Ndx; N dxg) + Z 8kja Ydx A dx; A dag

j<k >k

= Z (0r;a)dxy, A dj A day + Z (0F,a)dxy, A dj A dxg)
<k k>j

= Z (0p;0 — O%a)day A dxy A dxgy = 0.
j<k

m
Definicao 1.5. O complexo de De Rham de U € R" aberto € a sequéncia
de espacos vetoriais e aplicacoes lineares
0 QU) S ) S ... Lo U) S o U) S o.

Uma p—forma w € QP(U) é exata se w = dn, para alguma n € QP~1(U);
fechada se dw = 0 € QP (U). Como d*> = 0, toda forma exata é fechada.
De outro modo,

m(d: Y (U) — QP(U)) C Ker(d: QP (U) — QPTHU)).
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O p—ésimo grupo de cohomologia de De Rham de U € o espaco
vetorial quociente

v Ker(d: QP(U) — QY1)
) = i o) S v )

A classe lateral

[w] = w+d(Q"(U)) € H'(U)

¢ dita uma classe de cohomologia de U. Note que, para [wy], [ws] € HP(U),
tem-se

[wl] = ['LUQ] < W — Wy € d(Qp_1<U))

& owp — wey € exata.
Exemplo 1.1. Se U € R™ € conezo, entao H(U) = R.
Para finalizar, tem-se a definicao
Definicao 1.6. Uma sequéncia de espacos vetoriais e mapeamentos lineares
AL B

¢ dita exata quando Imf = Ker.



Capitulo 2

Espacos Sobolev

Esse capitulo tratara dos Espagos Sobolev, que junto com o préximo capitulo
de Operadores Elipticos, sao a teoria necessaria para as demostracgoes dos
teoremas de regularidade e compacidade, requisitos fundamentais na prova
do Teorema de Hodge.

Para se iniciar, sera fixada notagao:

2.1 Notacao

Sera usado neste capitulo a notagdo multi-index a = (ay, g, ..., ay,), onde
os «;’s sdo inteiros. Por |a| se estard denotando a norma euclidiana usual

la] = \/@12+a22+~~+an2,
e se 08 (s sao inteiros nao-negativos denota-se por [a] a soma
[a] = a1 +ag + - + ay.

Se « e 1 sao ambos n-uplas de inteiros, entao

i, a9

Nt =nitng® -

Também sera denotado por z; a i-ésima coordenada canonica de x € R".
Para cada n-upla «, definimos o a-ésimo operador derivada D® por

(o]
1 oledy,
Du=| =
Y (z) Ox1%1 -+ - Qxp,on’

22
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onde i = /—1.

Denotar-se-a por @ o espago vetorial complexo consistindo das fungoes C>
definidas no R™ e tomando valores no espaco complexo m-dimensional C™ e
que sao periédicas de periodo 27 em cada variavel. Para A, 5 € C™, tomamos
o produto hermitiano A\-8 = A\ f1+. . .4+ Bm. De modo andlogo, se o, 1) € @,
entao a funcao complexa ¢ - ¥ é o produto hermitiano de ¢ e ¥, i.e,

-V =@+ + O

Logo, também fica definido |[¢)| = /i 1. Se ¢ € p e f é uma fungao
periodica (de periodo 27) complexa C*° definida no R", entao fica definida
fe como o elemento de g cuja i-ésima componente é ¢;f. Seja Q € R" o
cubo aberto

Q={peR%0<uz(p) <2mi=1,2...,n}

Introduzindo a norma L? em @ tem-se

1
1 2
|WH=E§F(Afww>.

A norma ||¢)|| denotard a norma uniforme de 1,

[|9lloe = sup [¢)].
Q

2.2 Alguns fatos sobre séries de Fourier

Se p € pe& € Z", entao o {-ésimo coeficiente de Fourier g € C™ ¢ definido
por

A partir desta definicdo, mostrar-se-a que a série de Fourier Z§ pee™C de
¢ converge unifomemente para . De fato, seja k& > 0 um inteiro dado.
Integrando por partes ¢¢, tem-se

Pe =

gOefi:v-{
—1&;

r)ps = [ pla)eminide = &

Tj=27 —izg
(&
- / djep() dzx
x;=0 Q
J
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1 .
=— [ d.0(x)e ™¢dx.
& [ e

E aplicando sucessivamente integracao por partes nas expressoes obtidas,
obtem-se

n 1 iz
2m)"pe = —— | (05, 959)(x)e Sdx
i & Jo
e por conseguinte
n 1 —ix-
)06 = gy L B3R

Denotando-se por 1I§; := &;, - - - §;, o produto dos §;’s nao nulos, tem-se

el < W@upa‘” Q| = meumw

max |[0%p|]o

1 _ [al<2kn
< — maX 0°Pl| 0o
Sendo ¢, = [r]n<%>’§ ||0* g0||oo, tem-se
el < gy V6 # 0.

Como os £?’s sdo inteiros positivos, segue que

26 & — 1)+ 62676 & — 1)+ + &2 1) > 1,
donde
(2n& - &) > (26 &) > A+ &+ + &)
e portanto

[(TE;)"]* = (1+1gl)",

(2n)*
e dai

N (2n)*
< ( m _
|pe| < ([ ]<%>k{ 10%¢l] ) 1+ [P
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Chamando ¢ = ([1?1<a2:>k< ]0%0||o0)(2n)F, chega-se que existe uma cons-
a|<2kn

tante ¢, dependendo somente de ¢ e de suas derivadas de ordem no maximo
2nk tal que

Ck
lpe| < ar e para todo &. (2.1)

Considere agora a questao da convergéncia da série Y (1 + [¢[?)7*. Para
isso tome o seguinte conjunto S;, onde

Sj = {52 (517”'7€n): max |€1| :j}

1<i<n

Por uma contagem simples tem-se que o ntimero de elementos de S; é
2"(4 4 1)™ — j"], além de que para cada £ € S;, tem-se |[£]* > j%, e entao

s; = Z 1 < 2"(j+1)" — 4" < 20 (M) 4+ (1)

SRS 0+ 7

() +-+ G 2 et — )

"
— 2k o 2k—n+1
J J n-+

2k

Logo tem-se que s; < ¢j" 172 onde ¢ é uma constante que depende s6

de n. Consequentemente,
S Y s <Y
(1+||e2)F L %) = L jl+2k—n
3 j>1 J>1

e entdo a série . (14 [[*)™" converge para 1+ 2k —n > 1, ou em outras
palavras, para

k> EJ +1, (2.2)

onde |z] denota o maior inteiro menor ou igual a x.
Assim, a série de Fourier
ix-€
E pee
3
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converge uniformemente para uma funcao continua &.

Afirma-se que ® = . De fato, isso decorre da completude do sis-
tema trigonométrico e pode ser deduzido como segue do teorema de Stone-
Weierstrass. Seja ¢ = ¢ — @, e seja t € p um polinomio trigonométrico, i.e,
t é uma combinagao linear finita de termos da forma age™* para az € C™.
Desde que ¢ e ¢ tem os mesmos coeficientes de Fourier,

/Qw‘t:o (2.3)

Agora, se € > 0 é dado, entao pelo teorema de Stone-Weierstrass ha um
polinémio trigonométrico ¢ € p tal que [[¢) — t||oc < €. Portanto, usando

(2.3), tem-se
‘/Ql/;-w‘z‘/cgw-w—w

Consequentemente

< e@m)"[[¢]l-

[l < e

Mas, desde que € > 0 ¢é arbitrario e 1 continuo, entao 1) = 0. Portanto,
as séries de Fourier de uma funcao periédica C*> ¢ converge uniformemente

para ¢,

p(r) = pee'™t. (2.4)
13

1 1 1
Lembrando que D = ﬁaa = —_@-(W@B) = D;DP tem-se
e 7 2
« 1 ap ix-€
(D9 = (o | (D)
1 T
= (27T>n/Q(DjD5<p)(:c)e Sdx
1 Tj=2m 1
= o0 - [ (D@D
(2m)" 2m)" Jo ’
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Assim, vem

(D) = &;(D )

se D = DjDB .
Por indugao, obtem-se

(D%p)e = E%pe.

Portanto, segue que

Dag0<£lj'> _ Z é—a@geix{
3

27

(2.5)

(2.6)

De (2.4) e da ortogonalidade do sistema trigonométrico, obtem-se a iden-

tidade de Parseval:
[ 1o = @m X el
@ ¢
Aplicando (2.7) a D%p, obtem-se

IDl* =)~ €.
3

Usando (2.8) e sendo ¢ > 0 um inteiro dado, tem-se

STUD el =)0 e =D (D €l

[a]=0 [a]=0 ¢& & [a]=0

Mas

dSogugZem 14y @4> ) e
J j j

[a]=0

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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iy =1 ()il (5) e+ (e e

Pela desigualdade entre a médias potenciais,

1
%k | ..o 2\ k 2k
(1 +n+§n> 51 Zf%—lfk'—l

e (2.10) e (2.11) d4

2 4 2t 2k
ng > 1+ﬁ+ﬁ+ +|§|1=1+Z|€|

= ni- -1
[a]=0 k=1

B ¢ A
_ 1+;—(Z)nk_1 (k,)lfl

1+ ! > (li) €%

maX1<k<t( )nk ! —1

T 1+Z ()

v

v

maX1<k<t

c(tm)
= ct,n)(1+ |¢[*)"

Logo, ¢ 32 &(1+ [ il < Sy D%, Como se tem que

Z < (@+IEP)

e por causa de (2.9), entao se chega a

CZ (1 + I8 pel* < Z 1D < Z L+ 1€ el (212)

[a]=0
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2.3 Os espacos Sobolev H;

Seja S denotando o espaco vetorial complexo consistindo de todas as sequéncias
de vetores complexos em C™ indexados por n-uplas de inteiros £ = (&1, ...,&,)-

Definigao 2.1. Seja u € S, u = {u¢} onde & percorre todas a n-uplas de
inteiros e onde ug € C™. Para cada inteiro s o espaco de Sobolev H € o
subespaco de S definido por

Hy={ue€8 Y (1+[¢)|ug” < oo}.
3

A desigualdade de Cauchy-Schwarz da que

S+ [EP) T ue - v

3

- (Z<1+|5| W) (g (1+ I¢P) w)

3

e entao se define um produto interno em Hg por

cuja norma associada é

1
lulls = (u, w)s

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que (u,v), existe se u € Hy e
v € Hy, onde % = s.

Veja que H, trata-se de um espaco de Hilbert, pois H, é simplesmente
um espaco /2 em que o espaco medida é o conjunto de todas as n—uplas de
inteiros £, e a norma ¢ norma do [ ponderada por (1 + [£]?).

Define-se uma transformacao linear K* em S para cada inteiro ¢ por

(K'u)e = (1 +[¢*)"u
Finalmente, identificamos @ como subespaco de S associando cada ¢ € p

com sua sequéncia de Fourier {¢¢}. Devido a (2.6), podemos estender o
operador D de g a todo o S colocando

(D“u)g = faUS.
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Agora, usando (2.1), obtem-se

2
2 Ck
pe|® < —— 5, Para todo &,

(L+[€1%)
donde

2
Do +IERYlee < 3 e

3 3

onde o termo do lado direito converge para

% — 5> EJ +1. (2.13)

Dai, tomando um k conveniente de forma que (2.13) seja verdade, tem-se
que o C H, para cada s. Logo, faz sentido considerar os elementos de Hj
como series de Fourier formais ou fungoes generalizadas.

Algumas propriedades dos espacos H, sao apresentadas no seguinte
Teorema 2.1.

(a) Seja s um inteiro nao-negativo. Entdo hd constantes ¢ e ¢, dependendo
no maximo de s e n, tal que

clells < Y 1Dl < Cliglls para todo o € p. (2.14)
[a]=0

Além do mais, para o caso s =0, tem-se a igualdade

lell = llllo (2.15)

(b) Set < s, entdo ||ul|; < ||ulls, entao Hy C Hy. Entdo a uniao \J,., Hs €
um subespaco de S, que serd denotado por H_ .

(c) o € um subespago denso de Hg para cada s.
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(d) K' é uma isometria de Hy em H, o, com inversa K™, i.e,

ulls = | K w2 (2.16)

e K' mapeia p em p. Se p € p et >0, entdo
t AN
Keo=1[1- — : 2.17
@ D ¢ (2.17)
Além do mais, para todo s et e todo u,v € Hy

(u,v)s = (u, K')s_y = (K'u,v)s_ (2.18)

(e) (Desigualdade de Schwartz) Seu € Hyyy e v € Hy_y, entao

[{w, 0)s| < Jullssllvlls—-

(f) Se uw € Hyyy, entdo

veH, 020 ||V|s—¢

(9) (Desigualdade de Peter-Paul) Dados inteiros t' <t <t" ee >0, hd
uma constante c(e) > 0 tal que

lully < ellulli, + c(e)ull

para todo u € Hyn.
(h) D é um operador limitado de Hy (o) para Hy; de fato,

[1D%ulls < lullstia),

para todo u € Hyy(y).
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(i) Seja w uma fung¢ao complexa periddica C* definida sobre R™. Entao dado
um inteiro s, hd inteiros positivos ¢ e ¢, com ¢ dependendo somente de s e
n, e ¢ dependendo de s,n e de w e suas derivadas, tal que

lwells < cllwllsolliplls + ll@lls—1, para ¢ € p. (2.19)

Em particular, ha uma constante ¢’ dependendo de w,s e n tal que

lwells < "[lells, (2.20)

e entao a multiplicacao por w estede-se por continuidade a um operador linear
limitado sobre H,.

(j) Seja w uma fung¢ao complexa periddica C* definida sobre R"™. Entao dado
um inteiro s, hd inteiros positivos ¢ tal que

[{wu, v)s = (w,wv)s| < c([lullsllvlls + llullsllvlls) (2.21)

para cada w,v € Hy. Para o caso s =0, tem-se

(wu,v)g = (u, Wv)o. (2.22)

Prova.

(a) Veja que (2.12) garante a existéncia de ¢ > 0, dependendo de s e n, tal
que

cllel2 < D 1D%)1* < el (2.23)
[a]=0

Mas pela desigualdade entre as médias aritmética e quadratica e pela

desigualdade acima, tem-se

2

s . 1 s .
lells = Y ID%)* 2 —— 1D
s+1
[a]=0 [a]=0
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Logo,

> IID%l < Vs + Lllells:

[a]=0

Para a desigualdade do outro lado, basta ver que como os termos da soma
> tj=0 | D%¢|| sdo positivos, vale a desigualdade

2

Sl < [ Y 1D
[a]=0

[a]=0

Juntando o fato acima com a desigualdade do lado esquerdo de 2.23,
chega-se a

s < D]
Ve llells < ) ID%|

c [a]=0

Ja a igualdade apresentada em (2.15) segue imediata da identidade de
Parseval.

(b) Esse item segue imediatamente da definigdo da norma em H, e do fato de
que (1+[¢%)" < (1+[€7)* se t <s.

(¢) Que p é um subespaco de H, para cada s ji foi observado antes desse
teorema. Para ver que @ ¢é denso, basta notar que cada u € H, tal que
apenas um numero finito de u¢ sao nao nulos pertence a p. De fato, basta
considerar a fungao complexa C'*° peridédica u = Zg uge'™®, que estd bem
definida (e entdo pertence a p) porque existe apenas uma quantidade finita
de termos nessa soma.

(d) Note que
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lall? = > (@ +[€) uel

3

= DI (e el
3

= D ([P (K )
3
= HKtu”g—Qtv

e segue (2.16). Como considerado anteriormente, (u,v)s estd bem definido
se u,v € H,. Entao

(wo)s = > (1+[€P) ue - ve

3

= D (P T + [€7) ue) - ve
¢

= Y (@)Y e - v
£
= (K'u,v),.

Analogamente, (u,v)s = (u, K'v), e segue (2.18).
Considere agora K'¢ = {(1+ |£|*)'¢¢}. De (2.1), segue que

2\t Ck

Entao para todo ¢, se s tomado convenientemente de forma que s —t >

{SJ + 1, segue que a série

Z (1 + ‘5’2)759056@-{

3

converge uniformente. Da desigualdade

£r <& < (14 ¢ (2.24)



CAPITULO 2. ESPACOS SOBOLEV 35

e novamente de (2.1), segue que

Ck,
(L TPy

(1 +[€") el <

e portanto a derivada formal de K'p também converge uniformemente,
ja que

D+ e = 3 €1+ €Y peet
3 3

Logo, K' mapeia o em g.
Para provar (2.17), serd calculado o {—ésimo coeficiente de Fourier da

aplicacao
= |1- 72| ¢
i=1 i

para mostrar que o mesmo coincide com (K*p),. De fato,

[a]=t

1 ¢! 2a —ix-&
= (2#)"/ E aD p-e dz
Q [a]=t

1 t' 2a —ix-&

[a]=t

.
= Z%SMQ

[a]=t

t! o
— (Z aéQ&) §0£
[a]=t
= (14 pe,

onde se @ = (aq,...,0,11), entdo @ = (g,...,ane1) € al = aq!- - aupql
Além do mais, a quarta igualdade acima segue de (2.6). Logo, vale (2.17).

1 / 1 Zn: 82 ¢ 7ix-£d — 1 / Z (_1)2([a]7a1)t_!D2a e*i’”'gda;
(2m)” Q i=1 O} . v (2m)" Q o! ¥
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(e) A desigualdade de Schwartz segue imediatamente de desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

(f) Segue do item (e) que

u,v
luflore > sup Wm0kl
veH,_ o0 ||U]|s—¢

Para provar a igualdade em (f), seja v = K'u. Entao, pelo item (d),

_ <'LL, u>8+t _ <’LL, U>S
ulls: = = .
2] 544 vlls—¢

(g) Para provar a desigualdade de Peter-Paul, primeiro observe que para qual-
quer real positivo y,

desde que y ou 111 ¢ maior ou iagual a 1. Colocando na desigualdade acima

1
y =" (1+[¢),

obtem-se

(1416 < e(1+ €7 + 001 + ),
c(e)
do qual a desigualdade de Peter-Paul sai imediatamente.

(h) Da desigualdade (2.24), segue que

ID*ull? = (L + PP E el < D (1 + €)1 el = [lulli
¢ ¢
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(i) Primeiro veja que, assumindo (2.19), e pelo item (b), tem-se

lwells < (ellwlloe +¢) lleplls-
—_——

C”

Para provar (2.19), primeiro serd considerado o caso em que s > 0. Seja
¢ € p. Entao aplicando (2.14), obtem-se

lwplls < (const) Y [|D"we]

[a]=0
< (const) Z |lwD%p|| + (const) Z | D“wep — wDyp|
[a]=0 [a]=0
s—1
< clwllliells + (const) > [[D]|
[a]=0

< clwllsllells + llells-1,

onde na terceira desigualdade acima, foi usado que

ID*wp —wD|| = Y {D*PwD’} —wD*p

B

= | _ D PwD%

B<a

< (const) Y [[Dg]], (2.25)

B<a

onde a notacao 5 < « indica que B; < oy, Vi, f < « indica que 5; < ;Vi e
existe j tal que 3; < ; e a constante no 1ltimo estdgio depende de w e suas
derivadas. Dali,
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> IID%we —wD%| < (const) Y > |ID%|

[a]=0 [a]=0 B<a
s—1

= (const) Z aq || D%p||

[a]=0

s—1
< (const) > [ D%ll,

[a]=0

onde os a,’s no segundo estagio acima sao a quantidade de vezes que que
cada D“ aparaceu na soma logo anterior. Segue portanto a desigualdade
para s > 0. Para s < 0, primeiro calcula-se wK—® — K ~*w aplicado em um
elemento ¢ de p, que por (2.17) (em particular, usando a conta que foi feita
para prové-lo), é

(WK™ = K=w)(®) = Y wboD*™— Y whyD*(wi))

[a]l=—s [a]=—s
—25—1
= Y ) b D™wD’p =Y caD¥,(2.26)
[a]=—s B<2a [a]=0

onde a notagao empregada é a mesma usada na prova de (2.17), b, =

e ¢, sao combinacoes das derivadas de w. Agora entao,

|Iw90||§ = <w907w(;0>5 - <wK_SKSg0, KSIU(,D>O
= <Kiszs(p, KSUJQD>0 + <(U}K78 — Kﬁsw)KSg@ sz(p>0

—2s5—1
< (KwK*p, K*we)o| + <Z caDango,sz<p> (2.27)
0

[a]=0

onde usamos (2.26) no ultimo estagio. Mas, pelo caso s > 0, tem-se

(K wK o, K*we)o| = HwK g, K*wp) | < |lwK ol || K wel|
< (cllwllso[ K@l —s + KK || —s—1) [ K wep|| -
= (cJwllsollells + K @l s=1) [[wel|s. (2.28)
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Para o ltimo termo em (2.27),

IN

—2s—1 “2s7t
<Z caD K%, sz¢> const Z ](DO‘K‘S%K5WP>0|
[a]=0 0 la}=0
—2s—1
const Z | DY K| || K Fwepl| s
[a]=0
—2s—1
const Z | K5 || s |1 wip | -
[a]=0

IN

IN

IN

const || K| s [ K we]|
= const|[@ls—1[lwells. (2.29)

Portanto, para s < 0, (2.19) segue de (2.27), (2.28) e (2.29).

(j) Como p é denso em Hy, basta provar (2.21) e (2.22) para ¢, € p. Para
(2.22), veja que

(wip, @)o =Y _(wip) o= - (W) = (¥, W),
13

3

onde a segunda igualdade vem das propriedades do produto hermitiano.
Para (2.21), considere s negativo. Usando o item (d) e a equagao (2.22),
obtem-se

(wo,P)s = (WK K°p, K*¢)o
= (K°K°p,wK*Y)o = (K°p, K°*wK*),
= (p,w)s + (K°p, (K w —wK ™) K*),.

Segue como em (2.29) que

[{wep, )5 = (@, )| < (comst) [l s[[¢[]s-1-

Por simetria, tem-se também

[{we, ¥)s = (@, W)s| < (const)[|9]]s]|plls—1.
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Portanto, (2.21) estd provado para s negativo. Para s positivo é analogo.
Segue o teorema.
O

Para o que segue, seja ¢ € p e h € R". Entao, o {-ésimo coeficiente de
Fourier da translacdo ¢ (x) = ¢(x + h) é €4y, pois de (2.4)

Y(x) =p(x+h) = Z pee @€ = Z pee et
3 3

Isso motiva a definicao de translacao para v € S por um h € R" como

Th(uw) = {e™ue}.

O quociente diferenga de u determinado por um h nao-nulo é o

elemento
Th(u) —u {(eih'g—l) }
h h
Y= = —Juy, €8S,
|h| Al

Note que se ¢ € p, como T(¢)(x) = p(h + x), entao

ey pla+h)—p(x)

Observe que também que se u € Hy, entao

1T (w)lls = [lulls,

entao T}, é uma isometria sobre Hy. Em particular, segue que se u € Hj,
entdo u" € H,.

Proposicao 2.1. Seja u € H,. Entdo u € H,,, se, e somente se, os u" sdo
uniformemente limitados na norma s.

Prova. De fato, segue da desigualdade
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eih'f—lr _ (cos-f)—l‘2 Sinh-§2:2(1—008h'f)
1| Id I |h[?

B 4sin® (1n€) (b €)? 2

- |h|22 < S (1+5)

h sdo uniformemente limitados na norma

que ||u”||s < ||ul|s41 e portanto os u
sseu € H,.

Agora suponha que existe uma constante k tal que ||u"||, < k para todo
h € R™ nao-nulo. Para cada inteiro positivo N, seja uy o elemento de H,

obtido pelo truncamento de u em N, i.e

(uw)e = { Ug, se [{|< N

0, caso contréario.
Veja que se mostrado que os [|uy||s41 sdo uniformemente limitados, entao

fazendo N — oo, obtem-se que ||ul|s;+1 < oco. Para isso, seja (e1, - ,e,) a
base ortonormal padrao do R", e seja h = te;. Entao

2

eitfi _ 1 9
— |&]° quando t — 0. (2.30)

1]

eths — 1‘2
Al

Desde que s6 hd uma quantidade finita de £ tal que |{] < N, e desde que
por hipotese

ethé _1)?

— | <K%
Al

> (L IER) ugl

lEl<N

segue de (3.6) que

ST+ e uelle? < k2

l§l<N

Dai
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> (L IEP) luelel® = ZZ (14 181%) ue &1 < nk®.

l§l<N =1 [{|<N

Donde

lunllorr = D (L4 7)) ue* < nk® + [lull2,
l§l<N

e entdo os ||u,|ls+1 sd@o uniformemente limitados, e consequentemente u €
H,..
[l

Lema 2.1 (Sobolev). Se t > [§] +1 eu € Hy, entdo a série Y uge™*
converge uniformemente. Portanto cada uw € Hy parat > [5] 41 correponde
a uma funcao continua.

Prova. E suficiente demonstrar que a série converge absolutamente, S ¢ luel <
0o. Agora,

S luel = D A+ T 1+ € uel

|é|<N I€l<N
< [ Do @R | DD () el
|€|<N [§l<N
< [ arerrt) e

lgl<N

Portanto o resultado segue de (2.2).
[l
Corolario 2.3.1. Seu € H, ondet > {gJ +14m, entdo Du =Y E%uge™*

converge uniformemente para [« < m. Portanto cada u € H; para esse
intervalo de t’s corresponde a uma funcao ZE uge'™* de classe C™.
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Prova. Com u € H; para t > LgJ +14m e com [a] < m, segue do teorema

2.1(h) que D*u € Hy_[o), onde t —[a] >t —m > {gJ + 1. Segue portanto do

lema de Sobolev que 25 £*uge™* converge uniformente. Agora essa série é a
a-ésima derivada formal da série Zg uge'™*. Portanto ZS uge'™* é de casse
cm.

O

Corolério 2.3.2. Da prova do lema de Sobolev segue que se t > |5] + 1,
entao ha uma constante ¢ > 0 tal que se ¢ € p, entdao

[elloe < clle]le- (2.31)

Aplicando (2.31) a D*¢ e usando o teorema 2.1(h), obtem-se

[1D%¢lloo < clllletia- (2.32)

Lema 2.2 (Rellich). Seja {u'} uma sequéncia de elementos de H; com
lu'lls < 1. Se s < t, entdo hd uma subsequéncia de {u'} que converge em Hy.

Prova. Por hipétese

> (1€ g < 1. (2.33)

lEl<N

Entdo, para cada ¢ fixo, os elementos da sequéncia {|(1 + [£[*)"/?uf|}
sdo todos limitados por 1, entdo a sequéncia {(1 4 [¢[*)"?u{} tem uma sub-
sequéncia convergente em C™. Pelo processo usual diagonal, pode-se selecio-
nar uma subsequéncia {u’} tal que a sequéncia {(1+|¢|?)" 2u2’} converge em
C™ para cada ¢ fixo. Afirma-se que {u/i} é de Cauchy, e entdo convergente,
em H, se s < t. De fato, seja € > 0 dado. Agora,

= = ST (LR (L (€Y —

lgl<N

Y (PP P e — P (2.34)

1€1=N
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Para a segunda soma em (2.34), tem-se que |£|* > N? e portanto (1 +
1€12)57F < (1 + N?)*~*. Logo, a mesma é limitada por

20wl Jut| + [,

(L+ N2 Y (L IEP) (e

[§/=N

que é menor ou igual a 4(1+N?)*~!, por causa de (2.33). Desde que s—t < 0,
podemos tomar N suficientemente grande de modo que 4(1+ N?)*~t ¢ menor
do que §, digamos NV = Ny. A primeira soma em (2.34) é entao limitada por

Y (P | =P, (2.35)

|€1<No

e desde que ha somente um ntimero finito de termos nessa soma e desde que

a sequéncia {(1+ |€|2)t/2uéi} converge para cada & fixo, existe uma constante
€

J > 0 tal que se j;,jx > J, entdo (2.35) ¢ menor que 5. Portanto, para

Jir Jx > J, tem-se que ||Ju’t — u’*||? < € e a prova estd completa.
]



Capitulo 3

Operadores Elipticos

O ingrediente fundamental para a prova do teorema de regularidade e de
compacidade é aplicacao da teoria de regularidade eliptica ao operador de
Laplace-Beltrami, o qual é eliptico, como sera descrito adiante.

3.1 Operadores diferenciais peridédicos

Definicao 3.1. Um operador diferecial linear L de ordem | em C*(R™;C™)
consiste de uma matriz (L;;) m X m em que

e 0s ag; sao fungoes em C(R™; C), com no minimo um a3y nao identicamente
nulo para algum i,j e para algum o para o qual [o] = 1. Um operador dife-
rencial linear L € um operador diferencial periddico, ou um operador

sobre @, se os ag; sao fungoes periddicas.

Seja L um operador diferencial periddico, e seja ¢ = (©1,...,9m) € .
Entao

LQO = <Z Llngj, ceey Z Lmj‘;pj) 5 (31)
J J

45
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que também ¢é periédico de periodo igual ao de ¢. Define-se o operador L*
sobre @ por

Z D*af, (3.2)

[a]=0

tal que i—ésima componente de L*¢ é dado por

m l
L* = Z Z Da j’LgO] (33>

J=0 [a]=0

Proposicao 3.1. Seja L um operador diferencial periodico. Entao, no pro-
duto interno L?, tem-se

(L, ) = (o, L)
para todo v, € .

Prova. Veja que

1
(Lot = Gy | oo = s

= ﬁi/i%(%)%dfﬁ
= i /Z D%p; Yhida

z‘,jzl

- 1
-2 Z (27
3,7=1 [a]=0

)ithida

)

C /Q (Do‘goj)a%%d:c.

[o] [o]
1 S 1
Agora, lembrando que D = <—> 0%, tem-se Dof = (—) oxf =

i i

1 [a] o o
(—1)kd <—> 0°f = (=)D, Se a,b sdo fungdes complexas periddicas
i
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(de periodo 27) definidas no R", entao pela férmula da integracao por partes

e pela periodicidade das funcoes
Q Q

/Q Bi(a)b = ab
/Qaa(a)b:(—1)[a1/Qaaa(b).

x; =27

x; =0

Entao, indutivamente

Logo,

)b = (—1) aD®(b). A4
/QD() <1>/QD<> (3.4)

Dai, usando (3.4) e a periodicidade das fungoes envolvidas,

/ (D)l Tudr = / (D% ;)
Q Q
= [ D s
= /@jpa(a_?}%)dﬂf-
Q

Segue que
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Low) = 3 o [0 Y Dolagids

ij=1 @ fa]=0
" *
_ i(; n/%i%wzdx
j=1 ™" Jo i=1
n *
- Yo | oD
_ ﬁ /Q o Lda = (p, L°Y).

]

O operador L* é chamado o adjunto formal de L. A palavra ”formal”
¢é usada aqui para enfatizar que L* nao é o ajunto de L num espaco Hilbert.
E simplesmente o adjunto relativo ao produto interno L? sobre g.

Proposicao 3.2. Seja L um operador diferencial parcial sobre o de ordem
[, e seja s um inteiro. FEntdo existem constantes positivas c,k, e ¢, onde
c depende somente de n,m,l, e s, onde k € uma constante que limita os
valores absolutos dos coeficientes dos termos de maior ordem em L, e onde
c depende de n,m,l,s e de todos os coeficientes de L e suas derivadas de
ordem [, tal que

ILells < ckllpllsst + Ellllssim (3.5)

para todo ¢ € @. Em particular, ha uma constante ¢’ tal que

ILells < "l @llsr (3.6)

para todo ¢ € p,e entao L estende-se por continuidade a um operador limi-
tado de Hyyy a Hy para cada s.
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Prova. A desigualdade (3.6) é imediata de (3.5) e do teorema 2.1(b). Para
provar (3.5) primeiro vamos provar o caso m = 1, i.e, os elementos de @
sao funcoes complexas e L é um operador diferencial parcial ZEQ]:O a®D®* ao
invés de uma matriz. Dali,

l
Y a"D% < 3 Dl

[a]=0 s [a]=0
devido a (2.19) !
< > A @ lIDls + | Dl 51}
[a]=0
devido ao thm 2.1(h) !
< >~ o loolellssia) + € llellsser 1}
[a]=0
devido ao thm 2.1(b) ,
< ckllplls + ¢ llpllsi-1-

Para provar o caso m geral, primeiro note pela desigualdade triangular se
tem que

1Zells <D lLiseslls
i,J
Aplicando entao o caso m = 1 a desigualdade acima e ajustando as cons-
tantes tem-se

1Zells < ek S lpsllon + ¢ S oy llosios.
J J

Como [|[fS = [[e1[[3+- - +]lomll3, entdo [lolls = [|ills parai € {1,...,m}.
Aplicando na desigualdade acima chega-se finalmente a (3.5).
O

Corolario 3.1.1. Se L é um operador sobre p de ordem l,e sew € C*(R"™, C),
entdo o operador M = wL — Lw, onde My = w(Ly) — L(wy), é de ordem
no mdzimo | — 1. Consequentemente, dado s, hd uma constante positiva tal
que

[Mells < (const)||l@lls4i-1 (3.7)
para todo ¢ € .
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Prova. Que a ordem de M é no maximo [ — 1 é imediato da conta (2.25)
feita na prova do teorema 2.1(i) e da expansdo de My usando que L;; =
S a®D®. Ja (3.7) vem de (3.6) e do fato da ordem de M ser no maximo

[a]=0 "ij
[—1.

O

Lema 3.1. Se w € C*(R",C) € periddica,e L é um operador diferencial de
ordem | sobre @, entao existe uma constante positiva tal que

[(L(w*u), L(u))s = [ L(wu) |12 < const(|[ulsyallellssi—1) (3-8)
para todo uw € Hyy.

Prova. Veja que

(L(w?u), Lu)s — (L(wu), L(wu))y| < [{L(w?u) — wL(wu), Lu)|
+ [{(wL(wu), Lu) s — (L(wu), wL(u))s|
+ [(L(wu), wLu — L(wu))s|
= [((Lw —wL)(wu), Lu)|
+ [{(wL(wu), Lu) s — (L(wu), wL(u))s|
+ [(L(wu), (wL — Lw)(u))s|-

Mas
porCauchy—Schwarz
[((Lw — wL)(wu), Lu),| < [(Lw — wL)(wu)||s[| Luls
por(3.7)e(3.6)
2 llwnllosi ol
por(2.20
< cflullssi—tllwllse (3.9)
por(2.21)
[(wLl(wu), Lu)s — (L(wu), wl(u))s| < (|| L(ww)lls]| Lulls—1 + [[L(ww) |- || Lulls)
por(3.6)
< clllwullsrllullssimr + llwulspiafulls+)
por(2.20)
< clllullstllullsiy + ullsviealfulls)

= clullsrllullsti- (3.10)
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porCauchy—Schwarz

[(L(wu), (WL — Lw)(u))s| < IL(wu) ||| (Lw — wL) (u)]]s
por(3.7)e(3.6)
< cllwul|spillull st
por(2.20)
< cllullspallllsri- (3.11)

Segue de (3.9), (3.10) e (3.11) o lema.
[

3.2 Operadores elipticos

Defini¢ao 3.2. Um operador diferecial parcial linear L em C®(R"™;R™) ¢
uma erpressao

L=DB(D)+- -+ Py(D), (3.12)

onde P;j(D) € uma matriz m x m tal que cada entrada é um operador dife-
rencial da forma

Y aa(z)D,

=4

com a, € C*(R™R). O operador tem ordem | se P,(0) # 0.

Definicao 3.3. Para { € R", denote por P;(§) a matriz real obtida substituindo-
se D por £ nos operadores de cada entrada de P;(0). Um operador L como
em (3.12), de ordem [, € eliptico em x € R™ se P)(§) for ndo singular em
x,V¢ € R" —{0}. L € eliptico se o for em cada x € R™.

Lema 3.2. L € eliptico em x € R™ se e s6 se L(¢'u)(z) # 0Vu € C°(R", R™)
tal que u(x) # 0,Yo € C*(R™,R) tal que p(z) =0 e dp(z) # 0.

Prova. Para tais ¢ e u, segue de ¢(x) =0 que

l

L(g'u)(z) = Y Py(0)(¢'u) () = Ri(9)(¢'u)(x).

j=o
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Mas para || = [, segue novamente de p(x) = 0 que

0%(¢'u)(x) = 0%(¢") (z)u(z) = IN(dp)*(x)u(=),
onde (dp)* = (01p)* () — (Onep)*" (). Portanto,

L(¢'u)(x) = 1P(dip(x)) - u(z).

Assim, Py(§) nao singular implica P,(dp(z)) nao singular, uma vez que
do(z) # 0, edaf u(z) # 0da L(p'u)(x) # 0. Reciprocamente, se L(p'u)(z) #
0 para todas tais ¢ e u, entdao P(dp(z))-u(z) # 0,Vu tal que u(z) # 0, donde
P(de(x)) é ndo singular. Mas como dy(x) pode ser identificado a priori com
qualquer £ € R™ — {0}, segue que P;(&) é nao singular, V¢ # 0.

[

Definicao 3.4. Seja X uma n-variedade e w : E — X um fibrado vetorial de
posto m sobre x. Um operador diferencial linear L sobre E € uma aplicacao
linear L : T'(E) — I'(E) satisfazendo a sequinte condicdo: se U C X aberto
€ tal que 71 (U) € dominio de uma carta do fibrado

d:77Y(U) - R"xR™
(z,v) = (p(z), A(z)(v)),
entdo o operador linear Lg : C®(R",R™) — C*(R",R™), dado para o €
['(E) por
Lo((A- o) o 9™ )(p(2)) = A(z) - L(ow)(2)
seja diferencial no sentido anterior. A ordem de L € a ordem de Ly e L

¢ eliptico em x € X (respectivamente em X ) se Lg o for em o(x € R")
(respectivamente em R™ ).

Para ver que as nocoes de ordem e elipticidade sao bem definidas, note
que se

U:n'(U) - R"xR™
(z,v) = (d(z), B(z)(v)),

for outra carta do fibrado, entao
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Ly((B-ow) oy )(¥(x)) = B(z)- Llow)(x)
= B(z)A(z)"A(z) - L(ow)(z)
= B(z)A(z) 'La((A- o) o o~ ()

e B(x)A(x)™! : R™ — R™ ¢é um isomorfismo.

Proposicao 3.3. Um operador diferencial linear de ordem | L : T'(E) —
['(E) € eliptico em x € X se e sd se

L(n'o)(x) # 0,
Vn € C*(X;R) tal que dn(z) # 0, Yo € I'(E) tal que o(x) # 0.

Prova. Nas notagoes acima, L(n'o)(z) # 0 & A(z) - L(n'o)(x) # 0 <

L@(/(f o) o ) (p(x) # 0 & Lo((no o) (A o) o p™)(p(x)) #0.
gora,

(noe™)(e(x) =0, dnoy ) (p(x))dn(x)de™ (p(x)) # 0,

A(z) - (o o o M) (p(x)) = A(z)o(z) # 0 (pois A(x) ¢ isomorfismo), e
basta usar a proposi¢ao anterior.
O

3.3 Desigualdade Fundamental

Uma propriedade analitica béasica dos operadores elipticos é a seguinte

Proposicao 3.4. Seja L um operador eliptico sobre pde ordem [, e seja s
um inteiro. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

[ullsr < c([[Lulls + [Julls) (3.13)
para todo u € Hgyy

Prova. Pela densidade de p em H é suficiente provar (3.13) para todo
@ € p. Para comecar, considere o caso de um operador eliptico Ly sobre p
com coeficientes constantes, que consiste somente do termo lider P,(D). Se
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u € R" com u # 0, e se £ # 0, entdo desde que F,(§) é ndo-singular, tem-se
que |P(&)ul* > 0. Segue da compacidade da esfera unitdria no R™ que existe
uma constante ¢ > 0 tal que

|P(&)ul? > ¢

para todo u e & tal que |u| = |£]| = 1. Disso, segue que

|[P(€)ul* = clgf|ul® (3.14)

para todo u e £ no R™. Agora, note que (Lop)e = P,(§{)pe. De fato, por
causa de (3.1), basta calcular (L;jp;)e:

(Lijpj)e = (QW),L/QLijSOj(x)eix{dx

= Li(§)(#))e;

onde na terceira igualdade foi usado que os coeficientes de Ly sao constantes.
Segue entao que (Lop)e = P(&)e.

Portanto, para ¢ € p, segue da desigualdade (3.14) e do fato de Lg ter
coeficientes constantes que

ILoglZ = D 1P(E)pel*(1+ [€[°)’
3

> (const) Y [€[*el* (1 + [¢]7)".
3
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Entao

(IZolls + llells)® = [ LopllZ + lleoll:
D el (14 1€2)* (1 + (comst) |€*)
¢

v

v

(const) Z Jioe*(1+ [¢[*)!

= (COHSUH@HsH, (3.15)

onde a terceira desigualdade acima vem do seguinte: se a ¢ um inteiro positivo
e ¢ > 0, entdo existe uma constante positiva C' tal que 1 + ca’ > C(1 + a)'.
De fato, se ¢ > 1, de

-1
l
(I+a)=1+a+) (k)a’“
k=2

akgal—i—lgcal—l—l,

(1+a) <1+Z(> )1+ca)

1
Se ¢ < 1, basta repetir o argumento anterior para — 4+ a! > 1 + a' e depois
c

tem-se que

multiplicar por c.

Agora, considere um operador eliptico geral L de ordem [, e seja p € R".
Serd mostrado que existe uma vizinhanga U de p tal que (3.13) vale para
toda ¢ € g com suporte em U. Seja Ly denotando o operador eliptico com
coeficientes constantes, homogéneo de ordem [, obtido pelo termo de maior
ordem de L no ponto p. Entao segue de (3.15) que para cada ¢ € p

(const) (| Loglls + [l¢lls)
(const) (|| Lolls + [|(Lo = L)¢lls + [l¢lls)- (3.16)

]l

IA A



CAPITULO 3. OPERADORES ELIPTICOS 56

Seja k denotando a constante em (3.16). Entao escolha um € positivo menor

1

que o, onde ¢ denota a constante ¢ de (3.5). Em uma vizinhanga suficien-
c

temente pequena de p, os coeficientes da parte de maior ordem de Ly — L sao

menores que € em valor absoluto. Seja L um operador periédico coincidindo
com Ly — L sobre uma vizinhanca pequena U de p e com os coeficientes da
parte de maior ordem menores que € em todo lugar. Entao, segue de (3.16),
(3.5), e da escolha de €, que para um elemento ¢ € p cujo suporte estd em
U7

k(ILells + 1 Lells + llolls)
klILells + ckellpllsrs + kcll@llsi-1 + Ellells

lpllsrs <

1
< KlLells + llellort + k@l + Kl

Como pela desigualdade de Peter-Paul,

[ellsi-1 < \/6’||90||§+z +e(@)llel2 < Vellellsr + Vel el

onde € é tal que keve < }1 (note que € e € sdo independentes), segue que

3
lolls+i < (const) || Leplls + 7 llplls+ + (const)[e]ls,

o que prova (3.13) para esses .

Seja T™ o toro obtido como o quociente do R™ pelo quadriculado consis-
tindo de todos os pontos 27&, onde ¢ é uma n-upla de inteiros. Os abertos
U obtidos acima para cada p € R" projetam uma cobertura aberta de 7T™.
Seja Uq, ..., U, uma subcobertura finita, e seja wy, ..., w; uma particao da
unidade montada nessa cobertura, da forma especial

> wi=1 (3.17)

Agora considere as w;’s fungoes periédicas C™ (de valor real) definidas sobre
o R™. Seja ¢ € p. Entao, por (3.17), e pelo teorema (2.1)(i) e (j),
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lellZ

(@, )51 = <Zw @, 90>
s+l

< Z (Wi, wip) sy + (C0n5t>HQDHS—&-ZHSDHSH—I

i

Desde que w;p tem suporte em um dos U obtidos acima, e desde que ha
somente uma quantidade finita de w;, existem constantes tal que a segunda
linha acima é

< (const) ) |l Lwypll? + (const) | o]|2 + (const) @ llsutllpllssi1

< (const) ) {L(wip), L), + (const) o2 + (const) @l sallllsit

= (const)|[Lell; + (const)[|¢|IF + (Const)||90||s+z||30||s+z—1

< (const)|[Lell; + (const)[|¢||f + ||<PHs+z (const) ][54

IN

(const) || Lep|[3 + (const) [l o]l7 + ||90|!s+z + (const) ||l

onde no quarto estagio foi usada a desigualdade de Peter-Paul para ||[¢||2,,_;.
Segue que (3.13) vale para toda ¢ € p e portanto para todo u € Hg,y.
[l

Teorema 3.1 (Regularidade para Operadores Elipticos Periodicos). Seja L
um operador eliptico periodico de ordem l. Assuma que u € Hy,, v € Hy, e

Lu=w.

Entao u € Hyyy.

Prova. Primeiro serd mostrado que é suficiente provar que se u € H, e
v=Lu € Hyg 11, entao u € Hy ;. Primeiro lembre que se s; < s5, entao
H,, C Hy,, e que se u € Hy, entao existe s tal que v € H,. Suponha entao
provado que se u € Hy, Lu =v € Hy_;y1, entao u € Hyyq1. Se s > t+1[, nada
hé a fazer. Caso contrario s <t+1[—1. Comov € Hie s— 1+ 1 <t, entao
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v € Hy ;1. Logo,deu € Hi e v € Hy_;,1, segue que u € Hy 1. Agora, se
s+ 1 =1t+1 o problema esta feito, caso contrario, s +1 < t+1—1 e dai
s+1—1+1<t oqueddqueve Hg 1 411. Procedendo analogamente ao
que foi feito anteriormente, u € Hy,o. Caso s + 2 = [ + t, nao se tem mais
nada ha fazer, caso contrario podera incrementar o indice do espago ao qual
u pertence até que se chegue finalmente que u € H,;y;, para isso bastando
repetir o argumento anterior.

De agora em diante serd provado que se u € Hye v = Lu € H, 1, entao
u € Hypy. Seja h # 0 € R", e seja L o operador obtido de L pela troca de
cada coeficiente o por seu quociente diferencga.

Afirmacao 3.1. Para ¢ € p, e entao por continuidade para u € H_,

L(u") = (Lu)" — L"(Tju)
De fato, se L = (L;;), entao

L(u) = (Lu)" — L"(Tyu)

& (Z (L) (@), ) (Lonji)) (@ ) (Z L)' (), -, > (Lmj )" ()

J J

( (LY Th) @),y Y (L Thipy) ()

Portanto, basta provar que
(Lije!) (@) = (Lijes)"(x) — (LY Thp;) (), Vi, J.
Sendo L;j; = Z[a _o ai;D*, basta provar que
afi(x) (D7) (x) = (afD%y)" (x) — (afy)" (x) D*(Thps) ().
Basta entao, por indugao, mostrar que

a(z)(0;¢")(x) = (ad;¢)" (x) — a" (2)0;(Tip) (),
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Va: R" — C,¢ : R" — C fungoes C*°.
Mas,

a(x +h)(9;¢)(x + h) — a(x)(9;¢)(x) _

(adsp)" (w) — a"(2)0;(Thp) (w) =

Al
- <a(m +h) — a(l’)) i Lh) (@ + tej) — (Thp) (@)
|h| t—0 t
B a(x—f—h)l_ gp(x—i—h—l—tej)—gp(x—i-h)_
N |h| 150 t
_alz) . plette) —p@)
|h| t—0 t
B (a(a: +h)— a(m)) lim o(x+tej+h) —p(x+h)
|h| t—0 t

L o(x+ h+te;) —o(x+tej) — p(x + h) + p(x)
= lima(x) ( 1] )

R G e B )

Para completar a afirmagdo, seja u € H; e (pg)g>1 uma sequéncia em
o convergindo para u em H,. Entdo, o} 5wt em H, para todo h # 0.
Como T, : Hy — H, ¢é isometria, entao Ty LA Thyu em H,. Como
L é continuo, tem-se também L(p}) N L(u™) em H, ;. Analogamente,
L"(Ther) &5 LM(Thu). Como L(pl) = (o) — L"(Thr), fazendo k — oo,
obtem-se a afirmagao.

Aplicando entao a desigualdade fundamental a afirmacao, tem-se que

"ls < (const)| L(u") s~ + (const)[[u" ||~

(const) ||(Lw)"||s—; + (const)||L"(Thw)||s—; + (const)]||u"||s—;

lu?lls - <
<

Agora, lembrando que ||L"(Thu)||s—; < (const)||Ty(u)||s = (const)||uls,
por causa de (3.6), e onde a constante nao depende de h, e que ||(Lu)"||_; <
|| Lu||s—121 (vide desigualdade obtida na prova da proposi¢ao 2.1), tem-se

1"l < (const)| Lutlls—41 + (comst)||ulls,
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onde o lado direito independe de h. Pela proposicao 2.1, segue que v € Hgq,
e o teroema esta provado.
O



Capitulo 4

Teorema de Hodge e Aplicacoes

O proposito do presente capitulo é provar o Teorema de Decomposicao de
Hodge, onde para o alcance deste objetivo serao desenvolvidas diversas fer-
ramentas de uso bastante interessantes em si.

Para comecar, a primeira ferramenta a ser desenvolvida é

4.1 O operador x de Hodge

Seja V' um espago n-dimensional com produto interno (,). O teorema da
representagao de Riesz garante que (, ) induz um isomorfismo candnico entre
V* = AY(V) e V, definido por

veV = (,v) eV
Para w € AY(V), denote por w* o vetor de V correspondente a w via
tal isomorfismo; reciprocamente, para v € V, seja v* € AYV) a 1-forma
correpondente a v.
Fixada uma base ortonormal {ey,...,e,} de V, sabemos que {ej A... A
e; ;1 <y <...<i, <n} ébase de AP(V). Defini-se a forma bilinear (,)
sobre AP(V) pondo, para 1 < iy <...<i,<n, 1<ji; <...<j,<n,

(ef N...Nef,es N...N€d

i1 ip) TJ1 Jp

) = I, seir=jp,V1<k<p
1 0, caso contrario

e estendendo (,) por linearidade a todo o AP(V). Que (,) é produto interno
¢ imediato. Ademais, {ej A... A e;il <ip < ... <ip < n} vira uma base
ortonormal para AP(V).

61
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Lema 4.1. Para wy A ... Awp, t1 A...At, € AP(V), tem-se

(Wi Ao AN wp, tr A A ) = det (w;, vy) = det (w), v]).

Prova. A segunda igualdade é imediata. Quanto a primeira, ambos os
membros sao lineares com respeito a cada w; e cada t;. Portanto, fixados
Wa, ..., Wp,t1,...,t,, basta mostrd-la para w; = ej,. Raciocinando analoga-
mente mais 2p — 1 vezes, concluimos que é suficiente provar que

(e, Ao Nep e Ao Ae; ) =det ({ej, s €;) )k,
o que ¢é imediato.

O

Seja V' um espago vetorial com produto interno. Munindo A™(V') com
o produto interno acima, um elemento de volume para V' é uma n—forma
a € A"(V), unitdria com respeito a (,). Dizemos que V é orientado por «.
Uma base ortonormal {ey,...,e,} de V' é positiva se a(es,...,e,) = 1, ie,
se =ef A...Nel. Fixado w € AP(V), seja @ : A" P(V) — R o funcional
linear tal que
O(t) = (wAta).

Aplicando novamente o teorema da representagao de Riesz, garantimos a
existéncia de um unico elemento de A" ?(V'), denotado por xw, tal que

O(t) = (t,*w),Vt € A"P(V),

i.e, tal que

(wAt,a) = (t*w), vt € A"P(V).
Em particular, desde que dim(A™"(V)) =1ew At € A*(V), tem-se

wAt=(wAt,a)a = (xw,t)a,Vt € A"P(V).

Fica entao bem definido um operador * : A?(V') — A"P(V'), denominado
o operador * de Hodge, obviamente linear.

Lema 4.2. Seja V' um espago vetorial orientado com produto interno, {eq,. .., e,}
uma base ortonormal positiva e {e},... eX} a base dual. Para o € S,,_,,
tem-se



CAPITULO 4. TEOREMA DE HODGE E APLICACOES 63

*(6;(1) VAP eo.(p)) = Sgn(a)ez(p+1) VANPIA e;(n)

Prova. Seja o(1) = iy,...,0(p) = ip,0(p+1) =ji,...,0(n) = j,—p. Pela
formula de expansao ortonormal, tem-se

= Z (x(ej, Ao Aep)ep Ao Neg, e Ao Aeg )

k1<-'~<l€n7p

= > (e, N Ne Nep N Aena)en A Aeq )

k1<-'~<kn7p
= (e, Ao Nef ANej Ao Ane ad(el AL Ae; )

In—p
= sgn(o){e] A...Nep, Oé>(€;1 ARERWA ejn,p)
S——

«

= sgn(o)(e;, N...N¢€j ).
[

Para o que segue, se « é forma de volume para V e w € A"(V), tem-se
xw = (w,a). De fato, xw = (xw, 1) = (w A 1,a) = (w, a).

Proposicao 4.1. Seja V um espaco vetorial orientado com produto interno.
Se x: AP(V) — A"P(V) denota o operador de Hodge, entdo:
(0) st = (~1P00) 5 (V) = AP(V);
(b) Para w,t € AP(V), tem-se (w,t) = *(w A xt) = %(t A\ *w).

Prova. (a) Se {ey,...,e,} é base ortonormal positiva e o € S, ,,_,, tem-se

x(e51) N - A egp) = (8gn0) (€5p41) N - A Epiny)-
Seja p € Spn—p tal que p(1) = o(p+1),... ,p(n —p) = o(n). Entao
pln—p+1)=0(1),...,p(n) =o(p) e

* (6:;(1) Ao A eg(p)) = (sgno) * ( o)
(59“0)(59nﬂ)( €pnpt1) N - Ep(m))
= sgn(op)(esay A A eo’(p))
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Note agora que p = on, onde

B 1 2 n—mp n—p+1 n
= p+1 p+2 n 1 p)’

de modo que

sgn(op) = sgn(o®n) = sgn(0)*(sgnn) = (~=1)"" 7.

Portanto,

* >k (62(1) VAN 6:’(17)) = (_1)p(n—p)e:ﬁ;(1) AN...Ne

e o caso geral sai por linearidade.

o(r)
(b) Segue de (a) que

(w,t) = (—1)”(”_”)(* *w,t) = (—1)p(”_p)((*w) At,a)
= (tA(xw),a) = *(t A (xw)).

A outra igualdade é andloga.
O

Proposicao 4.2. Seja V um espago vetorial real com produto interno, ori-
entado. Fizado n € A(V), se L, : AP (V) — AP(V) € o operador adjunto
de nA : AP(V) — APTLH(V), entdo:

(a) Ly(w) = (=1)" * (n A (xw)), Yw € AP*1(V').

(b) Para o € Sy,

p+1
Ly(esy A Aespen) = D (=D €5 Ao Ao Aeee Aegu
=1

(¢) Para w € AP(V), tem-se L,(n Aw) +n A Ly(w) = |n]*w.

Prova.
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(a) Tem-se (L,(w),t) = (w,n At),Yw € AP (V),t € AP(V). Como (u,v) =
(v A *u) pela proposigao anterior, tem-se

(Ly(w),t) = (w,nAt)==*((nAt)Axw)
= (=P *((t An)A=xw)
eAn—pr(V)
= (1P {t A LD wox(n A (xw))]}
= (D" {E A [ (n A Gew))]}
= (=)™ A (xw)), t).

Como a igualdade vale para todo t € A?(V), segue que L, (w) = (—1)"x (nA (xw)).

(b) Desde que ambos os membros sao lineares em 7, basta considerar o caso
. PR .
n= € H4 dois casos:

(1) no(jy; 7 > p+1: é imediato que o segundo membro da igualdade a ser
provada é igual a zero. Quanto ao primeiro,

—1)" s (nA) % (e5y A+ A €gpin))
—1)"sgn(a) x (NA) (€5 A A eoim)

Ln(ej;u) ARRRNA €Z(p+1)) =
(

= (=1)"sgn(o) * (e5(j) N €opia) N A €piny)
0

(2) Mo¢); 7 < p+ 10 o segundo membro da igualdade a ser provada é

igual a (—=1)7* (v, eX )er gy A A @/Z\(j) A At

(1) . o (p+1)- Quanto ao primeiro
membro, tem-se da terceira igualdade acima, que

Ly(egay N A egpiny) = (=1)"Psgn(a) * (e; ) A eqpray A Ay

Sekétalqueo(p+2)<---<a(k)<o(j) <olk+1)<---0(n), entdo

Ln(ez(l)/\- . -/\e;(pﬂ)) = (—1)”p+k_p_lsgn(a)*(e;(p+2)/\- A€ (1) N ()Nt 1) /N

Sendo
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1 k—p—1 k—p k—p+1 n—p n—p+1 n—p+j—1 n—p+j n
T op+2) T alk) o) oktl) T am) o) T al=1) oG+ o(p+)

entdo sgn(r) = (—1)"*=1(—1)PFDC=r=Uggn(g), donde

Ly(egay N AN egpery) = (=)™ sgn(o) * (Eray A A€y
= (‘1)np+k_p_139n(0)39”(7)(ei(n—pﬂ) AN erm)

_ i+1 % ¥ *
= (1) eguy A Aegy A Aegp)-

(c) Se mostrarmos que a afirmagao é vélida para n = ej;(j) e que €’ o(i )/\L o
Le;(j)(e;(i)/\) = 0 para ¢ # j, seguird de serem ambos os membros da igual-
dade na afirmagao do item (c) formas quadraticas em 7n que o item (c¢) é
valido em geral.

Fixe w=e; A Neyy ENP(V)en=c¢} .

Se j <p, entao n Aw = 0 e dai L,(n A w) = 0. Por outro lado, segue de
(b) que

n A Ln(w) = 6:.(3) A\ (—1)j+16*(1) A A 6:_(]) FANKIEIRIVAN @:(p)

= e N Negp =W,

a(p)
Se j > p, segue de (b) que L,(w) =0, e dai n A L,(w) = 0. Por outro lado,

Ly(n ANw) = Ly(eg) A 63(1) A €pip)-
Se o(1) < - < o(k) < o(j) < ok +1) < J(p), o

<1 E k+l  k+2 ptl  p+2 j j+1 n)
T = . “ e “ .. . . “ e ,

o(1) o(k) o(j) o(k+1) a(p) o(p+1) o(j—1) o(i+1) a(n)
entao
L"](T] AN U)) = (—1)kLn(eZ( 1) BAN 6*( k) A\ 6::_(]) A\ 6;(k+1) A A 6:(p))
= (D) Ly(espy A Ae; (p+1))
= ()M~ 1)(k+1)+1 Gy N ANy N N ey

6:.(1)/\/\ = W.

a(p)



CAPITULO 4. TEOREMA DE HODGE E APLICACOES 67

*

A prova de €y Leé(j> = Le;(j)(eo_(l.)/\) = 0 para i # j é analoga.
]

Proposicao 4.3. Seja V um espago vetorial real com produto interno, ori-
entado. Sen €V — {0}, entao a sequéncia abaizo € exata:

AP(V) 8 AP (V) I8 APF2 (V).
Prova. Certamente que, para w € AP(V),

nAnAw)=mAnAw=0

Para a reciproca, se n Aw = 0, w € AP*(V), entao a segunda parte da
proposicao anterior proporciona que

Ly(n Aw) +n A Ly(w) = |nf*w,
ie,
—5 Ly(w)) € Im(nA).
0

Se X é uma n-variedade Riemanniana compacta, conexa e orientada, cada
T, X é um espago vetorial n—dimensional com produto interno, orientado por
dX, onde dX € Q"(X) é o elemento de volume de X. Portanto, todas as
construgoes acima podem ser feitas em 7, X. Em particular, dado a € QP(X),
define-se *a por

(xa), = *a, € A"7P(V),
e é imediato que xa € Q" P(X).

Proposicao 4.4. Se X é uma n-variedade compacta e (,) € a forma bilinear
em QP(X) dada por

@p) = [ an()

entao (,) € um produto interno.



CAPITULO 4. TEOREMA DE HODGE E APLICACOES 68

Prova. Basta ver que

€O (X)

(o) = [ FAGa) = 1y [ s (ansa)

_ /X*w,a). X

Analogamente, chega-se que (o, f) = [ *(c, 8), o que implica que (8, o) =
(av, ). Em particular,

(@) = [ aa) o0

com igualdade se, e somente se, *{a,a) =0 < (a,a) =0 a=0.

No que segue, denota-se a norma proveniente de (,) por | |o.
Proposigao 4.5. Se § : QP(X) — QP71(X) € o adjunto de d : P~ 1(X) —
OP(X), entao

6= (—1)MPHDH gy
Prova. Tem-se de verificar se (da, 8) = (, §3), Va € QP71 X), 8 € QP(X),

1.e

[ oy ns) = [ (@) a0)

X
Mas como #63 = (—1)"PHD+hdx g = (— 1)+ (1)=p+D)—-D gy 3 =
(—1)Pd % 3, tem-se

daA(+B) = dan(xB)+ (~1P " a A (d )
= da A (xf) —aA (x6),

e o teorema de Stockes da

o:/Xd(aA(*ﬁ)):/XdaA(*B)—/XaA(*éﬁ),

como desejado.
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4.2 O operador de Laplace-Beltrami
Se f € Q%X) =C>(X,R), entdo §f = 0, donde

(6d + dS)(f) = 8df = — = d * df.

Mas se p € X e {e;} é um referencial positivo numa vizinhanga de p,
geodésico em p, com coeficientes {w; } e formas de conexao w;;, entao w;;(p) =
Oe

xd*df = *dx (Z ei( flw;) = *d(z ei(f)(xw;))

Mas, em p,

d(*wi) = d(w1/\' S WA - .wn) = dw;\- - AW A+ - Wy 4+ WA - AW A- - - dwy,

com
dw; :ijk/\wkzo em p.
k

Portanto, tem-se em p que

xdxdf = Z w{d(ei(f)) N (xw;)}

_ Z cles(ed F))wy A ()}
_ Z wfes(eif)wi A (rwy)}
_ iei(ei(f)) x (w; A (xw;))
- iei(ei(f)) = —Af(p).
Assim, neste caso tem-se 5dl+ do = A : C* — C%, o que motiva a
seguinte
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Definicao 4.1. O operador de Laplace-Beltrami em QP(X) € o opera-
dor linear A : QP(X) — QP(X) tal que A = 6d + do. Uma p—forma « €
harmoénica se Aa = 0.

Lema 4.3.

(a) *A = Ax

(b) A é auto-adjunto com respeito a (,)

(c) a € harménica se, e somente se, da = 0,0a = 0.

Prova.

(a) Basta ver que, para u € QP(X),

xAu = *xdou + *ddu
— (—1)”(1’“)Jrl % kd % U + (—1)”(p+2)+1 % xd * du
= ddxu+ (—1)"Pdxdu
= Sdxu+ (=) d*d* xu
= ddxu+doxu=Axu.

(A, B) = ((6d+dd)a, B) = (dda, B) + (ddcv, B)
= (da,dB) + (0c,63)
= (a, AB).

(¢) Veja que Aa =0 = (do,da) + (6o, 6ar) = 0 = da, da = 0. A reciproca é
analoga.
[l

A motivagao para estudar formas harmonicas provem do seguinte pro-
blema variacional: fixada uma classe de cohomologia de p-formas em X, su-
ponha que existe uma representacao w de tal classe que minimiza a norma | |5
no espago afim w+dQP~1(X). Entao |w+tdr|3 > |w|3,Vt € R, V1 € QP~1(X),
donde

d
E|w+td7|§ =0,v7 € Q"7 1(X).

t=0
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Mas isso ¢ mesmo que (w,dr) = 0,V7 € QP~}(X), ou ainda

(6w, 7) = 0,Vr € QP 1(X).

Portanto, dw = 0; como dw = 0 (uma vez que w representa uma classe
de cohomologia), segue do lema anterior que w é harmonica

Corolério 4.2.1. (Hopf) Se f : X — R € hamonica, entao f € constante.

Prova. Pelo lema, se f é harmonica, entao df = 0. Logo f é constante.
O

No que segue, denotamos por Har?(X) o espago vetorial das p—formas
harmoénicas em X. Observe que se a € QP(X) é tal que Aw = « para algum
w € QP(X), entdo, para todo f € Har?(X), tem-se

(a, ) = (Aw, B) = (w, AB) =0,
i.e, ol Har?(X). Gostaria-se de provar que esta condi¢ao é também suficiente
para a existéncia de w € QP(X) tal que Aw = «. Para tanto, comega-se
generalizando o conceito de solucao de Aw = «, motivados pelo seguinte
argumento: se Aw = «, entao (Aw,7) = (o, 7),VT € QP(X), e dai

(w, A1) = (a, 7), VT € QP(X).

Portanto, o funcional linear limitado ¢ : QP(X) — R, dado por ¢(f) =
(w, B) é tal que p(AT) = (a, 7), VT € QP(X). Tem-se entao a seguinte

Definigao 4.2. Para o € QP(X), uma solugao forte de Aw = « € uma
we € (X)) tal que Awy = « no sentido usual; uma solugao fraca de
Aw = « € um funcional linear limitado ¢ : QP(X) — R tal que

o(AT) = (o, 1), V7T € QP(X).

Se (X)) fosse um espago Hilbert com (,), fixada uma solucao fraca ¢
de Aw = «, o teorema da representagao de Riesz garantiria a existéncia de
wy € QP(X) tal que

p(8) = (wo, B), VB € Q(X).
Infelizmente, 2(X) nao é um espaco Hilbert com (,), de modo que a

implicagao (existéncia de solugao fraca=-existéncia de solugao forte) nao se-
gue do teorema de representacao. No entanto, serd provado e existéncia de
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solucao fraca de Aw = «a, bem como que a regularidade de solucao fraca im-
plica existéncia de solucao forte, com base no seguinte teorema a ser provado:

Teorema 4.1. (de regularidade) Se o € QP(X) e ¢ : QP(X) — R € solugao
fraca de Aw = «, entdo existe wy € QP(X) tal que p(B) = (wo, B),V5 €
OP(X). Em particular, wy € solugao forte de Aw = «.

Sera necessario também o seguinte teorema de compacidade, também a
ser provado.

Teorema 4.2. (de compacidade) Se (c,)n>1 € uma sequéncia em QP (X) tal
que |agla < ¢ e |Aay|s < ¢ para algum ¢ > 0 e todo n > 1, entdo existe uma
subsequéncia de (ay,)n>1 de Cauchy em QP (X).

4.3 Teorema da Decomposicao de Hodge

Tem-se agora as condigoes necesséarias para se provar o resultado principal
deste trabalho.

Teorema 4.3. (de decomposi¢ao de Hodge) Para 0 < p < n, tem-se:

(a) dim Har?(X) < oo,

(b) QP(X) =A(QP(X)) ® HarP(X)

(c) Aw = « tem solucao se, e somente se, a L Har?(X).

Prova.

(a) Se dim Har?(X) = +oo, por Gramm-Schmidt Har?(X) conteria uma
sequéncia ortonormal (a,)n>1. Dal, |ay|a =1 e [Aay,|e = 0,¥n > 1, e o teo-
rema da compacidade garantiria a existéncia de uma subsequéncia (ay,, )k>1
de Cauchy. No entanto, |a,, — ay, |2 = v/2, uma contradicio.

(¢) Assumindo (b): Como ja visto, basta mostrar que ol Har?(X) = Jw €
OP(X) tal que Aw = a. Mas, por (b), aLHar?(X) = a € A(QP(X)).

(b) Como HarP(X) tem dim < +oo, fica bem definido o operador linear
projegao ortogonal:

THar : (X)) = Har?(X).
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Como Har?(X) N Har?(X)+ = {0}, tem-se a decomposicao ortogonal

OP(X) = Har?(X)® Har’(X)*

a = Tge(a)+ (o — e (a))

e basta mostrar que Har?(X)+ = A(QP(X)).

J& se sabe, de um calculo anterior, que A(QP(X)) C Har?(X)t. Resta
entao mostrar a inclusao contraria, para o qué sera preciso a seguinte
Afirmagao 4.1. Eziste c positivo tal que |a|y < c|Aaly,Va € Har?(X)*. De
outro modo, o inverso a esquerda de Ajpom(xy @ Har?(X)H — Har?(X)*+ é

um operador pré-compacto.

Suponha o contrdrio. Entdo existe uma sequéncia (v, ),>1 em HarP(X)*,
tal que |a,lo = 1 e |Aay|e — 0. Pelo teorema de compacidade, passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que (a,),>1 é de Cauchy
com respeito a | |o. Dali, para § € QP(X), a desigualdade de Cauchy da que

[(atn, B) = (@, B)] = [ — A, B)] < |t — 2| Bl2 = 0,

donde a completude de R garante a existéncia de

p(8) =l (s, §), B € P(X),

A linearidade de (,) garante imediatamente que ¢ : QP(X) — R é um
funcional linear. Veja que ¢ ¢ limitado, uma vez que

(B = [1m (. )] = lim [(@,, B)] < lim [ o] 8]z = |8

. n A~ . . . N .
Ademais, como Aaq,, — 0 e convergéncia forte implica convergéncia fraca
em espagos vetoriais normados, tem-se para 7 € QP(X) que

©(AT) = lim (v, A7) = lim (Ao, 7) = 0,

i.e, p: QP(X) — R é solugao fraca de Aw = 0. Dali, o teorema de regulari-
dade garante a existéncia de a € QP(X) tal que ¢(8) = (o, 8), V5 € QP(X).
Portanto, Aa = 0 e (a,, 8) = (o, 8),V3 € QP(X), i.e, a,, — @ em QP(X), e
dal em Q7(X), o completamento de QP(X) com respeito a | |2. Mas como
(an)n>1 € de Cauchy em QP(X), converge em QP(X) com respeito a | |o; como
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convergéncia forte implica convergéncia fraca, segue que tal limite forte é a,
ie, a, = aem QP(X), e dai em QP(X). Segue finalmente que, por um lado

a, € Har?(X)t = a€ Har?(X)*+ a0
Aa =0 = «a€ HurP(X) -

ao passo que, por outro lado,

|Oén|2 =1= |Of|2 =1.
Chega-se entao a uma contradicao, o que estabelece a afirmacao.
Mostrar-se-4 finalmente que Har?(X)* C A(QP(X)): se a € Har?(X)*,
seja ¢ : A(QP(X)) — R definido por

(AB) = (a, B), VB € Q(X).

Se AB; = Af,, entdao (a, 81 — B2) = 0, uma vez que o € Har?(X)*t e
B = Py — Py € HarP(X). Portanto, ¢ estd bem definida e é obviamente
linear. Afirma-se que ¢ ¢é limitado em A(QP(X)). De fato, se f € QP(X) e
7 =B — Tha(B), entdo A(7) = A(B) e T € HarP(X)*. Assim, a afirmacio
principal d& que

[P(AB)] = [p(AT)] = [(a, 7)] < |alal7ly < clafs|ATly = clala|ASl,.

Sendo um funcional linear limitado em A(QP(X)), ¢ admite, pelo teorema
de Hahn-Banach, uma extensao limitada a QP(X), o qual é entao uma solugao
fraca de Aw = a. Pelo teorema de regularidade, existe w € QP(X) tal que
Aw = a, i.e, a € A(QP(X)).

O

Corolario 4.3.1.

P(X) = AP(X))® Har’(X)
= (P (X)) @ 5d(QP (X)) & Har?(X)
= d((X)) @ §(THX)) & Har?(X)

Prova. Veja que para w,n € QP(X) se tem que

(déw, édn) = (ddéw, dn) = 0.
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Logo,
do(P(X))Lod(QP(X)).

Analogamente, chega-se que

AP (X)) LS(P (X)),

Como

AQP(X))LHar"(X)

A(QP(X)) = (dd + 3d)(Q(X)) € d(Q" (X)) & 5(Q" (X)),

basta mostrar que

d(QP1(X)), s(PTH X)) LHar?(X).
Mas, se w € QP"H(X) e n € Har?(X), entao

(dwﬂ?) = (w’ d77) =0,
uma vez que An =0=dn=0,6n=0.
Portanto,

OP(X) = dS(P (X)) B 6d(P (X)) & Har"(X)

C AP Y(X)) @ 5(QFH(X) ® Har?(X) C QP(X).
]

4.4 Prova dos Teoremas de Regularidade e
Compacidade

4.4.1 Reducgao ao caso periddico

Antes de comegar a prova do teorema de regularidade, é necessario estabelecer
uma notagao conveniente e fazer algumas observagoes.

Daqui por diante, C*° denotard o espago C*°(R"™, C™), C5° as fungoes de
(' com suporte compacto e C5°(V') aquelas cujo suporte compacto esta em
V. O produto interno L? em C§° serd indicado por
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(u,v) = (2710” /Ruv

onde, como antes, u - v denota o produto hermitiano.

Seja V' C R™ um aberto com V contido em algum cubo 27. Entéo, pela
extensao periddica, identificamos C§°(V') como um subsepago de p. Obeserve
que o produto interno L? sobre C°(V) coincide com o produto interno L?
cobre C§°(V') considerado como subconjunto de g, que também coincide com
o produto interno de Sobolev || |lo.

Sendo L uma operador diferencial parcial eliptico de ordem [ atuando
sobre C*°, ja foi mostrado que L possui um adjunto formal L* sobre Cg°,
com respeito ao produto interno sobre Cg°. Entao se tem a seguinte

Proposicao 4.6. Seja L uma operador diferencial parcial eliptico de ordem [
atuando sobre C™ (sem a condi¢ao de coeficientes periddicos). Seja também
p € R™. Entao exriste uma vizinhanca suficientemente pequena V' de p e um
operador eliptico periddico L tal que L coincide com L sobre V.

Prova. Seja Ly denotando o operador com coeficientes constantes determi-
nado por L em p. Entao, desde que L ¢ eliptico em p, existe algum € positivo
tal que qualquer operador cujos coeficientes diferem, em valor absoluto, de
no maximo € do correspondente em Lg, é eliptico. Seja U uma vizinhanca
de p, pequena o suficiente para estar contida em algum 27 cubo @), no qual
os coeficientes de L diferem de no maximo e dos coeficientes correspondentes
em Ly. Seja V C V C U. Escolha, entdo, uma funcdo C™ ¢ com 0 < ¢ < 1
tal que ¢ é 1 sobre V' e tem suporte em U. Entao o operador

- L+ (1—¢p)Lo

é eliptico sobre o R™ e claramente pode ser estendido de () a um operador
eliptico periddico L que coincide com L em V.

[]

A proposicao que segue da uma ligeira extensao da propriedade que ca-
racteriza L*.

Proposicao 4.7. Seja u € Hy e seja o € C3°(V). Entao

<[~’u7 90>0 = <u’ L*90>0'
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Prova. Seja ¢; — uw em Hg, com ¢; € p. Entao

(Lbj, 000 = (Libj, ) = (L, )
= <wj7L*§0> = <wj7L*§0>07

e dai,

[(Lu, )0 — (u, L*¢)ol [{L(u = 45), )0 = (u =15, L*¢)o|

< LG = ) lls-allll—sra + llu = 5ll I L0l -
por 3.6
< (const)|lu = jllsll@ll—si + llu = oslls[[ L7l s,
que converge para zero quando j — OQ. ]

Seja V', como acima, um aberto cujo fecho estd em algum 27 cubo. Sejam
u e v elementos de H,. Entao diz-se que u e v sao iguais em V se

<u_U7¢>0:O

para todo ¢ € C§(V). Sera dito que um operador periédico L tem
suporte em V se seus coeficientes pertencem a C5°(V') C g.

Proposicao 4.8. Se L tem suporte em V', e se os elementos u e v de H
sao iguais em V', entao

Lu = Lv.
Prova. Pelo teorema 2.1(f), se tem que
L(u —wv),
(=)t = sup (WU 0h ol

eer_y  |1@lli-s
p7#0

Entao basta mostrar que (L(u — v),p)o = 0 para toda ¢ € p. Mas, pela

proposigao anterior (com L = L)

<L<u - U)a (10>0 = <u -0, L*QD>07
que ¢é zero, pois u e v sdo iguais em V, desde que L*p € C§°(V) C p.
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4.4.2 Definicao do operador L associado ao operador
de Laplace-Beltrami

Pode-se definir L informalmente do seguinte modo: se ¢ : R® — R™ m =
("), é dada em coordenadas por ¢ = (¢()) @), (1) = (i1,...,ip), €

p
A (payodeg | =) vudea,
(4)

(%)

entao

L(p) =tory,

onde oyt = (Yo7t R* — R™,
Mais rigorosamente, se

¢ : 7Y U)—=UxR™
(p,v) = (p,7(p,v))

7 (U) =2 U x R 2L Rn 5 R

U /
é uma carta do fibrado 7 : Q?(X) — X sobre U entao

L(r(y"won™)) = Awor™,
para toda secao w em U.
De fato, para ¢ € R™, com q¢ = vy(p),p € U, tem-se que

(v Lwoy (g =7(v(9), wiv(q)) = T(p, w(p))

da precisamente os coeficientes de w com respeito a base {dxi)}.

Que L é linear é claro. Para ver que se trata de um operador diferencial de
segunda ordem, note primeiro que, como A = d§+dd e § = (—1)"PTDFLxdx,
e ded tém ordem 1, em coordenadas tem-se
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A (e omdeg | =D (Lo o v)dea,
(@) (4)
onde cada L;y é operador diferencial de R" em R, de ordem < 2.

Mas como A(@?*a)(m) # 0,Ym € X, Va € QF(X) tal que a(m) # 0
eVo : X — R, com p(m) = 0,dp(m) # 0, é imediato que L deve ter
ordem 2 (vide préxima secao). De fato, essa condi¢ao garante que, sendo
o= Z(i) agydr (), tem-se

L((¢ o7 ) a@)(v(m)) # 0,

e dai é claro que ao menos um dos coeficientes da parte principal de L néao
se anula em m.

4.4.3 Elipticidade do operador de Laplace-Beltrami

Teorema 4.4. Se X € uma variedade Riemanniana, orientada, entdo o ope-
rador de Laplace-Beltrami A : QP(X) — QP(X) € eliptico de sequnda ordem.

Prova. Como

A=06d+ds = (—1)"PD s d s +(—1)"PH x dx d

e x é algébrica, ao passo que cada ocorréncia de d acarreta uma derivagao
parcial, segue imediatamente que A é um operador linear de ordem menor
ou igual a 2. Para concluir que A ¢ eliptico de segunda ordem, fixe x € X
e tome 1 : X — R suave, tal que n(z) = 0,dn(x) # 0, a € QP(X) tal que
a(x) # 0. Pela proposigao anterior, basta provar que

A(n*a) # 0.
Mas como n(z) = 0, se dn(x) = & € AN (T, X), entao

(d*dx(’a))(x) = dxd(’(xa))(x) = d=* (2ndn A (xa) + n*d(xa))(z)
= dx (2 (dn A (xa)))(z) + d(n* * d(xa))(z)
= 2dn(z) A #(dn(z) A (xa)(2))
= 26 A x(nAx*a(r))
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e analogamente,

(+d = d)(n* o) () = 2% (§ A %(§ A o).

Portanto, lembrando que L,(n) = (=1)" x ({ A x7) para 7 € APTH(T,X)
e pondo «a(z) = 3, segue que

APa)(z) = 2{(=1)"TITEARENB) + (=1)" T+ (EA(EAB))}
(S2HEN (1) (EAB)] + (1) * (EA*(EAB))}
(=2{E A Le(B) + Le(EA )}

(=2)lgl*8

(=2)|dn(z)*a(z) # 0, (4.1)

onde a quarta igualdade é devido a proposigao (4.2) na pagina 64.
]

Prova do teorema de regularidade. Primeiro sera feito uma reducao para
o problema local no R™. Sera provado que

Teorema 4.5. Dada uma p—forma C* f sobre X e um funcional linear
limitado I' : QP(X) — R tal que I'(Ap) = (f,¢) para todo ¢ € QP(X), entao
existe uma p—forma C* u sobre X tal que l'(t) = (u,t) para todo t € QP(X).

Note que a ultima afirmacao do teorema de regularidade, que diz que
Au = f, é uma consequéncia imediata do teorema 4.5, ja que (Au,p) =
(u, Ap) =U'(Ap) = (f, p) para toda ¢ € QP(X).

Seja (U,~) um sistema de coordenadas sobre X. Via esse sistema de
coordenadas, as p-formas tornam-se fungoes vetoriais do R™ no R™ C C™,
onde m = (;) A notacao a seguir é a mesma da secao 4.4.1. Via o sistema
de coordenadas (U, ), as p—formas sobre X tornam-se elementos de C*°. Na
diregao oposta, cada elemento de C§° estende-se a uma p—forma complexa
sobre todo o X. Seja L o operador diferencial parcial eliptico induzido por
A e L* seu adjunto formal com respeito ao produto interno L? sobre C5°.

A extensao do produto interno (,) para as p—formas complexas vem de
maneira imediata ao se fazer:

(uy + dug, vy + ivg) = (u1,v1) + (ug2,v2) + i((ug, v1) — (ug,v2)),
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onde uq, us, v1, vy sao p—formas reais. Entao, no espago Euclidiano, obtem-
se outro produto interno (,) sobre C§° do produto interno sobre p—formas
complexas sobre X.

Afirmacgao 4.2. Existe uma matriz A de funcoes suaves sobre R™, hermiti-
ana e positiva definida em cada ponto, tal que

(0, ) = (o, AV)
para toda ¢, € C§°.
De fato, seja (¢, v), = (¢(p), ¥(p))pv/det g(p), onde (v,w), = *(v A (xw))

e (g, ), = (p(p), ¥(p)) = @(P)V(p).

Como (,), e (,), sdo produtos internos em C™, existe A(p) : C" — C™
matriz tal que

(¢(p), ¥(p))pv/det g(p) = (2(p), A(P)Y(P))p- (4.2)

Tomando ¢ = e(;y, ¥ = e(;) numa vizinhanca de p, é imediato que A(p) =
(a;;(p)), onde a;; : R* — C* é C*,Vi,j =1,...,m. Logo,

(p, AY) =/<90(p)>A(p)¢(p)>pde = /(w(p),w(p))p\/detg(p)da?
= /*(v/\(*w))dX
= /@A*t/):(%w)-

Para o que falta, note que

(o, ) = (o, AY) = (o, Ap) = (p, ) ER.
Logo,

(p, Ap) = (Ap, p) = (Ap, p) = (p, A"p).

Dai, pela identidade de polarizagao,
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Ao, Ad) = D Mo+, Alp + X))

IA=1
= ) Mo+ b A0+ M)
IA|=1

= 4(p, A"Y),

donde A* é hermitiana. Por fim, (4.2) garante que A é positiva definida em
cada ponto. Segue a afirmacao.

Agora, veja que o adjunto de L com respeito a (,) é simplesmente A*
restrito a C3°. Para ¢ € C§°, vale

LYo = AN* A7 . (4.3)

De fato, para ¢ € C§° arbitrario,

(L*o, ) = (o, L) = (A o, L))
= (A*A7'p, ) = (AA* A7 g, 4.

Agora se estende o funcional linear I : QP(X) — R para as formas dife-
rencidaveis complexas, e define-se o funcional linear complexo [ sobre C§°® por

(o) =1'(A" o). (4.4)

Um fato interessante sobre [ é que o mesmo é localmente representado
por uma funcao C*°. Precisamente, sera mostrado que

Lema 4.4. Se p € R", entao existe uma vizinhanca W, de p e um elemento
u, € o tal que I(t) = (uy,t) para todo t € CF(W,).

Antes de provar o lema, serd mostrado que o mesmo implica o teorema
4.5. Segue do lema 4.4 que para cada p,q € R", u,|W, N W, = u,|W, N W,,
desde que ambos tem o mesmo produto interno L? com todos os elementos de
C§°(W,NW,). Portanto as u,’s juntas dao uma u € C'* tal que u|W, = u,|W,
para cada p € R". Agora seja {p;} uma particio da unidade sobre R"
subordinada a {W,}. Entao, se t € C5°,
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I(t) = Zl(%’t) = Z (u, pit) = (u,t).

)

Agora se ¢ é p—forma suave sobre X com suporte em U, entao

I'(p) = 1(Ap) = (u, Ap) = (u, p).

Pelo mesmo argumento acima, as u’s para os varios sistemas de coordenadas
sobre X dao juntas uma p—forma u € C* (necessariamente real) sobre X
tal que

() = (u, )
para toda ¢ € QP(X). Portanto, provar o teorema 4.5 foi reduzido a provar
o lema 4.4, o qual segue.
Seja p € R™ fixo, e seja Q’_ algum 27 cubo aberto contendo p. Escolha
um aberto V tal quep e V. .C V C @', e seja

[=1C2(V). (4.5)

Primeiro de tudo, observe que [ é um funcional linear sobre C° (V). De fato,
desde que V' é compacto, a norma matricial ||A; ]| tem um maximo quando
x percorre V', e portanto, usando o fato que I’ é limitado, segue que

)l = |ilp)] = [(A7"¢)| < (const)[| A" ]
= (const)((A~"p, A71p))2 = (const){p, A~'p)?
< (const)(ll|[ A l))2 < (const)]¢]

para toda ¢ € C§°(V), e onde || || denota a norma vinda de (, ). Segundo,
observe que segue de (4.5), (4.4), (4.3), (4.2), e das hipdteses no teorema 4.5
que

(L) =U(AT' L") = I(A"A™ ) = (f, A7) = ([, ) (4.6)

para toda ¢ € Cg°(V). Daij ¢ uma solucao fraca de Lu = f.
Desde que [ é limitado, [ estende-se a um funcional linear limitado sobre
Hy. Segue que existe um elemento @ € Hy tal que



CAPITULO 4. TEOREMA DE HODGE E APLICACOES 84

[(t) = (a,t)o (4.7)

para todo t € H,.

Basta entao mostrar que numa vizinhanca suficientemente pequena de p,
o elemento u coincide com um elemento de .

Escolha uma vizinhanca Oy de p, com O, suficientemente pequeno, de
forma que existe um operador periédico eliptico L que coincide com L sobre
Oy (como feito na subsecdo 4.4.1). Escolha uma vizinhaca O de p tal que
O C Oy, e entdo escolha uma sequéncia de vizinhancas O, de p tal que
O CO,e0, CO,_; para cada n € N. Para cada natural n > 1, escolha
uma funcao w, € C'*° que ¢é identicamente igual a 1 em O,,, tem seus valores
entre 0 e 1, e tem suporte em O,,_;. Seja

V1 = wlf& € HQ.

Entao

onde

M1 = fjwl - wlf/. (49)

Agora, com o objetivo de se aplicar o teorema 3.1, deve-se determinar a
qual espaco de Sobolev o lado direito de (4.8) pertence.
Primeiro veja
wli—/a = U)lf,
do qual segue que wiLi € Ci°(0Op) e portanto pertence a H, para cada s.
Segue do teorema 2.1(f), que para mostrar o (4.9), basta provar que
(wi Lit — w1 f, p)o = 0

para toda ¢ € p.
Mas, de fato, usando (4.6), (4.7), (2.22) e a proposicao 4.7
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(w L, p)o — (w1 f, @)o
(L, wip)o — (f, wrgp)o
(@, L'wi)o — (L wiyp)
l( 1%0)—Z(L w1<P) =0.

<w1f,ﬂ — w1 f, ¢)o

Agora, desde que L (e entao [~/) ¢ um operador de ordem 2, entao M; tem
ordem 1 (vide 3.1.1); entdo Mya € H_;. Portanto o lado direito de (4.8)
pertence a H_;. Segue do teorema 3.1 que v; € H;. Agora seja

Vo = ’U)Qﬂ.

Entao

i?}g = wQEﬁ + Mgfb = U)QZN—/& + MQUl,

onde a ultima igualdade segue da proposicao 4.8 desde que My = Lwy —wyL
tem suporte em O; e u = vy sobre O;. Agora, procedendo como antes,
ve-se que o lado direito da ultima igualdade acima esta em Hy. Portanto,
novamente pelo teorema 3.1, v € Hy. Continuando da mesma maneira,
obtem-se

Uy, = Wy (4.10)

com v, € H,.

Finalmente seja W, uma vizinhanca aberta de p com Wp C O, e seja w
identicamente 1 sobre W), com valores entre 0 e 1, e com suporte em O.
Entao wi = ww,u para cada n; e entao, por (4.10), wa € H, para todo n.
Pelo corolario de lema de Sobolev, wu representa uma fungao C*° u € g.
Agora, se t € C3°(W,), entao

() = 1(t) = (a,th = (@wt)o
= (wi, t)o = (u, 1),

e o lema 4.4 esta provado, completando a prova do teorema de regularidade.
m
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Prova do teorema de compacidade. E suficiente mostrar quesem € X,
entao existe alguma vizinhanca de m tal que se ¢ é qualquer fungao C'* sobre
X com suporte nessa vizinhanga, entao (¢ay,),>1 tem uma subsequéncia
de Cauchy. Entao simplesmente cobre-se X com um numero finito de tais
vizinhangas e toma-se uma particao da unidade ¢q,...,@n subordinada a
essa cobertura. Pode-se selecionar uma subsequéncia oy, tal que ¢;a,, seja
de Cauchy para cada j. Entao (ay, )r>1 ¢ de Cauchy pois

N
Z wj (ank - a"l)
j=1

Reduz-se o problema ao espaco Euclidiano escolhendo-se uma vizinhaca co-
ordenada de m, com m indo para p € R". Continuando com as notacoes
anteriores (onde || || denota a norma sobre X e a norma correspondente in-
duzida em C§°), seja ¢ uma fungao C'™ real e com suporte em Oy. E suficiente
mostrar que a sequéncia (o, ),>1 de elementos de p tem uma subsequéncia
de Cauchy (pag)r>1 na norma 0, desde que a norma 0 e a norma L? coin-
cidem sobre C§°(0p). Mas, de acordo com o lema de Rellich, basta mostrar
que a sequéncia ¢ limitada em H;. Ora, segue da desigualdade fundamental
que

Hank - Oéan =

N
<Y llps(an, — o)l
j=1

lpanlli < (const)(|| L1 + llpeval-1)

(const)([[ Lpan|| 1 + llpan][-1)

< (const)||¢pLa,||—1 + (const)||(Le — pL)ay||-1 + (4.11)
+ (const) || pan|| 1.

Agora,

lpLanllo = llpLan]|
(const)||¢La,|" < (const)|| Lay, ||’
(const) || Aay,||'. (4.12)

lpLan ]|

VAN VANRVA

Seja 7 uma funcao C'*° com valores entre 0 e 1, que é igual a 1 sobre Oq e
tem suporte em V. Entao

(Lo —pL)a, = (Ly — pL)(Tay),
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e entao
(Lo —pL)an|[-1 = [[(Ly — oL)(Tan)|| 1
< (const)||Tan|lo = (const)||Tay,||
< (const)||Ta,||” < (const)||ay]’. (4.13)
Finalmente
[panll—1 < [lpanllo = [lpan|| < (const)|lpa,|” < (const) |an|".  (4.14)

Juntanto (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), segue que

lpanlly < (const)([|Aan|" + [lan ).

Mas, por hipdtese, ||Aa,||" e ||a,||” sdo limitados. Entao, a sequéncia (pay, )n>1
¢é limitada em Hy, e segue o teorema de compacidade.
m

4.5 Aplicacoes

4.5.1 Operador de Green

Definicao 4.3. O operador de Green associado ao operador de Laplace-
Beltrami A € a composicao

1L A )™

G:(X) — Har’(X) — Har?(X)*
a = AN a— e (a))

Lema 4.5. G € um operador linear pré-compacto e auto-adjunto.

Prova. Que G é pré-compacto segue do fato de ser o mesmo a composigao
do operador linear limitado I'd — g4 = T4 cOm 0 operador pré-compacto
(Algrarr(x)r) ™ - Har?(X)* — Har?(X)*(vide afirmagao 4.1). Quanto &
auto-adjuncao, basta ver que se G(a) = w, G(8) =7, com w,n € Har?(X)*,

entao
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o que é verdade.
]

Proposigao 4.9. O operador de Green G : QF(X) — Har?(X)*+ C QP(X)
comuta com d,d e A.

Prova. Como d e § comutam com A, basta mostrar que se T : QP(X) —

OP(X) é linear, entao TA = AT, o que implica TG = GT. Para tanto, é

suficiente provar que T o p,,1 = g 0T em QP(X) e To (Apaw(x)r) " =

(Agrarr(x)r) "t o T em Har?(X)*,.

TA =AT = AT(Har"(X)) = TA(Har?(X)) = T(0) = 0
= T(Har?(X)) C T(Har?(X)) (4.15)

Como Har?(X)* = A(QF(X)), tem-se também

T(Har?(X)') = TA(QP(X))
= AT(Q/(X)) C A(P(X)) = Har’(X)*"  (4.16)
T(Har?(X)) C T(Har?(X)) € Apgarexye = Har?(X)* — Har?(X)*,

juntamente com T'A = AT, implicam em T' o A|yqre(x)t = Ajgarr(x)t 0T, €

dai
TO (A|Harp(X)J-)71 = (A‘Harp(X)J_>71 OT em HGTP(X)J_
Para ver que T o g1 = Tt 0T em QP(X), note que se o — myqr () =

Aw, entao

(T o mpgrr ) (@) = (T o Tggrt )(Aw + Tggrr (@) = (T 0 T ) (Aw) = T'(Aw)
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(THarr 0 T) (@) = Ther ( TAwW  +Trge () = T (TAw) = T Aw,
S—~— —_— ——

€Harp(X)+ EHarr(X)

por (4.15), (4.16) e por A(QP(X)) = Har?(X)*.

4.5.2 Teorema da dualidade de Poincaré

O teorema a ser provado aqui é

Teorema 4.6. (Dualidade de Poincaré) Seja X uma variedade compacta e
orientada de dimensao n. Entao existe um isomorfismo natural entre H™ P
e o espaco dual de H?. Em particular, tem-se dim H" P = dim HP.

Para comecar as ferramentas sao:

Teorema 4.7. Toda classe de cohomologia de De Rham de uma variedade
Riemanniana compacta, conexa e orientada contém um unico representante
harmonico.

Prova. Se o € QP(X) é fechada, entdao segue do teorema de Hodge, da
definicao do operador de Green e da proposigao anterior que

a = A(G(a)) + e (@)
= (dd+ do)(G(a)) + Thar ()
= JdG(a) + dOG() + THar ()
= Tiar(a) + d6G(a). (4.17)

Mas como 7, () é harmoénica, tem-se dmpg,, (o) = 0, e (4.17) garante
que

(o] = [mrar(@)].

Para a unicidade, se aj,ay € HarP(X) sao tais que a3 — ap = df, 3 €
OP~1(X), entao
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g — a3 = (o1 — ap,df) = (0(ar — ), ) = 0,

donde a; = an

]

Corolario 4.5.1. Os grupos de cohomologia de De Rham de uma variedade
diferencidvel compacta, conexa e orientada X tém dimensdo finita.

Prova. Muna X de uma métrica Riemanniana. Pelo Teorema anterior,
HP(X) é gerado pelas classes [a], onde o € QP(X) é harmoénica. Mas
HarP(X) tem dimensao finita.

[

Para o que segue, serd preciso do seguinte

Lema 4.6. Se V e W sao espacos vetoriais de dimensao finita com produto
interno, e B: V. X W — R uma forma bilinear nao-degenerada, i.e, tal que
Bv,w) =0,Yw e W = v =0 ¢ Bv,w) =0,Yv € V = w = 0. Entao a
aplicagcao ¢ -V — W* dada por

¢(v)(w) = B(v, w)
¢ um isomorfismo.
Prova. A nao-degeneracao de B garante a injetividade de ¢. Analogamente,
Y : W — V* dada por ¢(w)(v) = B(v,w) é injetiva, e dai
dimV <dmW*=dimW < dimV* = dim V.
Portanto, dim V' = dim(W*) e ¢ é sobrejetiva.

Por fim, o

Teorema 4.8. (dualidade de Poincaré) Se X € variedade diferencidvel com-
pacta, conexa e orientada entdo H" P(X) = HP(X)* via o isomorfismo in-
duzido pela forma bilinear

B:H'(X)x H"?(X) — R
(). [8) /Xaw.
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Prova. Para ver que B esta bem definida basta notar que se oy — ap = dr,
entdao (g —ag) AB =dr AB =d(tAB)+(—1)P"17dB = d(7 A B), e o teorema
de Stockes da

/Xal/\ﬁ—/XaQ/\ﬁ:/X(al—ag)/\ﬁ—/xd(r/\ﬁ)—0.

Analogamente, 1 — f; = dr = [, a A By = [, a A fo.

Uma vez bem definida, a linearidade de B é imediata. Dai, pelo lema
anterior, basta mostrar que B ¢é nao-degenerada. Para tanto, muna X de
uma métrica Riemanniana e tome [a] € H?(X)—{0}. Pelo teorema anterior,
pode-se supor que « é harmoénica. Dai, xa € Q" P(X) e

Axa=xAa=x*0=0,

i.e, *a também é harmoénica. Em particular, d(*x«) = 0, donde *a representa
uma classe de cohomologia em H" P(X), tal que

(lo], [xa]) = /Xom xa = |al3 > 0.

Analogamente, dada [§] € H" P(X) — {0}, tem-se 5 € QP(X) fechada e

(81, 18]) = /X “B AP = (—LpnD /X «B A (%)
= (=P Bl A 0.

Segue que B é nao-degenerada.

Corolario 4.5.2. Se X" é compacta, conezxa e orientada, entio H"(X) ~ R.

Prova. Pela dualidade de Poincaré, H"(X) ~ H°(X)* ~ R* = R.

4.5.3 Os Autovalores do Laplaciano

Considere o operador de Laplace-Beltrami A atuando sobre p—formas de
QP (X) para algum p fixo.
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Definicao 4.4. Um numero real A\ ao qual corresponde uma p-forma nao
identicamente nula u tal que Au = \u € chamado de autovalor de A. Se A
¢ um autovalor, entao qualquer p-forma u tal que Au = M é chamada uma
autofuncao de A correpondente a \. As autofuncgoes correspondentes a um
A fizo formam um subespago de QP(X) chamado o autoespago do autovalor

A

Se A é um autovalor e u uma autofuncao correspondente, entao

Mulpg = AMu,u) = (Au,u)
(Au,u) = ((dd + dd)u, u)
= (dou,u) + (6du,u)
(6u, o) + (du, du) = |du3 + |dul3,

e portanto X\ > 0, i.e, todos os autovalores de A sao nao-negativos.

Além do mais, os autoespacos de A possuem dimensao finita. De fato,
se dim V), = oo, onde V) é o autoespaco correspondente a A, entao, por
Gramm-Schmidt, V), conteria uma sequéncia ortonormal (ay)g>1. Mas, como
lagla = 1 e |Aagle = A, ent@o pelo teorema de compacidade, (oy)g>1 teria
uma subsequéncia convergente. Mas isso é uma contradicao, uma vez que
’ank - inb =2

Se A\ e n sao dois autovalores distintos e u, v autofungoes correspondentes,
segue que

AMu,v) = (Au,v) = (Au,v)
= (u7 Av) = (u7 77”) = TI(U; U)>

donde (u,v) = 0, uma vez que A # 1. Disso segue que autofungoes corres-
pondentes a autovalores distintos sao ortogonais. Com isso, se (\,),>1 fosse
uma sequéncia convergente de autovalores distintos (e portanto limitada) e
(un)n> a sequéncia das autofungoes correspondentes, poderia-se ortonorma-
lizar (u,),> € assim obter uma sequéncia ortonormal de autofungdes tal que
|Auyle = A, é limitado e |u,|z = 1, podendo assim, novamente pelo teorema
de compacidade, achar uma subsequéncia de Cauchy. Dali, chega-se a uma
contradicao. Logo, os autovalores de A nao possuem ponto de acumulacao.

Proposicao 4.10. Se A € o operador de Laplace-Beltrami, entdo A possui
uma sequéncia de autovalores positivos que diverge para +o0.
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Prova. Primeiro sera mostrado que A possui um autovalor positivo. De
fato, considere A restrito a Har?(X)L. Entao tem-se A : Har?(X)+ —
Har?(X)* e também o operador de Green G : Har?(X)*t — HarP(X)4, e
AGa = GAa = «a para todo o € HarP(X)1. Obeserve que os autovalores
de G|pqre(x)L sd0 os reciprocos dos autovalores de Alpqp(x)L. Seja

n= sup |Gpls.
lel2=1
pEHarP (X)L
Note que n < oo. De fato, se n = o0, entao existiria uma sequéncia

cn = |Gppla > n. Mas, como G é pré-compacto, (G, ),>1 possui uma sub-
sequéncia de Cauchy. Disso e da desigualdade ||Gyle — |Gonl2| < |Geon —
Gnl2, chega-se que (¢,)n,>1 possui também uma subsequéncia de Cauchy,
portanto convergente. Uma contradi¢do, uma vez que (¢;,),>1 diverge. Tem-
se também que 1 > 0, ja que se |G|y = 0, entdao G = 0 e dai ¢ = AGp = 0,
uma vez que ¢ € Har?(X)*. Novamente uma contradicdo, pois ||y = 1.

Com isso, 1 estd bem definida e |G|y < n]p|s para todo ¢ € Har?P(X)*,.

Afirmacgao 4.3. % ¢ um autovalor de A.

Seja (¢;);>1 € Har?(X)* uma sequéncia maximizante paran, i.e, [ply = 1
e |Gpla — n. Primeiro, veja que |G*p; — n*pjl2 — 0, pois

|GPo; — iy = G5 — 207 (GPpj,¢5) + 1
< P|Gy;ils — 20%|Geyl3 + ' — 0.

Segundo, |Gy; — ne;la — 0. De fato, se ¢; = Go; — ny;, entao

0« (¥;,G*0; — n’¢;)
= (¥, GY; +mp;)
= (15, Giby) +nlbsle > nlwsl3,

uma vez que (V;, G;) = (G, AGy;) = (dGy;, dGy;) + (§G;, 6G;) > 0.
Agora, novamente usando o fato de G ser pré-compacto, existe uma sub-
sequéncia de ¢;(que por abuso de notagao sera denotada da mesma forma),
tal que (Gg;);>1 € de Cauchy. Defina entdo o funcional linear [ sobre QP(X)
por
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[(B) = lim n(G;, 5)
j—oo
para § € QP(X). Como (Gy;);>1 é de Cauchy (portanto |G |, é limitado) e

L(B)| = | lim n(Gg;, B)] < n lim |Gepjl2|Bl2,
j—o0 J—00

entao [ é um operador linear limitado. Veja também que [ é uma solugao
fraca de

ja que

(- ()9 - oo ()0

= lim [n(Gy;, Au) — (Gpj, u)]

J—0o0
= Jlim [(ng, ) = (Gej,u)]
= lim [(ny; — Gpj,u)] = 0.
j—00

Agora, se fixado € X e tomando ¢ : X — R suave, tal que ¢(x) =
0,dy(z) # 0, a € QP(X) tal que a(x) # 0, pela proposi¢ao 3.3 e pela conta

em (4.1),
(a-(3)) wara 0.

e dai A — % é eliptico. Pelo teorema de regularidade e pelo fato de [ ser
limitado (logo pode ser estendido), existe w € QP(X) tal que I(5) = (w, B).

Consequentemente,
1
(2-())w=r
n

ou
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Agora, sejam A\ < --- < A, autovalores de A e uyq,...,u, as autofuncoes
correspondentes (j& ortonormalizadas). Seja R, o subespaco de Har?(X)*
gerado por {uy,...,u,}. Veja que se u € (Har?(X)®R,)* e w = h +

> (w,u;)u;, onde h é uma p-forma harmonica, entao

(Au,w) = (u, Aw) = (u, A (Z (w,uz)uz>> = Z (Aw, u;)(uz, u) =0

i=1 =1

€

(Gu,w) = (u, Gw) = (u7 Gh+ G (Z (w,uz)uz)> = Z (Gw, u;)(us, u) = 0.

i=1 =1

Entao, G e A mapeiam (Har?(X)®R,)* nele mesmo. Dai, definindo

Nn+1 = Sup |Gola
lpl2=1
pe(Har?(X)®Ry)+
e procedendo de forma andloga a prova da afirmagao, chega-se que A\, =

—L_ & autovalor de A. Como
Mn+1

(Har?(X) @ Rps1)® C (Har?(X) @ Ry)*,

entao

)\n+1 2 >\n
Segue o resultado. n

Mais um resultado interessante acerca dos autovalores de A ¢é a

Proposicao 4.11. Sejam 0 = A\ < Ay--- 0s autovalores de A, onde cada
autovalor é contado sequndo a multiplicidade da dimensao de seu autoespaco,
com uma sequéncia jd ortonormalizada de autofungoes (u;)i>1. Seja o €
QOF(X). Entao

n

o — Z (v, u;)u;

i=1

=0.
2

lim
n—00
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Prova. Para a prova, seja k a dimensao de Har?(X). Logo, tomando =
Aa, segue que

GB) =a—mhur(a) =a—

(v, uy)u;.

k
1

)

Segue entao que

n n n 1
o= Z (o, up)u;| = |GB— Z (o, w)ui| = |G — Z (a7)\iui))\_iui
=1 2 Z=k+1 2 Z=k+1 2
= |GB— ) (o Au)Guy| =|GB— ) (Ae,u;)Gu
i=k+1 9 i=k+1
= |GB - Z (B, u))Gu;| = |G <5— Z (57%‘)“2’)
i=k+1 9 i=k+1 9

para n > k. Mas, por definicao de A, 41,

n

- 1
G (5 - Z (8, Uz)“z) < 3 B — Z (B, u;)u;
i=k+1 2 ntl i=k+1 5
< |B]2 — 0 quando n — oo,
)\n-i-l

onde na segunda desigualdade foi usado que

= J BE—= D (Bu)? < |Bla.
2

i=k+1

‘ﬁ = > (Bow)u;

i=k+1

Segue a proposi¢ao.

2
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