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que, tanto de forma direta , como também indiretamente, deu-me forças para
perseverar ao longo desse mestrado, chegando assim aqui, a essa dissertação
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RESUMO

O presente trabalho aborda um teorema clássico de decomposição do
espaço das p-formas suaves sobre uma variedade Riemaniana compacta e
orientada, conhecido como teorema da decomposição de Hodge, assim como
suas consequências. No decorrer do mesmo, foi feita uma passagem por di-
versas feramentas interessantes, como espaços Sobolev (caṕıtulo 2) e EDP
eĺıptica(caṕıtulo 3), assim como uma abordagem suscinta de formas dife-
renciáveis(caṕıtulo 1).
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ABSTRACT

This dissertation presents a classical theorem of decomposition of the
space of smooths p-forms on compact oriented Riemannian manifold , known
as the theorem of Hodge decomposition, and its consequences. During the
same was made a passage for several interesting tools, such as Sobolev spaces
(Chapter 2) and elliptical PDE (Chapter 3), as well as a succinct approach
about diferenciable forms (Chapter 1).
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3.1 Operadores diferenciais periódicos . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Introdução

A presente dissertação aborda um conhecido teorema da geometria diferen-
cial, cujas implicações são poderosas nessa área: O Teorema da Decomposição
de Hodge.

No Caṕıtulo 1 foi abordado como tema as p−formas, bem como foi dada uma
pincelada em Cohomologia de Dham.

No Caṕıtulo 2 a atenção foi voltada para os espaços Hs, conhecidos como
espaços de Sobolev. Comentou-se bem acerca de seus aspectos básicos.

O Caṕıtulo 3 tratou de uma ferramenta fundamental para o resultado prin-
cipal dessa dissertação, a saber, os operadores eĺıpticos. Desde a definição
até a conhecida desigualdade fundamental foram citados.

Por fim, o caṕıtulo 4, com o resultado principal. Mas antes foi feita uma boa
teoria acerca do operador estrela de Hodge.
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Caṕıtulo 1

Formas Diferenciais

1.1 A Álgebra Alternada

Em tudo o que segue, V é um espaço vetorial real e, para p ∈ N, V p =
V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

p

.

Definição 1.1. Uma aplicação w : V p → R é p-linear se for linear em cada
fator. Uma tal w é alternada se w(v1, . . . , vp) = 0 sempre que vi = vj para
algum par 1 ≤ i < j ≤ p. O conjunto das aplicações p-lineares alternadas
w : V p → R é denotado por Λp(V ), e denominado o conjunto das p-formas
em V .

Veja que Λ0 = R e claramente tem-se Λp(V ) um espaço vetorial real.

No que segue, denote por Sk o k-ésimo grupo alternado, i.e, o grupo
das permutações σ de {1, 2, . . . , k}. Todo σ pode ser escrito como produto
de transposições, i.e, de permutações (i, j) de {1, . . . , k}. A paridade do
número de transposições só depende de σ, sendo denominado o sinal de σ.
Em particular, sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ), ∀σ, τ ∈ Sk.

Lembre ainda que, fixado 1 ≤ i ≤ k, tem-se

Sk =< (i, i+ 1), (i, i+ 2), (i, i+ 3), . . . , (i, i− 1) > .

Lema 1.1. Se w : V p → R é p-linear, então w é alternada se e só se
w(vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ)w(v1, . . . , vp), ∀σ ∈ Sp. Em particular, w é altar-
nada se e só se w(v1, . . . , vp) = 0 sempre que dois vi’s consecutivos forem
iguais.

12
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Prova. Suponha w ∈ Λp(V ). Como sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ) e toda σ ∈ Sp
é produto de trasposições, basta verificar a fórmula para σ = (i, j) ∈ Sp.
Para tanto, tem-se

0 = w(v1, . . . , vi + vj︸ ︷︷ ︸
i

, . . . , vi + vj︸ ︷︷ ︸
j

, . . . , vp) =

= w(v1, . . . , vi︸︷︷︸
i

, . . . , vj︸︷︷︸
j

, . . . , vp) + w(v1, . . . , vj︸︷︷︸
i

, . . . , vi︸︷︷︸
j

, . . . , vp),

i.e,
w(vσ(1)), . . . , vσ(p)) = w(v1, . . . , vj︸︷︷︸

i

, . . . , vi︸︷︷︸
j

, . . . , vp) =

= −w(v1, . . . , vi︸︷︷︸
i

, . . . , vj︸︷︷︸
j

, . . . , vp) = sgn(σ)w(v1, . . . , vp).

Reciprocamente, satisfeita a condição do enunciado, tome v1, . . . , vp ∈ V
tal que vi = vj = v, i < j. Então, com σ = (i, j), obtem-se

w(v1, . . . , vi︸︷︷︸
=v

, . . . , vj︸︷︷︸
=v

, . . . , vp) =

= −w(v1, . . . , vj︸︷︷︸
=v

, . . . , vi︸︷︷︸
=v

, . . . , vp),

i.e,
w(v, v) = −w(v, v),

donde
w(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vp) = 0.

Para o que falta, basta notar que, como Sk é gerado pelas trasposições
(i, i + 1), se w for p-linear e tal que w(v1, . . . , vp) = 0 sempre que vi = vi+1,
para algum i, então w(v1, . . . , vp) = 0 sempre que existir i 6= j tal que vi = vj.

Definição 1.2. Fixados p, q ∈ N, um (p, q)-embaralhamento é uma per-
mutação σ ∈ Sp+q tal que σ(1) < σ(2) < · · · < σ(p) e σ(p+ 1) < σ(p+ 2) <
· · · < σ(p+ q). Denota-se o conjunto dos (p, q)-embaralhamentos por Sp,q .



CAPÍTULO 1. FORMAS DIFERENCIAIS 14

Proposição 1.1. Se w1 ∈ Λp(V ) e w2 ∈ Λq(V ), então a expressão

(w1∧w2)(v1, . . . , vp+q) =
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

define um elemento w1 ∧ w2 de Λp+q(V ), denominado o produto exterior
de w1 e w2 (nessa ordem).

Prova. Certamente w1 ∧ w2 : vp → R é (p + q)-linear. Para mostrar que
é alternada, basta, pelo lema, provar que (w1 ∧ w2)(v1, . . . , vp+q) = 0 se
vi = vi+1 para algum i. Será provado para i = 1, o caso geral é análogo.
Supondo então v1 = v2, tem-se

(w1∧w2)(v1, v2, . . . , vp+q) =
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) =

=
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=1,σ(2)=2

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))+

+
∑

σ∈Sp,q ,σ(p+1)=1,σ(p+2)=2

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))+

+
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=1,σ(p+1)=2

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))+

+
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=2,σ(p+1)=1

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)).

Os dois primeiros termos se anulam, pois w1 e w2 são alternados. Quanto
aos dois últimos, se σ ∈ Sp,q é tal que σ(1) = 1 e σ(p + 1) = 2 então, sendo
τ = (1, 2), tem-se

(τσ)(1) = τ(1) = 2

e
(τσ)(p+ 1) = τ(2) = 1.

Analogamente, se σ(1) = 2 e σ(p+ 1) = 1, então

(τσ)(1) = τ(2) = 1

e
(τσ)(p+ 1) = τ(1) = 2.
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Portanto, σ 7→ τσ define uma bijeção entre as parcelas das últimas duas
somas (é imediato que τσ ∈ Sp,q), de modo que

(w1 ∧ w2)(v1, v2, . . . , vp+q) =

=
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=1,σ(p+1)=2

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))+

+
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=1,σ(p+1)=2

sgn(σ)w1(vτσ(1), . . . , vτσ(p))w2(vτσ(p+1), . . . , vτσ(p+q)) =

=
∑

σ∈Sp,q ,σ(1)=1,σ(p+1)=2

{sgn(σ)(w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

+sgn(τ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)))} = 0

Proposição 1.2. A operação de produto exterior de formas é compat́ıvel
com as operações de espaços vetoriais, é associativa e anti-comutativa. Em
śımbolos,

(a) (w1 +w′1)∧w2 = w1 ∧w2 +w′1 ∧w2 e w2 ∧ (w1 +w′1) = w2 ∧w1 +w2 ∧w′1;

(b) w1 ∧ (λw2) = (λw1) ∧ w2 = λ(w1 ∧ w2);

(c) w1 ∧ w2 = (−1)pqw2 ∧ w1, se w1 ∈ Λp(V ), w2 ∈ Λq(V );

(d) (w1 ∧ w2) ∧ w3 = w1 ∧ (w2 ∧ w3).

Prova. Para o item (a) veja que

[(w1 + w′1) ∧ w2](v1, . . . , vp+q)

=
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)(w1 + w′1)(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) =

=
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)(w1(vσ(1), . . . , vσ(p)) + w′1(vσ(1), . . . , vσ(p)))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) =

=
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)(w1(vσ(1), . . . , vσ(p)))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) +

+
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w′1(vσ(1), . . . , vσ(p)))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

= (w1 ∧ w2 + w′1 ∧ w2)(v1, . . . , vp+q).
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O item (b) é imediato da definição de produto exterior.
Para o item (c) veja que

(w1 ∧ w2)(v1, . . . , vp+q) =
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

=
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w2(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))w1(vσ(1), . . . , vσ(p)).

Mas, se τ ∈ Sp+q é dado por τ(1) = p + 1, . . . , τ(q) = p + q, τ(q + 1) =
1, . . . , τ(q + p) = p, então

(w1 ∧ w2)(v1, . . . , vp+q) =
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)w2(vστ(1), . . . , vστ(p))w1(vστ(q+1), . . . , vστ(q+p))

=
∑

στ∈Sp,q

sgn(τ)sgn(στ)w2(vστ(1), . . . , vστ(p))w1(vστ(q+1), . . . , vστ(q+p))

= (−1)pq
∑
η∈Sp,q

sgn(η)w2(vη(1), . . . , vη(p))w1(vη(q+1), . . . , vη(q+p))

= (−1)pq(w2 ∧ w1)(v1, . . . , vp+q),

já que sgn(τ) = (−1)pq.
Para o item (d), se w1 ∈ Λp(V ), w2 ∈ Λq(V ) e w3 ∈ Λr(V ) então

[w1 ∧ (w2 ∧ w3)](v1, . . . , vp+q+r)

=
∑

σ∈Sp,q+r

sgn(σ)w1(vσ(1), . . . , vσ(p))(w2 ∧ w3)(vσ(p+1), . . . , vσ(q+r))

=
∑

σ∈Sp,q+r

sgn(σ)
∑

τ∈Sp,q,r

sgn(τ)[w1(vσ(1), . . . , vσ(p))

w2(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q))w3(vστ(p+q+1), . . . , vστ(p+q+r))]

onde Sp,q,r é tal que σ ∈ Sp,q,r se, e somente se, σ é a identidade sobre
{1, . . . , p} e σ ∈ Sp,q,r. Dáı,

=
∑

µ∈Sp,q,r

sgn(µ)[w1(vµ(1), . . . , vµ(p))w2(vµ(p+1), . . . , vµ(p+q))w3(vµ(p+q+1), . . . , vµ(p+q+r))].
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De forma análoga, mostra-se que [(w1 ∧w2)∧w3)](v1, . . . , vp+q+r) é igual
a última expressão acima.

Será examinado agora a dimensão de Λp(V ).

Lema 1.2. Se w1, . . . , wp ∈ Λ1(V ) e v1, . . . , vp ∈ V , então

(w1 ∧ · · · ∧ wp)(v1, . . . , vp) = det (wi(vj)).

Em particular, w1∧· · ·∧wp 6= 0 se e só se {w1, . . . , wp} forem linearmente
independentes. Mas particularmente ainda, w1 ∧ · · · ∧ wp = 0 se p > dimV.

Prova. Para p = 1, 2 é imediato. Por indução, se vale para p = k, então

(w1 ∧ · · · ∧ wk+1)(v1, . . . , vk+1) = (w1 ∧ (w2 ∧ · · · ∧ wk+1))(v1, . . . , vk+1)

=
∑
σ∈S1,k

(sgnσ)w1(vσ(1))(w2 ∧ · · · ∧ wk+1)(vσ(2), . . . , vσ(k+1))

=
k+1∑
j=1

(sgnσ)w1(vj)(w2 ∧ · · · ∧ wk+1)(v1,... , vj−1, vj+1,... , vk+1)

=
k+1∑
j=1

(−1)j−1w1(vj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w2(v1) · · · ŵ2(vj) · · · w2(vk+1)

w3(v1) · · · ŵ3(vj) · · · w3(vk+1)

· · ·
wk+1(v1) · · · ̂wk+1(vj) · · · wk+1(vk+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det (wi(vj)),

onde a última igualdade segue de Laplace.
Para o que falta, se wp =

∑p−1
i=1 λiwi, então

w1 ∧ · · · ∧ wp =

p−1∑
i=1

λiw1 ∧ · · · ∧ wp−1 ∧ wi = 0,

uma vez que o determinante que define (w1 ∧ · · · ∧wp)(v1, . . . , vp) é zero,
∀v1, . . . , vp.

Se w1, . . . , wp forem l.i, tome v1, . . . , vp tal que wi(vj) = δij. Então

(w1 ∧ · · · ∧ wp)(v1, . . . , vp) = det (wi(vj)) = det (δij) = 1,
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donde w1 ∧ · · · ∧ wp 6= 0.
Por fim, se p > dimV , então w1 ∧ · · · ∧wp = 0 segue de ser dim Λ1(V ) =

dimV ∗ = dimV

Teorema 1.1. Se {w1, . . . , wn} é base de Λ1(V ) = V ∗, então βp = {wi1∧· · ·∧
wip ; 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n} é base de Λp(V ). Em particular, dim Λp(V ) =(
n
p

)
, onde n = dimV . Mais particular ainda, dim Λp(V ) = 0 se p > n.

Prova. Seja {v1, . . . , vn} a base dual de {w1, . . . , wn}. Então, para 1 ≤ j1 <
· · · < jp ≤ n,

∑
(i)

λ(i)(wi1 ∧ · · · ∧ wip)(vj1 , . . . , vjp) =
∑
(i)

λ(i) det (wik(vjl))

=
∑
(i)

λ(i) det δikjl

= λ(j).

Portanto, ∑
(i)

λ(i)wi1 ∧ · · · ∧ wip = 0⇒ λ(i) = 0,∀(i),

i.e, βp é l.i.
Por outro lado, dada w ∈ Λp(V ), tem-se finalmente

w =
∑
(i)

w(vi1 , . . . , vip)(wi1 ∧ · · · ∧ wip),

donde βp gera Λp(V ). O resto é imediato.

1.2 Cohomologia de De Rham

Em tudo o que segue, U,U1, U2 ⊂ Rn denotam abertos do espaço euclidiano,
{e1, . . . , en} é a base canônica de Rn e {dx1, . . . , dxn} a base dual.

Definição 1.3. Uma p−forma diferencial sobre U é uma aplicação diferen-
cial w : U → Λp(Rn)
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OBS: Como Λp(Rn) é espaço métrico de dim <∞, quaisquer duas normas
em Λp(Rn) definem a mesma topologia; fixada uma tal norma, consideramos
w diferenciável como aplicação de U em (Λp(Rn), | |).

Denotamos o conjunto das p−formas sobre U por Ωp(U). Assim, se w ∈
Ωp(U), então wx = w(x) ∈ Λp(Rn),∀x ∈ U , i.e, w(x) : (Rn)p :→ R é uma
p−forma no sentido anterior.

Como Λp(Rn) é espaço vetorial, o mesmo ocorre com Ωp(U). Ademais,
como Λ0(Rn) = R, tem-se que Ω0(Rn) = {w : U → R suaves} = C∞(U) e
Ωp(U) = {0} se p > n.

Como {dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ; 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n} é base de Λp(Rn), segue
que cada w ∈ Ωp(U) define unicamente funções diferenciais a(i) : U → R tal
que

w(x) =
∑
(i)

a(i)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

O produto exterior se estende prontamente (com todas as suas proprie-
dades) aos Ωp(U), definindo, para w1 ∈ Ωp(U) e w2 ∈ Ωq(U),

(w1 ∧ w2)(x) = w1(x) ∧ w2(x), ∀x ∈ U.

No que segue, introduzimos mais uma operação com p−formas diferen-
ciais, a derivada exterior. Por brevidade, denote dx(i) = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip se
(i) = (i1, . . . , ip), com i1 < · · · < ip ≤ n.

Definição 1.4. Se w =
∑

(i) a(i)dx(i), a derivada exterior de w é a (p+1)−
forma dw, definida por

dw =
∑
(i)

da(i) ∧ dx(i),

onde, para f ∈ C∞(U), define-se

df =
n∑
j=1

(∂jf)dxj.

Proposição 1.3. A derivada exterior d : Ωp(X)→ Ωp+1(X) é um operador
linear que goza das seguintes propriedades:

(a) d(w1 ∧ w2) = dw1 ∧ w2 + (−1)pw1 ∧ dw2, ∀w1 ∈ Ωp(U), ∀w2 ∈ Ωq(U);
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(b) d2 = 0 : Ωp(U)→ Ωp+2(U)

Prova. A linearidade é imediata a partir da definição. Portanto, basta pro-
var (a) e (b) para formas do tipo adx(i):

(a) É imediato que, para a, b : U → R diferenciáveis, tem-se d(ab) = adb+bda.
Dáı,

d((adx(i)) ∧ (bdx(j))) = d(abdx(i) ∧ dx(j)) = d(ab) ∧ dx(i) ∧ dx(j)

= (adb+ bda) ∧ dx(i) ∧ dx(j)

= (da ∧ dx(i)) ∧ (bdx(j)) + (−1)p(adx(i)) ∧ (db ∧ dx(j))

= dw1 ∧ w2 + (−1)pw1 ∧ dw2

(b)

d2(adx(i)) = d(da ∧ dx(i)) = d

(∑
j

(∂ja)dxj ∧ dx(i)

)
=

∑
j

d(∂ja) ∧ dxj ∧ dx(i) =
∑
j

∑
k

∂k(∂ja)dxk ∧ dxj ∧ dx(i)

=
∑
j<k

(∂2
kja)dxk ∧ dxj ∧ dx(i) +

∑
j>k

(∂2
kja)dxk ∧ dxj ∧ dx(i)

=
∑
j<k

(∂2
kja)dxk ∧ dxj ∧ dx(i) +

∑
k>j

(∂2
jka)dxk ∧ dxj ∧ dx(i)

=
∑
j<k

(∂2
kja− ∂2

jka)dxk ∧ dxj ∧ dx(i) = 0.

Definição 1.5. O complexo de De Rham de U ∈ Rn aberto é a sequência
de espaços vetoriais e aplicações lineares

0→ Ω0(U)
d→ Ω1(U)

d→ . . .
d→ Ωn−1(U)

d→ Ωn(U)
d→ 0.

Uma p−forma w ∈ Ωp(U) é exata se w = dη, para alguma η ∈ Ωp−1(U);
fechada se dw = 0 ∈ Ωp+1(U). Como d2 = 0, toda forma exata é fechada.
De outro modo,

Im(d : Ωp−1(U)→ Ωp(U)) ⊆ Ker(d : Ωp(U)→ Ωp+1(U)).
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O p−ésimo grupo de cohomologia de De Rham de U é o espaço
vetorial quociente

Hp(U) =
Ker(d : Ωp(U)→ Ωp+1(U))

Im(d : Ωp−1(U)→ Ωp(U))
.

A classe lateral

[w] = w + d(Ωp−1(U)) ∈ Hp(U)

é dita uma classe de cohomologia de U. Note que, para [w1], [w2] ∈ Hp(U),
tem-se

[w1] = [w2] ⇔ w1 − w2 ∈ d(Ωp−1(U))

⇔ w1 − w2 é exata.

Exemplo 1.1. Se U ∈ Rn é conexo, então H0(U) ∼= R.

Para finalizar, tem-se a definição

Definição 1.6. Uma sequência de espaços vetoriais e mapeamentos lineares

A
f→ B

g→ C

é dita exata quando Imf = Ker.



Caṕıtulo 2

Espaços Sobolev

Esse caṕıtulo tratará dos Espaços Sobolev, que junto com o próximo caṕıtulo
de Operadores Eĺıpticos, são a teoria necessária para as demostrações dos
teoremas de regularidade e compacidade, requisitos fundamentais na prova
do Teorema de Hodge.

Para se iniciar, será fixada notação:

2.1 Notação

Será usado neste caṕıtulo a notação multi-index α = (α1, α2, . . . , αn), onde
os αi’s são inteiros. Por |α| se estará denotando a norma euclidiana usual

|α| =
√
α1

2 + α2
2 + · · ·+ αn2,

e se os αi’s são inteiros não-negativos denota-se por [α] a soma

[α] = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Se α e η são ambos n-uplas de inteiros, então

ηα = ηα1
1 ηα2

2 · · · ηαnn .

Também será denotado por xi a i-ésima coordenada canônica de x ∈ Rn.
Para cada n-upla α, definimos o α-ésimo operador derivada Dα por

Dαu =

(
1

i

)[α]
∂[α]u

∂x1
α1 · · · ∂xnαn

,

22
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onde i =
√
−1.

Denotar-se-á por ℘ o espaço vetorial complexo consistindo das funções C∞

definidas no Rn e tomando valores no espaço complexo m-dimensional Cm e
que são periódicas de peŕıodo 2π em cada variável. Para λ, β ∈ Cm, tomamos
o produto hermitiano λ·β = λ1β1+. . .+λmβm. De modo análogo, se ϕ, ψ ∈ ℘,
então a função complexa ϕ · ψ é o produto hermitiano de ϕ e ψ, i.e,

ϕ · ψ = ϕ1ψ1 + · · ·+ ϕmψm.

Logo, também fica definido |ψ| =
√
ψ · ψ. Se ϕ ∈ ℘ e f é uma função

peŕıodica (de peŕıodo 2π) complexa C∞ definida no Rn, então fica definida
fϕ como o elemento de ℘ cuja i-ésima componente é ϕif . Seja Q ∈ Rn o
cubo aberto

Q = {p ∈ Rn; 0 < xi(p) < 2π, i = 1, 2, . . . , n}.

Introduzindo a norma L2 em ℘ tem-se

||ψ|| = 1

(2π)n

(∫
Q

ψ · ψ

)1

2
.

A norma ||ψ||∞ denotará a norma uniforme de ψ,

||ψ||∞ = sup
Q
|ψ|.

2.2 Alguns fatos sobre séries de Fourier

Se ϕ ∈ ℘ e ξ ∈ Zn, então o ξ-ésimo coeficiente de Fourier ϕξ ∈ Cm é definido
por

ϕξ =
1

(2π)n

∫
Q

ϕ(x)e−ix·ξdx.

A partir desta definição, mostrar-se-á que a série de Fourier
∑

ξ ϕξe
ix·ξ de

ϕ converge unifomemente para ϕ. De fato, seja k > 0 um inteiro dado.
Integrando por partes ϕξ, tem-se

(2π)nϕξ =

∫
Q

ϕ(x)e−ix·ξdx =
ϕe−ix·ξ

−iξj

∣∣∣∣∣
xj=2π

xj=0

−
∫
Q

∂jϕ(x)
e−ix·ξ

−iξj
dx
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=
1

iξj

∫
Q

∂jϕ(x)e−ix·ξdx.

E aplicando sucessivamente integração por partes nas expressões obtidas,
obtem-se

(2π)nϕξ =
1

ilξj1 · · · ξjl

∫
Q

(∂j1 · · · ∂jlϕ)(x)e−ix·ξdx

e por conseguinte

(2π)nϕξ =
1

(ilξj1 · · · ξjl)2k

∫
Q

(∂2k
j1
· · · ∂2k

jl
ϕ)(x)e−ix·ξdx.

Denotando-se por Πξj := ξj1 · · · ξjl o produto dos ξj’s não nulos, tem-se

|ϕξ| ≤
1

(2π)n(Πξj)2k
(sup
Q
∂αϕ)|Q| = 1

(2π)n(Πξj)2k
(||∂αϕ||∞)|Q|

≤ 1

(2π)n(Πξj)2k
( max
[α]≤2kn

||∂αϕ||∞)|Q| =
max

[α]≤2kn
||∂αϕ||∞

(Πξj)2k
.

Sendo c′k = max
[α]≤2kn

||∂αϕ||∞, tem-se

|ϕξ| ≤
c′k

(Πξj)2k
,∀ξ 6= 0.

Como os ξ2
i ’s são inteiros positivos, segue que

ξ2
1(2ξ2

2 · · · ξ2
l − 1) + ξ2

2(2ξ2
1ξ

2
3 · · · ξ2

l − 1) + · · ·+ ξ2
l (2ξ

2
1 · · · ξ2

l−1 − 1) ≥ 1,

donde
(2nξ2

1 · · · ξ2
l )
k ≥ (2lξ2

1 · · · ξ2
l )
k ≥ (1 + ξ2

1 + · · ·+ ξ2
l )
k

e portanto

[(Πξj)
k]2 ≥ 1

(2n)k
(1 + |ξ|2)k,

e dáı

|ϕξ| ≤ ( max
[α]≤2kn

||∂αϕ||∞)
(2n)k

(1 + |ξ|2)k
.
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Chamando ck = ( max
[α]≤2kn

||∂αϕ||∞)(2n)k, chega-se que existe uma cons-

tante ck dependendo somente de ϕ e de suas derivadas de ordem no máximo
2nk tal que

|ϕξ| ≤
ck

(1 + |ξ|2)k
, para todo ξ. (2.1)

Considere agora a questão da convergência da série
∑

ξ (1 + |ξ|2)−k. Para
isso tome o seguinte conjunto Sj, onde

Sj = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : max
1≤i≤n

|ξi| = j}.

Por uma contagem simples tem-se que o número de elementos de Sj é
2n[(j + 1)n − jn], além de que para cada ξ ∈ Sj, tem-se |ξ|2 ≥ j2, e então

sj =
∑
ξ∈Sj

1

(1 + |ξ|2)k
≤ 2n[(j + 1)n − jn]

(1 + j2)k
≤

2n[
(
n
1

)
jn−1 + · · ·+

(
n
n

)
]

j2k

≤
2n(
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
)jn−1

j2k
=

2n(2n − 1)

j2k−n+1
.

Logo tem-se que sj ≤ cjn−1−2k, onde c é uma constante que depende só
de n. Consequentemente,∑

ξ

1

(1 + ||ξ2)k
= 1 +

∑
j≥1

sj ≤ 1 + c
∑
j≥1

1

j1+2k−n ,

e então a série
∑

ξ (1 + |ξ|2)−k converge para 1 + 2k − n > 1, ou em outras
palavras, para

k ≥

⌊
n

2

⌋
+ 1, (2.2)

onde bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x.
Assim, a série de Fourier ∑

ξ

ϕξe
ix·ξ
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converge uniformemente para uma função cont́ınua Φ.
Afirma-se que Φ = ϕ. De fato, isso decorre da completude do sis-

tema trigonométrico e pode ser deduzido como segue do teorema de Stone-
Weierstrass. Seja ψ = ϕ− Φ, e seja t ∈ ℘ um polinômio trigonométrico, i.e,
t é uma combinação linear finita de termos da forma aξe

ix·ξ para aξ ∈ Cm.
Desde que ϕ e Φ tem os mesmos coeficientes de Fourier,∫

Q

ψ · t = 0 (2.3)

Agora, se ε > 0 é dado, então pelo teorema de Stone-Weierstrass há um
polinômio trigonométrico t ∈ ℘ tal que ‖ψ − t‖∞ < ε. Portanto, usando
(2.3), tem-se ∣∣∣∣∣

∫
Q

ψ · ψ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
Q

ψ · (ψ − t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε(2π)n‖ψ‖.

Consequentemente

‖ψ‖ ≤ ε.

Mas, desde que ε > 0 é arbitrário e ψ cont́ınuo, então ψ = 0. Portanto,
as séries de Fourier de uma função periódica C∞ ϕ converge uniformemente
para ϕ,

ϕ(x) =
∑
ξ

ϕξe
ix·ξ. (2.4)

Lembrando que Dα =
1

i[α]
∂α =

1

i
∂j(

1

i[β]
∂β) = DjD

β, tem-se

(Dαϕ)ξ =
1

(2π)n

∫
Q

(Dαϕ)(x)eix·ξdx

=
1

(2π)n

∫
Q

(DjD
βϕ)(x)eix·ξdx

=
1

(2π)n
(Dβϕ)eix·ξ

∣∣∣∣∣
xj=2π

xj=0

− 1

(2π)n

∫
Q

(Dβϕ)(x)Dje
−ix·ξdx

=
−1

(2π)n
(−ξj)

∫
Q

(Dβϕ)(x)e−ix·ξdx.
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Assim, vem

(Dαϕ)ξ = ξj(D
βϕ)ξ (2.5)

se Dα = DjD
β.

Por indução, obtem-se

(Dαϕ)ξ = ξαϕξ.

Portanto, segue que

Dαϕ(x) =
∑
ξ

ξαϕξe
ix·ξ (2.6)

De (2.4) e da ortogonalidade do sistema trigonométrico, obtem-se a iden-
tidade de Parseval:

∫
Q

|ϕ|2 = (2π)n
∑
ξ

|ϕξ|2. (2.7)

Aplicando (2.7) a Dαϕ, obtem-se

‖Dαϕ‖2 =
∑
ξ

ξ2α|ϕξ|2. (2.8)

Usando (2.8) e sendo t ≥ 0 um inteiro dado, tem-se

t∑
[α]=0

‖Dαϕ‖2 =
t∑

[α]=0

∑
ξ

ξ2α|ϕξ|2 =
∑
ξ

(
t∑

[α]=0

ξ2α)|ϕξ|2. (2.9)

Mas

t∑
[α]=0

ξ2α1
1 · · · ξ2αn

n ≥ 1 +
∑
j

ξ2
j +

∑
j

ξ4
j + · · ·+

∑
j

ξ2t
j (2.10)
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e

(1 + |ξ|2)t = 1 +

(
t

1

)
|ξ|2 +

(
t

2

)
|ξ|4 + · · ·+

(
t

t

)
|ξ|2t. (2.11)

Pela desigualdade entre a médias potenciais,

(
ξ2k

1 + · · ·+ ξ2k
n

n

)1

k
≥ ξ2

1 + · · ·+ ξ2
n

n
∴
∑
j

ξ2k
j ≥

|ξ|2k

nk−1

e (2.10) e (2.11) dá

t∑
[α]=0

ξ2α ≥ 1 +
|ξ|2

n0
+
|ξ|4

n1
+ · · ·+ |ξ|

2t

nt−1
= 1 +

t∑
k=1

|ξ|2k

nk−1

= 1 +
t∑

k=1

1(
t
k

)
nk−1

·
(
t

k

)
|ξ|2k

≥ 1 +
1

max1≤k≤t
(
t
k

)
nk−1

t∑
k=1

(
t

k

)
|ξ|2k

≥ 1

max1≤k≤t
(
t
k

)
nk−1︸ ︷︷ ︸

c(t,n)

(1 +
t∑

k=1

(
t

k

)
|ξ|2k)

= c(t, n)(1 + |ξ|2)t.

Logo, c
∑
ξ(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2 ≤

∑t
[α]=0 ‖Dαϕ‖2. Como se tem que

t∑
[α]=0

ξ2α ≤ (1 + |ξ|2)t

e por causa de (2.9), então se chega à

c
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2 ≤
t∑

[α]=0

‖Dαϕ‖2 ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)t|ϕξ|2. (2.12)
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2.3 Os espaços Sobolev Hs

Seja S denotando o espaço vetorial complexo consistindo de todas as sequências
de vetores complexos em Cm indexados por n-uplas de inteiros ξ = (ξ1, . . . , ξn).

Definição 2.1. Seja u ∈ S, u = {uξ} onde ξ percorre todas a n-uplas de
inteiros e onde uξ ∈ Cm. Para cada inteiro s o espaço de Sobolev Hs é o
subespaço de S definido por

Hs = {u ∈ S;
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2 <∞}.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz dá que

∣∣∣∣∣∑
ξ

(1 + |ξ|2)
s+t
2 uξ · vξ

∣∣∣∣∣
2

≤

(∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2
)(∑

ξ

(1 + |ξ|2)t|vξ|2
)

e então se define um produto interno em Hs por

〈u, v〉s =
∑
ξ

(1 + |ξ|2)suξ · vξ,

cuja norma associada é

‖u‖s = 〈u, u〉
1
2
s .

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que 〈u, v〉s existe se u ∈ Ht e
v ∈ Ht′ , onde t+t′

2
= s.

Veja que Hs trata-se de um espaço de Hilbert, pois Hs é simplesmente
um espaço l2 em que o espaço medida é o conjunto de todas as n−uplas de
inteiros ξ, e a norma é norma do l2 ponderada por (1 + |ξ|2)s.

Define-se uma transformação linear Kt em S para cada inteiro t por

(Ktu)ξ = (1 + |ξ|2)tuξ.

Finalmente, identificamos ℘ como subespaço de S associando cada ϕ ∈ ℘
com sua sequência de Fourier {ϕξ}. Devido a (2.6), podemos estender o
operador Dα de ℘ a todo o S colocando

(Dαu)ξ = ξαuξ.
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Agora, usando (2.1), obtem-se

|ϕξ|2 ≤
c2
k

(1 + |ξ|2)2k
, para todo ξ,

donde

∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|ϕξ|2 ≤
∑
ξ

c2
k

(1 + |ξ|2)2k−s ,

onde o termo do lado direito converge para

2k − s ≥

⌊
n

2

⌋
+ 1. (2.13)

Dáı, tomando um k conveniente de forma que (2.13) seja verdade, tem-se
que ℘ ⊂ Hs para cada s. Logo, faz sentido considerar os elementos de Hs

como series de Fourier formais ou funções generalizadas.
Algumas propriedades dos espaços Hs são apresentadas no seguinte

Teorema 2.1.

(a) Seja s um inteiro não-negativo. Então há constantes c e c′, dependendo
no máximo de s e n, tal que

c‖ϕ‖s ≤
s∑

[α]=0

‖Dαϕ‖ ≤ c′‖ϕ‖s para todo ϕ ∈ ℘. (2.14)

Além do mais, para o caso s = 0, tem-se a igualdade

‖ϕ‖ = ‖ϕ‖0 (2.15)

(b) Se t < s, então ‖u‖t ≤ ‖u‖s, então Hs ⊂ Ht. Então a união
⋃
s∈ZHs é

um subespaço de S, que será denotado por H−∞.

(c) ℘ é um subespaço denso de Hs para cada s.
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(d) Kt é uma isometria de Hs em Hs−2t com inversa K−t, i.e,

‖u‖s = ‖Ktu‖s−2t; (2.16)

e Kt mapeia ℘ em ℘. Se ϕ ∈ ℘ e t ≥ 0, então

Ktϕ =

(
1−

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)t

ϕ. (2.17)

Além do mais, para todo s e t e todo u, v ∈ Hs

〈u, v〉s = 〈u,Ktv〉s−t = 〈Ktu, v〉s−t (2.18)

(e) (Desigualdade de Schwartz) Se u ∈ Hs+t e v ∈ Hs−t, então

|〈u, v〉s| ≤ ‖u‖s+t‖v‖s−t.

(f) Se u ∈ Hs+t, então

‖u‖s+t = sup
v∈Hs−t,v 6=0

|〈u, v〉s|
‖v‖s−t

.

(g) (Desigualdade de Peter-Paul) Dados inteiros t′ < t < t′′ e ε > 0, há
uma constante c(ε) > 0 tal que

‖u‖2
t ≤ ε‖u‖2

t′′ + c(ε)‖u‖2
t′

para todo u ∈ Ht′′ .

(h) Dα é um operador limitado de Hs+[α] para Hs; de fato,

‖Dαu‖s ≤ ‖u‖s+[α],

para todo u ∈ Hs+[α].
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(i) Seja w uma função complexa periódica C∞ definida sobre Rn. Então dado
um inteiro s, há inteiros positivos c e c′, com c dependendo somente de s e
n, e c′ dependendo de s, n e de w e suas derivadas, tal que

‖wϕ‖s ≤ c‖w‖∞‖ϕ‖s + c′‖ϕ‖s−1, para ϕ ∈ ℘. (2.19)

Em particular, há uma constante c′′ dependendo de w, s e n tal que

‖wϕ‖s ≤ c′′‖ϕ‖s, (2.20)

e então a multiplicação por w estede-se por continuidade a um operador linear
limitado sobre Hs.

(j) Seja w uma função complexa periódica C∞ definida sobre Rn. Então dado
um inteiro s, há inteiros positivos c tal que

|〈wu, v〉s − 〈u,wv〉s| ≤ c(‖u‖s‖v‖s−1 + ‖u‖s−1‖v‖s) (2.21)

para cada u, v ∈ Hs. Para o caso s = 0, tem-se

〈wu, v〉0 = 〈u,wv〉0. (2.22)

Prova.

(a) Veja que (2.12) garante a existência de c > 0, dependendo de s e n, tal
que

c‖ϕ‖2
s ≤

s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖2 ≤ ‖ϕ‖2
s. (2.23)

Mas pela desigualdade entre as médias aritmética e quadrática e pela
desigualdade acima, tem-se

‖ϕ‖2
s ≥

s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖2 ≥ 1

s+ 1

 s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖

2

.
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Logo,

s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖ ≤
√
s+ 1︸ ︷︷ ︸
c′

‖ϕ‖s.

Para a desigualdade do outro lado, basta ver que como os termos da soma∑s
[α]=0 ‖Dαϕ‖ são positivos, vale a desigualdade

s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖2 ≤

 s∑
[α]=0

‖Dαϕ‖

2

.

Juntando o fato acima com a desigualdade do lado esquerdo de 2.23,
chega-se à

√
c︸︷︷︸
c

‖ϕ‖s ≤
s∑

[α]=0

‖Dαϕ‖.

Já a igualdade apresentada em (2.15) segue imediata da identidade de
Parseval.

(b) Esse item segue imediatamente da definição da norma em Hs e do fato de
que (1 + |ξ|2)t ≤ (1 + |ξ|2)s se t < s.

(c) Que ℘ é um subespaço de Hs para cada s já foi observado antes desse
teorema. Para ver que ℘ é denso, basta notar que cada u ∈ Hs tal que
apenas um número finito de uξ são não nulos pertence a ℘. De fato, basta
considerar a função complexa C∞ periódica u =

∑
ξ uξe

ix·ξ, que está bem
definida (e então pertence a ℘) porque existe apenas uma quantidade finita
de termos nessa soma.

(d) Note que
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‖u‖2
s =

∑
ξ

(1 + |ξ|2)s|uξ|2

=
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s−2t|(1 + |ξ|2)tuξ|2

=
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s−2t|(Ktu)ξ|2

= ‖Ktu‖2
s−2t,

e segue (2.16). Como considerado anteriormente, 〈u, v〉s está bem definido
se u, v ∈ Hs. Então

〈u, v〉s =
∑
ξ

(1 + |ξ|2)suξ · vξ

=
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s−t((1 + |ξ|2)tuξ) · vξ

=
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s−t(Ktu)ξ · vξ

= 〈Ktu, v〉s.

Analogamente, 〈u, v〉s = 〈u,Ktv〉s e segue (2.18).
Considere agora Ktϕ = {(1 + |ξ|2)tϕξ}. De (2.1), segue que

(1 + |ξ|2)t|ϕξ| ≤
ck

(1 + |ξ|2)s−t
.

Então para todo t, se s tomado convenientemente de forma que s − t ≥⌊n
2

⌋
+ 1, segue que a série

∑
ξ

(1 + |ξ|2)tϕξe
ix·ξ

converge uniformente. Da desigualdade

ξα ≤ ξ2α ≤ (1 + |ξ|2)[α], (2.24)
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e novamente de (2.1), segue que

ξα(1 + |ξ|2)t|ϕξ| ≤
ck

(1 + |ξ|2)s−[α]−t ,

e portanto a derivada formal de Ktϕ também converge uniformemente,
já que

∑
ξ

Dα(1 + |ξ|2)tϕξe
ix·ξ =

∑
ξ

ξα(1 + |ξ|2)tϕξe
ix·ξ.

Logo, Kt mapeia ℘ em ℘.
Para provar (2.17), será calculado o ξ−ésimo coeficiente de Fourier da

aplicação

ϕ 7→

(
1−

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)t

ϕ

para mostrar que o mesmo coincide com (Ktϕ)ξ. De fato,

1

(2π)n

∫
Q

(
1−

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)t

ϕe−ix·ξdx =
1

(2π)n

∫
Q

(∑
[α]=t

(−1)2([α]−α1) t!

α!
D2α

)
ϕ · e−ix·ξdx

=
1

(2π)n

∫
Q

∑
[α]=t

t!

α!
D2αϕ · e−ix·ξdx

=
1

(2π)n

∑
[α]=t

t!

α!

∫
Q

D2αϕ · e−ix·ξdx

=
∑
[α]=t

t!

α!
ξ2αϕξ

=

(∑
[α]=t

t!

α!
ξ2α

)
ϕξ

= (1 + |ξ|2)tϕξ,

onde se α = (α1, . . . , αn+1), então α = (α2, . . . , αn+1) e α! = α1! · · ·αn+1!.
Além do mais, a quarta igualdade acima segue de (2.6). Logo, vale (2.17).
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(e) A desigualdade de Schwartz segue imediatamente de desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

(f) Segue do item (e) que

‖u‖s+t ≥ sup
v∈Hs−t,v 6=0

|〈u, v〉s|
‖v‖s−t

.

Para provar a igualdade em (f), seja v = Ktu. Então, pelo item (d),

‖u‖s+t =
〈u, u〉s+t
‖u‖s+t

=
〈u, v〉s
‖v‖s−t

.

(g) Para provar a desigualdade de Peter-Paul, primeiro observe que para qual-
quer real positivo y,

1 ≤ yt
′′−t +

(
1

y

)t−t′

desde que y ou 1
y

é maior ou iagual a 1. Colocando na desigualdade acima

y = ε
1

t′′−t (1 + |ξ|2),

obtem-se

(1 + |ξ|2)t ≤ ε(1 + |ξ|2)t
′′

+ ε(t
′−t)/(t′′−t)︸ ︷︷ ︸
c(ε)

(1 + |ξ|2)t
′
,

do qual a desigualdade de Peter-Paul sai imediatamente.

(h) Da desigualdade (2.24), segue que

‖Dαu‖2
s =

∑
ξ

(1 + |ξ|2)sξ2α|ϕξ|2 ≤
∑
ξ

(1 + |ξ|2)s+[α]ξ2α|ϕξ|2 = ‖u‖2
s+[α].
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(i) Primeiro veja que, assumindo (2.19), e pelo item (b), tem-se

‖wϕ‖s ≤ (c‖w‖∞ + c′)︸ ︷︷ ︸
c′′

‖ϕ‖s.

Para provar (2.19), primeiro será considerado o caso em que s ≥ 0. Seja
ϕ ∈ ℘. Então aplicando (2.14), obtem-se

‖wϕ‖s ≤ (const)
s∑

[α]=0

‖Dαwϕ‖

≤ (const)
s∑

[α]=0

‖wDαϕ‖+ (const)
s∑

[α]=0

‖Dαwϕ− wDαϕ‖

≤ c‖w‖∞‖ϕ‖s + (const)
s−1∑

[α]=0

‖Dαϕ‖

≤ c‖w‖∞‖ϕ‖s + c′‖ϕ‖s−1,

onde na terceira desigualdade acima, foi usado que

‖Dαwϕ− wDαϕ‖ =

∥∥∥∥∥∑
β≤α

{Dα−βwDβϕ} − wDαϕ

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∑
β<α

Dα−βwDβϕ

∥∥∥∥∥
≤ (const)

∑
β<α

‖Dβϕ‖, (2.25)

onde a notação β ≤ α indica que βi ≤ αi,∀i, β < α indica que βi ≤ αi∀i e
existe j tal que βj < αj e a constante no último estágio depende de w e suas
derivadas. Dáı,
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s∑
[α]=0

‖Dαwϕ− wDαϕ‖ ≤ (const)
s∑

[α]=0

∑
β<α

‖Dβϕ‖

= (const)
s−1∑

[α]=0

aα‖Dαϕ‖

≤ (const)
s−1∑

[α]=0

‖Dαϕ‖,

onde os aα’s no segundo estágio acima são a quantidade de vezes que que
cada Dα aparaceu na soma logo anterior. Segue portanto a desigualdade
para s ≥ 0. Para s < 0, primeiro calcula-se wK−s −K−sw aplicado em um
elemento ψ de ℘, que por (2.17) (em particular, usando a conta que foi feita
para prová-lo), é

(wK−s −K−sw)(ψ) =
∑

[α]=−s

wbαD
2αψ −

∑
[α]=−s

wbαD
2α(wψ)

=
∑

[α]=−s

∑
β<2α

bαD
2αwDβψ =

−2s−1∑
[α]=0

cαD
αψ,(2.26)

onde a notação empregada é a mesma usada na prova de (2.17), bα =
(−s)!
α!

e cα são combinações das derivadas de w. Agora então,

‖wϕ‖2
s = 〈wϕ,wϕ〉s = 〈wK−sKsϕ,Kswϕ〉0

= 〈K−swKsϕ,Kswϕ〉0 + 〈(wK−s −K−sw)Ksϕ,Kswϕ〉0

≤ |〈K−swKsϕ,Kswϕ〉0|+

∣∣∣∣∣∣
〈
−2s−1∑
[α]=0

cαD
αKsϕ,Kswϕ

〉
0

∣∣∣∣∣∣(2.27)

onde usamos (2.26) no último estágio. Mas, pelo caso s ≥ 0, tem-se

|〈K−swKsϕ,Kswϕ〉0| = |〈wKsϕ,Kswϕ〉−s| ≤ ‖wKsϕ‖−s‖Kswϕ‖−s
≤ (c‖w‖∞‖Ksϕ‖−s + k′‖Ksϕ‖−s−1)‖Kswϕ‖−s
= (c‖w‖∞‖ϕ‖s + k′‖ϕ‖s−1)‖wϕ‖s. (2.28)
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Para o último termo em (2.27),

∣∣∣∣∣∣
〈
−2s−1∑
[α]=0

cαD
αKsϕ,Kswϕ

〉
0

∣∣∣∣∣∣ ≤ const
−2s−1∑
[α]=0

|〈DαKsϕ,Kswϕ〉0|

≤ const
−2s−1∑
[α]=0

‖DαKsϕ‖s‖Kswϕ‖−s

≤ const
−2s−1∑
[α]=0

‖Ksϕ‖s+[α]‖Kswϕ‖−s

≤ const‖Ksϕ‖−s−1‖Kswϕ‖−s
= const‖ϕ‖s−1‖wϕ‖s. (2.29)

Portanto, para s < 0, (2.19) segue de (2.27), (2.28) e (2.29).

(j) Como ℘ é denso em Hs, basta provar (2.21) e (2.22) para ϕ, ψ ∈ ℘. Para
(2.22), veja que

〈wψ,ϕ〉0 =
∑
ξ

(wψ) · ϕ =
∑
ξ

ψ · (wϕ) = 〈ψ,wϕ〉0,

onde a segunda igualdade vem das propriedades do produto hermitiano.
Para (2.21), considere s negativo. Usando o item (d) e a equação (2.22),
obtem-se

〈wϕ, ψ〉s = 〈wK−sKsϕ,Ksψ〉0
= 〈K−sKsϕ,wKsψ〉0 = 〈Ksϕ,K−swKsψ〉0
= 〈ϕ,wψ〉s + 〈Ksϕ, (K−sw − wK−s)Ksψ〉0.

Segue como em (2.29) que

|〈wϕ, ψ〉s − 〈ϕ,wψ〉s| ≤ (const)‖ϕ‖s‖ψ‖s−1.

Por simetria, tem-se também

|〈wϕ, ψ〉s − 〈ϕ,wψ〉s| ≤ (const)‖ψ‖s‖ϕ‖s−1.
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Portanto, (2.21) está provado para s negativo. Para s positivo é análogo.
Segue o teorema.

Para o que segue, seja ϕ ∈ ℘ e h ∈ Rn. Então, o ξ-ésimo coeficiente de
Fourier da translação ψ(x) = ϕ(x+ h) é eih·ξϕξ, pois de (2.4)

ψ(x) = ϕ(x+ h) =
∑
ξ

ϕξe
i(x+h)·ξ =

∑
ξ

ϕξe
ih·ξeix·ξ.

Isso motiva a definição de translação para u ∈ S por um h ∈ Rn como

Th(u) = {eih·ξuξ}.

O quociente diferença de u determinado por um h não-nulo é o
elemento

uh =
Th(u)− u
|h|

=

{(
eih·ξ − 1

|h|

)
u

}
∈ S.

Note que se ϕ ∈ ℘, como Th(ϕ)(x) = ϕ(h+ x), então

ϕh(x) =
ϕ(x+ h)− ϕ(x)

|h|
.

Observe que também que se u ∈ Hs, então

‖Th(u)‖s = ‖u‖s,

então Th é uma isometria sobre Hs. Em particular, segue que se u ∈ Hs,
então uh ∈ Hs.

Proposição 2.1. Seja u ∈ Hs. Então u ∈ Hs+1 se, e somente se, os uh são
uniformemente limitados na norma s.

Prova. De fato, segue da desigualdade
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∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣(cos ·ξ)− 1

|h|

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣sinh · ξ|h|

∣∣∣∣2 =
2(1− cosh · ξ)

|h|2

=
4 sin2 (1

2
hξ̇)

|h|2
≤ (h · ξ)2

|h|2
≤ (1 + |ξ|2)

que ‖uh‖s ≤ ‖u‖s+1 e portanto os uh são uniformemente limitados na norma
s se u ∈ Hs.

Agora suponha que existe uma constante k tal que ‖uh‖s ≤ k para todo
h ∈ Rn não-nulo. Para cada inteiro positivo N , seja uN o elemento de Hs

obtido pelo truncamento de u em N , i.e

(uN)ξ =

{
uξ, se |ξ| < N
0, caso contrário.

Veja que se mostrado que os ‖uN‖s+1 são uniformemente limitados, então
fazendo N → ∞, obtem-se que ‖u‖s+1 < ∞. Para isso, seja (e1, · · · , en) a
base ortonormal padrão do Rn, e seja h = tei. Então

∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣eitξi − 1

|h|

∣∣∣∣2 → |ξi|2 quando t→ 0. (2.30)

Desde que só há uma quantidade finita de ξ tal que |ξ| < N , e desde que
por hipótese

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2
∣∣∣∣eih·ξ − 1

|h|

∣∣∣∣2 ≤ k2,

segue de (3.6) que

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2|ξi|2 ≤ k2.

Dáı
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∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2|ξ|2 =
n∑
i=1

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s|uξ|2|ξi|2 ≤ nk2.

Donde

‖uN‖s+1 =
∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s+1|uξ|2 ≤ nk2 + ‖u‖2
s,

e então os ‖un‖s+1 são uniformemente limitados, e consequentemente u ∈
Hs+1.

Lema 2.1 (Sobolev). Se t ≥ bn
2
c + 1 e u ∈ Ht, então a série

∑
ξ uξe

ix·ξ

converge uniformemente. Portanto cada u ∈ Ht para t ≥ bn
2
c+ 1 correponde

a uma função cont́ınua.

Prova. É suficiente demonstrar que a série converge absolutamente,
∑

ξ |uξ| <
∞. Agora,

∑
|ξ|<N

|uξ| =
∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)
−t
2 (1 + |ξ|2)

t
2 |uξ|

≤

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)−t

 1
2
∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)t|uξ|

 1
2

≤

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)−t

 1
2

‖u‖t.

Portanto o resultado segue de (2.2).

Corolário 2.3.1. Se u ∈ Ht onde t ≥
⌊n

2

⌋
+1+m, então Dαu =

∑
ξαuξe

ix·ξ

converge uniformemente para [α] ≤ m. Portanto cada u ∈ Ht para esse
intervalo de t’s corresponde a uma função

∑
ξ uξe

ix·ξ de classe Cm.
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Prova. Com u ∈ Ht para t ≥
⌊n

2

⌋
+1+m e com [α] ≤ m, segue do teorema

2.1(h) que Dαu ∈ Ht−[α], onde t− [α] ≥ t−m ≥
⌊n

2

⌋
+ 1. Segue portanto do

lema de Sobolev que
∑

ξ ξ
αuξe

ix·ξ converge uniformente. Agora essa série é a

α-ésima derivada formal da série
∑

ξ uξe
ix·ξ. Portanto

∑
ξ uξe

ix·ξ é de casse
Cm.

Corolário 2.3.2. Da prova do lema de Sobolev segue que se t ≥ bn
2
c + 1,

então há uma constante c > 0 tal que se ϕ ∈ ℘, então

‖ϕ‖∞ ≤ c‖ϕ‖t. (2.31)

Aplicando (2.31) a Dαϕ e usando o teorema 2.1(h), obtem-se

‖Dαϕ‖∞ ≤ c‖ϕ‖t+[α]. (2.32)

Lema 2.2 (Rellich). Seja {ui} uma sequência de elementos de Ht com
‖ui‖t ≤ 1. Se s < t, então há uma subsequência de {ui} que converge em Hs.

Prova. Por hipótese

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)t|uiξ| ≤ 1. (2.33)

Então, para cada ξ fixo, os elementos da sequência {|(1 + |ξ|2)t/2uiξ|}
são todos limitados por 1, então a sequência {(1 + |ξ|2)t/2uiξ} tem uma sub-
sequência convergente em Cm. Pelo processo usual diagonal, pode-se selecio-
nar uma subsequência {uji} tal que a sequência {(1+ |ξ|2)t/2ujiξ } converge em

Cm para cada ξ fixo. Afirma-se que {uji} é de Cauchy, e então convergente,
em Hs se s < t. De fato, seja ε > 0 dado. Agora,

‖uji − ujk‖2
s =

∑
|ξ|<N

(1 + |ξ|2)s−t(1 + |ξ|2)t|uji − ujk |2

+
∑
|ξ|≥N

(1 + |ξ|2)s−t(1 + |ξ|2)t|uji − ujk |2. (2.34)
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Para a segunda soma em (2.34), tem-se que |ξ|2 ≥ N2 e portanto (1 +
|ξ|2)s−t ≤ (1 +N2)s−t. Logo, a mesma é limitada por

(1 +N2)s−t
∑
|ξ|≥N

(1 + |ξ|2)t(|uji |2 + 2|uji ||ujk |+ |ujk |2),

que é menor ou igual a 4(1+N2)s−t, por causa de (2.33). Desde que s−t < 0,
podemos tomar N suficientemente grande de modo que 4(1+N2)s−t é menor
do que ε

2
, digamos N = N0. A primeira soma em (2.34) é então limitada por

∑
|ξ|<N0

(1 + |ξ|2)t|uji − ujk |2, (2.35)

e desde que há somente um número finito de termos nessa soma e desde que
a sequência {(1 + |ξ|2)t/2ujiξ } converge para cada ξ fixo, existe uma constante
J > 0 tal que se ji, jk > J , então (2.35) é menor que ε

2
. Portanto, para

ji, jk > J , tem-se que ‖uji − ujk‖2
s < ε e a prova está completa.



Caṕıtulo 3

Operadores Eĺıpticos

O ingrediente fundamental para a prova do teorema de regularidade e de
compacidade é aplicação da teoria de regularidade eĺıptica ao operador de
Laplace-Beltrami, o qual é eĺıptico, como será descrito adiante.

3.1 Operadores diferenciais periódicos

Definição 3.1. Um operador diferecial linear L de ordem l em C∞(Rn;Cm)
consiste de uma matriz (Lij) m×m em que

Lij =
l∑

[α]=0

aαijD
α,

e os aαij são funções em C∞(Rn;C), com no mı́nimo um aαij não identicamente
nulo para algum i, j e para algum α para o qual [α] = l. Um operador dife-
rencial linear L é um operador diferencial periódico, ou um operador
sobre ℘, se os aαij são funções periódicas.

Seja L um operador diferencial periódico, e seja ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) ∈ ℘.
Então

Lϕ =

(∑
j

L1jϕj, . . . ,
∑
j

Lmjϕj

)
, (3.1)

45
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que também é periódico de peŕıodo igual ao de ϕ. Define-se o operador L∗

sobre ℘ por

Lij =
l∑

[α]=0

Dαaαji, (3.2)

tal que i−ésima componente de L∗ϕ é dado por

(L∗ϕ)i =
m∑
j=0

l∑
[α]=0

Dα(aαjiϕj) (3.3)

Proposição 3.1. Seja L um operador diferencial periódico. Então, no pro-
duto interno L2, tem-se

〈Lϕ, ψ〉 = 〈ϕ,L∗ψ〉

para todo ϕ, ψ ∈ ℘.

Prova. Veja que

〈Lϕ, ψ〉 =
1

(2π)n

∫
Q

Lϕ · ψdx =
1

(2π)n

∫
Q

m∑
i=1

(Lϕ)iψidx

=
1

(2π)n

m∑
i=1

∫
Q

m∑
j=1

Lij(ϕj)ψidx

=
m∑

i,j=1

1

(2π)n

∫
Q

l∑
[α]=0

aαij(D
αϕj)ψidx

=
m∑

i,j=1

l∑
[α]=0

1

(2π)n

∫
Q

(Dαϕj)a
α
ijψidx.

Agora, lembrando que Dα =

(
1

i

)[α]

∂α, tem-se Dαf =

(
1

i

)[α]

∂αf =

(−1)[α]

(
1

i

)[α]

∂αf = (−1)[α]Dαf. Se a, b são funções complexas periódicas
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(de peŕıodo 2π) definidas no Rn, então pela fórmula da integração por partes
e pela periodicidade das funções∫

Q

∂i(a)b = ab

∣∣∣∣∣
xi=2π

xi=0

−
∫
Q

a∂i(b) = −
∫
Q

a∂i(b).

Então, indutivamente∫
Q

∂α(a)b = (−1)[α]

∫
Q

a∂α(b).

Logo,

∫
Q

Dα(a)b = (−1)[α]

∫
Q

aDα(b). (3.4)

Dáı, usando (3.4) e a periodicidade das funções envolvidas,

∫
Q

(Dαϕj)a
α
ijψidx =

∫
Q

(Dαϕj)aαijψidx

=

∫
Q

ϕj(−1)[α]Dα(aαijψi)dx

=

∫
Q

ϕjDα(aαijψi)dx.

Segue que
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〈Lϕ, ψ〉 =
m∑

i,j=1

1

(2π)n

∫
Q

ϕj

l∑
[α]=0

Dα(aαijψi)dx

=
m∑

i,j=1

1

(2π)n

∫
Q

ϕjL∗jiψidx

=
m∑
j=1

1

(2π)n

∫
Q

ϕj

m∑
i=1

L∗jiψidx

=
m∑
j=1

1

(2π)n

∫
Q

ϕj(L∗ψ)jdx

=
1

(2π)n

∫
Q

ϕ · L∗ψdx = 〈ϕ,L∗ψ〉.

O operador L∗ é chamado o adjunto formal de L. A palavra ”formal”
é usada aqui para enfatizar que L∗ não é o ajunto de L num espaço Hilbert.
É simplesmente o adjunto relativo ao produto interno L2 sobre ℘.

Proposição 3.2. Seja L um operador diferencial parcial sobre ℘ de ordem
l, e seja s um inteiro. Então existem constantes positivas c, k, e c′, onde
c depende somente de n,m, l, e s, onde k é uma constante que limita os
valores absolutos dos coeficientes dos termos de maior ordem em L, e onde
c′ depende de n,m, l, s e de todos os coeficientes de L e suas derivadas de
ordem l, tal que

‖Lϕ‖s ≤ ck‖ϕ‖s+l + c′‖ϕ‖s+l−1 (3.5)

para todo ϕ ∈ ℘. Em particular, há uma constante c′′ tal que

‖Lϕ‖s ≤ c′′‖ϕ‖s+l (3.6)

para todo ϕ ∈ ℘,e então L estende-se por continuidade a um operador limi-
tado de Hs+l à Hs para cada s.
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Prova. A desigualdade (3.6) é imediata de (3.5) e do teorema 2.1(b). Para
provar (3.5) primeiro vamos provar o caso m = 1, i.e, os elementos de ℘
são funções complexas e L é um operador diferencial parcial

∑l
[α]=0 a

αDα ao
invés de uma matriz. Dáı,∥∥∥∥∥∥

l∑
[α]=0

aαDαϕ

∥∥∥∥∥∥
s

≤
l∑

[α]=0

‖aαDαϕ‖s

devido a (2.19)

≤
l∑

[α]=0

{cα‖aα‖∞‖Dαϕ‖s + c′α‖Dαϕ‖s−1}

devido ao thm 2.1(h)

≤
l∑

[α]=0

{
cα‖aα‖∞‖ϕ‖s+[α] + c′α‖ϕ‖s+[α]−1

}
devido ao thm 2.1(b)

≤ ck‖ϕ‖s+l + c′‖ϕ‖s+l−1.

Para provar o caso m geral, primeiro note pela desigualdade triangular se
tem que

‖Lϕ‖s ≤
∑
i,j

‖Li,jϕj‖s.

Aplicando então o caso m = 1 a desigualdade acima e ajustando as cons-
tantes tem-se

‖Lϕ‖s ≤ ck
∑
j

‖ϕj‖s+l + c′
∑
j

‖ϕj‖s+l−1.

Como ‖ϕ‖2
s = ‖ϕ1‖2

s+· · ·+‖ϕm‖2
s, então ‖ϕ‖s ≥ ‖ϕi‖s para i ∈ {1, . . . ,m}.

Aplicando na desigualdade acima chega-se finalmente a (3.5).

Corolário 3.1.1. Se L é um operador sobre ℘ de ordem l,e se w ∈ C∞(Rn,C),
então o operador M = wL − Lw, onde Mϕ = w(Lϕ) − L(wϕ), é de ordem
no máximo l − 1. Consequentemente, dado s, há uma constante positiva tal
que

‖Mϕ‖s ≤ (const)‖ϕ‖s+l−1 (3.7)

para todo ϕ ∈ ℘.
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Prova. Que a ordem de M é no máximo l − 1 é imediato da conta (2.25)
feita na prova do teorema 2.1(i) e da expansão de Mϕ usando que Lij =∑l

[α]=0 a
α
ijD

α. Já (3.7) vem de (3.6) e do fato da ordem de M ser no máximo
l − 1.

Lema 3.1. Se w ∈ C∞(Rn,C) é periódica,e L é um operador diferencial de
ordem l sobre ℘, então existe uma constante positiva tal que

|〈L(w2u), L(u)〉s − ‖L(wu)‖2
s| ≤ const(‖u‖s+l‖u‖s+l−1) (3.8)

para todo u ∈ Hs+l.

Prova. Veja que

|〈L(w2u), Lu〉s − 〈L(wu), L(wu)〉s| ≤ |〈L(w2u)− wL(wu), Lu〉s|
+ |〈wL(wu), Lu〉s − 〈L(wu), wL(u)〉s|
+ |〈L(wu), wLu− L(wu)〉s|

= |〈(Lw − wL)(wu), Lu〉s|
+ |〈wL(wu), Lu〉s − 〈L(wu), wL(u)〉s|
+ |〈L(wu), (wL− Lw)(u)〉s|.

Mas

|〈(Lw − wL)(wu), Lu〉s|
porCauchy−Schwarz

≤ ‖(Lw − wL)(wu)‖s‖Lu‖s
por(3.7)e(3.6)

≤ c‖wu‖s+l−1‖u‖s+l
por(2.20)

≤ c‖u‖s+l−1‖u‖s+l. (3.9)

|〈wL(wu), Lu〉s − 〈L(wu), wL(u)〉s|
por(2.21)

≤ c(‖L(wu)‖s‖Lu‖s−1 + ‖L(wu)‖s−1‖Lu‖s)
por(3.6)

≤ c(‖wu‖s+l‖u‖s+l−1 + ‖wu‖s+l−1‖u‖s+l)
por(2.20)

≤ c(‖u‖s+l‖u‖s+l−1 + ‖u‖s+l−1‖u‖s+l)
= c‖u‖s+l‖u‖s+l−1 (3.10)
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|〈L(wu), (wL− Lw)(u)〉s|
porCauchy−Schwarz

≤ ‖L(wu)‖s‖(Lw − wL)(u)‖s
por(3.7)e(3.6)

≤ c‖wu‖s+l‖u‖s+l−1

por(2.20)

≤ c‖u‖s+l‖u‖s+l−1. (3.11)

Segue de (3.9), (3.10) e (3.11) o lema.

3.2 Operadores eĺıpticos

Definição 3.2. Um operador diferecial parcial linear L em C∞(Rn;Rm) é
uma expressão

L = Pl(D) + · · ·+ P0(D), (3.12)

onde Pj(D) é uma matriz m ×m tal que cada entrada é um operador dife-
rencial da forma ∑

|α|=j

aα(x)Dα,

com aα ∈ C∞(Rn;R). O operador tem ordem l se Pl(∂) 6= 0.

Definição 3.3. Para ξ ∈ Rn, denote por Pj(ξ) a matriz real obtida substituindo-
se Dα por ξα nos operadores de cada entrada de Pj(∂). Um operador L como
em (3.12), de ordem l, é eĺıptico em x ∈ Rn se Pl(ξ) for não singular em
x,∀ξ ∈ Rn − {0}. L é eĺıptico se o for em cada x ∈ Rn.

Lema 3.2. L é eĺıptico em x ∈ Rn se e só se L(ϕlu)(x) 6= 0∀u ∈ C∞(Rn,Rm)
tal que u(x) 6= 0, ∀ϕ ∈ C∞(Rn,R) tal que ϕ(x) = 0 e dϕ(x) 6= 0.

Prova. Para tais ϕ e u, segue de ϕ(x) = 0 que

L(ϕlu)(x) =
l∑

j=o

Pj(∂)(ϕlu)(x) = Pl(∂)(ϕlu)(x).
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Mas para |α| = l, segue novamente de ϕ(x) = 0 que

∂α(ϕlu)(x) = ∂α(ϕl)(x)u(x) = l!(dϕ)α(x)u(x),

onde (dϕx)
α = (∂1ϕ)α1(x)− (∂nϕ)αn(x). Portanto,

L(ϕlu)(x) = l!Pl(dϕ(x)) · u(x).

Assim, Pl(ξ) não singular implica Pl(dϕ(x)) não singular, uma vez que
dϕ(x) 6= 0, e dáı u(x) 6= 0 dá L(ϕlu)(x) 6= 0. Reciprocamente, se L(ϕlu)(x) 6=
0 para todas tais ϕ e u, então Pl(dϕ(x))·u(x) 6= 0,∀u tal que u(x) 6= 0, donde
Pl(dϕ(x)) é não singular. Mas como dϕ(x) pode ser identificado a priori com
qualquer ξ ∈ Rn − {0}, segue que Pl(ξ) é não singular, ∀ξ 6= 0.

Definição 3.4. Seja X uma n-variedade e π : E → X um fibrado vetorial de
posto m sobre x. Um operador diferencial linear L sobre E é uma aplicação
linear L : Γ(E) → Γ(E) satisfazendo a seguinte condição: se U ⊂ X aberto
é tal que π−1(U) é domı́nio de uma carta do fibrado

Φ : π−1(U) → Rn × Rm

(x, v) 7→ (ϕ(x), A(x)(v)),

então o operador linear LΦ : C∞(Rn,Rm) → C∞(Rn,Rm), dado para σ ∈
Γ(E) por

LΦ((A · σ|U) ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) = A(x) · L(σ|U)(x)

seja diferencial no sentido anterior. A ordem de L é a ordem de LΦ e L
é eĺıptico em x ∈ X (respectivamente em X) se LΦ o for em ϕ(x ∈ Rn)
(respectivamente em Rn).

Para ver que as noções de ordem e elipticidade são bem definidas, note
que se

Ψ : π−1(U) → Rn × Rm

(x, v) 7→ (ψ(x), B(x)(v)),

for outra carta do fibrado, então



CAPÍTULO 3. OPERADORES ELÍPTICOS 53

LΨ((B · σ|U) ◦ ψ−1)(ψ(x)) = B(x) · L(σ|U)(x)

= B(x)A(x)−1A(x) · L(σ|U)(x)

= B(x)A(x)−1LΦ((A · σ|U) ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

e B(x)A(x)−1 : Rm → Rm é um isomorfismo.

Proposição 3.3. Um operador diferencial linear de ordem l L : Γ(E) →
Γ(E) é eĺıptico em x ∈ X se e só se

L(ηlσ)(x) 6= 0,

∀η ∈ C∞(X;R) tal que dη(x) 6= 0, ∀σ ∈ Γ(E) tal que σ(x) 6= 0.

Prova. Nas notações acima, L(ηlσ)(x) 6= 0 ⇔ A(x) · L(ηlσ)(x) 6= 0 ⇔
LΦ((A · ηlσ|U) ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) 6= 0⇔ LΦ((η ◦ ϕ−1)l(A · σ|U) ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) 6= 0.

Agora,

(η ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) = 0, d(η ◦ ϕ−1)(ϕ(x))dη(x)dϕ−1(ϕ(x)) 6= 0,

A(x) · (σ|U ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) = A(x)σ(x) 6= 0 (pois A(x) é isomorfismo), e
basta usar a proposição anterior.

3.3 Desigualdade Fundamental

Uma propriedade anaĺıtica básica dos operadores eĺıpticos é a seguinte

Proposição 3.4. Seja L um operador eĺıptico sobre ℘de ordem l, e seja s
um inteiro. Então existe uma constante c > 0 tal que

‖u‖s+l ≤ c(‖Lu‖s + ‖u‖s) (3.13)

para todo u ∈ Hs+l

Prova. Pela densidade de ℘ em Hs é suficiente provar (3.13) para todo
ϕ ∈ ℘. Para começar, considere o caso de um operador eĺıptico L0 sobre ℘
com coeficientes constantes, que consiste somente do termo ĺıder Pl(D). Se
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u ∈ Rn com u 6= 0, e se ξ 6= 0, então desde que Pl(ξ) é não-singular, tem-se
que |Pl(ξ)u|2 > 0. Segue da compacidade da esfera unitária no Rn que existe
uma constante c > 0 tal que

|Pl(ξ)u|2 ≥ c

para todo u e ξ tal que |u| = |ξ| = 1. Disso, segue que

|Pl(ξ)u|2 ≥ c|ξ|2l|u|2 (3.14)

para todo u e ξ no Rn. Agora, note que (L0ϕ)ξ = Pl(ξ)ϕξ. De fato, por
causa de (3.1), basta calcular (Lijϕj)ξ:

(Lijϕj)ξ =
1

(2π)n

∫
Q

Lijϕj(x)e−ix·ξdx

=
1

(2π)n

∫
Q

∑
[α]=l

aαijD
αϕj(x)e−ix·ξdx

=
∑
[α]=l

aαij
1

(2π)n

∫
Q

Dαϕj(x)e−ix·ξdx

=
∑
[α]=l

aαij(D
αϕj)ξ

=
∑
[α]=l

aαijξ
α(ϕj)ξ

= Lij(ξ)(ϕj)ξ,

onde na terceira igualdade foi usado que os coeficientes de L0 são constantes.
Segue então que (L0ϕ)ξ = Pl(ξ)ϕξ.

Portanto, para ϕ ∈ ℘, segue da desigualdade (3.14) e do fato de L0 ter
coeficientes constantes que

‖L0ϕ‖2
s =

∑
ξ

|Pl(ξ)ϕξ|2(1 + |ξ|2)s

≥ (const)
∑
ξ

|ξ|2l|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s.
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Então

(‖L0ϕ‖s + ‖ϕ‖s)2 ≥ ‖L0ϕ‖2
s + ‖ϕ‖2

s

≥
∑
ξ

|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s(1 + (const)|ξ|2l)

≥ (const)
∑
ξ

|ϕξ|2(1 + |ξ|2)s+l

= (const)‖ϕ‖2
s+l, (3.15)

onde a terceira desigualdade acima vem do seguinte: se a é um inteiro positivo
e c > 0, então existe uma constante positiva C tal que 1 + cal ≥ C(1 + a)l.
De fato, se c ≥ 1, de

(1 + a)l = 1 + al +
l−1∑
k=2

(
l

k

)
ak

e

ak ≤ al + 1 ≤ cal + 1,

tem-se que

(1 + a)l ≤

(
1 +

l−1∑
k=2

(
l

k

)
ak

)
(1 + cal).

Se c < 1, basta repetir o argumento anterior para
1

c
+ al ≥ 1 + al e depois

multiplicar por c.
Agora, considere um operador eĺıptico geral L de ordem l, e seja p ∈ Rn.

Será mostrado que existe uma vizinhança U de p tal que (3.13) vale para
toda ϕ ∈ ℘ com suporte em U . Seja L0 denotando o operador eĺıptico com
coeficientes constantes, homogêneo de ordem l, obtido pelo termo de maior
ordem de L no ponto p. Então segue de (3.15) que para cada ϕ ∈ ℘

‖ϕ‖s+l ≤ (const)(‖L0ϕ‖s + ‖ϕ‖s)
≤ (const)(‖Lϕ‖s + ‖(L0 − L)ϕ‖s + ‖ϕ‖s). (3.16)
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Seja k denotando a constante em (3.16). Então escolha um ε positivo menor

que
1

2ck
, onde c denota a constante c de (3.5). Em uma vizinhança suficien-

temente pequena de p, os coeficientes da parte de maior ordem de L0−L são
menores que ε em valor absoluto. Seja L̃ um operador periódico coincidindo
com L0 − L sobre uma vizinhança pequena U de p e com os coeficientes da
parte de maior ordem menores que ε em todo lugar. Então, segue de (3.16),
(3.5), e da escolha de ε, que para um elemento ϕ ∈ ℘ cujo suporte está em
U ,

‖ϕ‖s+l ≤ ≤ k(‖Lϕ‖s + ‖L̃ϕ‖s + ‖ϕ‖s)
≤ k‖Lϕ‖s + ckε‖ϕ‖s+l + kc′‖ϕ‖s+l−1 + k‖ϕ‖s

≤ k‖Lϕ‖s +
1

2
‖ϕ‖s+l + kc′‖ϕ‖s+l−1 + k‖ϕ‖s.

Como pela desigualdade de Peter-Paul,

‖ϕ‖s+l−1 ≤
√
ε′‖ϕ‖2

s+l + c(ε′)‖ϕ‖2
s ≤
√
ε′‖ϕ‖s+l +

√
c(ε′)‖ϕ‖s,

onde ε′ é tal que kc
√
ε′ < 1

4
(note que ε′ e ε são independentes), segue que

‖ϕ‖s+l ≤ (const)‖Lϕ‖s +
3

4
‖ϕ‖s+l + (const)‖ϕ‖s,

o que prova (3.13) para esses ϕ.
Seja T n o toro obtido como o quociente do Rn pelo quadriculado consis-

tindo de todos os pontos 2πξ, onde ξ é uma n-upla de inteiros. Os abertos
U obtidos acima para cada p ∈ Rn projetam uma cobertura aberta de T n.
Seja U1, . . . , Uk uma subcobertura finita, e seja w1, . . . , wk uma partição da
unidade montada nessa cobertura, da forma especial

k∑
i=1

w2
i = 1. (3.17)

Agora considere as wi’s funções periódicas C∞ (de valor real) definidas sobre
o Rn. Seja ϕ ∈ ℘. Então, por (3.17), e pelo teorema (2.1)(i) e (j),
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‖ϕ‖2
s+l = 〈ϕ, ϕ〉s+l =

〈∑
i

w2
iϕ, ϕ

〉
s+l

≤
∑
i

〈wiϕ,wiϕ〉s+l + (const)‖ϕ‖s+l‖ϕ‖s+l−1

Desde que wiϕ tem suporte em um dos U obtidos acima, e desde que há
somente uma quantidade finita de wi, existem constantes tal que a segunda
linha acima é

≤ (const)
∑
i

‖Lwiϕ‖2
s + (const)‖ϕ‖2

s + (const)‖ϕ‖s+l‖ϕ‖s+l−1

por(3.8)

≤ (const)
∑
i

〈L(w2
iϕ), Lϕ〉s + (const)‖ϕ‖2

s + (const)‖ϕ‖s+l‖ϕ‖s+l−1

= (const)‖Lϕ‖2
s + (const)‖ϕ‖2

s + (const)‖ϕ‖s+l‖ϕ‖s+l−1

≤ (const)‖Lϕ‖2
s + (const)‖ϕ‖2

s +
1

2
‖ϕ‖2

s+l + (const)‖ϕ‖2
s+l−1

≤ (const)‖Lϕ‖2
s + (const)‖ϕ‖2

s +
3

4
‖ϕ‖2

s+l + (const)‖ϕ‖2
s,

onde no quarto estágio foi usada a desigualdade de Peter-Paul para ‖ϕ‖2
s+l−1.

Segue que (3.13) vale para toda ϕ ∈ ℘ e portanto para todo u ∈ Hs+l.

Teorema 3.1 (Regularidade para Operadores Eĺıpticos Peŕıodicos). Seja L
um operador eĺıptico period́ıco de ordem l. Assuma que u ∈ H∞, v ∈ Ht, e

Lu = v.

Então u ∈ Ht+l.

Prova. Primeiro será mostrado que é suficiente provar que se u ∈ Hs e
v = Lu ∈ Hs−l+1, então u ∈ Hs+1. Primeiro lembre que se s1 < s2, então
Hs2 ⊂ Hs1 , e que se u ∈ H∞, então existe s tal que u ∈ Hs. Suponha então
provado que se u ∈ Hk, Lu = v ∈ Hk−l+1, então u ∈ Hk+1. Se s ≥ t+ l, nada
há a fazer. Caso contrário s ≤ t+ l − 1. Como v ∈ Ht e s− l + 1 ≤ t, então
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v ∈ Hs−l+1. Logo, de u ∈ Hs e v ∈ Hs−l+1, segue que u ∈ Hs+1. Agora, se
s + 1 = t + l o problema está feito, caso contrário, s + 1 ≤ t + l − 1 e dáı
s + 1− l + 1 ≤ t, o que dá que v ∈ Hs+1−t+1. Procedendo analogamente ao
que foi feito anteriormente, u ∈ Hs+2. Caso s + 2 = l + t, não se tem mais
nada há fazer, caso contrário poderá incrementar o ı́ndice do espaço ao qual
u pertence até que se chegue finalmente que u ∈ Ht+l, para isso bastando
repetir o argumento anterior.

De agora em diante será provado que se u ∈ Hs e v = Lu ∈ Hs−l+1, então
u ∈ Hs+1. Seja h 6= 0 ∈ Rn, e seja Lh o operador obtido de L pela troca de
cada coeficiente α por seu quociente diferença.

Afirmação 3.1. Para ϕ ∈ ℘, e então por continuidade para u ∈ H−∞,

L(uh) = (Lu)h − Lh(Thu)

De fato, se L = (Lij), então

L(uh) = (Lu)h − Lh(Thu)

⇔

(∑
j

(L1jϕ
h
j )(x), . . . ,

∑
j

(Lmjϕ
h
j )(x)

)
=

(∑
j

(L1jϕj)
h(x), . . . ,

∑
j

(Lmjϕj)
h(x)

)
−

−

(∑
j

(Lh1jThϕj)(x), . . . ,
∑
j

(LhmjThϕj)(x)

)
.

Portanto, basta provar que

(Lijϕ
h
j )(x) = (Lijϕj)

h(x)− (LhijThϕj)(x),∀i, j.

Sendo Lij =
∑l

[α]=0 a
α
ijD

α, basta provar que

aαij(x)(Dαϕhi )(x) = (aαijD
αϕi)

h(x)− (aαij)
h(x)Dα(Thϕi)(x).

Basta então, por indução, mostrar que

a(x)(∂jϕ
h)(x) = (a∂jϕ)h(x)− ah(x)∂j(Thϕ)(x),
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∀a : Rn → C, ϕ : Rn → C funções C∞.
Mas,

(a∂jϕ)h(x)− ah(x)∂j(Thϕ)(x) =
a(x+ h)(∂jϕ)(x+ h)− a(x)(∂jϕ)(x)

|h|
−

−
(
a(x+ h)− a(x)

|h|

)
lim
t→0

(Thϕ)(x+ tej)− (Thϕ)(x)

t

=
a(x+ h)

|h|
lim
t→0

ϕ(x+ h+ tej)− ϕ(x+ h)

t
−

−a(x)

|h|
lim
t→0

ϕ(x+ tej)− ϕ(x)

t
−

−
(
a(x+ h)− a(x)

|h|

)
lim
t→0

ϕ(x+ tej + h)− ϕ(x+ h)

t

= lim
t→0

a(x)

(
ϕ(x+ h+ tej)− ϕ(x+ tej)− ϕ(x+ h) + ϕ(x)

t|h|

)
= a(x) lim

t→0

(
ϕh(x+ tej)− ϕh(x)

t

)
= a(x)(∂jϕ

h)(x).

Para completar a afirmação, seja u ∈ Hs e (ϕk)k≥1 uma sequência em

℘ convergindo para u em Hs. Então, ϕhk
k→ uh em Hs para todo h 6= 0.

Como Th : Hs → Hs é isometria, então Thϕk
k→ Thu em Hs. Como

L é cont́ınuo, tem-se também L(ϕhk)
k→ L(uh) em Hs−l. Analogamente,

Lh(Thϕk)
k→ Lh(Thu). Como L(ϕhk) = (ϕk)

h − Lh(Thϕk), fazendo k → ∞,
obtem-se a afirmação.

Aplicando então a desigualdade fundamental à afirmação, tem-se que

‖uh‖s ≤ (const)‖L(uh)‖s−l + (const)‖uh‖s−l
≤ (const)‖(Lu)h‖s−l + (const)‖Lh(Thu)‖s−l + (const)‖uh‖s−l

Agora, lembrando que ‖Lh(Thu)‖s−l ≤ (const)‖Th(u)‖s = (const)‖u‖s,
por causa de (3.6), e onde a constante não depende de h, e que ‖(Lu)h‖s−l ≤
‖Lu‖s−l+1 (vide desigualdade obtida na prova da proposição 2.1), tem-se

‖uh‖s ≤ (const)‖Lu‖s−l+1 + (const)‖u‖s,
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onde o lado direito independe de h. Pela proposição 2.1, segue que u ∈ Hs+1,
e o teroema está provado.



Caṕıtulo 4

Teorema de Hodge e Aplicações

O propósito do presente caṕıtulo é provar o Teorema de Decomposição de
Hodge, onde para o alcance deste objetivo serão desenvolvidas diversas fer-
ramentas de uso bastante interessantes em si.

Para começar, a primeira ferramenta a ser desenvolvida é

4.1 O operador ∗ de Hodge

Seja V um espaço n-dimensional com produto interno 〈, 〉. O teorema da
representação de Riesz garante que 〈, 〉 induz um isomorfismo canônico entre
V ∗ = Λ1(V ) e V , definido por

v ∈ V 7→ 〈·, v〉 ∈ V ∗.
Para w ∈ Λ1(V ), denote por w∗ o vetor de V correspondente a w via

tal isomorfismo; reciprocamente, para v ∈ V , seja v∗ ∈ Λ1(V ) a 1-forma
correpondente a v.

Fixada uma base ortonormal {e1, . . . , en} de V , sabemos que {e∗i1 ∧ . . . ∧
e∗ip ; 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n} é base de Λp(V ). Defini-se a forma bilinear 〈, 〉
sobre Λp(V ) pondo, para 1 < i1 < . . . < ip < n, 1 < j1 < . . . < jp < n,

〈e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip , e

∗
j1
∧ . . . ∧ e∗jp〉 =

{
1, se ik = jk,∀1 ≤ k ≤ p
0, caso contrário

e estendendo 〈, 〉 por linearidade a todo o Λp(V ). Que 〈, 〉 é produto interno
é imediato. Ademais, {e∗i1 ∧ . . . ∧ e

∗
ip ; 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n} vira uma base

ortonormal para Λp(V ).

61
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Lema 4.1. Para w1 ∧ . . . ∧ wp, t1 ∧ . . . ∧ tp ∈ Λp(V ), tem-se

〈w1 ∧ . . . ∧ wp, t1 ∧ . . . ∧ tp〉 = det 〈wi, vj〉 = det 〈w∗i , v∗j 〉.

Prova. A segunda igualdade é imediata. Quanto à primeira, ambos os
membros são lineares com respeito a cada wi e cada tj. Portanto, fixados
w2, . . . , wn, t1, . . . , tn, basta mostrá-la para w1 = e∗i1 . Raciocinando analoga-
mente mais 2p− 1 vezes, conclúımos que é suficiente provar que

〈e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip , e

∗
j1
∧ . . . ∧ e∗jp〉 = det (〈e∗ik , e

∗
il
〉)kl,

o que é imediato.

Seja V um espaço vetorial com produto interno. Munindo Λn(V ) com
o produto interno acima, um elemento de volume para V é uma n−forma
α ∈ Λn(V ), unitária com respeito à 〈, 〉. Dizemos que V é orientado por α.
Uma base ortonormal {e1, . . . , en} de V é positiva se α(e1, . . . , en) = 1, i.e,
se α = e∗1 ∧ . . . ∧ e∗n. Fixado w ∈ Λp(V ), seja Φ : Λn−p(V ) 7→ R o funcional
linear tal que

Φ(t) = 〈w ∧ t, α〉.

Aplicando novamente o teorema da representação de Riesz, garantimos a
existência de um único elemento de Λn−p(V ), denotado por ∗w, tal que

Φ(t) = 〈t, ∗w〉,∀t ∈ Λn−p(V ),

i.e, tal que

〈w ∧ t, α〉 = 〈t, ∗w〉,∀t ∈ Λn−p(V ).

Em particular, desde que dim(Λn(V )) = 1 e w ∧ t ∈ Λn(V ), tem-se

w ∧ t = 〈w ∧ t, α〉α = 〈∗w, t〉α, ∀t ∈ Λn−p(V ).

Fica então bem definido um operador ∗ : Λp(V ) 7→ Λn−p(V ), denominado
o operador ∗ de Hodge, obviamente linear.

Lema 4.2. Seja V um espaço vetorial orientado com produto interno, {e1, . . . , en}
uma base ortonormal positiva e {e∗1, . . . , e∗n} a base dual. Para σ ∈ Sp,n−p,
tem-se



CAPÍTULO 4. TEOREMA DE HODGE E APLICAÇÕES 63

∗(e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p)) = sgn(σ)e∗σ(p+1) ∧ . . . ∧ e∗σ(n)

Prova. Seja σ(1) = i1, . . . , σ(p) = ip, σ(p + 1) = j1, . . . , σ(n) = jn−p. Pela
fórmula de expansão ortonormal, tem-se

∗(e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip)

=
∑

k1<···<kn−p

〈∗(e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip), e

∗
k1
∧ . . . ∧ e∗kn−p〉(e

∗
k1
∧ . . . ∧ e∗kn−p)

=
∑

k1<···<kn−p

〈e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip ∧ e

∗
k1
∧ . . . ∧ e∗kn−p , α〉(e

∗
k1
∧ . . . ∧ e∗kn−p)

= 〈e∗i1 ∧ . . . ∧ e
∗
ip ∧ e

∗
j1
∧ . . . ∧ e∗jn−p , α〉(e

∗
j1
∧ . . . ∧ e∗jn−p)

= sgn(σ)〈e∗1 ∧ . . . ∧ e∗n︸ ︷︷ ︸
α

, α〉(e∗j1 ∧ . . . ∧ e
∗
jn−p)

= sgn(σ)(e∗j1 ∧ . . . ∧ e
∗
jn−p).

Para o que segue, se α é forma de volume para V e w ∈ Λn(V ), tem-se
∗w = 〈w, α〉. De fato, ∗w = 〈∗w, 1〉 = 〈w ∧ 1, α〉 = 〈w, α〉.

Proposição 4.1. Seja V um espaço vetorial orientado com produto interno.
Se ∗ : Λp(V )→ Λn−p(V ) denota o operador de Hodge, então:

(a) ∗∗ = (−1)p(n−p) : Λp(V )→ Λp(V );

(b) Para w, t ∈ Λp(V ), tem-se 〈w, t〉 = ∗(w ∧ ∗t) = ∗(t ∧ ∗w).

Prova. (a) Se {e1, . . . , en} é base ortonormal positiva e σ ∈ Sp,n−p, tem-se

∗(e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p)) = (sgnσ)(e∗σ(p+1) ∧ . . . ∧ e∗σ(n)).

Seja ρ ∈ Sp,n−p tal que ρ(1) = σ(p + 1), . . . , ρ(n − p) = σ(n). Então
ρ(n− p+ 1) = σ(1), . . . , ρ(n) = σ(p) e

∗ ∗ (e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p)) = (sgnσ) ∗ (e∗ρ(1) ∧ . . . e∗σ(p))

= (sgnσ)(sgnρ)(e∗ρ(n−p+1) ∧ . . . e∗ρ(n))

= sgn(σρ)(e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p))
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Note agora que ρ = ση, onde

η =

(
1

p+ 1

2

p+ 2
· · · n− p

n

n− p+ 1

1
· · · n

p

)
,

de modo que

sgn(σρ) = sgn(σ2η) = sgn(σ)2(sgnη) = (−1)p(n−p).

Portanto,

∗ ∗ (e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p)) = (−1)p(n−p)e∗σ(1) ∧ . . . ∧ e∗σ(p),

e o caso geral sai por linearidade.

(b) Segue de (a) que

〈w, t〉 = (−1)p(n−p)〈∗ ∗ w, t〉 = (−1)p(n−p)〈(∗w) ∧ t, α〉
= 〈t ∧ (∗w), α〉 = ∗(t ∧ (∗w)).

A outra igualdade é análoga.

Proposição 4.2. Seja V um espaço vetorial real com produto interno, ori-
entado. Fixado η ∈ Λ1(V ), se Lη : Λp+1(V ) 7→ Λp(V ) é o operador adjunto
de η∧ : Λp(V ) 7→ Λp+1(V ), então:

(a) Lη(w) = (−1)np ∗ (η ∧ (∗w)),∀w ∈ Λp+1(V ).

(b) Para σ ∈ Sp,n−p,

Lη(e
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1)) =

p+1∑
i=1

(−1)i+1〈v, e∗σ(i)〉e∗σ(1) ∧ · · · ∧ ê∗σ(i) ∧ · · · ∧ e
∗
σ(p+1)

(c) Para w ∈ Λp(V ), tem-se Lη(η ∧ w) + η ∧ Lη(w) = |η|2w.

Prova.
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(a) Tem-se 〈Lη(w), t〉 = 〈w, η ∧ t〉,∀w ∈ Λp+1(V ), t ∈ Λp(V ). Como 〈u, v〉 =
∗(v ∧ ∗u) pela proposição anterior, tem-se

〈Lη(w), t〉 = 〈w, η ∧ t〉 = ∗((η ∧ t) ∧ ∗w)

= (−1)p ∗ ((t ∧ η) ∧ ∗w︸ ︷︷ ︸
∈Λn−p(V )

)

= (−1)p ∗ {t ∧ [(−1)p(n−p) ∗ ∗(η ∧ (∗w))]}
= (−1)np ∗ {t ∧ [∗ ∗ (η ∧ (∗w))]}
= (−1)np〈∗(η ∧ (∗w)), t〉.

Como a igualdade vale para todo t ∈ Λp(V ), segue que Lη(w) = (−1)np∗ (η∧ (∗w)).

(b) Desde que ambos os membros são lineares em η, basta considerar o caso
η = e∗σ(j). Há dois casos:

(1) ησ(j); j > p+ 1: é imediato que o segundo membro da igualdade a ser
provada é igual a zero. Quanto ao primeiro,

Lη(e
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1)) = (−1)np ∗ (η∧) ∗ (e∗σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1))

= (−1)npsgn(σ) ∗ (η∧)(e∗σ(p+2) ∧ · · · ∧ e∗σ(n))

= (−1)npsgn(σ) ∗ (e∗σ(j) ∧ e∗σ(p+2) ∧ · · · ∧ e∗σ(n))

= 0 se j > p+ 1.

(2) ησ(j); j ≤ p + 1: o segundo membro da igualdade a ser provada é

igual a (−1)j+1〈v, e∗σ(j)〉e∗σ(1) ∧ · · · ∧ ê∗σ(j) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1). Quanto ao primeiro
membro, tem-se da terceira igualdade acima, que

Lη(e
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1)) = (−1)npsgn(σ) ∗ (e∗σ(j) ∧ e∗σ(p+2) ∧ · · · ∧ e∗σ(n))

Se k é tal que σ(p+ 2) < · · · < σ(k) < σ(j) < σ(k + 1) < · · ·σ(n), então

Lη(e
∗
σ(1)∧· · ·∧e∗σ(p+1)) = (−1)np+k−p−1sgn(σ)∗(e∗σ(p+2)∧· · ·∧e∗σ(k)∧e∗σ(j)∧e∗σ(k+1)∧· · ·∧e∗σ(n)).

Sendo
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τ =

(
1

σ(p+2)
· · ·

k−p−1

σ(k)

k−p

σ(j)

k−p+1

σ(k+1)
· · ·

n−p

σ(n)

n−p+1

σ(1)
· · ·

n−p+j−1

σ(j−1)

n−p+j

σ(j+1)
· · ·

n

σ(p+1)

)
,

então sgn(τ) = (−1)n−k+j−1(−1)(p+1)(n−p−1)sgn(σ), donde

Lη(e
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p+1)) = (−1)np+k−p−1sgn(σ) ∗ (e∗τ(1) ∧ · · · ∧ e∗τ(n−p))

= (−1)np+k−p−1sgn(σ)sgn(τ)(e∗τ(n−p+1) ∧ · · · ∧ e∗τ(n))

= (−1)j+1e∗σ(1) ∧ · · · ∧ ê∗σ(j) ∧ · · · ∧ e
∗
σ(p+1).

(c) Se mostrarmos que a afirmação é válida para η = e∗σ(j) e que e∗σ(i)∧Le∗σ(j) =

Le∗
σ(j)

(e∗σ(i)∧) = 0 para i 6= j, seguirá de serem ambos os membros da igual-

dade na afirmação do item (c) formas quadráticas em η que o item (c) é
válido em geral.

Fixe w = e∗σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p) ∈ Λp(V ) e η = e∗σ(j).

Se j ≤ p, então η ∧ w = 0 e dáı Lη(η ∧ w) = 0. Por outro lado, segue de
(b) que

η ∧ Lη(w) = e∗σ(j) ∧ (−1)j+1e∗σ(1) ∧ · · · ∧ ê∗σ(j) ∧ · · · ∧ e
∗
σ(p)

= e∗σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p) = w.

Se j > p, segue de (b) que Lη(w) = 0, e dáı η ∧ Lη(w) = 0. Por outro lado,

Lη(η ∧ w) = Lη(e
∗
σ(j) ∧ e∗σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p)).

Se σ(1) < · · · < σ(k) < σ(j) < σ(k + 1) < · · ·σ(p), e

τ =

(
1

σ(1)
· · ·

k

σ(k)

k+1

σ(j)

k+2

σ(k+1)
· · ·

p+1

σ(p)

p+2

σ(p+1)
· · ·

j

σ(j−1)

j+1

σ(j+1)
· · ·

n

σ(n)

)
,

então

Lη(η ∧ w) = (−1)kLη(e
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(k) ∧ e∗σ(j) ∧ e∗σ(k+1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p))

= (−1)kLη(e
∗
τ(1) ∧ · · · ∧ e∗τ(p+1))

= (−1)k(−1)(k+1)+1e∗τ(1) ∧ · · · ∧ ê∗τ(k+1) ∧ · · · ∧ e
∗
τ(p+1)

= e∗σ(1) ∧ · · · ∧ e∗σ(p) = w.
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A prova de e∗σ(i) ∧ Le∗σ(j) = Le∗
σ(j)

(e∗σ(i)∧) = 0 para i 6= j é análoga.

Proposição 4.3. Seja V um espaço vetorial real com produto interno, ori-
entado. Se η ∈ V − {0}, então a sequência abaixo é exata:

Λp(V )
η∧→ Λp+1(V )

η∧→ Λp+2(V ).

Prova. Certamente que, para w ∈ Λp(V ),

η ∧ (η ∧ w) = (η ∧ η) ∧ w = 0

Para a rećıproca, se η ∧ w = 0, w ∈ Λp+1(V ), então a segunda parte da
proposição anterior proporciona que

Lη(η ∧ w) + η ∧ Lη(w) = |η|2w,

i.e,

w = η ∧ (
1

|η|2
Lη(w)) ∈ Im(η∧).

Se X é uma n-variedade Riemanniana compacta, conexa e orientada, cada
TxX é um espaço vetorial n−dimensional com produto interno, orientado por
dX, onde dX ∈ Ωn(X) é o elemento de volume de X. Portanto, todas as
construções acima podem ser feitas em TxX. Em particular, dado α ∈ Ωp(X),
define-se ∗α por

(∗α)x = ∗αx ∈ Λn−p(V ),

e é imediato que ∗α ∈ Ωn−p(X).

Proposição 4.4. Se X é uma n-variedade compacta e (, ) é a forma bilinear
em Ωp(X) dada por

(α, β) =

∫
X

α ∧ (∗β),

então (, ) é um produto interno.
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Prova. Basta ver que

(β, α) =

∫
X

∈Ωn(X)︷ ︸︸ ︷
β ∧ (∗α) = (−1)n(n−n)

∫
X

∗ ∗ (β ∧ ∗α)

=

∫
X

∗〈β, α〉.

Analogamente, chega-se que (α, β) =
∫
X
∗〈α, β〉, o que implica que (β, α) =

(α, β). Em particular,

(α, α) =

∫
X

∗〈α, α〉 ≥ 0,

com igualdade se, e somente se, ∗〈α, α〉 = 0⇔ 〈α, α〉 = 0⇔ α = 0.

No que segue, denota-se a norma proveniente de (, ) por | |2.

Proposição 4.5. Se δ : Ωp(X) 7→ Ωp−1(X) é o adjunto de d : Ωp−1(X) →
Ωp(X), então

δ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d ∗ .
Prova. Tem-se de verificar se (dα, β) = (α, δβ), ∀α ∈ Ωp−1(X), β ∈ Ωp(X),
i.e ∫

X

(dα) ∧ (∗β) =

∫
X

(α) ∧ (∗δβ).

Mas como ∗δβ = (−1)n(p+1)+1∗∗d∗β = (−1)n(p+1)+1(−1)(n−p+1)(p−1)d∗ β =
(−1)pd ∗ β, tem-se

d(α ∧ (∗β)) = dα ∧ (∗β) + (−1)p−1α ∧ (d ∗ β)

= dα ∧ (∗β)− α ∧ (∗δβ),

e o teorema de Stockes dá

0 =

∫
X

d(α ∧ (∗β)) =

∫
X

dα ∧ (∗β)−
∫
X

α ∧ (∗δβ),

como desejado.
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4.2 O operador de Laplace-Beltrami

Se f ∈ Ω0(X) = C∞(X,R), então δf = 0, donde

(δd+ dδ)(f) = δdf = − ∗ d ∗ df.
Mas se p ∈ X e {ei} é um referencial positivo numa vizinhança de p,

geodésico em p, com coeficientes {wi} e formas de conexão wij, então wij(p) =
0 e

∗d ∗ df = ∗d ∗ (
∑
i

ei(f)wi) = ∗d(
∑
i

ei(f)(∗wi))

= ∗
∑
i

{d(ei(f)) ∧ (∗wi) + ei(f)d(∗wi)}.

Mas, em p,

d(∗wi) = d(w1∧· · · ŵi∧· · ·wn) = dwi∧· · ·∧ŵi∧· · ·wn+· · ·+wi∧· · ·∧ŵi∧· · · dwn,

com

dwj =
∑
k

wjk ∧ wk = 0 em p.

Portanto, tem-se em p que

∗d ∗ df =
∑
i

∗{d(ei(f)) ∧ (∗wi)}

=
∑
i,j

∗{ej(ei(f))wj ∧ (∗wi)}

=
∑
i

∗{ei(ei(f))wi ∧ (∗wi)}

=
∑
i

ei(ei(f)) ∗ (wi ∧ (∗wi))

=
∑
i

ei(ei(f)) = −∆f(p).

Assim, neste caso tem-se δd + dδ = ∆ : C∞ 7→ C∞, o que motiva a
seguinte
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Definição 4.1. O operador de Laplace-Beltrami em Ωp(X) é o opera-
dor linear ∆ : Ωp(X) 7→ Ωp(X) tal que ∆ = δd + dδ. Uma p−forma α é
harmônica se ∆α = 0.

Lema 4.3.

(a) ∗∆ = ∆∗
(b) ∆ é auto-adjunto com respeito a (, )

(c) α é harmônica se, e somente se, dα = 0, δα = 0.

Prova.

(a) Basta ver que, para u ∈ Ωp(X),

∗∆u = ∗dδu+ ∗δdu
= (−1)n(p+1)+1 ∗ ∗d ∗ u+ (−1)n(p+2)+1 ∗ ∗d ∗ du
= δd ∗ u+ (−1)1−p2d ∗ du
= δd ∗ u+ (−1)pn+1d ∗ d ∗ ∗u
= δd ∗ u+ dδ ∗ u = ∆ ∗ u.

(b)

(∆α, β) = ((δd+ dδ)α, β) = (δdα, β) + (dδα, β)

= (dα, dβ) + (δα, δβ)

= (α,∆β).

(c) Veja que ∆α = 0⇒ (dα, dα) + (δα, δα) = 0⇒ dα, δα = 0. A rećıproca é
análoga.

A motivação para estudar formas harmônicas provem do seguinte pro-
blema variacional: fixada uma classe de cohomologia de p-formas em X, su-
ponha que existe uma representação w de tal classe que minimiza a norma | |2
no espaço afim w+dΩp−1(X). Então |w+tdτ |22 ≥ |w|22,∀t ∈ R,∀τ ∈ Ωp−1(X),
donde

d

dt
|w + tdτ |22

∣∣∣∣∣
t=0

= 0,∀τ ∈ Ωp−1(X).
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Mas isso é mesmo que (w, dτ) = 0,∀τ ∈ Ωp−1(X), ou ainda

(δw, τ) = 0,∀τ ∈ Ωp−1(X).

Portanto, δw = 0; como dw = 0 (uma vez que w representa uma classe
de cohomologia), segue do lema anterior que w é harmônica

Corolário 4.2.1. (Hopf) Se f : X → R é hamônica, então f é constante.

Prova. Pelo lema, se f é harmônica, então df = 0. Logo f é constante.

No que segue, denotamos por Harp(X) o espaço vetorial das p−formas
harmônicas em X. Observe que se α ∈ Ωp(X) é tal que ∆w = α para algum
w ∈ Ωp(X), então, para todo β ∈ Harp(X), tem-se

(α, β) = (∆w, β) = (w,∆β) = 0,

i.e, α⊥Harp(X). Gostaŕıa-se de provar que esta condição é também suficiente
para a existência de w ∈ Ωp(X) tal que ∆w = α. Para tanto, começa-se
generalizando o conceito de solução de ∆w = α, motivados pelo seguinte
argumento: se ∆w = α, então (∆w, τ) = (α, τ),∀τ ∈ Ωp(X), e dáı

(w,∆τ) = (α, τ),∀τ ∈ Ωp(X).

Portanto, o funcional linear limitado ϕ : Ωp(X) → R, dado por ϕ(β) =
(w, β) é tal que ϕ(∆τ) = (α, τ), ∀τ ∈ Ωp(X). Tem-se então a seguinte

Definição 4.2. Para α ∈ Ωp(X), uma solução forte de ∆w = α é uma
w0 ∈ Ωp(X) tal que ∆w0 = α no sentido usual; uma soluçao fraca de
∆w = α é um funcional linear limitado ϕ : Ωp(X)→ R tal que

ϕ(∆τ) = (α, τ), ∀τ ∈ Ωp(X).

Se Ωp(X) fosse um espaço Hilbert com (, ), fixada uma solução fraca ϕ
de ∆w = α, o teorema da representação de Riesz garantiria a existência de
w0 ∈ Ωp(X) tal que

ϕ(β) = (w0, β),∀β ∈ Ωp(X).

Infelizmente, Ωp(X) não é um espaço Hilbert com (, ), de modo que a
implicação (existência de solução fraca⇒existência de solução forte) não se-
gue do teorema de representação. No entanto, será provado e existência de
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solução fraca de ∆w = α, bem como que a regularidade de solução fraca im-
plica existência de solução forte, com base no seguinte teorema a ser provado:

Teorema 4.1. (de regularidade) Se α ∈ Ωp(X) e ϕ : Ωp(X) → R é solução
fraca de ∆w = α, então existe w0 ∈ Ωp(X) tal que ϕ(β) = (w0, β),∀β ∈
Ωp(X). Em particular, w0 é solução forte de ∆w = α.

Será necessário também o seguinte teorema de compacidade, também a
ser provado.

Teorema 4.2. (de compacidade) Se (αn)n≥1 é uma sequência em Ωp(X) tal
que |αn|2 ≤ c e |∆αn|2 ≤ c para algum c > 0 e todo n ≥ 1, então existe uma
subsequência de (αn)n≥1 de Cauchy em Ωp(X).

4.3 Teorema da Decomposição de Hodge

Tem-se agora as condições necessárias para se provar o resultado principal
deste trabalho.

Teorema 4.3. (de decomposição de Hodge) Para 0 ≤ p ≤ n, tem-se:

(a) dimHarp(X) <∞;

(b) Ωp(X) = ∆(Ωp(X))⊕Harp(X)

(c) ∆w = α tem solução se, e somente se, α⊥Harp(X).

Prova.

(a) Se dimHarp(X) = +∞, por Gramm-Schmidt Harp(X) conteria uma
sequência ortonormal (αn)n≥1. Dáı, |αn|2 = 1 e |∆αn|2 = 0, ∀n ≥ 1, e o teo-
rema da compacidade garantiria a existência de uma subsequência (αnk)k≥1

de Cauchy. No entanto, |αnk − αnl |2 =
√

2, uma contradição.

(c) Assumindo (b): Como já visto, basta mostrar que α⊥Harp(X) ⇒ ∃w ∈
Ωp(X) tal que ∆w = α. Mas, por (b), α⊥Harp(X)⇒ α ∈ ∆(Ωp(X)).

(b) Como Harp(X) tem dim < +∞, fica bem definido o operador linear
projeção ortogonal:

πHar : Ωp(X)→ Harp(X).
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Como Harp(X) ∩Harp(X)⊥ = {0}, tem-se a decomposição ortogonal

Ωp(X) = Harp(X)⊕Harp(X)⊥

α 7→ πHar(α) + (α− πHar(α))

e basta mostrar que Harp(X)⊥ = ∆(Ωp(X)).
Já se sabe, de um cálculo anterior, que ∆(Ωp(X)) ⊂ Harp(X)⊥. Resta

então mostrar a inclusão contrária, para o quê será preciso a seguinte

Afirmação 4.1. Existe c positivo tal que |α|2 ≤ c|∆α|2, ∀α ∈ Harp(X)⊥. De
outro modo, o inverso à esquerda de ∆|Harp(X)⊥ : Harp(X)⊥ → Harp(X)⊥ é
um operador pré-compacto.

Suponha o contrário. Então existe uma sequência (αn)n≥1 em Harp(X)⊥,
tal que |αn|2 = 1 e |∆αn|2 → 0. Pelo teorema de compacidade, passando a
uma subsequência, se necessário, podemos supor que (αn)n≥1 é de Cauchy
com respeito à | |2. Dáı, para β ∈ Ωp(X), a desigualdade de Cauchy dá que

|(αn, β)− (αm, β)| = |(αn − αm, β)| ≤ |αn − αm|2|β|2
n,m→ 0,

donde a completude de R garante a existência de

ϕ(β) := lim
n

(αn, β), β ∈ Ωp(X),

A linearidade de (, ) garante imediatamente que ϕ : Ωp(X) → R é um
funcional linear. Veja que ϕ é limitado, uma vez que

|ϕ(β)| = | lim
n

(αn, β)| = lim
n
|(αn, β)| ≤ lim

n
|αn|2|β|2 = |β|2.

Ademais, como ∆αn
n→ 0 e convergência forte implica convergência fraca

em espaços vetoriais normados, tem-se para τ ∈ Ωp(X) que

ϕ(∆τ) = lim
n

(αn,∆τ) = lim
n

(∆αn, τ) = 0,

i.e, ϕ : Ωp(X) → R é solução fraca de ∆w = 0. Dáı, o teorema de regulari-
dade garante a existência de α ∈ Ωp(X) tal que ϕ(β) = (α, β),∀β ∈ Ωp(X).
Portanto, ∆α = 0 e (αn, β)

n→ (α, β),∀β ∈ Ωp(X), i.e, αn ⇀ α em Ωp(X), e
dáı em Ωp(X), o completamento de Ωp(X) com respeito à | |2. Mas como
(αn)n≥1 é de Cauchy em Ωp(X), converge em Ωp(X) com respeito à | |2; como
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convergência forte implica convergência fraca, segue que tal limite forte é α,
i.e, αn

n→ α em Ωp(X), e dáı em Ωp(X). Segue finalmente que, por um lado

αn ∈ Harp(X)⊥ ⇒ α ∈ Harp(X)⊥

∆α = 0 ⇒ α ∈ Harp(X)

}
⇒ α = 0,

ao passo que, por outro lado,

|αn|2 = 1⇒ |α|2 = 1.

Chega-se então a uma contradição, o que estabelece a afirmação.
Mostrar-se-á finalmente que Harp(X)⊥ ⊂ ∆(Ωp(X)): se α ∈ Harp(X)⊥,

seja ϕ : ∆(Ωp(X))→ R definido por

ϕ(∆β) = (α, β), ∀β ∈ Ωp(X).

Se ∆β1 = ∆β2, então (α, β1 − β2) = 0, uma vez que α ∈ Harp(X)⊥ e
β = β1 − β2 ∈ Harp(X). Portanto, ϕ está bem definida e é obviamente
linear. Afirma-se que ϕ é limitado em ∆(Ωp(X)). De fato, se β ∈ Ωp(X) e
τ = β − πHar(β), então ∆(τ) = ∆(β) e τ ∈ Harp(X)⊥. Assim, a afirmação
principal dá que

|ϕ(∆β)| = |ϕ(∆τ)| = |(α, τ)| ≤ |α|2|τ |2 ≤ c|α|2|∆τ |2 = c|α|2|∆β|2.

Sendo um funcional linear limitado em ∆(Ωp(X)), ϕ admite, pelo teorema
de Hahn-Banach, uma extensão limitada a Ωp(X), o qual é então uma solução
fraca de ∆w = α. Pelo teorema de regularidade, existe w ∈ Ωp(X) tal que
∆w = α, i.e, α ∈ ∆(Ωp(X)).

Corolário 4.3.1.

Ωp(X) = ∆(Ωp(X))⊕Harp(X)

= dδ(Ωp(X))⊕ δd(Ωp(X))⊕Harp(X)

= d(Ωp−1(X))⊕ δ(Ωp+1(X))⊕Harp(X)

Prova. Veja que para w, η ∈ Ωp(X) se tem que

(dδw, δdη) = (ddδw, dη) = 0.
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Logo,
dδ(Ωp(X))⊥δd(Ωp(X)).

Analogamente, chega-se que

d(Ωp−1(X))⊥δ(Ωp+1(X)).

Como

∆(Ωp(X))⊥Harp(X)

e
∆(Ωp(X)) = (dδ + δd)(Ωp(X)) ⊂ d(Ωp−1(X))⊕ δ(Ωp+1(X)),

basta mostrar que

d(Ωp−1(X)), δ(Ωp+1(X))⊥Harp(X).

Mas, se w ∈ Ωp−1(X) e η ∈ Harp(X), então

(dw, η) = (w, dη) = 0,

uma vez que ∆η = 0⇒ dη = 0, δη = 0.
Portanto,

Ωp(X) = dδ(Ωp(X))⊕ δd(Ωp(X))⊕Harp(X)

⊂ d(Ωp−1(X))⊕ δ(Ωp+1(X))⊕Harp(X) ⊂ Ωp(X).

4.4 Prova dos Teoremas de Regularidade e

Compacidade

4.4.1 Redução ao caso periódico

Antes de começar a prova do teorema de regularidade, é necessário estabelecer
uma notação conveniente e fazer algumas observações.

Daqui por diante, C∞ denotará o espaço C∞(Rn,Cm), C∞0 as funções de
C∞ com suporte compacto e C∞0 (V ) aquelas cujo suporte compacto está em
V . O produto interno L2 em C∞0 será indicado por
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〈u, v〉 =
1

(2π)n

∫
Rn
u · v,

onde, como antes, u · v denota o produto hermitiano.
Seja V ⊂ Rn um aberto com V contido em algum cubo 2π. Então, pela

extensão periódica, identificamos C∞0 (V ) como um subsepaço de ℘. Obeserve
que o produto interno L2 sobre C∞0 (V ) coincide com o produto interno L2

cobre C∞0 (V ) considerado como subconjunto de ℘, que também coincide com
o produto interno de Sobolev ‖ ‖0.

Sendo L uma operador diferencial parcial eĺıptico de ordem l atuando
sobre C∞, já foi mostrado que L possui um adjunto formal L∗ sobre C∞0 ,
com respeito ao produto interno sobre C∞0 . Então se tem a seguinte

Proposição 4.6. Seja L uma operador diferencial parcial eĺıptico de ordem l
atuando sobre C∞ (sem a condição de coeficientes periódicos). Seja também
p ∈ Rn. Então existe uma vizinhança suficientemente pequena V de p e um
operador eĺıptico periódico L̃ tal que L̃ coincide com L sobre V .

Prova. Seja L0 denotando o operador com coeficientes constantes determi-
nado por L em p. Então, desde que L é eĺıptico em p, existe algum ε positivo
tal que qualquer operador cujos coeficientes diferem, em valor absoluto, de
no máximo ε do correspondente em L0, é eĺıptico. Seja U uma vizinhança
de p, pequena o suficiente para estar contida em algum 2π cubo Q, no qual
os coeficientes de L diferem de no máximo ε dos coeficientes correspondentes
em L0. Seja V ⊂ V ⊂ U . Escolha, então, uma função C∞ ϕ com 0 ≤ ϕ ≤ 1
tal que ϕ é 1 sobre V e tem suporte em U . Então o operador

ϕ · L+ (1− ϕ)L0

é eĺıptico sobre o Rn e claramente pode ser estendido de Q a um operador
eĺıptico periódico L̃ que coincide com L em V.

A proposição que segue dá uma ligeira extensão da propriedade que ca-
racteriza L∗.

Proposição 4.7. Seja u ∈ Hs e seja ϕ ∈ C∞0 (V ). Então

〈L̃u, ϕ〉0 = 〈u, L∗ϕ〉0.
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Prova. Seja ψj → u em Hs, com ψj ∈ ℘. Então

〈L̃ψj, ϕ〉0 = 〈L̃ψj, ϕ〉 = 〈Lψj, ϕ〉
= 〈ψj, L∗ϕ〉 = 〈ψj, L∗ϕ〉0,

e dáı,

|〈L̃u, ϕ〉0 − 〈u, L∗ϕ〉0| = |〈L̃(u− ψj), ϕ〉0 − 〈u− ψj, L∗ϕ〉0|
≤ ‖L̃(u− ψj)‖s−l‖ϕ‖−s+l + ‖u− ψj‖s‖L∗ϕ‖−s

por 3.6

≤ (const)‖u− ψj‖s‖ϕ‖−s+l + ‖u− ψj‖s‖L∗ϕ‖−s,

que converge para zero quando j →∞.

Seja V , como acima, um aberto cujo fecho está em algum 2π cubo. Sejam
u e v elementos de Hs. Então diz-se que u e v são iguais em V se

〈u− v, ϕ〉0 = 0

para todo ϕ ∈ C∞0 (V ). Será dito que um operador periódico L tem
suporte em V se seus coeficientes pertencem a C∞0 (V ) ⊂ ℘.

Proposição 4.8. Se L tem suporte em V , e se os elementos u e v de Hs

são iguais em V , então

Lu = Lv.

Prova. Pelo teorema 2.1(f), se tem que

‖L(u− v)‖s−l = sup
ϕ∈Hl−s
ϕ6=0

|〈L(u− v), ϕ〉0|
‖ϕ‖l−s

.

Então basta mostrar que 〈L(u − v), ϕ〉0 = 0 para toda ϕ ∈ ℘. Mas, pela
proposição anterior (com L̃ = L)

〈L(u− v), ϕ〉0 = 〈u− v, L∗ϕ〉0,

que é zero, pois u e v são iguais em V , desde que L∗ϕ ∈ C∞0 (V ) ⊂ ℘.
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4.4.2 Definição do operador L associado ao operador
de Laplace-Beltrami

Pode-se definir L informalmente do seguinte modo: se ϕ : Rn → Rm, m =(
n
p

)
, é dada em coordenadas por ϕ = (ϕ(i))(i), (i) = (i1, . . . , ip), e

∆

∑
(i)

(ϕ(i) ◦ γ)dx(i)

 =
∑
(i)

ψ(i)dx(i),

então

L(ϕ) = ψ ◦ γ−1,

onde ψ ◦ γ−1 = (ψ(i) ◦ γ−1) : Rn → Rm.
Mais rigorosamente, se

Φ : π−1(U)→ U × Rm

(p, v) 7→ (p, τ(p, v))

π−1(U)

π

��

Φ // U × Rm γ×Id // Rn × Rm

U

w

OO 44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

é uma carta do fibrado π : Ωp(X)→ X sobre U então

L(τ(γ−1, w ◦ γ−1)) = ∆w ◦ γ−1,

para toda seção w em U .
De fato, para q ∈ Rn, com q = γ(p), p ∈ U , tem-se que

τ(γ−1, w ◦ γ−1)(q) = τ(γ−1(q), w(γ−1(q))) = τ(p, w(p))

dá precisamente os coeficientes de w com respeito a base {dx(i)}.
Que L é linear é claro. Para ver que se trata de um operador diferencial de

segunda ordem, note primeiro que, como ∆ = dδ+δd e δ = (−1)n(p+1)+1∗d∗,
e d e δ têm ordem 1, em coordenadas tem-se
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∆

∑
(i)

(ϕ(i) ◦ γ)dx(i)

 =
∑
(i)

(L(i)ψ(i) ◦ γ)dx(i),

onde cada L(i) é operador diferencial de Rn em R, de ordem ≤ 2.
Mas como ∆(ϕ2α)(m) 6= 0,∀m ∈ X, ∀α ∈ Ωp(X) tal que α(m) 6= 0

e ∀ϕ : X → R, com ϕ(m) = 0, dϕ(m) 6= 0, é imediato que L deve ter
ordem 2 (vide próxima seção). De fato, essa condição garante que, sendo
α =

∑
(i) α(i)dx(i), tem-se

L((ϕ ◦ γ−1)2α(i))(γ(m)) 6= 0,

e dáı é claro que ao menos um dos coeficientes da parte principal de L não
se anula em m.

4.4.3 Elipticidade do operador de Laplace-Beltrami

Teorema 4.4. Se X é uma variedade Riemanniana, orientada, então o ope-
rador de Laplace-Beltrami ∆ : Ωp(X)→ Ωp(X) é eĺıptico de segunda ordem.

Prova. Como

∆ = δd+ dδ = (−1)n(p+1)+1d ∗ d ∗+(−1)np+1 ∗ d ∗ d

e ∗ é algébrica, ao passo que cada ocorrência de d acarreta uma derivação
parcial, segue imediatamente que ∆ é um operador linear de ordem menor
ou igual a 2. Para concluir que ∆ é eĺıptico de segunda ordem, fixe x ∈ X
e tome η : X → R suave, tal que η(x) = 0, dη(x) 6= 0, α ∈ Ωp(X) tal que
α(x) 6= 0. Pela proposição anterior, basta provar que

∆(η2α) 6= 0.

Mas como η(x) = 0, se dη(x) = ξ ∈ Λ1(TxX), então

(d ∗ d ∗ (η2α))(x) = d ∗ d(η2(∗α))(x) = d ∗ (2ηdη ∧ (∗α) + η2d(∗α))(x)

= d ∗ (2η ∗ (dη ∧ (∗α)))(x) + d(η2 ∗ d(∗α))(x)

= 2dη(x) ∧ ∗(dη(x) ∧ (∗α)(x))

= 2ξ ∧ ∗(η ∧ ∗α(x))
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e analogamente,

(∗d ∗ d)(η2α)(x) = 2 ∗ (ξ ∧ ∗(ξ ∧ α(x))).

Portanto, lembrando que Lη(η) = (−1)np ∗ (ξ ∧ ∗τ) para τ ∈ Λp+1(TxX)
e pondo α(x) = β, segue que

∆(η2α)(x) = 2{(−1)n(p+1)+1ξ ∧ ∗(ξ ∧ ∗β) + (−1)np+1 ∗ (ξ ∧ ∗(ξ ∧ β))}
= (−2){ξ ∧ [(−1)np+1 ∗ (ξ ∧ ∗β)] + (−1)np ∗ (ξ ∧ ∗(ξ ∧ β))}
= (−2){ξ ∧ Lξ(β) + Lξ(ξ ∧ β)}
= (−2)|ξ|2β
= (−2)|dη(x)|2α(x) 6= 0, (4.1)

onde a quarta igualdade é devido a proposição (4.2) na página 64.

Prova do teorema de regularidade. Primeiro será feito uma redução para
o problema local no Rn. Será provado que

Teorema 4.5. Dada uma p−forma C∞ f sobre X e um funcional linear
limitado l′ : Ωp(X)→ R tal que l′(∆ϕ) = (f, ϕ) para todo ϕ ∈ Ωp(X), então
existe uma p−forma C∞ u sobre X tal que l′(t) = (u, t) para todo t ∈ Ωp(X).

Note que a última afirmação do teorema de regularidade, que diz que
∆u = f , é uma consequência imediata do teorema 4.5, já que (∆u, ϕ) =
(u,∆ϕ) = l′(∆ϕ) = (f, ϕ) para toda ϕ ∈ Ωp(X).

Seja (U, γ) um sistema de coordenadas sobre X. Via esse sistema de
coordenadas, as p-formas tornam-se funções vetoriais do Rn no Rm ⊂ Cm,
onde m =

(
n
p

)
. A notação a seguir é a mesma da seção 4.4.1. Via o sistema

de coordenadas (U, γ), as p−formas sobre X tornam-se elementos de C∞. Na
direção oposta, cada elemento de C∞0 estende-se a uma p−forma complexa
sobre todo o X. Seja L o operador diferencial parcial eĺıptico induzido por
∆ e L∗ seu adjunto formal com respeito ao produto interno L2 sobre C∞0 .

A extensão do produto interno (, ) para as p−formas complexas vem de
maneira imediata ao se fazer:

(u1 + iu2, v1 + iv2) = (u1, v1) + (u2, v2) + i((u2, v1)− (u1, v2)),
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onde u1, u2, v1, v2 são p−formas reais. Então, no espaço Euclidiano, obtem-
se outro produto interno (, ) sobre C∞0 do produto interno sobre p−formas
complexas sobre X.

Afirmação 4.2. Existe uma matriz A de funções suaves sobre Rn, hermiti-
ana e positiva definida em cada ponto, tal que

(ϕ, ψ) = 〈ϕ,Aψ〉

para toda ϕ, ψ ∈ C∞0 .

De fato, seja (ϕ, ψ)p = (ϕ(p), ψ(p))p
√

det g(p), onde (v, w)p = ∗(v∧ (∗w))

e 〈ϕ, ψ〉p = 〈ϕ(p), ψ(p)〉 = ϕ(p)ψ(p).
Como (, )p e 〈, 〉p são produtos internos em Cm, existe A(p) : Cm → Cm

matriz tal que

(ϕ(p), ψ(p))p
√

det g(p) = 〈ϕ(p), A(p)ψ(p)〉p. (4.2)

Tomando ϕ = e(i), ψ = e(j) numa vizinhança de p, é imediato que A(p) =
(aij(p)), onde aij : Rn → Cn é C∞, ∀i, j = 1, . . . ,m. Logo,

〈ϕ,Aψ〉 =

∫
〈ϕ(p), A(p)ψ(p)〉pdx =

∫
(ϕ(p), ψ(p))p

√
det g(p)dx

=

∫
∗(v ∧ (∗w))dX

=

∫
ϕ ∧ ∗ψ = (ϕ, ψ).

Para o que falta, note que

(ϕ, ψ) = 〈ϕ,Aψ〉 ⇒ 〈ϕ,Aϕ〉 = (ϕ, ϕ) ∈ R.

Logo,

〈ϕ,Aϕ〉 = 〈Aϕ,ϕ〉 = 〈Aϕ,ϕ〉 = 〈ϕ,A∗ϕ〉.

Dáı, pela identidade de polarização,
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4〈ϕ,Aψ〉 =
∑
|λ|=1

λ〈ϕ+ λψ,A(ϕ+ λψ)〉

=
∑
|λ|=1

λ〈ϕ+ λψ,A∗(ϕ+ λψ)〉

= 4〈ϕ,A∗ψ〉,

donde A∗ é hermitiana. Por fim, (4.2) garante que A é positiva definida em
cada ponto. Segue a afirmação.

Agora, veja que o adjunto de L com respeito a (, ) é simplesmente ∆∗

restrito à C∞0 . Para ϕ ∈ C∞0 , vale

L∗ϕ = A∆∗A−1ϕ. (4.3)

De fato, para ψ ∈ C∞0 arbitrário,

〈L∗ϕ, ψ〉 = 〈ϕ,Lψ〉 = (A−1ϕ,Lψ)

= (∆∗A−1ϕ, ψ) = 〈A∆∗A−1ϕ, ψ〉.

Agora se estende o funcional linear l′ : Ωp(X) → R para as formas dife-
renciáveis complexas, e define-se o funcional linear complexo l sobre C∞0 por

l(ϕ) = l′(A−1ϕ). (4.4)

Um fato interessante sobre l é que o mesmo é localmente representado
por uma função C∞. Precisamente, será mostrado que

Lema 4.4. Se p ∈ Rn, então existe uma vizinhança Wp de p e um elemento
up ∈ ℘ tal que l(t) = 〈up, t〉 para todo t ∈ C∞0 (Wp).

Antes de provar o lema, será mostrado que o mesmo implica o teorema
4.5. Segue do lema 4.4 que para cada p, q ∈ Rn, up|Wp ∩Wq = uq|Wp ∩Wq,
desde que ambos tem o mesmo produto interno L2 com todos os elementos de
C∞0 (Wp∩Wq). Portanto as up’s juntas dão uma u ∈ C∞ tal que u|Wp = up|Wp

para cada p ∈ Rn. Agora seja {ϕi} uma partição da unidade sobre Rn

subordinada à {Wp}. Então, se t ∈ C∞0 ,
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l(t) =
∑
i

l(ϕit) =
∑
i

〈u, ϕit〉 = 〈u, t〉.

Agora se ϕ é p−forma suave sobre X com suporte em U , então

l′(ϕ) = l(Aϕ) = 〈u,Aϕ〉 = (u, ϕ).

Pelo mesmo argumento acima, as u’s para os vários sistemas de coordenadas
sobre X dão juntas uma p−forma u ∈ C∞ (necessariamente real) sobre X
tal que

l′(ϕ) = (u, ϕ)

para toda ϕ ∈ Ωp(X). Portanto, provar o teorema 4.5 foi reduzido a provar
o lema 4.4, o qual segue.

Seja p ∈ Rn fixo, e seja Q′ algum 2π cubo aberto contendo p. Escolha
um aberto V tal que p ∈ V ⊂ V ⊂ Q′, e seja

l̃ = l|C∞0 (V ). (4.5)

Primeiro de tudo, observe que l̃ é um funcional linear sobre C∞0 (V ). De fato,
desde que V é compacto, a norma matricial ‖A−1

x ‖ tem um máximo quando
x percorre V , e portanto, usando o fato que l′ é limitado, segue que

|l̃(ϕ)| = |l(ϕ)| = |l′(A−1ϕ)| ≤ (const)‖A−1ϕ‖′

= (const)((A−1ϕ,A−1ϕ))
1
2 = (const)〈ϕ,A−1ϕ〉

1
2

≤ (const)(‖ϕ‖‖A−1ϕ‖)
1
2 ≤ (const)‖ϕ‖

para toda ϕ ∈ C∞0 (V ), e onde ‖ ‖′ denota a norma vinda de (, ). Segundo,
observe que segue de (4.5), (4.4), (4.3), (4.2), e das hipóteses no teorema 4.5
que

l̃(L∗ϕ) = l′(A−1L∗ϕ) = l′(∆∗A−1ϕ) = (f, A−1ϕ) = 〈f, ϕ〉 (4.6)

para toda ϕ ∈ C∞0 (V ). Dáı, l̃ é uma solução fraca de Lu = f.
Desde que l̃ é limitado, l̃ estende-se a um funcional linear limitado sobre

H0. Segue que existe um elemento ũ ∈ H0 tal que
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l̃(t) = 〈ũ, t〉0 (4.7)

para todo t ∈ H0.
Basta então mostrar que numa vizinhança suficientemente pequena de p,

o elemento ũ coincide com um elemento de ℘.
Escolha uma vizinhança O0 de p, com O0 suficientemente pequeno, de

forma que existe um operador periódico eĺıptico L̃ que coincide com L sobre
O0 (como feito na subseção 4.4.1). Escolha uma vizinhaça O de p tal que
O ⊂ O0, e então escolha uma sequência de vizinhanças On de p tal que
O ⊂ On e On ⊂ On−1 para cada n ∈ N. Para cada natural n ≥ 1, escolha
uma função wn ∈ C∞ que é identicamente igual a 1 em On, tem seus valores
entre 0 e 1, e tem suporte em On−1. Seja

v1 = w1ũ ∈ H0.

Então

L̃v1 = L̃wiũ = w1L̃ũ+M1ũ. (4.8)

onde

M1 = L̃w1 − w1L̃. (4.9)

Agora, com o objetivo de se aplicar o teorema 3.1, deve-se determinar a
qual espaço de Sobolev o lado direito de (4.8) pertence.

Primeiro veja

w1L̃ũ = w1f,

do qual segue que w1L̃ũ ∈ C∞0 (O0) e portanto pertence à Hs para cada s.
Segue do teorema 2.1(f), que para mostrar o (4.9), basta provar que

〈w1L̃ũ− w1f, ϕ〉0 = 0

para toda ϕ ∈ ℘.
Mas, de fato, usando (4.6), (4.7), (2.22) e a proposição 4.7
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〈w1L̃ũ− w1f, ϕ〉0 = 〈w1L̃ũ, ϕ〉0 − 〈w1f, ϕ〉0
= 〈L̃ũ, w1ϕ〉0 − 〈f, w1ϕ〉0
= 〈ũ, L∗w1ϕ〉0 − l̃(L∗w1ϕ)

= l̃(L∗w1ϕ)− l̃(L∗w1ϕ) = 0.

Agora, desde que L (e então L̃) é um operador de ordem 2, então M1 tem
ordem 1 (vide 3.1.1); então M1ũ ∈ H−1. Portanto o lado direito de (4.8)
pertence à H−1. Segue do teorema 3.1 que v1 ∈ H1. Agora seja

v2 = w2ũ.

Então

L̃v2 = w2L̃ũ+M2ũ = w2L̃ũ+M2v1,

onde a última igualdade segue da proposição 4.8 desde que M2 = L̃w2−w2L̃
tem suporte em O1 e ũ = v1 sobre O1. Agora, procedendo como antes,
vê-se que o lado direito da última igualdade acima está em H0. Portanto,
novamente pelo teorema 3.1, v2 ∈ H2. Continuando da mesma maneira,
obtem-se

vn = wnũ (4.10)

com vn ∈ Hn.
Finalmente seja Wp uma vizinhança aberta de p com Wp ⊂ O, e seja w

identicamente 1 sobre Wp, com valores entre 0 e 1, e com suporte em O.
Então wũ = wwnũ para cada n; e então, por (4.10), wũ ∈ Hn para todo n.
Pelo corolário de lema de Sobolev, wũ representa uma função C∞ u ∈ ℘.
Agora, se t ∈ C∞0 (Wp), então

l(t) = l̃(t) = 〈ũ, t〉0 = 〈ũ, wt〉0
= 〈wũ, t〉0 = 〈u, t〉,

e o lema 4.4 está provado, completando a prova do teorema de regularidade.
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Prova do teorema de compacidade. É suficiente mostrar que se m ∈ X,
então existe alguma vizinhança de m tal que se ϕ é qualquer função C∞ sobre
X com suporte nessa vizinhança, então (ϕαn)n≥1 tem uma subsequência
de Cauchy. Então simplesmente cobre-se X com um número finito de tais
vizinhanças e toma-se uma partição da unidade ϕ1, . . . , ϕN subordinada a
essa cobertura. Pode-se selecionar uma subsequência αnk tal que ϕjαnk seja
de Cauchy para cada j. Então (αnk)k≥1 é de Cauchy pois

‖αnk − αnl‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

ϕj(αnk − αnl)

∥∥∥∥∥ ≤
N∑
j=1

‖ϕj(αnk − αnl)‖.

Reduz-se o problema ao espaço Euclidiano escolhendo-se uma vizinhaça co-
ordenada de m, com m indo para p ∈ Rn. Continuando com as notações
anteriores (onde ‖ ‖′ denota a norma sobre X e a norma correspondente in-
duzida em C∞0 ), seja ϕ uma função C∞ real e com suporte em O0. É suficiente
mostrar que a sequência (ϕαn)n≥1 de elementos de ℘ tem uma subsequência
de Cauchy (ϕαk)k≥1 na norma 0, desde que a norma 0 e a norma L2 coin-
cidem sobre C∞0 (O0). Mas, de acordo com o lema de Rellich, basta mostrar
que a sequência é limitada em H1. Ora, segue da desigualdade fundamental
que

‖ϕαn‖1 ≤ (const)(‖L̃ϕαn‖−1 + ‖ϕαn‖−1)

= (const)(‖Lϕαn‖−1 + ‖ϕαn‖−1)

≤ (const)‖ϕLαn‖−1 + (const)‖(Lϕ− ϕL)αn‖−1 + (4.11)

+ (const)‖ϕαn‖−1.

Agora,

‖ϕLαn‖−1 ≤ ‖ϕLαn‖0 = ‖ϕLαn‖
≤ (const)‖ϕLαn‖′ ≤ (const)‖Lαn‖′

≤ (const)‖∆αn‖′. (4.12)

Seja τ uma função C∞ com valores entre 0 e 1, que é igual a 1 sobre O0 e
tem suporte em V . Então

(Lϕ− ϕL)αn = (Lϕ− ϕL)(ταn),
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e então

‖(Lϕ− ϕL)αn‖−1 = ‖(Lϕ− ϕL)(ταn)‖−1

≤ (const)‖ταn‖0 = (const)‖ταn‖
≤ (const)‖ταn‖′ ≤ (const)‖αn‖′. (4.13)

Finalmente

‖ϕαn‖−1 ≤ ‖ϕαn‖0 = ‖ϕαn‖ ≤ (const)‖ϕαn‖′ ≤ (const)‖αn‖′. (4.14)

Juntanto (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), segue que

‖ϕαn‖1 ≤ (const)(‖∆αn‖′ + ‖αn‖′).

Mas, por hipótese, ‖∆αn‖′ e ‖αn‖′ são limitados. Então, a sequência (ϕαn)n≥1

é limitada em H1, e segue o teorema de compacidade.

4.5 Aplicações

4.5.1 Operador de Green

Definição 4.3. O operador de Green associado ao operador de Laplace-
Beltrami ∆ é a composição

G : Ωp(X) → Harp(X)⊥
(∆|Harp(X)⊥ )−1

→ Harp(X)⊥

α 7→ ∆−1(α− πHar(α))

Lema 4.5. G é um operador linear pré-compacto e auto-adjunto.

Prova. Que G é pré-compacto segue do fato de ser o mesmo a composição
do operador linear limitado Id−πHar = πHar⊥ com o operador pré-compacto
(∆|Harp(X)⊥)−1 : Harp(X)⊥ → Harp(X)⊥(vide afirmação 4.1). Quanto à
auto-adjunção, basta ver que se G(α) = w,G(β) = η, com w, η ∈ Harp(X)⊥,
então
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(G(α), β) = (α,G(β)) ⇔ (w, β) = (α, η)

⇔ (w,∆η + πHar(β)) = (∆w + πHar(α), η)

⇔ (w,∆η) + (w, πHar(β)) = (∆w, η) + (πHar(α), η)

⇔ (w,∆η) = (∆w, η),

o que é verdade.

Proposição 4.9. O operador de Green G : Ωp(X) → Harp(X)⊥ ⊂ Ωp(X)
comuta com d, δ e ∆.

Prova. Como d e δ comutam com ∆, basta mostrar que se T : Ωp(X) →
Ωp(X) é linear, então T∆ = ∆T , o que implica TG = GT . Para tanto, é
suficiente provar que T ◦πHar⊥ = πHar⊥ ◦T em Ωp(X) e T ◦ (∆|Harp(X)⊥)−1 =
(∆|Harp(X)⊥)−1 ◦ T em Harp(X)⊥.

T∆ = ∆T ⇒ ∆T (Harp(X)) = T∆(Harp(X)) = T (0) = 0

⇒ T (Harp(X)) ⊂ T (Harp(X)) (4.15)

Como Harp(X)⊥ = ∆(Ωp(X)), tem-se também

T (Harp(X)⊥) = T∆(Ωp(X))

= ∆T (Ωp(X)) ⊂ ∆(Ωp(X)) = Harp(X)⊥ (4.16)

T (Harp(X)) ⊂ T (Harp(X)) e ∆|Harp(X)⊥ : Harp(X)⊥ → Harp(X)⊥,
juntamente com T∆ = ∆T , implicam em T ◦∆|Harp(X)⊥ = ∆|Harp(X)⊥ ◦ T , e
dáı

T ◦ (∆|Harp(X)⊥)−1 = (∆|Harp(X)⊥)−1 ◦ T em Harp(X)⊥

Para ver que T ◦πHar⊥ = πHar⊥ ◦T em Ωp(X), note que se α−πHar(α) =
∆w, então

(T ◦ πHar⊥)(α) = (T ◦ πHar⊥)(∆w+ πHar⊥(α)) = (T ◦ πHar⊥)(∆w) = T (∆w)
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e

(πHar⊥ ◦ T )(α) = πHar⊥( T∆w︸ ︷︷ ︸
∈Harp(X)⊥

+TπHar⊥(α)︸ ︷︷ ︸
∈Harp(X)

) = πHar⊥(T∆w) = T∆w,

por (4.15), (4.16) e por ∆(Ωp(X)) = Harp(X)⊥.

4.5.2 Teorema da dualidade de Poincaré

O teorema a ser provado aqui é

Teorema 4.6. (Dualidade de Poincaré) Seja X uma variedade compacta e
orientada de dimensão n. Então existe um isomorfismo natural entre Hn−p

e o espaço dual de Hp. Em particular, tem-se dimHn−p = dimHp.

Para começar as ferramentas são:

Teorema 4.7. Toda classe de cohomologia de De Rham de uma variedade
Riemanniana compacta, conexa e orientada contém um único representante
harmônico.

Prova. Se α ∈ Ωp(X) é fechada, então segue do teorema de Hodge, da
definição do operador de Green e da proposição anterior que

α = ∆(G(α)) + πHar(α)

= (δd+ dδ)(G(α)) + πHar(α)

= δdG(α) + dδG(α) + πHar(α)

= πHar(α) + dδG(α). (4.17)

Mas como πHar(α) é harmônica, tem-se dπHar(α) = 0, e (4.17) garante
que

[α] = [πHar(α)].

Para a unicidade, se α1, α2 ∈ Harp(X) são tais que α1 − α2 = dβ, β ∈
Ωp−1(X), então
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|α1 − α2|22 = (α1 − α2, dβ) = (δ(α1 − α2), β) = 0,

donde α1 = α2

Corolário 4.5.1. Os grupos de cohomologia de De Rham de uma variedade
diferenciável compacta, conexa e orientada X têm dimensão finita.

Prova. Muna X de uma métrica Riemanniana. Pelo Teorema anterior,
Hp(X) é gerado pelas classes [α], onde α ∈ Ωp(X) é harmônica. Mas
Harp(X) tem dimensão finita.

Para o que segue, será preciso do seguinte

Lema 4.6. Se V e W são espaços vetoriais de dimensão finita com produto
interno, e B : V ×W → R uma forma bilinear não-degenerada, i.e, tal que
B(v, w) = 0,∀w ∈ W ⇒ v = 0 e B(v, w) = 0,∀v ∈ V ⇒ w = 0. Então a
aplicação φ : V → W ∗ dada por

φ(v)(w) = B(v, w)

é um isomorfismo.

Prova. A não-degeneração de B garante a injetividade de φ. Analogamente,
ψ : W → V ∗ dada por ψ(w)(v) = B(v, w) é injetiva, e dáı

dimV ≤ dimW ∗ = dimW ≤ dimV ∗ = dimV.

Portanto, dimV = dim(W ∗) e φ é sobrejetiva.

Por fim, o

Teorema 4.8. (dualidade de Poincaré) Se X é variedade diferenciável com-
pacta, conexa e orientada então Hn−p(X) ∼= Hp(X)∗ via o isomorfismo in-
duzido pela forma bilinear

B : Hp(X)×Hn−p(X) → R

([α], [β]) 7→
∫
X

α ∧ β.
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Prova. Para ver que B está bem definida basta notar que se α1 − α2 = dτ ,
então (α1−α2)∧β = dτ ∧β = d(τ ∧β)+(−1)p−1τdβ = d(τ ∧β), e o teorema
de Stockes dá

∫
X

α1 ∧ β −
∫
X

α2 ∧ β =

∫
X

(α1 − α2) ∧ β =

∫
X

d(τ ∧ β) = 0.

Analogamente, β1 − β2 = dτ ⇒
∫
X
α ∧ β1 =

∫
X
α ∧ β2.

Uma vez bem definida, a linearidade de B é imediata. Dáı, pelo lema
anterior, basta mostrar que B é não-degenerada. Para tanto, muna X de
uma métrica Riemanniana e tome [α] ∈ Hp(X)−{0}. Pelo teorema anterior,
pode-se supor que α é harmônica. Dáı, ∗α ∈ Ωn−p(X) e

∆ ∗ α = ∗∆α = ∗0 = 0,

i.e, ∗α também é harmônica. Em particular, d(∗α) = 0, donde ∗α representa
uma classe de cohomologia em Hn−p(X), tal que

([α], [∗α]) =

∫
X

α ∧ ∗α = |α|22 > 0.

Analogamente, dada [β] ∈ Hn−p(X)−{0}, tem-se ∗β ∈ Ωp(X) fechada e

([∗β], [β]) =

∫
X

∗β ∧ β = (−1)p(n−p)
∫
X

∗β ∧ ∗(∗β)

= (−1)p(n−p)| ∗ β|22 6= 0.

Segue que B é não-degenerada.

Corolário 4.5.2. Se Xn é compacta, conexa e orientada, então Hn(X) ≈ R.

Prova. Pela dualidade de Poincaré, Hn(X) ≈ H0(X)∗ ≈ R∗ = R.

4.5.3 Os Autovalores do Laplaciano

Considere o operador de Laplace-Beltrami ∆ atuando sobre p−formas de
Ωp(X) para algum p fixo.
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Definição 4.4. Um número real λ ao qual corresponde uma p-forma não
identicamente nula u tal que ∆u = λu é chamado de autovalor de ∆. Se λ
é um autovalor, então qualquer p-forma u tal que ∆u = λu é chamada uma
autofunção de ∆ correpondente a λ. As autofunções correspondentes a um
λ fixo formam um subespaço de Ωp(X) chamado o autoespaço do autovalor
λ.

Se λ é um autovalor e u uma autofunção correspondente, então

λ|u|22 = λ(u, u) = (λu, u)

= (∆u, u) = ((dδ + δd)u, u)

= (dδu, u) + (δdu, u)

= (δu, δu) + (du, du) = |δu|22 + |du|22,

e portanto λ ≥ 0, i.e, todos os autovalores de ∆ são não-negativos.
Além do mais, os autoespaços de ∆ possuem dimensão finita. De fato,

se dimVλ = ∞, onde Vλ é o autoespaço correspondente a λ, então, por
Gramm-Schmidt, Vλ conteria uma sequência ortonormal (αk)k≥1. Mas, como
|αk|2 = 1 e |∆αk|2 = λ, então pelo teorema de compacidade, (αk)k≥1 teria
uma subsequência convergente. Mas isso é uma contradição, uma vez que
|αnk − αnl |2 =

√
2.

Se λ e η são dois autovalores distintos e u, v autofunções correspondentes,
segue que

λ(u, v) = (λu, v) = (∆u, v)

= (u,∆v) = (u, ηv) = η(u, v),

donde (u, v) = 0, uma vez que λ 6= η. Disso segue que autofunções corres-
pondentes à autovalores distintos são ortogonais. Com isso, se (λn)n≥1 fosse
uma sequência convergente de autovalores distintos (e portanto limitada) e
(un)n≥ a sequência das autofunções correspondentes, podeŕıa-se ortonorma-
lizar (un)n≥ e assim obter uma sequência ortonormal de autofunções tal que
|∆un|2 = λn é limitado e |un|2 = 1, podendo assim, novamente pelo teorema
de compacidade, achar uma subsequência de Cauchy. Dáı, chega-se a uma
contradição. Logo, os autovalores de ∆ não possuem ponto de acumulação.

Proposição 4.10. Se ∆ é o operador de Laplace-Beltrami, então ∆ possui
uma sequência de autovalores positivos que diverge para +∞.
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Prova. Primeiro será mostrado que ∆ possui um autovalor positivo. De
fato, considere ∆ restrito a Harp(X)⊥. Então tem-se ∆ : Harp(X)⊥ →
Harp(X)⊥ e também o operador de Green G : Harp(X)⊥ → Harp(X)⊥, e
∆Gα = G∆α = α para todo α ∈ Harp(X)⊥. Obeserve que os autovalores
de G|Harp(X)⊥ são os rećıprocos dos autovalores de ∆|Harp(X)⊥ . Seja

η = sup
|ϕ|2=1

ϕ∈Harp(X)⊥

|Gϕ|2.

Note que η < ∞. De fato, se η = ∞, então existiria uma sequência
cn = |Gϕn|2 ≥ n. Mas, como G é pré-compacto, (Gϕn)n≥1 possui uma sub-
sequência de Cauchy. Disso e da desigualdade ||Gϕn|2 − |Gϕn|2| ≤ |Gϕn −
Gϕn|2, chega-se que (cn)n≥1 possui também uma subsequência de Cauchy,
portanto convergente. Uma contradição, uma vez que (cn)n≥1 diverge. Tem-
se também que η > 0, já que se |Gϕ|2 = 0, então Gϕ = 0 e dáı ϕ = ∆Gϕ = 0,
uma vez que ϕ ∈ Harp(X)⊥. Novamente uma contradição, pois |ϕ|2 = 1.
Com isso, η está bem definida e |Gϕ|2 ≤ η|ϕ|2 para todo ϕ ∈ Harp(X)⊥.

Afirmação 4.3. 1
η

é um autovalor de ∆.

Seja (ϕj)j≥1 ∈ Harp(X)⊥ uma sequência maximizante para η, i.e, |ϕ|2 = 1
e |Gϕ|2 → η. Primeiro, veja que |G2ϕj − η2ϕj|2 → 0, pois

|G2ϕj − η2ϕj|22 = |G2ϕj|22 − 2η2(G2ϕj, ϕj) + η4

≤ η2|Gϕj|22 − 2η2|Gϕj|22 + η4 → 0.

Segundo, |Gϕj − ηϕj|2 → 0. De fato, se ψj = Gϕj − ηϕj, então

0← (ψj, G
2ϕj − η2ϕj)

= (ψj, Gψj + ηψj)

= (ψj, Gψj) + η|ψj|2 ≥ η|ψj|22,

uma vez que (ψj, Gψj) = (Gψj,∆Gψj) = (dGψj, dGψj) + (δGψj, δGψj) ≥ 0.
Agora, novamente usando o fato de G ser pré-compacto, existe uma sub-
sequência de ϕj(que por abuso de notação será denotada da mesma forma),
tal que (Gϕj)j≥1 é de Cauchy. Defina então o funcional linear l sobre Ωp(X)
por
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l(β) = lim
j→∞

η(Gϕj, β)

para β ∈ Ωp(X). Como (Gϕj)j≥1 é de Cauchy (portanto |Gϕj|2 é limitado) e

|l(β)| = | lim
j→∞

η(Gϕj, β)| ≤ η lim
j→∞
|Gϕj|2|β|2,

então l é um operador linear limitado. Veja também que l é uma solução
fraca de (

∆−
(

1

η

))
u = 0,

já que

l

((
∆−

(
1

η

))
u

)
= lim

j→∞
η(Gϕj,

(
∆−

(
1

η

))
u)

= lim
j→∞

[η(Gϕj,∆u)− (Gϕj, u)]

= lim
j→∞

[(ηϕj, u)− (Gϕj, u)]

= lim
j→∞

[(ηϕj −Gϕj, u)]→ 0.

Agora, se fixado x ∈ X e tomando ψ : X → R suave, tal que ψ(x) =
0, dψ(x) 6= 0, α ∈ Ωp(X) tal que α(x) 6= 0, pela proposição 3.3 e pela conta
em (4.1), (

∆−
(

1

η

))
(ψ2α)(x) 6= 0,

e dáı ∆ −
(

1
η

)
é eĺıptico. Pelo teorema de regularidade e pelo fato de l ser

limitado (logo pode ser estendido), existe w ∈ Ωp(X) tal que l(β) = (w, β).
Consequentemente, (

∆−
(

1

η

))
w = 0,

ou

∆w =

(
1

η

)
w.
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Agora, sejam λ1 ≤ · · · ≤ λn autovalores de ∆ e u1, . . . , un as autofunções
correspondentes (já ortonormalizadas). Seja Rn o subespaço de Harp(X)⊥

gerado por {u1, . . . , un}. Veja que se u ∈ (Harp(X)⊕Rn)⊥ e w = h +∑n
i=1 (w, ui)ui, onde h é uma p-forma harmônica, então

(∆u,w) = (u,∆w) =

(
u,∆

(
n∑
i=1

(w, ui)ui

))
=

n∑
i=1

(∆w, ui)(ui, u) = 0

e

(Gu,w) = (u,Gw) =

(
u,Gh+G

(
n∑
i=1

(w, ui)ui

))
=

n∑
i=1

(Gw, ui)(ui, u) = 0.

Então, G e ∆ mapeiam (Harp(X)⊕Rn)⊥ nele mesmo. Dáı, definindo

ηn+1 = sup
|ϕ|2=1

ϕ∈(Harp(X)⊕Rn)⊥

|Gϕ|2

e procedendo de forma análoga à prova da afirmação, chega-se que λn+1 =
1

ηn+1
é autovalor de ∆. Como

(Harp(X)⊕Rn+1)⊥ ⊂ (Harp(X)⊕Rn)⊥,

então

λn+1 ≥ λn.

Segue o resultado.

Mais um resultado interessante acerca dos autovalores de ∆ é a

Proposição 4.11. Sejam 0 = λ1 ≤ λ2 · · · os autovalores de ∆, onde cada
autovalor é contado segundo a multiplicidade da dimensão de seu autoespaço,
com uma sequência já ortonormalizada de autofunções (ui)i≥1. Seja α ∈
Ωp(X). Então

lim
n→∞

∣∣∣∣∣α−
n∑
i=1

(α, ui)ui

∣∣∣∣∣
2

= 0.
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Prova. Para a prova, seja k a dimensão de Harp(X). Logo, tomando β =
∆α, segue que

G(β) = α− πHarp(α) = α−
k∑
i=1

(α, ui)ui.

Segue então que

∣∣∣∣∣α−
n∑
i=1

(α, ui)ui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣Gβ −
n∑

i=k+1

(α, ui)ui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣Gβ −
n∑

i=k+1

(α, λiui)
1

λi
ui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣Gβ −
n∑

i=k+1

(α,∆ui)Gui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣Gβ −
n∑

i=k+1

(∆α, ui)Gui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣Gβ −
n∑

i=k+1

(β, ui)Gui

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣G
(
β −

n∑
i=k+1

(β, ui)ui

)∣∣∣∣∣
2

para n > k. Mas, por definição de λn+1,

∣∣∣∣∣G
(
β −

n∑
i=k+1

(β, ui)ui

)∣∣∣∣∣
2

≤ 1

λn+1

∣∣∣∣∣β −
n∑

i=k+1

(β, ui)ui

∣∣∣∣∣
2

≤ 1

λn+1

|β|2 → 0 quando n→∞,

onde na segunda desigualdade foi usado que∣∣∣∣∣β −
n∑

i=k+1

(β, ui)ui

∣∣∣∣∣
2

=

√√√√|β|22 − n∑
i=k+1

(β, ui)2 ≤ |β|2.

Segue a proposição.
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