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Resumo

Nesta dissertacdo, estudaremos algumas propriedades das Superficies de Wein-
garten Lineares em R3. Estas, sdo imersdes de uma superficie abstrata S em R3,
para as quais existem trés nimeros reais a, b e ¢, ndo todos nulos, satisfazendo
2aH(P) + bK(P) = c para todo P € S, sendo H a curvatura média e K a
curvatura Gaussiana de S, respectivamente.

Daremos uma estimativa para a altura de uma Superficie de Weingaten Linear
Eliptica (a? + bc > 0), compacta, em relacio a um plano. Também daremos uma
estimativa para 2aH + bK em uma superficie de Weingarten linear compacta e
em um grafico compacto com bordo planar convexo.

Também, vamos provar o seguinte resultado: Seja S um disco topoldgico
fechado e ) : S — R3 uma imers3o linear de Weingarten satisfazendo a® + bc >
0. Se a imagem do bordo de S, 1/(0S), é uma linha de curvatura entdo ¢)(S) estd
contido em um plano ou numa esfera. Para provar este resultado, precisaremos do
célculo dos laplacianos de duas funcdes, em relacdo a uma métrica Riemanniana

especial (Proposi¢do 2.2) .



Sumario

Introducao 10
1 Preliminares 12
1.1  Gradiente, Divergente e Laplaciano . . . . .. ... ... .... 13
1.2 VariaciodeumaCurva . . . . .. .. ... ... ... ... .. 19
1.3  Um comentério sobre Aplicacoes Harmoénicas . . . . . . . . . .. 22
2 Superficies de Weingarten Lineares Elipticas 26
3 O Principio da Tangéncia 62
4 Estimativas em Superficies de Weingarten Lineares e Graficos 76

Referéncias Bibliograficas 106



Introducao

Esta dissertacdo consiste em um estudo interpretativo do artigo de pesquisa
“Linear Weingarten Surfaces in R3”. Tal artigo foi publicado em 2003, no niimero
138 do periddico Monatshefte fiir Mathematik, e tem como autores José Antonio
Galvez, Antonio Martinez e Francisco Milan, da Universidad de Granada, Es-
panha.

Nesta dissertagcdo, iremos estudar algumas propriedades das superficies de
Weingarten lineares em R? . Estas, por defini¢do, sdo imersdes de uma superficie
S (abstrata, orientével, possivelmente com bordo) em R? tais que uma combinagio
linear entre a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K € constante em S. Isto
é, existem trés niimeros reais a, b, ¢ ndo todos nulos, tais que 2aH (P)+bK (P) =
¢, VP € S. As propriedades dessas superficies que iremos estudar estdo rela-
cionadas, por exemplo, com estimativas para a altura e para as curvaturas, que a
imersdo deve satisfazer (no caso de S ser compacta) . Além disso, daremos uma
“representac@o harmonica” para uma superficie de Weingarten linear.

Esta dissertacdo possui quatro capi tulos. Os capitulos 1 e 3 possuem material
auxiliar (Gradiente, Divergente, Laplaciano, Variagao de uma curva, Principio da
Tangéncia, . ..) que visa facilitar a leitura deste trabalho.

No capitulo 2, abordaremos as superficies de Weingarten lineares elipticas,
que sdo aquelas satisfazendo 2aH + bK = ¢, com a? + bc > 0. Faremos o célculo

dos laplacianos, em relacdo a uma métrica riemanniana especial, das fungdes -
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coordenada da imersdo e da Aplicacao de Gauss. Este resultado serd utilizado
para mostrar que se considerarmos em .S a estrutura conforme induzida por essa
métrica especial, entdo a Aplicacdo de Gauss é harmodnica. Escreveremos entao a
imersdo em fun¢do de um difeomorfismo local harmoénico sobre a esfera unitéria :
a Aplicacao de Gauss. Usaremos também o célculo dos laplacianos para mostrar
o seguinte resultado: Seja S um disco topolégico fechado e ¢ : S — R? uma
imersdo de Weingarten linear eliptica. Se ¢)(0S) é uma linha de curvatura entdo
1(S) é umbilica.

No capitulo IV serdo estendidos alguns resultados de Heinz [9] e Rosenberg -
Earp [19]. Serd dada uma estimativa para a altura de uma superficie de Weingarten
linear eliptica compacta, em relacdo um plano. Também serdo dadas estimativas
para 2aH + bK em uma superficie de Weingarten linear compacta com bordo
planar e para graficos compactos com bordo planar. Nestes dois casos, vamos

supor que o bordo é convexo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos a apresentacdo de alguns fatos que serdo utilizados
nos capitulos 2 e 4 desta dissertacao.

Na se¢do 1.1 abordaremos os conceitos de gradiente, divergente e Laplaciano,
em uma variedade Riemanniana. A férmula do Laplaciano em um sistema de co-
ordenadas (Proposi¢do 1.10) nos serd especialmente util para demonstrar um dos
resultados do capitulo 2. Para a secdo 1.1, nos serviu de referéncia um conjunto
de notas chamado Tépicos de Analise em Variedades, de Antonio Caminha Muniz
Neto.

Na se¢do 1.2, abordamos o conceito de Variacdo de uma Curva e enunciamos,
sem prova, um resultado conhecido como Férmula da Primeira Variacao da En-
ergia de uma Curva, que nos serd util na demonstracao de um dos resultados do
capi tulo 4.

Na secao 1.3 faremos um pequeno comentdrio sobre o tema Aplicagcdes
Harmonicas, com o objetivo de compreender o enunciado e a demonstragdo de

um dos resultados do capitulo 2.
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Preliminares 13

1.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Nesta secdo, M"™ representa uma variedade Riemanniana de dimensao n, mu-

nida de uma métrica Riemanniana g = (, ) e de uma conexdo Riemanniana V.

Definicao 1.1 Seja f : M" — R uma funcdo de classe C*°. O gradiente de f é
o campo vetorial V f em M tal que (V f, X) = X(f), para todo campo vetorial
X em M.

Antes de enunciar uma Proposicao relativa ao gradiente, lembramos que um
referencial mével em um aberto U C M é uma colecdo {ey,...,e,} de campos
em U tal que (e,e;) = 0,5, em todo ponto de U e para todos

1<4,75<n.

Proposicao 1.1 Sejam [ : M™ — R uma fungdo de classe C* e {ej, e, ..., e,}

um referencial movel em um aberto U C M. Entdo V f = Z ei(fle;emU.
i=1
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Demonstracao :

Seja X um campo vetorial em M e suponha que X = Z a;(f)e; em U. Veja

=1
que

X(f) = Zaiei(f) = <Z aiei,zej(f)ej> = <X,Z€j(f)€j> :

Como X é um campo qualquer em M, segue que V f = Z e;(f)e;.
J

A seguinte Proposi¢do mostra que o gradiente tem um comportamento semel-

hante ao da derivada usual.

Proposicao 1.2 Se f, g : M" — R sdo fungées de classe C*°, entdo
a) V(f+g)=V[f+Vy
b) V(f-9)=9-Vi+[ Vg

Demonstracao :

Seja X um campo vetorial qualquer em M. Entdo

(V(f+9),X) = X(f+9) =X()+X(9) =
= (Vf,X) +(Vg, X) =(Vf+Vg,X).

Assim, V(f 4+ g) = Vf + Vg. Também,

(V(f-9),X) = X(f-9)=f X(g)+g-X(f)

Portanto, V(f -g) = f-Vg+g-Vf.
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Proposicao 1.3 Seja f : M" — R uma fungdo de classe C* e sejam P € M e
veETpM. Sec: (—e,e) — M é uma curva C* tal que ¢c(0) = P e d(0) =v

entdo

(V1,0)p = (o)1)

t=0 ’
Demonstracao :

Seja V' uma extensiao local de v. Entao

(VI0)p = (VI V)p=(V(NI(P) = —Z(feo)t)

Observacao 1.1 Seja g;; = (9;,0;). Na Proposi¢do abaixo, " denota um ele-

mento genérico da matriz (§*) cuja inversa é a matriz (g;;).

Proposicao 1.4 Sejam f : M" — R uma funcdo de classe C*>° e U C M uma
vizinhanga coordenada , com campos coordenados 0., . . ., 0,. Entdo o gradiente

de f é dado em U pela relagcdo

vi=Y (Zg’“ - %) o
k Ik
Vamos provar a Proposi¢ao.
Demonstracao :
Veja que

0
3_:51 =(Vf,0)= <Zajaj’a’> = a;(9,0) =) a;g;.

J J J

Assim,
T R
l l J gl
= Zaj (Z 9“91;’) = Z%‘ “Okj =
!

J J
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Definicao 1.2 Seja X um campo vetorial em M™. A divergéncia de X é a funcdo

C* divX : M™ — R dada por
(divX)(P) = tr{v — (V,X)(P)},
onde v € TpM, e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

A Proposicao a seguir nos dar uma expressao para a divergéncia de um campo

vetorial em termos de um referencial mével.

Proposicao 1.5 Sejam X um campo vetorial C* na variedade M" e {e, es, . .., e,}

um referencial movel em um aberto U C M. Se X = Z a;e; em U, entdo

=1
divX = Z{Gi(ai) - <vei6i7X>}
i=1
emU.

Demonstracao :

Veja que divX = > (V. X, e;).
=1

Agora note que ¢; <3(, e;) = (Ve, X, e;) + (X, Ve,e;). Logo,

divX = Z{ei (X,e)) — (X, Vee)} = Z{ei(ai) —(X,V.e)}
[ |

Proposicao 1.6 Sejam X, Y campos vetoriais em M™ e f : M" — R uma

fungdo C*°. Entdo:
a) div(X +Y) =divX + divY,

b) div(f-X) = f-divX + (Vf,X).
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Demonstracao :
Sejam P € M" e {ej,es,...,e,} um referencial mével em um aberto

U C M. Suponha que em U, X = Z a;-eeyY = Z b; - e;. Pela Proposi¢do

anterior vale em P o seguinte
div(X +Y) = > fei(a;i+b)— (Vee;, X +Y)}
i=1
= > {ei(a) +ei(bi) — (Veen, X) — (Vee, V) }
i=1
= Y feia) = (Vee, X)} + 3 _feilbs) — (Vee, Y}
i=1 i=1

= divX + divY.

Agora,

div(f-X) = div (Zf'aiei>

i=1

= Z{ez(f -a;) — (Veei, fX)}
= U ala) o alf) ~ £ (Voo X))
= f ’ Z{eiai - <Ve¢6i7X>} + Zalel(f)
— fodivX + (X, V). )
|

Proposicao 1.7 Seja X um campo vetorial em M" e seja U C M uma vizinhangca

coordenada, com campos coordenados 0, . .. ,0,. Se X = Z a;0; em U entdo
i
a divergéncia de X ¢ dada por

1 0
X — — . -
div 7 ;a%i(aZ V),

onde g = det(g;;).
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Observacao 1.2 Veja a prova desta Proposicdo em [17].

Definicao 1.3 Seja f : M"™ — R uma fungdo de classe C*°. O Laplaciano de f
é afuncdo Af : M"™ — R dada por

Af = div(V]).

Proposicao 1.8 Seja f : M" — R uma funcdo de classe C*™ e seja{e1, e, ..., e,}

um referencial movel em um aberto U C M. Entdo
Af =) {elef)) = (Ve f}.
i=1

Demonstracao :

Vejaque Vf = Z ei(f)e;em U. Como A f = div(V f) segue da Proposi¢ao
i=1

1.5 que

Af = Z{ez‘(ez‘(f)) —(Vee, V) = Z{ei(ei(f)) — (Ve f

Proposicao 1.9 Sejam f, g : M™ — R funcoes C*°. Entdo
A(f-g9)=9Af + fAg+2(V[,Vg).

Demonstracao :

Vejaque V(f-g)=¢g-Vf+f-Vg. Dai

A(f-g) = div(V(f-g)) =

— div(g-Vf+f-Vg) =div(gVf)+div(f - Vyg)
gdiv(Vf) + (Vg, Vf) + fdiv(Vg) + (Vf,Vg)
= g-Af+ fAg+2(Vf,Vg)
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Proposicao 1.10 Se f : M" — R é uma funcdo C*° e U C M é uma vizinhanca
coordenada, com campos coordenados 0., ... ,0,, entdo o Laplaciano de f é

dado em U por
1 0 ( . 0 f)
_ — (g"\g - =——).
Demonstracao :
SejaVf = Z a; - 0;, onde a; = Z g - (VeJa Proposicao 1.4).

Assim, pela Proposicdo 1.7, temos

Af = div(Vf) = Za

1.2 Variacao de uma Curva

Como na se¢@o anterior, aqui M denota uma variedade Riemanniana, com

métrica Riemanniana g = (, ) e conexdo Riemanniana V.

Definicao 1.4 Seja o : [0,a] — M uma curva diferencidvel por partes na va -

riedade M. Uma variacdo de o é uma aplicacdo continua
fi(—=ee)x[0,a] — M
satisfazendo o seguinte :

a) f(0,t) =a(t) Vte]0,qa)
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b) existe uma particio P : 0 =ty <t < ... < tgy1 = a, de|0,al, tal que f

restrita a cada (—¢,€) X (t;,t;11), 1 =0, ..., K, é diferencidvel.

Dizemos que a variagdo € prépria quando f(s,0) = «(0) e f(s,a) = a(a),
Vs € (—¢,€).

Quando f € diferencidvel, dizemos que a variacdo € diferencidvel.

Para cada s € (—¢,¢), a curva parametrizada f; : [0,a] — M definida por
fs(t) = f(s,t) é chamada uma curva da variacdo. Note que uma varia¢do ¢é
prépria quando as curvas f; tém o mesmo ponto inicial a(0) e o mesmo ponto
final a(a).

A curva parametrizada diferencidvel f; : (—e,e) — M, dada por
fi(s) = f(s,t) é chamada uma curva transversal da variagcdo. O vetor velocidade
de uma curva transversal f; em s = 0, que denotaremos por V (t) = %(0, 1), é
um campo vetorial diferencidvel por partes ao longo de «.. Este campo é chamado
campo variacional de f.

A seguinte Proposicdo ndo serd provada neste trabalho. Sua demonstragdo

pode ser encontrada na referéncia [2].

Proposicao 1.11 Seja V' um campo, diferencidvel por partes, ao longo de uma
curva diferencidvel por partes « : [0,a] — M. Entdo, existe uma varia¢do
f:(—¢,e) x [0,a] — M de «, tal que V' é o campo variacional de f. Além

disso, se V(0) =V (a) = 0, € possivel escolher f como uma variagdo propria.

Dada uma variagdo f : (—¢,¢) x [0,a] — M de uma curva diferencidvel por

0 .
partes « : [0, a] — M, vamos denotar por —f(s, t,), 0 vetor velocidade da curva

ot
fsemt =t,. Considere agora as funcdes

L:(—g,e)—R e FE:(—g¢)—R

definidas por
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of

o= [ at(s,w\dt e 5= [ [Fisn

Definicdo 1.5 Seja o : [0,a] — M uma curva. Os niimeros

L(a):/oa e E(a):/oa ‘fl—‘z‘

2

— dt
dt ’

sdo chamados de comprimento e energia da curva o, respectivamente.

Proposicao 1.12 Seja o : [0, a] — M uma curva e sejam
“1d “1d
u@:/ it e ﬂ@:/ a
0 0

dt dt
Entdo, L(a)? < aE(a). A igualdade ocorre se, e somente se,

2

dt.

do

é constante.

Demonstracao :

na desigualdade de Schwarz

do
Basta f: =leh=|—
asta fazer g e ’dt

a 2 a a
(/QWMQ S/gMﬁ/h%t
0 0 0
a 2 a a
([« o
0 0 0

L(a)? < aE(a).

Dai ,
d

aa ot
dt dt

isto €,

Proposicao 1.13 (Férmula da Primeira Variacao da Energia de uma Curva)
Sejam « : [0,a] — M wuma curva diferencidvel por partes e
f i (=g,e) x [0,a] — M uma variacdo de . Se E : (—e,e) — R é a

energia de [ entdo
%E’(O) = - /0 <V(t), %Cfl—j‘(t)> di — i <V<t), 2—?(#) - Cfi—?(ti>>

- <V(O), Cé-j‘(o>> + <V(a), Z—(Z(a)> ;

sendo V' o campo variacional de f e
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da da da da
) = lim &2 1) = lim 22,
ar ) =l ar ) =g

t—t;
t>t;

Veja a prova desta Proposi¢do na referéncia [2].

1.3 Um comentario sobre Aplicacoes Harmonicas

Sejam S, So C R? superficies, possivelmente com bordo, e f : S; — S,

uma aplicagao diferencidvel. Definimos a energia de f por

1
B(f)i=7 [ ldLlas;
S1
onde |df,|* = |df.(e1)|* + |df.(e2)|?, sendo que {e1, e} é uma base ortonormal
de T},S;. Pode—se mostrar que |df,|” ndo depende da base ortonormal {e;, e;} de

T,5.

Definicdo 1.6 Sejam S;, Sy C R? superficies, possivelmente com bordo, e
f ST — S5 uma aplicagdo diferencidvel. Uma variagcdo propria de f é uma
aplicacdo

F: 8 x(—e,¢) — Sy
tal que
i) F(z,0) = f(z)
ii) F(z,s) = f(z) Vaeas.

Para cada s € (—¢,¢) seja fs(x) = F(x,s). Em particular fy = f. A energia da

aplicacdo f, serd denotada por E(s). Assim

E(s) = E(f,) = (dfy)o|” dS.

L
251
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Definicdo 1.7 Sejam S;, Sy C R? superficies, possivelmente com bordo, e
f 81 — Sy uma aplicagao diferencidvel. Dizemos que [ é harménica quando

E'(0) = 0 para toda varia¢do prépria de f.

Em outras palavras, dizemos que f : S; — S € harmonica quando f € ponto
critico do funcional energia, para toda variacao prépria de f.

Agora, sejam (u, v) pardmetros conformes em S, isto €,
<Xu> Xu> = <Xv7 Xv> =A € <Xu7 Xv> =0,

onde X € uma parametriza¢do de uma vizinhanca aberta de S; e A € uma funcdo
positiva.

Note que

B3 -G« G-

X”LL v 7
Dai, {T, } ¢ base ortonormal de 77..5;. Logo,

(5 0 (5) G 5) Gl

>
S

E(s)

N = N = DN =

o

[ —

1

T o

ft

>/I>—‘

[(dfo(X), df (X)) + (df (X)), dfo(X,))] du dv

St

jd que dS; = X du dv. Nas igualdades acima, estamos escrevendo (df;), como

df s.
Como

Ofs
de(XU) = 011; € dfs(Xv) = -

segue que

dE _ / 0 0fs Ofs n 90fs Ofs\| 4 4
=0 Jg ds Ou’ Ou s v’ v v

ds
B 0 Ofs Ofs 0 0fs Ofs
B /51 [<(‘9u Js’ >+<% ds’ v >] dudv.
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Como

9fs 0fs 9 9fs 0fs Ofs 0%f;
il o) = (o ou) 50 )
Afs Ofs 0 0fs 0fs fs &*fs
(o) =@ o)~ (o o)
<c‘9fs 3f5> <(9fs 8f3>_

0fs 0°fs 3fs
_<8s’3u2>_<88 82>}d dv

e como fo = f, temos

segue que

d_E
ds

s=0

Q
&

Sendo h = 0fs

S 1s=0

A A A A G
—/Sl<hx<%+i)>/\ dud
LAl ]
0 (e ) )

Como a métrica (, ) é tal que

dE
ds

<Xu7 Xu> = <Xva Xv> = € <Xua XU) - Oa

entdo sendo A f o laplaciano de f em relagdo a essa métrica, temos que

1 (Pf

(Veja a prova da Proposi¢ao 2.2, no Capitulo 2).

Logo,
dE

Eszoz/gldthSl_/Slm’Aﬁ'
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Pelo Teorema da Divergéncia,

/ divh dS; = / (h, V) dS,,
Sl Sl

onde V' denota a normal unitdria exterior a S, ao longo de 05;. Como F' é uma

variagao propria, segue que h = 0 em 0.5, donde / div h dS; = 0. Portanto,
S1

dE
ds

:—/ (h, AF) dS,. (L1)
S1

s=0



Capitulo 2

Superficies de Weingarten Lineares

Elipticas

Neste capitulo, vamos abordar um caso particular de superficies de Wein-
garten, as superficies de Weingarten Lineares Elipticas. Vamos nos inspirar no
trabalho [6].

Na Proposi¢ao 2.2, iremos calcular o Laplaciano de duas aplicagdes, ¢ e 7,
em relagdo a uma métrica Riemanniana especial. As aplicag des ¢ : S — R?
en: S — S?sd0 o que chamaremos futuramente de imersdo ELW e aplicagio
de Gauss associada, respectivamente. A Proposi¢ao 2.2, que é um resultado pu-
ramente técnico, nos serd util para provar alguns resultados interessantes sobre
superfi cies de Weingarten Lineares Elipticas (Veja Teoremas 2.1 e 2.2).

Vamos entdo dar inicio a nossa discussao.

Seja S uma superficie abstrata orientdvel, possivelmente com bordo, e
¥ : S — R3? uma imersdo. Dado P € M, como ) é localmente um mergulho,
podemos escolher um campo normal N : V' — S? onde V é uma vizinhanca de
¥ (P). Dizemos entdo que S possui um campo normal N : S — 52 sendo que

N(P) = N(¢(P)). A aplicagdo N é chamada Aplicacdo de Gauss da imersdo

26
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P S — R

Feita a escolha de um campo normal em uma vizinhanca V' de ¢ (P), faz
sentido falar na curvatura média H e na curvatura Gaussiana K de (S) nessa
vizinhanga. Diremos entdo que a curvatura média de S em P € S é a curvatura
média de ¢(S) em ¢(P). Analogamente, diremos que a curvatura Gaussiana de
Sem P € S é a curvatura Gaussiana de ¢(S) em +(P). E importante ressaltar
que os valores de K e H em S dependem da imersdo ¢ : S — R3.

Dizemos que ¢ : S — R3 é uma imersdo linear de Weingarten quando existe
uma combinacao linear entre a curvatura média e a curvatura Gaussiana de .9, isto

€, quando existem nimeros reais a, b, ¢, ndo todos nulos, tais que
20H(P)+bK(P)=c, VPE€S.

Agora, vamos mostrar que a equagdo acima € uma EDP eliptica sobre S se, e
somente se,
a® + bc > 0. Quando a? + bc > 0 diremos que ¥ : S — R? é uma imersdo de
Weingarten linear eliptica, ou, abreviadamente, diremos que ¢ : S — R3 é uma

imersao ELW.
Proposi¢io 2.1 A equagdo 2aH +bK = c é eliptica se, e somente se, a*+bc > 0.
Antes de provar esta Proposi¢ao, fagamos uma observacao.

Observacio 2.1 Sabemos que toda superficie imersa em R® é localmente um
grdfico. Suponha entdo que S é dada localmente por f(x,y) = (x,y, z(x,y)).
Sejam p = 2y, q = 2y, T = Zga, S = Zgy €t = 2y, Veja que: f, = (1,0,p) e

f, = (0,1,q). Da,

E={fofe)=14+p" . F={fo,fy) =10 . G={(fy,fy) =1+

Além disso,

fa N fy = (1,0,p) A(0,1,q) = (—=p, —¢, 1),
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donde
1

e _p7_Q7]‘ )
\/p2+q2+1( )

N =

fmﬁ = (anar>7fa:y = (anas)afyy = (0,0,t).
Logo,

T S

B e - N; T R )
VI+p?+¢? f= N feu) V1+p2+¢?

t

VI+p2 ¢

€ = <N7frz> =

g = <N7fyy> =

Portanto,

r-t 52

eg—f* _1+pP+¢ 1+p*+q _ rt—s

K = —
EG—-F*  (14+p)1+¢*)—p*-¢* (1+p*+¢*)?

[P | eG —2fF + gF
2 EG — F?2

r S

—_— —.p-q
. /1+p2+q2 /1_|_p2+q2

1
2 14 p?+ ¢?
;.(14_292)
Ny
o 1+p*+q?
l.r(l—i—qz) — 2spq + t(1 + p?)
2 (142 +¢?)s

Agora, vamos provar a Proposic¢ao.

—_

(1+4¢%) -2

Demonstracao :

Suponha, sem perda de generalidade, que S ¢é dada localmente por
fz,y) = (2,9, 2(z,y)). Para S, temos que U(K,H) = 2aH + bK — ¢ = 0.
E usando as expressoes para K e H dadas pela observagdo acima, temos que

1r(1 -2 t(1 2 t—s?
@(T,S,t,p,q)ZQG'—r< +Q) Spq—i_?’( +p)+b g 2 g 22_020
2 (1+ 1+ ¢2)> (1+p*+¢?)
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onde r = z;, ¢ = 2y, ' = Zpg, S = Zgy» €1 = Zyy.
Assim, a relacdo de Weingarten 2a H + bK = c equivale a uma equacao dife -
rencial de segunda ordem para z, ¢(r, s,t,p,q) = 0.

Agora, seja P =1+ p* + ¢°. Veja que

t 1+ ¢?
y=Ug K, +Uyg-H,=Ug-— +Uy -
¥ K +Un K P2+ H' o3
1 1 1 —2s —2pq -5 —pq
—ps==(Ug-Ks+Uy-Hy) == (U — 4+ Uy —5 | = U —=+Uyg-—5
2('0 2< KKt Un-H,) 2( K p2 U 2p§> KP2+ H2P%
r 1+ p?
=Ux -Ki+Uy -H =Ug - — +Uy- .
Pt K-8y +Up - Hy K P2+ H' o3

Assim, o discriminante D da equagdo ¢(r, s,t,p,q) = 0 é dado por

1

D = SOT'SOt—ZsOg
_ (UK-%+UH-12+T§) (UK-%+UH-12;§2)—
—(UK';#j—l-UH'Q_P—fg)Q
— U?('%‘FUK'UH'%'%"‘UH'UK'%'%
+Ué,<1+q1>]$+p2>_U;_;_i_QUKUH.Q;f;; L

1[ ., rt—s t(1+p*) +r(1 + ¢*) — 2spq

(1+p*)(1+¢*) — quT

U2
+ Uk AP

= ]? UK' + Uk -Ug - +T
1 1 1

= —2<UK'K2+—UH) (UK'K1+—UH>.
D 2 2

Sendo W (K1, K3) = a(K; + K3) + bK;1 Ky — ¢ temos que

U(H,K) =W (Ky, K).
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Dai,
1
VVK1 :UH'HK1+UK'KK1 :UH'§+UK'K2
1
WK2 :UH'HK2+UK'KK2 :UH§+UKK1
Logo,
1, 1
@r'@t—z%zﬁ'WKl Wk, .
Para S temos que Wy, - diy + Wk, - dKo = 0.
Dai,
Wk, _dKz
Wk,  dK;
, . ) .. . dK;
Assim o sinal de W, - W, € o contrario do sinal de K
1
Logo,
dis < 0 se, e somente se L2 >0
dK, s » Pr - Pt 4S05 .
Isto €,
dK
d_K2 < 0 se, e somente se, 2aH + bK = c € eliptica.
1

Agora veja que

20H + bk =c¢ & a(Ki+ K) +bK 1Ky =c & Ky(a+bKy) =c—aK; &
c—ak;

& Ky = .
27 4+ bK,

Dai,

dK;  —ala+bKy) — (c—aKy)b  —a® — abKy + abKy — b —(a® + be)

dK, (a + bK,)? N (a+ bK)? (e +bK)?

Assim,

dKs 9
— b )
e <0&a"+bc>0
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Exemplos de Imersoes ELW

a) Superficies com curvatura média constante

Seja S uma superficie com curvatura média constante /7. Neste caso, tomamos

1
azﬁ,b:O,c:H.Vejaque

1 1\2
2-5-H(P)+0-K(P)=H, VPES e (5) +0-H > 0.

b) Superficies com curvatura Gaussiana constante e positiva.

Seja S uma superfiicie com curvatura Gaussiana constante e positiva K.

Neste caso, tomamos a = 0,0 = 1e c = K. Veja que
2:0-HP)+1-K(P)=K, VYPeS e 0*+1-K>0.

Lema 2.1 Seja v : S — R3 uma imersdo ELW que satisfaz 2aH + bK = c.
Entdo podemos escolher uma orientacdo n : S — S? para S e dois niimeros

reais «, 3 tais que
20H+BK =720 e o= aldb,dp)+ Bld, —dn)
é uma métrica positiva definida em S.

Demonstracao :

Se ¢ > 0tomamos o« = ae 3 = b.

Se ¢ < 0 tomamos o = —a, § = —bey = —c.

Agorasejam N : S — S? aaplicagdo de Gaussde Se P € S. Como —dN,, :
TpS — TpS é uma aplicacdo linear auto-adjunta, existe uma base ortonormal
{e1,e2} de TpS tal que —dNp(e;)) = XN(P)e;, @ = 1, 2 onde
A1(P) > A\(P) sdo o maximo e o minimo, respectivamente, da forma quadratica
Q(v) = (—dN,(v), v) restrita ao circulo unitdrio de TpS. Assim, A\;(P) = K;(P)

(
e \o(P) = K5(P) sdo as curvaturas principais de S em P.
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Logo, dNp(e;) = —K;(P)e;, i =1, 2.
Sendo o = a{di, dv)) + {d), —dN) temos:

o(er,e1) - olez,e2) = [afdi(er), do(er)) + B{dip(er), —dN(di(er)))] -
Joddi(e2), dib(e2)) + Bldi(e2), —dN (di(e2)))]
= [a+ B{d(er), Ki(P)di(er))] -
Ja+ Bldip(ez), K (P)dy(e2))]
= [a+BKi(P)]la+ BKy(P)],

onde acima, utilizamos o fato de que (d)(eq), di(e1)) = (dp(ea), dp(es)) = 1.
Denotando K;(P) por K;, i = 1, 2 temos:

la+ BE(P)|la+ BK>(P)] = o+ afK, + K, + B2K Ky
= o +2aBH + °K = o* + p(2aH + BK)

= o’ + By=a*+bc>0,

ja que a imersao € eliptica.
Dai o(ey,e1) - o(ea, ea) >0

Além disso:

oler,e2)’ = [a{dy(er), dip(es)) + Bldi(er), —AN(dy(e2)))]?
= [ﬁ(ddf(ﬁ)a Ky(P) - d¢(€2)>] =0,

visto que (di(ey), di(ez)) = 0.
Se o(ey,e1) > 0e o(ey, e2) > 0 entdo a métrica o € positiva definida.

De fato, se v € TpS, v # 0. Entao

o(v,v) = o(ver + yes, vey + yes)
= 2’o(er,e1) + y’o(es, e2) — 2xyo(ey, e)

= 2%0(e1,e1) +yPo(ey, ez) > 0.
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Neste caso, tome nn = N.

Se o(e1,e1) < 0eo(eqg,e2) < 0 entdo a métrica o é negativa definida. Neste
caso tome 7 = —N. Agora, a superficie S passa a ter curvatura média H=-H
e curvatura Gaussiana K = K ,onde H e K sfo as curvaturas média e Gaussiana
de S relativas a orientagdo [V, respectivamente.

Veja que:
200 + K =720 = 2(=a)(=H) + K =7 =0

= 2(—a)H+pK =~>0.
Seja o = (—a)(dy, dp) + B{dip, —d(—N)). Dai
0 = (—a)(d, dy) — B{dy,d(—N)) = —[a(dip, dip) + B{dy, d(—N))] = —o.

Assim, o é positiva definida.

Observacao 2.2 Veja que o(eq, e1) tem sempre o mesmo sinal em S.

De fato, suponha que existam P e ) em S tais que a + SK1(P) > O e
a+ fK1(Q) < 0. Como K é continua existe R em S tal que o + SK;(R) = 0,
o que € absurdo.

Assim, de agora em diante, podemos supor que toda imersdo ELW satisfaz
o lema acima. Por conveniéncia, vamos introduzir uma nomenclatura. Vamos
chamar a aplicacdo de Gauss 7 dada pelo lema acima de aplicacdo de Gauss
associada.

Agora, vamos provar outro resultado.

Lema 2.2 Seja v : S — R3 uma imersdo ELW satisfazendo 20H + K = ~
> 0 com aplicacdo de Gauss associada 7. Seja P € S um ponto com curvatura

Gaussiana K (P) > 0. Entdo n(P) é normal interior se, e somente se, o > 0 ou

B =0
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Demonstracao :
(=)

Suponha o < 0 e f < 0. Como K;(P) > 0 terfamos o + K, (P) < 0, uma
contradi¢do. Logo K (P) < 0, donde K,(P) < 0ja que K(P) > 0. Dai, n(P) é
normal exterior, um absurdo.

(<)

Suponha que 7(P) ndo é normal interior. Assim, as curvaturas principais
K;(P) e Ky(P) sdo ambas negativas em P.

Sabemos que
o+ BEL(P)] - [ + BE,(P)] = o + By > 0.

Logo,
a’+ 3~
o+ ﬁKl(P)

a’+ 3y

IR )

= Ky(P) = % {—a +

= ) =73 a+ 8K, (P)

o+ /6K1 (P)7
7 —aky(P)
o+ BKi(P)
Além disso, como o é positiva definida, temos que o + SK;(P) > 0. Logo,

v —ak;(P) <O0.

1 —oﬂ—aﬁKl(P)—l—on—l—ﬁ’y] v — aK(P)

desde que (5 # 0. Como K, (P) < 0 segue que < 0.

Como v > 0 segue que —aK;(P) < 0. Logo, aK;(P) > 0 donde o < 0.

Como a + fK1(P) > 0e a < 0segue que SK1(P) > 0. Logo 5 < 0. Assim
a < 0e (8 < 0. Absurdo! Para estas conclusdes estivamos supondo (3 # 0.

Agora suponha 3 = 0. Veja que:

a+0Ky(P)>0 = a>0
20H+ K =v>0 = 2aH(P)>0= K,(P)+ KyP) >0

= Ki(P)>0 e KyP)>0
=N

n(P) € normal interior.
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Antes de enunciarmos uma Proposi¢do, facamos um pequeno comentario. Vi-
mos anteriormente que a definicdo de Laplaciano é dada para fungdes
f S — R, isto é, dada uma funcao C*°, f : S — R, o Laplaciano de f
¢ a funcdo Af : § — R dada por Af = div(V f). Na Proposi¢do a seguir, a

) v+ 0K . v+ 6K .
igualdade A9y = ———— p significa que A%y, = —— n;, 7 =1, 2, 3, onde
g (G a2+mng q (0 oty
Vi, it =1, 2, 3 é a 1-ésima fungdo coordenada de ¢, e n;, 1 = 1, 2, 3 € a i-€sima
K
fung@o coordenada de 7. Assim, a igualdade A%y = % 7 € um abuso de
«a Y

notacgao.

Proposi¢io 2.2 Seja ) : S — R3 uma imersdo ELW satisfazendo 2aH + 3K =

=y > 0, com aplicacdo de Gauss associada 7. Entdo:

v+ BK
A% =
(& ot 57"
- aK —~vH
A% 22—77
a? + By

onde A° denota o Laplaciano com respeito a métrica riemanniana o.

Demonstracao :

Sejam (u, v) parAmetros isotérmicos para a métrica o, isto é, o = \(du®+dv?).

Desde que
(dp, dyp) = Eydu® + 2F du dv + G1dv?
e
(dip, —dn) = Eydu® + 2Fydu dv + Godv?,
onde

El = <wu7¢u>aF1 = <¢u7¢v>,G1 = mev%

E2 = <¢u; _nu>7F2 = <¢u7 _nv>7 GQ = <¢va _77”U>7
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temos:
o = aldp,dp) + Bldw, —dn)
= a(Eydu® + 2Fdu dv + Gidv?) + B(Eydu® + 2Fydu dv + Godv?)
= (B + BEy)du* + 2(aF) + BFy)du dv + (aGy + BGy)dv?
Daf para os pardmetros isotérmicos (u, v) temos
A=aF+ BFE, = aG1+ Gy e aF; + (F, =0.
Vamos denotar por A o produto vetorial usual em R3. Veja que

{n((P)) Avu(P), n(¥(P)) A h(P)}
é base de To,(p)y(5).
Veja a prova desta afirmacdo no Apéndice da demonstracao.
Acima, podemos abusar da notagdo e dizer que {n(P) A, (P), n(P)A,(P)}
é base de TpS.
Entao, ja que {n(P) A by, n(P) A 1,(P)} é base de TpS temos

awu_ﬁnu = fllnAwu+f1277A¢v

O“vbv - 5771; = f2177 /\Q/}u + f2277 /\%

para certas funcgdes fi1, fi2, fo1, foo : S — R. Nas duas igualdades acima,
omitimos o ponto P por simplicidade.
Vamos tomar o produto interno das duas igualdades acima por v, e v,,. Temos

quatros casos:

a)

(ay = B1u, Yu) = fr1 (N A Yushu) + frz (0 A Yo, Yu)
= & (Yo, Yu) + B (Vs =) = fra - det(n, Yo, ¥u)
= A =0(Yu, Yu) = = fro - det(u, o, n) = = frz2 - (Yu A tbo, 1)
= A= —fi2- [ Ay



Superficies de Weingarten Lineares Elipticas 37
b)

(@ Yy = B, o) = fi1 (N A u, o) + fra (N A Yo, P0)
= & (Vu, o) + B (o, =) = f11 - det(n, Yo, o)
= & (Yu, o) + B (Yu, —m0) = f11 - det(Py, Yo, n)
= 0=0(Vu, V) = fi1 - [Yu N[ = f11 =0

(ay = B, Yu) = for (0 A Yu, Yu) + fo2 (N A b, thu)
= o (Yo, Yu) + B (Yu, =) = foz - det(n, o, o)
= & (Yo, Yu) + B (Yo, =) = — faz - det(Pu, Yo, 7))
= 0=0(tv, u) = —for - [Yu Ah| = f22 =0

d)

(ay = B, o) = for (N A thu, o) + foo (N A Yo, 0)
= & (Yo, Yo) + B (v, —n0) = fa1 - det(n, u, ¥o)
= A =0y, 10) = for - det(u, Yo, 1) = for - [hu A1yl
= A= for - [thu Aty

Agora , veja que |1, A, | = /FE1Gy — F2. Logo,

2\ _
a%_ﬁm_“flw/\%_lquwv\n Q/JU—WW Py

e
oy — Bty = farn A A= Ay
v 7711_ 2177 u_’wu/\wv|n u_Wn u-

A afirmacao abaixo serd provada no Apéndice da demonstragdo.
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Afirmacdo 2.1 \? = (a? + B7) - (E\G, — F?)

Segue da afirmacao que

A
)\:\/042-1—67'\/E1G1—F12:>—EG FQZ\/042+57
191 — 49

Como

ay, — 3 S — Nipy e athy =3 S — A
u nu mn v v T’U mn u

segue-se que

Oﬂ/}u_ﬂnu: -V 062‘1‘5777/\1/% € Oé%—ﬁm =V 0424‘6777/\1/@
Tomando o produto vetorial das duas igualdades acima por 7, temos:

ay A= BnuAn = =\ a2+ By (nAYy) Ay
= —vaZ+ 08y [(n,mby — (Yo, mn]

Logo,
aty A — By A= —y/a?+ By P,
e similarmente,

Oéwv/\ﬁ—ﬁﬁv/\ﬂ: \/042‘1‘5’7'1%-

Assim, obtemos as duas equagoes

Oé%/\ﬁ—ﬁﬁu/\n = _\/a2+5’7'¢v
Oé%/\??—ﬁ%/\n = \/a2+ﬁfy'wu~

Agora, vamos derivar a segunda equacdo em relacdo a u e a primeira com

relacdo a v. Assim,
O‘wvu/\n+a¢vAnu_ﬂnvu/\n_ﬁnv/\nu: Va2+67wuu
awuv/\n+a¢u/\nv_ﬂnuv/\n_ﬁnu/\nv = _\/O‘2+ﬁv¢vv
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= =y AN — athy ANy + Bjuy A+ BNy A1y = \/a2+57wvv
Logo,
\Y% a? + By (wuu+wvv) :O"(wv/\nu_wu/\nv)+6(nuAnv _nv/\nu)
Dai,
V a? + ﬁfy(wuu + ¢U’U) = - 2ku A ¢v + 2ﬁ77u A Ty

= 20HYy Ny + 2Ky Ny
= (2aH +28K)i, A,
= (2aH + BK + BK)iy, A b,
= (7 + BK)Yu Aty

Assim,

wuu + w'uv =

Observacao 2.3 Acima, usamos que

wv/\nu_wu/\UUZQHd]u/\wv e nuAnv:Kwu/\d}v-

A prova destes fatos € um calculo imediato.

Agora, temos que
— BN = =V a2+ Byn A,
— By = Va2 + Byn Ay

Vamos derivar a primeira igualdade em relacdo a u e a segunda igualdade em

relagdo a v.
Temos:
O‘wuu_ﬁnuu = - a2+57nu/\wv_ \/042+ﬁ777/\wvu

a¢vv_ﬁnvv = O‘2+ﬁ'777v/\wu+ \/a2+5777/\¢uv
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Somando as duas igualdades temos

a(wuu +77Z}vv) - ﬁ(nuu + nvv) = VvV a? +ﬁ’y (771) A¢u — Ny /\’va)
= \/0424‘57(1/1@/\%—1/@/\%)
= Va2 + 0y 2HY, Ay

Logo,

a.\/%ﬁv'%/\%—ﬁ(ﬁuwrﬁw)=2Hva2+5’7‘¢u/\¢v

Logo,

K
ﬁ(nuu—i_nvv) = a\;%m—QH 042+ﬁ7> wu/\wv

_ ay+ afK — 2H(a? + 37) Vo A1)
\/m u v

_ ozv—i—aﬁK—oz(ZozH)—QHﬁy))w A

Vo + By

_ v+ asK —aty - ) —2ms |
\/m u v
 [208K —2HBy

- i \/m ] wu /\ wv-

Assim, desde que (§ # 0 temos

aK —~vH

Nuw + Ny = 22—
va+ by

O caso em que [ = 0 sera analisado no Apéndice da demonstragao.

Vu N Py

Agora, vamos ao célculo dos Laplacianos. Veja que

oo [t )]

ij=1

Temos que g;; = o (¢4, ;) = Ad;;. Logo,

(9:5) =
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1
1 A0 5~ 0
(9") 2 = A 1
0 A 0 —
A
Assim,

e, L0 (1 0 oY (1 o
A = A{@u()\ A 8u)+8v(/\ A 81})}
1 1 v+ 8K

= W TYVw) =~ —F/———- u/\ )
_ L AR A Y
A \/@24‘67 b ° |wu/\'¢}v|
1 v+08K
= .7 L JEG, — F2.
\ /—042_'_ﬁ7 141 1N
TS SR S
A Vet By e+ By
- 7+5K_
a2+ By T
Analogamente,
2
1 9, g 817)
A°p = — . i . il
= (S )
110 (/1 0 (1
- 3l Gom) e (5w
1
= X(Uuu"i‘nvv)-
Logo,
1 aK —vH
Ay o= o2 T2y A,
U] 3 AR (&
1 OZK— H u/\ v
= . .—7.|¢u/\¢v|.¢—w
A \/Oé2+5’}’ |77Z)u/\¢v|
1 aK —vH
— —.9. = _ " JE.G,— F2.
A /O[Q—I—ﬁ’y 1v1 17
_ 1 aK —~vH A .
A Vel By ai+ By
aK —~vH
pr— 2-—./"]

a? + By
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Apéndice da Demonstracao :
1) Afirmagdo 2.2 \? = (a? + 37) - (E\Gy — F?)

Demonstracao :
Veja que:
N = (aF) + BE,) - (aGy + BGy) — (aFy + BF)?

= o&’E\G, + aBE Gy + aBE,Gy + BPEyGy — o*FF — 208F Fy — B*F}
= A*(E\G1 — F?) +aB(E\Gy — 2F Fy + EyGy) + (EyGy — F3)
= o*E\G,— F)+a-3-2H(E,G, — F}) + 3% K(E\G, — F})
= (a*+ 3 2aH + 3 BK)(E\G, — F})
= [o®+ B(2aH + BK)|(E\Gy — F?)

= (a®+ By)(E\Gy — F}).

2) Afirmacdio 2.3 {5(P) A vu(P), n(P) A hy(P)} € base de TpS.

Demonstracao :

Suponha, por absurdo, que exista z # 0 tal que
NAYVy =0 Ny
Veja que

<n/\¢“’¢“> =0 e <n/\¢ua¢v> = <x77/\¢y,¢y> =0

Logo, n A v, € paralelo a . Absurdo!
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3) A analise do caso 5 = 0.

Inicialmente fagcamos algumas considera¢des antes do calculo de A7 no caso

em que 3 = 0.

Definicdo 2.1 Sejam S C R? uma superficie orientada e X, Y, Z campos de

vetores em S. O operador de curvatura M ¢é a correspondéncia
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ —VxyZ.

Definicao 2.2 Se S é orientada pelo campo normal N, o operador de Weingarten
de S associado a N é a correspondéncia A : X(S) — X(S) dada por AX =
—~VxN.

Definicao 2.3 Se S ¢ orientada pelo campo N, e A é o operador de Weingarten
associado a N, definimos a derivada covariante de A na dire¢do de X € X(S5)

como sendo o operador linear V x A dado por :
(VxA)Y = VxAY — AVyY.

Proposicio 2.3 Sejam S C R3 uma superficie orientada pelo campo normal
unitdrio N e A o operador de Weingarten associado a N. Sejam X, Y campos

de vetores em S. Entdo:

(VxA)Y = (VyA)X.

Demonstracao :
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Suponha que VxAY — AVxY # VyAX — AVy X. Dat:

VxAY — AVxY # VyAX — AVy X &

VxAY —VyAX # AVxY — AVy X

VxAY — VyAX # A[X,Y]

VxAY —a(X,AY) — [VyAX — a(Y, AX)] # A[X,Y]

VxAY —a(X,AY) = VyAX +a(Y, AX) # A[X,Y]
~VxVyN + VyVxN — (X, AY)N + (Y, AX)N # —Vx y|N

r ¢ ¢ T O

R(X,Y)N #0,

onde R é o tensor curvatura de R3.

Absurdo.

Definicao 2.4 Sejam S C R? uma superficie orientada, X um campo de vetores

em S e {ey, ea} um referencial mével em um aberto U de S. Definimos:
U}Zj(X) = (VXeZ»,eJ) » 1 S i, j S 2.
Note que w11 = wae = 0 € wis = —Woy.

Afirmacio 2.4 Seja S C R3 uma superficie orientada pelo campo normal unitdrio
N, e sejam A e H o operador de Weingarten associado a N e a funcdo cur-
vatura média de S relativa a N, respectivamente. Se f : S — R? ¢ dada
por f(P) = (N(P),a), a € R? fixo, entdo Af = —2(a, VH) — |A]>f, onde
|A|? = tr(A?).

Demonstracao :
Sendo X um campo de vetores em S, temos:
X(f) = X{(N.,a)=(VxN,a) = —(AX,a) =
= —(AX,d") = — (X, Ad") = (X, —Ad").
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Dai, Vf = —Aa”. Continuando, sendo {e,es} um referencial mével numa

vizinhangade P € S,

Af = Z<Veivf7 €i> == Z<VeiAaT7 ei)'

Sabemos que

(Ve,A)a” =V, Aa’ — AV .a’.

Logo,
Af = — Z((VeiA)aT + AV..dT e;)

= —Z aTA 62,61 Z<Avei(lT,€i>

— _Z VrAe; — AVaTej,eZ> Z(AVeZaT,e»
_ _Z V,rAe;, ;) +Z AV,reie) — > (AVea” e;)
- —Z{a (Aej ;) — (Ae;, V aTei}JrZZ(AVaTei,e»—
_Z V.a’, Ae;) |
S iaT(<Aei,ei>) +2) (Ae;, Vare;) —
- i(%(a — {a, N>N)jAez~>

= —aT(trA) -+ 2Z<A€z’7 VaTei> =+ Zvei«a? N>N)7 A€1>

Agora, suponha desde o inicio que {e;, es} é tal que Ae; = \; - e;em P, i =1, 2.
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Continuando,

Af = —a"(2H) +2 Z Ni(Vare;, e) + Z (e; ({a, N)) N, Ae;) +

+> {{a, N)V.,N, Ae;)
- _a;“(2H) +2 Z Niwii(a®) + Z ¢; ((a, N)) (N, Ae;) +
+> (a,N) W;,N, Ae;) . z
Como wn(aT)Z — wys(a’) = 0e (N, Ae;) = 0, segue que
Af = —24T(H)+ Z (a, NY(V.,N, Ae;)
= —2(VH,d") — (a, N) > (Ae;, Aey)

— —2(VH,a) — {(a,N) - |A]%.

Agora estamos em condicdes de calcular A°n no caso em que 3 = 0.

Na afirmac@o anterior, faga a = (1,0, 0). Neste caso,

f = <N, CL> = N1 € ANl = —2<(I, VH> — |A|2N1

Agora, note que se 5 = 0, a superficie S tem curvatura média constante H =

Assim,
VH =0 € ANl = —|A‘2N1
Veja que

|A‘2 — tr<A2) = <A61, A€1> + <A627 A€2>

= (Kie, Kie1) + (Kyeq, Koey) = K7 + K3

2

= (K, + Ky)? — 2K, Ky = 4H? — 2K = % 92K
2
Y

(6%

46
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«
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Assim,
2
AN, = <2K — —) Njy.

o

Por outro lado, o = a(di), di)). Assim,

1 0 y 0N,
o — T i Lot
N D A (A

V9o

Veja que
(gz'j)cr = U(¢i7 %’) = 04(%‘; ¢j> = Qgij.
Dai
(911)o (912)0 agilr 0gi2 9
go_ s = = - g
(gzl)a (922)a Qg1 Qgaa
ii 1 Qg —Qgi2 1 922  —g12 I
(gJ)O:aT :a— :a<g.7)
g | —A921 agn 91 =g 9gn
Logo,
1 0 1 .. ON;
AUNl = . (_gl]‘al\/g_) _
loal\/g ;8% a dx;
111 0 ( g ON
g —_ —_— —_— gzj\/g . —) =
a |9 ; ox; Ox; ]
1
- —ANl
o
Logo,
1 1 72 2K 72
A°N, = —-AN=—(2K——= | Ny=——-—= N, =
o o o? «o %
202K — 7?2 O‘K_V'l aK —vH
— N =2 2N =27
« « «

47

Agora, facamos uma observacdo que estd relacionada com o préximo teo-

rema(Teorema 2.1).
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Observacao 2.4 Veja que

d(n Anedu —n Anudv) = (9 Any)udu A du+ (1 Any)ydo A du
—(M A ny)udu A dv — (n A ny)udv A dv
= (N ANy + 1 A yy)dv A du
— (N Ay + 1 A N )du A dov
= (N ANy + 1A Ny)dv A du

Jjd que My, + 1y, € miltiplo de 1.

Assim, w = nAn,du—nAn,dv é uma forma de grau 1 tal que dw = 0. Assim,
se U C R? é o dominio de uma parametrizagdo de S € v;,7: : [J,1] — U sdo

duas curvas continuas, homotdpicas em U, tais que v1(j) = 72(j) e 71 (1) = 12(1),

[u=]w
At 72

@_/

entao

Assim, a notacao

(e}
Y=——n+ n A udu — 1 A nydv

v

no Teorema 2.1 abaixo significa que

_« va?+ By
(u,0) = =~ Zn(a,0) + L /

n A nudu —n A nudv

onde h : [j,l] — U C R? é qualquer curva continua ligando o ponto (u,v) €
Br(u,, v,) a0 ponto (u,, v,), sendo Br(u,, v,) o dominio de uma parametrizacao

de S.

Teorema 2.1 Seja v : S — R? uma imersdo ELW satisfazendo 2aH + SK =
v > 0, com aplicagdo de Gauss associada 1. Se considerarmos em S uma estru-

tura conforme induzida por o = «-{di, dy))+ - (di, —dn), entdo n é harmonica.
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Além disso, se v # 0, 1) pode ser escrita como

_ o Vet
Y= n+ 5 /

5 [ A nudu —n A nudv] (*)

para pardmetros isotémicos (u,v) em S.

Demonstracao :

Seja F uma variagdo prépria da aplicagdo n : S — S? e E a energia dessa
variagao.

Pela Proposicdo 2.2, A%y é miltiplo do vetor 7. Logo, pela equagao (1.1),
da sec@o 1.3, temos que E’(0) = 0, para toda variagdo prépria F' da aplicagdo
n:S — S2% Portanto, i é harmonica.

Vimos na demonstracao da Proposi¢do 2.2 que
= Bnu ==V + By -n A,
= By = VaZ + By -n Ay

Logo,

= By — Va2 + By -1 A, (2.1)
= [y + Va2 4 By Ay (2.2)

Multiplicando a igualdade (2.1) por o temos:

0421% = Oéﬁﬁu —Va?+ 57 : /\(O‘wv)-

Py = afn— o2+ By n A (Bn+ Va2 + By A )
= afn, — By a2+ By nAn + (0 +B7) - (0 Ath) Ay
= afnu — BV a2+ By n Ay + (0 + BY) (0, 0)tbu — (Wu, ) - 71
= afnu— BV + By n Ay + oy + Byt
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Logo,
67¢u = _aﬁnu"i_ﬁ\/ a2+5’77]/\7]v

Dai, se 3 # 0 temos,

o ot py
Y

Yu = ——1 + nA N
g
Analogamente
Q Va2 + By
%Z—;m——v 1A N

Observacao 2.5 Consideracoes sobre aplicacoes harmonicas podem ser encon-

tradas no Capitulo 1.

Observacao 2.6 Vamos mostrar que existe, a menos de isometria, uma unica
imersdo totalmente umbilica no conjunto das imersoes ELW satisfazendo

2aH + BK = v > 0. Essa imersdo totalmente umbilica é dada por:

2
o+ Va? + B sey 40,
v

i) Uma esfera de raio R =

161

il) Uma esfera de raio R = m sey=0ea <,
o

iii) Um plano sey=0ea > 0.

Vejamos:

1°caso: v #0e 5 #0
20H + K = v = fH? +2aH — v = 0.

Assim temos uma equacao do 2° grauem H e

A = 4a% — 46(—7) = 4(a® + ) > 0.
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Dai
"o —2a+2\/a?+ By  —aEy/a?+ By
20 B
Como S é umbilica segue que H = K; = K, onde K;, K, sdo as curva -

turas principais da imersdo. Assim, devemos ter o + H > 0.

—a—aP+ P8y
Se H = 5 entdo o + 0H = —\/a? + v < 0, um absurdo.
_ 2
Logo, H = atve +67'
p
Dai,

1 _|[—a+Va?+ 5 . R_ 18 _ Bl —a—ya®+ B
R 13 | —a+ /a2 + B 57|
o+ /a2 + (3]

el

= R=

2°caso: v #0e =0
Neste caso,
Y

20H =v= H = —
2a

Como devemos ter o + SH > 0, segue que o > 0. Dai,

R_Qa_ la++/a?+0-7]
Y

v

3°caso:y =0,a<0eB#0
20H + BH* =0 = H(BH +2a) =0
Se H = 0 entdo o + SH < 0, um absurdo.

—2
Logo, BH + 2o = 0 donde H = TQ.
Dai, R = ﬂ
20

4°caso: vy =0,a>0e#0

20H + BH*=0= H(BH +2a) =0
—2
SeﬁH+2a:06nt§0H:7a.
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(—2a)

Dai,a+ﬁH:a+ﬂ~T = —a < 0, um absurdo.
Logo, devemos ter H = 0 e assim, S € um plano.
5°caso: vy =0e 3 =0.

Como o + SH > 0 devemos ter @ > 0 .

Como 2aH =0segueque H =0 = K = 0.

Logo, S é um plano.

Teorema 2.2 Seja S um disco topolégico fechado e 1 : S — R? uma imersdo
ELW satisfazendo 2aH + K = v > 0. Se a imagem do bordo de S, 1)(05), é
uma linha de curvatura, entdo (S) é umbilica. Assim, 1)(S) estd contida em um

plano ou numa esfera.

Demonstracao :

Podemos supor que S € uma superficie de Riemann com estrutura conforme
induzida por o = a(dy, dyp) + 3 - (dp, —dn). Assim, S é conformemente equi-
valente ao disco fechado unitdrio D = {z € C/|z| < 1}.

De fato, sejah : D — S um homeomorfismo entre D e S. As parametrizagdes
dotipo Xoh:V — R? onde V éabertoem De X : W C § — R2¢§
parametrizacdo isotérmica de .S, formam uma estrutura conforme em D. Com tal
estrutura, D é conformemente equivalente a S.

E possivel mostrar que existe um aberto simplesmente conexo D, contendo D,
no qual estendemos a estrutura conforme de D. Pelo Teorema da Uniformizacao
de Koebe, D é conformemente equivalente ao plano ou a intD. Seja ¢ esta
equivaléncia conforme. Como ¢(D) é simplemente conexo e ¢(D) # C, segue
do Teorema da Aplicacdo de Riemann que ¢(D) é conformemente equivalente a
D (com estrutura conforme usual). Portanto, S é conformemente equivalente a D

(com a estrutura conforme usual).
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Assim, vamos considerar S = D e trabalhar com coordenadas polares (7, 6)

dadas por z = u + iv = re? = r(cos § + isend). Considere a seguinte afirmagao.

Afirmacao 2.5
0
o —COSQ-%—FSGDQ-%
— = —senf 9 +cost - —
90~ W 9u T Gy
em OD.

Prova da Afirmacao :
Seja p(r,0) = (r-cosf,r-senf) e g : A C R? — R, onde A C R? € aberto.

Pela regra da Cadeia,

W(r, 0) = % (p(r,0)) - %(r, 0) + % ((r,0)) - %(n 0)
= % (p(r,0)) - cos + % (¢(r,0)) - send,

onde @1 (r,0) = rcosf e ps(r,0) = rsend.

Analogamente, e escrevendo de forma simplificada,

Olgow) _0g 01 0g Op

00  Ou 00  ov 0h

Assim, se h : A C R?> — R3 é uma fungdo diferencidvel, h = (hy, ho, h3),
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temos

O(ho ) _ [ 9(hioy) O(hs 0 p) O(hs o ¢)
T(r? 9) - ( or (7“, 9)? or (Tv 6)7 T(ra 9))

Ohy ) Oy 4 Ohy ) Opy Ohy ) o1 X Ohy ) s
ou Or ov Or’ Ou Or ov Or’

Ohs ) 6801 n Ohs ) 8802
ou Or ov Or

ou ov ou ov

% cos @ + %i sen@)

ou v

= <8h1_ 9+% en@,ai 9+8i senf,

Ooh Ooh
= (o(r,0)) cos 0 + e (¢(r,0)) - send

Em notacdo simplificada,

— =cosf - 2 4 senf -

or ou v
Analogamente,
d(hoy) ~ (O(hioy) d(ha o @) A(h3 o )
gg "0 = < gg 10—y (), == 6)
= ot 20y + P (ot 0)) - 2200
Ooh oh
= 5 (p(r,0)) - (—rsend) + %( o(r,0)) - rcosf
Logo,em 0D = {z € C/|z| = 1} temos
d(hoy) Oh oh
50 = Bu - (—sen 8)—|—% cos 0
Assim, em 0D, temos
0 0
e = cosf - M 4 send - Er
2 = —senf - — + cos 6 -
09 1 ou o’

Provamos assim a afirmacao.

54
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Agora veremos que
9P oY o On
= — =0
O‘<ar’ ae>+5<ar’ o
De fato, como (u, v) sdo pardmetros conformes para o, temos

o 00 o on\
<a ae>+ﬁ<§’_%>_

= « <cos 98—2/} + sen98—w —send - (9_1b 4+ cos @ - 8—¢>

em O0D.

ou ov’ ou ov

ou ov’ ou ov
= —a~sen9~cos€-<a—¢ a—w>+a-00829~<8—¢ 3_¢>

+3 <cos 68—¢ + sen&a—w senf - on _ 0sf - 8_n>

ou’ Ou ou’ Ov

IS Y o 9
asen“d <8 m >+oz send - cos@<av e

oY On o /0% On
+3send - COSQ<8u 8u> [ cos €<a—,%

ﬁsen20<g¢ gn> (- senf - C080<aw gz>

e
o (3
% ov o on
et oG 50 (o)

+send cos 0 Ka—fa g_:f> +6<%’_%>}

= —Asend - cosf + Asenf - cosf =0

Usando que |z| = 1 é linha de curvatura com curvatura normal K, temos

9y 8¢>
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em |z| = 1.

De fato,

o oy A\ o O o\
(5 5) 5 (5m) =9 2 (5 a) + {5 = ) =0

onde —e¢ = K,, é uma curvatura principal, ja que |z| = 1 é linha de curvatura. Na
igualdade anterior, usamos o Teorema de Olinde - Rodrigues (Veja na referéncia

[1]). Assim
oy o\
(a+ BK,) - <W’ %> =0

Como o é positiva definida, temos que o (eq,e1) > 0e o(ez, e2) > 0,0onde {e1, €2}
¢ uma base ortonormal que diagonaliza dpem P € S.
Assim, o + SK; = o(e;,e;) > 0,1 =1, 2. Logo o + SK,, > 0. (Lembre que

para uma linha de curvatura temos K,, = K; ou K,, = K>). Dai segue-se que

(33)-
or’oo/)

oY O\ _ o ¢
<E’_%>__W)<ar ae> 0

Além disso,

em 0D.
Veja que

oy o\ o aw o O\ _
<8r’09>_0 & <C0$9 au—l—sené , —send - 8u+ cos @ - 5 =0

& —sen90089<a¢ 3¢> (cos® 6 — 9)<8¢ 8w>

ou’ Ov
4-senf cos 0 < oy 9y >

20 20
SGI; E1 -+ cos 20 - F1 + e

sen26 (
5 1

<:>_

-G =0

—Gh)+cos20-F1 =0
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Analogamente,
<g—f,—gz> =0 & <cos€ . g—z/; + senf - g—f,sene : % —cos @ - %> =0
& —sen6-0089<g—;€,—%> + 0820<§)—Z€’_%>
_Sen29<g:f, gz>—|—sen0 cosf - <g_‘ﬁ,_%>:
—86229 - By + (cos® 0 — sen®0) Fy + senf) Gy =0
—SGZQG(EQ — Gl) +cos20 - F, =0
em 0D.

Agora, vamos utilizar a Proposi¢do 1.2 para mostrar que as fun¢des complexas

8 8 0 0

sao holomorfas.

Veja que
oy 1oy oY
5~ 3 {% - a_}
0% 1 /0 .0 o o
9:0: 2 (%*a—) { (% ‘a—)}
1 oy . 0% 0% 0%
T4 (W_Z' Judv T 81}8u+ (%2)
1
= Z(wuu + wvv) - ()‘ AU¢)
Aqui, A% = (A%, A%y, A%1)3). Logo,
dfi Py o\ A7 o
9z <2'azaz’5>_< e >

A
o <AU¢7 %(wu - Zwv)> =

92 - <AU’¢7¢U>] =0

A v,)

ja que A% é miltiplo do vetor normal.
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v+ BK

o+ By
Assim, f; é holomorfa (em uma vizinhanga de D).

oh _ [ Pv _on\ jou o
0z \0z0z" 0z 0z’ 0z0z
Veja que

0%y On A, 1 :
() = (17870 g
A

Lembre que A% =

Analogamente,

= S (AT — i (A7) =0,
jé' que <77u777> = <77U777> = 0.
Além disso,
o Lo
0z 2 G o

oy 1(0 oy
0z0z 2\ 0u Z@v 27]" Y

1 ) .
= _<77uu — Myy + Muw + 77111))

4
1 A

= T\ TNuu vv:_'Ag'
7 a +1000) = 7 A1)

Aqui, A%n = (A%ny, A%n9, A%n3). Logo,

o P\ S A\ AN/, \
<£7‘—azaz>—<5’7“ =3 \g.8m) =0

ja que A%n é mdltiplo do vetor normal. Lembre que
K —~vH
a? + By
dfs

Logo, Fo = 0 e assim, f, também € holomorfa.
z
Segue que ¢;(z) = 22 - fi(2), i = 1, 2, é holomorfa (em uma vizinhanga de
D). Assim I'm(g;), i = 1,2, é harmonica.

Agora, vamos provar uma afirmagao.
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1
Afirmacao 2.6 Im(g;) = Z[senQ@(Ei —G;) —2cos20 - Iy, i=1,2 em0D.

Demonstracao :

ne) = 2 he) =2 (50.5)

9z 0z

— (.7:2 B y2 + 2xyi) - <%(¢u —ithy), %(zﬁu — ZQ/JU)>

= (xZ - y2 + 2$y2) : i(<¢uawu> - Z<wu>wv> - Z<¢va¢u> - WU,%»

1
= (2% — y* + 2zyi) - Z(El — 21, — Gy).

Logo,
Im(g1) = 1 2zxy(Ey — Gy) — Z(w —y ) =

1 1
—§(cos2 0 — sen’0) Fy + ésene -cosO(Ey — Gy),
onde 6 € o argumento de z. (Lembre que |z| = 1).

Logo,

cos 20 sen26
— 5 F1 + 1 (El — Gl)

- [sen20(Ey, — Gy) — 2cos 260 - Fy].

Im(g1) =

1 =

Agora, vamos calcular a parte imaginaria de g,.

= ("L‘Q - y2 + 21‘?/2) ' <%(¢u - i¢v)7 _%(T/u - Z77v)>

= (12 - y2 + Qxyz) ’ <_i) ' [<¢u>nu> - Z<¢u777v> - Z<¢vanu> - <w1)777v>]

= (§) =22 200) (= = 0 =) = i =) — (=)

1
= Z(COS 20 + sen20i)(Ey — Go — 2iF).
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Assim,

sen26 1
[m(gg) = 1 (E2 — Gg) — § COSs 29F2

- [sen20(Ey — G) — 2cos 26 - Fy),

1 =

em OD.
E assim, a afirmacdo 2.7 esta provada.

Vimos anteriormente que
—sen20(E; — G;) +2cos26 - F; =0,i=1,2,em D.

Assim, Im(g;) =0em dD,i=1,2.

Pela afirmagdo 1.8 abaixo, temos Im(g;) =0em D,i =1, 2.

Afirmacao 2.7 Seja G C C um dominio limitado e suponha que v : G — R é

continua e harménica em G. Se u(z) = O0Vz € 0G entdo u(z) =0 Vz € G.

Veja a prova da afirmacdo 1.8 na referéncia [5].

Como Im(g;) = 0 em D, segue do Teorema da Aplicacdo Aberta (Veja na
referéncia [S5]) que g;, © = 1, 2, é constante em D, ja que g; s6 assume valores
reais.

Como ¢;(0) = 0 segue que g; = 0. Logo f; =0em D, i =1, 2.

Afirmamos entdo que I = (dv, —dn) € proporcional a I = (dv, di)).

De fato, mostramos anteriormente que

oY 0 0 0
A= (G 50) © f=(Gh -0

sao identicamente nulas. Assim,
<1(wu i), 3 (6 — wv>> S0 = (s tha) = (W) = 200, )] = 0

2 2
= (El—Gl)—QZFlz()

= E1:G1 e F1=0
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Analogamente,

wu i¢ﬂ7 Ny — va> =0

<1<w —zwv>—1<u—my)> 0 =
(Wus M) — (Yo, o) — 2ithu, 1m0)] = 0
(
(£

2

¢u’ _nu> - <¢vv _771)> - 22<1/1u7 _771;)] =0
—Gy) —2iF, =0

T T

E2:G2 € F2:0

Assim, II € proporcional a L.

Finalmente, temos

K 1B,G1+GyE )\  EaxGy
2 ElGl ElGl

1 (BB + BB\ E3

4 E? E?

1 4-EEZ E22_0
4 B} B2

Portanto, 1(.S) é umbilica.



Capitulo 3
O Principio da Tangéncia

Este capitulo, que contém apenas material auxiliar para o capitulo 4, é uma
pequena discussao sobre operadores elipticos e fatos relacionados. Iremos abordar
dois resultados que nos serdo tteis nas demonstragdes de algumas proposi¢oes do
capitulo 4. Esses dois resultados s@o o Principio do Maximo e o Principio da
Tangéncia.

Para este capitulo, utilizamos como referéncia a dissertagdo de mestrado de

Katia Rosenvald Frensel Ledo, intitulada O Principio da Tangéncia e Aplicacdes.

Definicao 3.1 Seja U C R" aberto. Um operador diferencial parcial linear de
segunda ordem é uma aplicagdo do tipo
L : C*U)— E(U)
- 0%u . ou
Lu = B Iy
U ijzla]axiaxj—i-izl 8:13Z-+C U
onde a;j, b;, ¢ : U — R sdo fungdes, C*(U) = {f : U — R; f € C?*} e E(U)
¢ o conjunto das funcoes f : U — R.
Se para todo x € U a matriz A(x) = (a;j(x)) for simétrica e positiva definida,

ou seja, se a;j(x) = a;;i(x) para todos 1 < i, j < ne se Z a;j(x)\iA; > 0 para
ij=1

62
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todo A = (A1,...,\,) € R* — {0}, dizemos que L é um operador diferencial

parcial eliptico, linear de segunda ordem (ou simplesmente eliptico).

Proposi¢io 3.1 Sejam v : U C R" — R uma fungdo C? e ¢ : U — R uma
fungado continua tal que ¢(x) <0 Vo € U. Se Lu > 0 em U, entdo u ndo atinge

mdximo local ndo — negativo em U.

Demonstracao :
Suponha, por absurdo, que exista z, € U tal que z, € ponto de maximo local

82
para u e u(x,) > 0. Veja que gradu(z,) = 0 e a matriz B = U (o) | €
8xi0xj

negativa semi — definida. Como gradu(z,) = 0 temos
2

0 < Lu(z,) = Z a;; () - %ng(%) + e(wg)u(,).

Note que ¢(z,)u(x,) < 0.

0%
< AB
Db, = 0, onde (AB)(x,)

0%*u

0@8%

Vamos mostrar que o traco((AB)(z,)) = Z ai;(z,)
1,J
¢ o produto das matrizes A(x,) = (a;j(z,)) e B = ( (xo)) , chegando as-
sim a uma contradicao.
Sabemos que o trago de uma matriz, e o fato de ela ser positiva ou negativa

(semi —)definida, sdo invariantes por semelhanca de matrizes. Seja P uma matriz

tal que
A0 0
A 0
PIAP = ’
0
0 0 - M\,

Como (P~'AP)(z,) € positiva definida temos que \; > 0,7 = 1, ...,n. Por
outro lado (P~'BP)(x,) = (b;;) é negativa semi — definida. Assim b; < 0.

Portanto,

tr (AB)(z,)) = tr (P"'AP)(P"'BP)) = Zn: A < 0.
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Vamos agora a uma definigao.

Definicao 3.2 O operador L é dito localmente uniformemente eliptico quando,
para todo P € U existem uma vizinhanca V de P em U e constantes a, b > 0 tais

que al\|* < (A(z)\, \) < DIN* Vo € VeV € R

Para provar o Principio da Tangéncia, precisaremos do seguinte e importante

resultado.

Teorema 3.1 (Principio do Maximo Forte — Hopf) Sejam U C R" aberto e

0? 0
L = zj: a;j - M + Z bia—xi + ¢ um operador localmente uniformemente

elipticoem U, onde by, . . ., by, c sdo localmente limitadas e ¢ < 0. Sejau : U —

)

R uma funcdo C* tal que Lu > 0. Se u atinge mdximo local ndo — negativo em

p € U entdo u é constante numa vizinhanga de p.

Demonstracao :

Como w atinge maximo local em p € U, existe r > 0 tal que
€ B(p) = u(z) < u(p).

Suponha, por absurdo, que v ndo é constante em vizinhanga alguma de P. Logo,

existe ¢ € Br(p) com u(q) < u(p). Seja d, = |q — p|. Entdo

Bs,(q) C B.(p) e p€dBs,(q).

De fato,
B (4 r
v € Bs,(q) = v —pl <o —ql +lg—pl <20, <2- 5=

Agora, seja

5=inf{p > 0/B,(q) C B,(p) e 9B,(q)Nu(u(P))# ).
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Afirmacao 3.1 § > 0.

1
Suponha que § = 0. Assim, dado n € N existe 0 < p,, < — tal que
n

By.(a) C By(p) e 9B,,(q) Nu™"(u(p)) # 0.

Seja entdo y, € B, (¢) Nu*(u(p)). Como y, — ¢ segue que u(y,) —

u(q). Como u(y,) = u(p) Vn segue que u(p) = u(q).
Absurdo.

E assim a afirmacdo 3.1 estd provada.
Afirmacio 3.2 = € B;s(q) = u(z) < u(p).

Prova:

Como Bs(q) C B,(p) segue que u(z) < u(p),Vo € Bs(q). Se existisse
a(q) C B:(p)

y € Bs(q) tal que u(y) = u(p), entdo sendo a =
e OB,(q) Nut(u(p)) # 0, uma contradi¢do, jd que a < 4.

Provamos assim a afirmacao 3.2.
Afirmacao 3.3 Existe p* € 0B5(q) tal que u(p*) = u(p).

Prova:

Suponha que u(z) < u(p) para todo z € 0Bjs(q). Entdo, como 0Bs(q) €
compacto, existiria uma cobertura finita de 0B;(q) por bolas abertas By, ..., B,
tal que u(x) < u(P) Vz € B;,i = 1,...,1. Assim, existiria 7 > 0 tal que se
d<m<7Tex € dB,(q)entdo u(x) < u(p). Mas isso contradiz a defini¢do de
J.

Assim a afirmacgao 3.3 estéd provada.

Agora, veja que § < gpois 0 <9, < g Se 0 < §; < 4, afirmamos que
Bs, (p*) € B,(p). De fato,

x € By, (p") = lx—p| < |le—p*[+|P"—ql+]g—p| < §i+6+ <3+3+§= :
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Dai, u(z) < u(p) = u(p*), Vo € Bs, (p*).
Seja ¢* € [p*,q] com ¢* # qe |¢* — p*| > 01.
Seja v : By, (p*) — R dada por v(z) = e Kle=0"F — KB (veja figura

anterior), onde K serd escolhida posteriormente.

Veja que
9, .
L
Z;
e
& —Klz—q*|? * ) ,—K|z—q*|?
Or-0m. —2HK0; - e + (—2K) (2 — ¢ )(—2K) (x5 — qj)e
iU
= 2K, e NP L 4R (2 — ) (wy — qf)e Kl F
Assim,

Lo(x) = Y ay(x) axl ax] )+ 2 b 8% + e(x)o(a)
= Y ay(a) [~2K0, - T L AR (@ — g7, — g)eFE] 4
+ Z bi(z) [—QK(xi — q;k)e_K‘w_q*P} + c(z) [6_K|“’_’f|2 — e_Kﬁ2]
_QKZ a;i(z) + 24[(2@“(95)(3:1- —q7)(z; — q;) = QKZ bi(x)(z; — qj)] .

e Kle—a'* | c(x) [e*K\%q*F — efKﬁﬂ

— 2 ~ . ) . .
e como ¢(x) [—e KB ] > 0 a expressdo anterior € maior ou igual a

e~ Kle—a|?

[—2K Z a;i(x) + Z4K2aij(x)(xi g )z —qj) — 2K Z bi(z)(x; — qf) + c(x)

Vz € Bs, (p*).
Como o operador L € localmente uniformemente eliptico em U, existe uma

vizinhanca V' de p em U e constantes a, b > 0 tais que

alA? < (A(z)\,\) < DA Vz € V,VA € R™.
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Seja A = (0,0,...,0,1,0,...,0), onde 1 é a i — ésima coordenada de . Dai,
(A(x)\, A) = ay(z). Logo 0 < a < a;(x) <b VreV.

Agora, tomando A = x — ¢* temos
v g P <D ay(@) (- )z - ) <ble g7
]
Observacao 3.1 Se v € B;, (P*) veja que a|z — q*| > 0.

Suponha que V étal que os b;, 7 = 1,...,ne csdo limitados em V' (isto é possivel,
pois b;, ¢ sdo localmente limitadas). Considere desde o inicio B,.(P) C V. Dai, a
compacidade de By, (p*) junto com a elipticidade uniforme de L em B, (p) garante

a existéncia de constantes A,B, C (independentes de ) com A > O e
Lo(z) > (AAK? + BK + C)e K1#="F va € B;, (p%).

Como A > 0, existe K suficientemente grande tal que Lv(z) > 0 Va € Bs, (p*).
Assim, para todo A > 0 temos L(u + Av) > 0 em B, (p*).
Escreva 0B;, (p*) = E U F, onde E = 0By, (p*) N Bg(q*) e F seu comple-

mento.

Se z € Fentdo |x — ¢*| > 3, donde v(z) < 0. Como u(z) < u(P) tem — se
u(z) + M(z) < u(p) = ulp®) + M(p*), Y e F, VYA>D0.

Se x € E entdao u(r) < u(p) pois a escolha de ¢* e § garante £ C Bj(q).
Como E é compacto, existe A > 0 suficientemente pequeno tal que u(z) +
Av(z) < u(p)
tal que v(z) <
Daf u(x) + Av(x

Vz € E. De fato, como v € continua e £/ é compacto, existe A > 0

% Vx € E,onde M > 0é tal que u(zx) + M < u(p) Vx € E.
) <ulx)+ M < u(p) =u(p*) + M(p*), VzeE.

Dos dois casos acima, segue que u + Av atinge seu maximo em um ponto

y € By, (p*) com u(y) + Av(y) > u(p*) + Av(p*) = u(P) > 0, contradizendo a

Proposicao 3.1. Portanto, u € constante em alguma vizinhanga de p.
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Corolario 3.1 Nas notacdes e hipotéses do teorema anterior, se U é conexo e

p € U é um ponto de mdximo global para u, entdo u é constante em U.

Demonstracao:
Veja que A = {z € U;u(x) = u(p)} é fechado em U. Pelo Teorema anterior,

A € aberto em U. Como U € conexo segue que A = U.

|
Corolario 3.2 Sejam U C R"™ aberto e limitado e
0? 0
L= ajj + ——— bi— +c¢
um operador localmente uniformemente eliptico em U, tal que b, i = 1,...,n, e

c sdo localmente limitadas e ¢ < 0. Sejam u, v : U — R funcdes C? tais que

Lu>LvemU. Seu<wvemdU entdou <vemU.

Demonstracao :
Suponha que exista g € U tal que u(q) > v(g). Dai
(u —v)(p) = maxg(u — v) > u(q) — v(q) > 0.

E como L(u — v) > 0, segue do Principio do Méaximo Forte que u — v =

constante > (. Absurdo, pois © < v no bordo.

Teorema 3.2 (Principio do Maximo Forte para pontos do Bordo — Hopf) Sejam
U C R" aberto e p € OU tal que U satisfaz a condi¢cdo da esfera interior em p

(isto é, existe p > 0 e q € U tal que B,(q) C U U{p}, comp € 0B,(q) ). Seja

0? 0
ZZJ:GU &'Elﬁx] + zz: Z@:U,- te
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um operador localmente uniformemente em U U {p}, com b;, ¢ localmente limi-
tadas em U U {p} e ¢ <.
Sejau : UU {p} — R de classe C? com Lu > 0 em U U {p}. Se u atingir

mdximo local ndo — negativo em p e a derivada direcional (p) > 0, entdo

ou
9(q —p)
u € constante em uma vizinhanga de p em U U {p}.
Demonstracao:

Suponha que u ndo é constante em vizinhanca alguma de p.

Seja 0 < p' < ptal que u(z) < wu(p), Vo € By(p) N (U U {p}) e K o

compacto, hachurado ao lado, definido por

K={xcUU{p}/|z—pl <o |z —q <p}

2 N
@r”. Analogamente a prova

Seja v : K — R definida por v(x) = e~ l*~4* — ¢~
do Teorema 3.2, obtemos o > 0 tal que Lv(x) > 0, Vo € K. Além disso, note
que v > 0 em K, sendo igual a zero somente em K N 0B,(q).

Agora, seja 0 < p” < p’ e considere o compacto K’ definido por
K' ={z eUU{p}/lz—q| < p |z — P| < p"}.

Escreva 0K’ = C'U D, onde D = 0K' N B, (p)e C = 0K’ — D.
Se x € D entdo x € 0B,(q), donde v(z) = 0. Assim,

u(z) + M(z) = u(x) <u(p), VYereD, VA>D0.

Se z € C entdo u(z) < u(p). De fato, note que C' C K. Logo, u(z) < u(p)
Vx € C. Suponha que exista y € C tal que u(y) = u(p). Logo y é um ponto de
maximo global ndo — negativo para u R Pelo Corolario 3.1, u é constante
em B, (P)N U, uma contradigdo. -

Como C' é compacto, existe v > 0 suficientemente pequeno tal que u(z) +

yu(z) < u(p), Vo € C (obtemos v de maneira andloga a da prova do Teorema

3.1).
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Dos dois casos anteriores, segue que
u(x) —u(P) +yv(z) <0 Ve dK'.

Temos que Lu > 0 em U U {p} e Lv > 0 em K. Além disso c(x)u(p) <
0 Vz e UU{p}. Assim,

L(u—u(P)+~v) = Lu—c-u(p) + AL(v) >0 em K’

Pela Proposi¢do 3.1 u — u(p) + v ndo atinge maximo local ndo — negativo em
intK’. Daf v — u(P) 4+ vyv < 0 em intK’. Portanto, u(x) — u(P) +yv(z) < 0em
K.

Seja N = |q — p| . Como v(p) = 0 temos para t > 0 suficientemente pequeno
q—7p
ou v v

u(p+tN)—u(p) < =y(v(p+tN)=v(p)) = 0 < 5(P) < —755(0) = 55:(0) < 0.
Por outro lado,

81) d d 2 d 2

Y - tN _ —a|P+tN—q| _ —al—pN+tN)|

ON (n) dtv<p +N) t=0 at© t=0 dt© t=0

d
= ae_a(t_p)Q o= —2a(t — p)e_o“(t_p)2 =2ape” " >0

Absurdo.

Corolario 3.3 Nas notagdes e hipoteses do Teorema 3.2, se U é conexo e p € OU

é ponto de mdximo global para w em U U {p} entdo u é constante em U U {p}.

Demonstracao:

O conjunto A = {x € U U {p}/u(z) = u(p)} é fechado em U U {p}. Pelos
Teoremas 3.1 e 3.2, A é aberto em U U {p}. Como U U {p} é conexo segue que
A=UU{p}.
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Corolario 3.4 Sejam U C R" aberto, p € Ue

02 0
L= ;aij_ﬁxﬁx—j + sza—zz +c

7

um operador localmente uniformemente eliptico, com b;, c localmente limitadas
em U U {p} (agora néo é necessdrio ser ¢ < 0). Suponha que U satisfaz a
condigdo da esfera interior em p.

Se Lu>0eu <0emUU{p}, comu(p) =0, e se aderivada direcional de
u, em P, na direcdo do centro da esfera interior for ndo — negativa, entdo u = 0

na componente conexa de U U {p} contendo p.

Demonstracao:

~ 0? 0
SejalL =L—c= Zaij@x-ax- +Zbi%' Como min{c,0} —c¢ < 0e
.. 1 J i (2

2y
u < 0em U U{P} segue que (min{c,0} —¢) - u > 0. E como Lu > 0 temos

(L + min{c,0})u = Lu — cu + min{¢, 0} - u = Lu + (min{c,0} — ¢) - u > 0

em U U {P}.

Como u < 0em U U {p} e u(p) = 0 entdo u atinge maximo local ndo —
negativo em p. Pelos Teoremas 3.1 e 3.2 aplicados a L+ min{c, 0}, temos em
qualquer caso v = (0 em uma vizinhanga de p. Pelos Coroldrios 3.1 € 3.2, u = 0

na componente conexa de U U { P} contendo p.
Definicao 3.3 Seja

qb:¢(T117-"7T1n7r227"‘7T2na"'7Tn—1,narnnaplu"'7Pn727x17"'7xn)

n(n+1)
2
dominio D de RYX . Se ¢ possui derivadas parciais de primeira ordem continuas,

uma fungdo de K = + 2n + 1 varidveis, n > 2, definida em um
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dizemos que ¢ = 0 é uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem na
. : 0z 0?2z
fungdo incognita z = z(x1,...,x,) onde P, = —, r;; = . para

1<i,j<ni<j

Seja A = (A1,...,\,) € R"™ e considere a forma quadrética @ : R* — R

definida por Q(\) = (AX, \), onde A = («;;) € a matriz simétrica de entradas

L 99 . . 0o

- - ser<jeqy; = —.
2 67"1']' 67“1'1'

Dizemos que a equacdo ¢ = 0 é eliptica em um dominio D de R¥ se a forma

Qij = Qi =

quadratica () for positiva definida em todo ponto de D.

Se ¢ = Z ai;Ti; + Z b, P; 4+ cz + d onde a;;, b;, ¢, d sdo fungdes continuas
em um dorrliigtljio de R”,id:ilzemos que ¢ = 0 é uma equacgdo diferencial parcial
linear. Quando d = 0, ¢ € dita homogénea. Veja que uma equacio linear € eliptica
se, e somente se a forma quadrdtica T'(A\q, ..., \,) = Z ai;Ni\; (a;; = aj; para
1 > 7) for positiva definida. =

Antes do Principio da Tangéncia, vamos provar dois lemas.

Lema 3.1 Seja D C RE um dominio convexo e seja f : D — R uma fungdo

diferencidvel. Dados © = (x1,...,2x), Yy = (Y1, ...,Yx) € D, tem — se
K

fl@) = fly) = Adey) - (@ —w),

i=1

1
onde A;(z,y) = /

t 1—ty)dt, 1 <i< K.
[ G (L=t 1 < i<

Demonstracao:

Seja g : [0,1] — R definida por g(t) = f(tz + (1 — t)y). Veja que

f@) - f) = g w—gm>‘Agwwt
:U/E:&Lt+1—ﬂw( )i

_ §;<06M1m+(u¢wm0(@—y0
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Lema 3.2 Seja ¢ = 0 uma EDP linear eliptica em um dominio convexo D C R,
1
K _ n(n+1)
2
equagdo. Entdo z = z1 — zy satisfaz uma EDP linear, eliptica e homogénea.

+2n+1,n>2 ez, 20: U CR" — R duas solucoes dessa

Demonstracao:

) 0? 0 . .
SeJamrﬁjza gl ,Pl-lzazl,lzl,Qelgzgjgn. Temos, por
T;0Z ZT;

hipétese, que

! ! ! !
Oy ooy Mmoo s oy Py ooy Py ziy @1y ooy y) =0

) nn?

paral =1, 2.
Seja (rty,...,rL ... Pl .. Pz xi,...,2,) =y, | =1, 2. Pelo Lema

9 TLTL’

anterior, temos que

0 = ¢(yl)—¢(yz)

= ZAij(yh?ﬁ) : (Tz'lj - 7"1'2]')

EY B (B P ) (i) (9

onde

Aglonw) = / n Sty + (1= ), Bilon, )

)yz)dt

Cly1,p2) = /0 a—¢(ty1+(1—t)y2)d

Por () temos

0%z 0z
a +ZB 91792)ax}+0(yhy2)'2207

Z Azg Y1, y2)a

i<j
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e veja que esta equacdo € linear e homogénea.
Resta mostrar que tal equacao € eliptica.

Para isto, sejam

1 0¢ o
a;;(t) = ayi(t) = 20r, (ty1 + (1 —t)y2)  parai < j,

1 o

Bij = Bji = §Aij(y1,y2) parai < j,

0
i(t) = 87? (tyn + (L =t)y2) B = Ailyr, v2).
Entao,
1 1
i<j i<j 0 0 \igj

ja que o integrando € ndo — negativo, pois ¢ = 0 € eliptica. Assim,
1
0 \igj
se, e SO se,

Z (8771 (t))\z/\j = O,

i<y

0 que por sua vez equivale a A = 0.
|

Teorema 3.3 (Principio da Tangéncia Interior) Sejam U C R" aberto e conexo
e 21, 29 : U — R fungées diferencidveis, solucoes de uma mesma EDP eliptica
¢»=0emU. Se z; < z9emU e se existe P € U tal que z,(P) = z(P), entdo

21 =z emU.

Demonstracao:
Pelo Lema anterior, z = 21 — 25 satisfaz uma EDP linear, eliptica e homogénea,
isto €, existem fungdes continuas a;, b;, ¢ tais que
0z " 0z
Lz = E Qjj=——— + bim— +cz =0,
8%‘181' j 1 aZL‘Z

i<j i=
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onde os a;; sdo tais que a forma quadratica Q (A1, ..., \,) = Z a;j A\ € positiva
i<j

definida em todo ponto do dominio das fungdes a;;. Vejaque 21 — 20 <0Oem U e

que 2z; — 2z atinge um maximo local ndo — negativo em P. Aplicando o Corolario

34alLeaz =z — 2z concluimos que z; — 2z = 0em U.

Teorema 3.4 (Principio da Tangéncia no Bordo) Seja R’} = {(x1,2o,...,2,)/2n >
0} e seja U C R’} um aberto conexo contendo 0. Suponha que z1, z, - U — R

sdo fungoes diferencidveis, solucoes de uma mesma EDP eliptica ¢ = 0 em U. Se
aZl 822

< U 0) = 22(0), =—(0) >
21 < zpemU ese z(0) = z(0) 8xn( ) > oz,

(0), entdo z, = zo em U.

Demonstracao:

Segue do Coralério 3.3 e do Lema 3.2.



Capitulo 4

Estimativas em Superficies de

Weingarten Lineares e Graficos

Neste capitulo, como o préprio titulo acima indica, faremos estimativas.

No Lema 4.1, temos um gréfico compacto ELW 1 : S — R? sobre o plano
P = {z3 = 0} e com bordo nesse plano. Vamos entdo dar uma estimativa para a
altura desse grafico em relagdo a P. Para dar essa estimativa, iremos supor que a
terceira coordenada da imersdo satisfaz uma certa condigao.

No Teorema 4.1, temos uma superficie compacta S, com bordo, e um mer-
gulho ELW ¢ : S — RR3 tal que /(9.5) estd contido em um plano P. Além disso,
vamos supor que & > Oou § > 0 em 2aH + BK = v > 0. Nestas condicdes, o
Teorema 4.1 nos dar uma estimativa para a altura de ¥)(.5) em relagdo a P.

Um outro resultado que merece destaque € o Teorema 4.2. Nele, temos uma
superficie compacta S, com bordo, e ¢ : S — R3 uma imersdo linear de Wein-
garten satisfazendo 2aH + bK = c, tal que ¥(0S) C {x3 = 0} é uma curva de
Jordan convexa. Daremos entdo uma estimativa para |2aH + bK| olhando, en-

tre outras coisas, para o comprimento da curva )(9.S) e para a drea limitada por

$(05) .

76
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Vamos comecgar provando um lema.

Lema 4.1 Sejam S uma superficie compacta com bordo S e 1) : S — R3 uma
imersdo ELW satisfazendo 2aH + K =~y > 0. Suponha que (S) é um grdfico
ndo — planar sobre o plano P = {x3 = 0} e que ¥(0S) C P. Entdo ¥(S5)
estd contido num dos semi — espacos determinados por P. Além disso, seja h a
altura de 1(S) em relacdo a P, 13 a terceira coordenada da imersdo, e R o raio
da tinica esfera satisfazendo 2aH + K = v > 0, dada pela Observacdo 2.6.

Entdo, sendo V13 o gradiente de 13 em relacdo a métrica induzida, temos:

1) Sea > 0ou B > 0 e se existe uma constante m, 0 < m < 1 tal que

|Vibs| < m ao longo de 0S, entdo h < R(1 — /1 —m?);

2) Sea <0, <0 e se existe uma constante m, 0 < m < 1 tal que |Vi)3| >
m ao longo de 0S, entdo h > R(1 — /1 —m?).

Demonstracao :

Vamos supor que « > 0 ou § > 0. Como %(S) é ndo — planar podemos
assumir que existe um ponto P, € S tal que ¢(P;) € {xz3 > 0}. Considere um
hemisfério H, com bordo em P, tal que S N {z3 > 0} estd contido na regido
limitada por ‘H e P. Podemos supor isso, ja que S é compacta. Considere agora
a familia F' de todas as calotas esféricas situadas em {z3 > 0} e com bordo em
‘H N P. Entdo existird uma calota de F' que encontrara ¢/(S) a primeira vez, e isso
ocorrrerd em um ponto ¢; € 1(S) com curvatura Gaussiana positiva .

Comoa > 0ouf > 0e K(q) > 0, segue do Lema 2.2 que a aplicacdo de
Gauss associada n aponta para baixo em ¢;.

Agora, suponha por absurdo que exista um ponto P, € S tal que ¢(P,) €
€ {x3 < 0}. Repetindo o argumento do pardgrafo anterior, existe um ponto

@2 € SN{xs < 0} tal que K(g2) > 0 e n aponta para cima em ¢,. Mas isso é
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um absurdo, pois a terceira coordenada de 7 ndo muda de sinal, ja que ¥(.S) é um
gréfico. Portanto, ¢(S) estd contido num dos semi — espagos determinados por P.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ (.S) C {x3 > 0}.
Sendo 73 a terceira coordenada da aplicacdo de Gauss associada 7, segue da

proposicao 2.1 que

A7 <}%¢3 + 773) = }%AU% + A%n3

1 v+ 8K 2(aK —vH)

R a?+By" " a2t By

(19 +BK  2(aK —~H)

<Eo¢2+57 a? + By )773
v+ BK 4+ 2aRK — 2vyRH

13

- Ra?+8y) "
_ (2aR+pB)- K +~(1 - 2RH)
) R(o? + B7) "

Agora, vamos provar uma afirmacao.
Afirmagio 4.1 2aR + 3 = vR?

Demonstracao :
Sabendo que R € o raio da tnica esfera FE satisfazendo 2aHg+0Kg = v > 0.
Como FE estd orientada com o campo normal que aponta para seu centro segue-se

1
que Hg = 3 Logo,

1 1 2R + 3 ,

e a afirmacdo estd provada.
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Usando a afirmacao, temos que

(1 (2aR+ ) - K + (1 — 2RH)
A (E% +773> = R(a® + 3) M3
YR?- K + (1 — 2RH)
- Rla®+3y)  °
[ vRK  ~R(1 —2RH)
N {Oz2+ﬁv R*(a® + 37) } "

R 1—-2RH
L R (i o2,

o’ + By R

’}/R 1 Kl K2
= KiKy+— —— 22

a2+ﬁ’y( et e TR TR )

R 1 1
- (s (o)

onde K; e K5 sdo as curvaturas principais da imersao .

11
Agora, veja que se § # 0, os pontos (K, Ks) e (}—%,}—%> pertencem a
hipérbole equildtera o(z + y) + Szy = 7, do plano (z, y).

De fato,
20H + K =v = oK+ Ky)+ KKy =7
1 1 1 1
2R + 3 =yR* = -+ = ===
aR+ 3=y a(R+R>—I—ﬂ 2R
Sabemos que o + BK; > 0,7 = 1, 2. Além disso, R € o raio da tnica esfera

E, imagem de uma imersao totalmente umbilica que satisfaz
20Hp ++pKp =~ > 0.

Também, estamos supondo que F estd orientada com a aplicacdao de Gauss asso-
ciada ng (a orientacdo que aponta para o centro de E). Com esta orientagdo, as
curvaturas principais de I/, K1g e Kop, sdo tais que K;p = % ea+ fK;g >0,
z':1,2.Log0,oz+}% > (.

Comoa+p(K; >0,i=1,2¢ oz—l—}% > (, afirmamos que os pontos (K7, Ks) e

11 o ~
<}_%’ }—%) pertencem a uma mesma componente conexa da hipérbole em questao.
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De fato, temos que a(x + y) + fzy = v com 3 # 0.

Dai,
ozx—l—ozy—i—ﬁxyzyéy(a—i—ﬁx)zy—ozx:>y:% , x;ﬁ—%
Assim,
() = (Cadlat i) - —ani _ —a®—abs—yi+ass
Y (a + Bx)? (o + fBx)?
(a® + ()
——(a T Br)? < 0.

Em particular, y € decrescente em suas componentes conexas. Além disso,

" _ (Oé2+ﬁ’y)‘2(05+ﬂ$>ﬂ
Yy ([L’) - (CY+BQZ’)4

1
Como a+ BK; >0 eoH—% > 0, segue que vy’ (K1) ey’ (E) tem 0 mesmo

R'R
hipérbole. E como y é decrescente em suas componentes conexas, segue que

(- L) oo ()] <ooe (- 1) (1= 1) <o

Se 3 = 0, a desigualdade anterior também ¢é verdadeira. Este é o contetido da

. 11
sinal. Logo, (K1, K») e <— —) estdo em uma mesma componente conexa da

afirmacdo abaixo.

Afirmacao 4.2 Se § = 0 entdo (K1 — }%) (KQ — %) <0
De fato,
20H+PBK =v>0 = 2aH =7
2aR+ 3 =~R* = 2a=1R.
Logo,

1
20 =20HR = H = —.
(8% (6] R
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Dai,
1 1 (Kh+ Kp) 1
K—-—-||Ky—-=~) = k-1 72, ~
(1 R)(2 R) R R
11
= K—-2H — 4+ —
R R
— K —2H?4+ H?
= K- H*<0,

e a afirmacdo estd provada.

Pelo Lema 2.2 temos que 73 < 0. E como

1 YR 1 1
A% = =— | KK—= ) Ky — =
(R ¢3+n3) o7 1 By ( 1 R)( 2 R)”S,
segue que
1
A7 (E'%Jrn:a) > 0.
Vamos fazer mais uma afirmacdo, mas esta serd provada no Apéndice da

demonstracao.

Afirmacdo 4.3 73 = —/1 — |V3)?

Agora, lembre que 1(0S) C P = {x3 = 0}, donde ¢35 = 0 em JS. Disso e
da afirmac@o anterior, concluimos que, ao longo de 0.5 temos

1
}—%'1/13+n3:n3=—\/1—|V¢3!2S—\/l—m2.

Agora, temos outra afirmacao.

Afirmacao 4.4 A é um operador diferencial parcial eliptico, linear de segunda

ordem (localmente uniformemente eliptico).

Demonstracao :

1 [ 0 02
De fato, vimos na demonstra¢ao da Proposicdo 2.2 que A7 = —-| — + — |.
A \ou?  Ov?

E assim a afirmacao estd provada.



Estimativas em Superficies de Weingarten Lineares e Graficos 82

1
Continuando, vimos que A” (}—%@/)3 + 773> >0 =A° (—\/1 — mz). Além
1
disso, vimos que Ewg +n3 < —v1 —m? ao longo de 9S. Assim, pelo Corolario

1
3.2, segue que E¢3 + 13 < —v1—m?em S. Portanto, em .S, temos que

1 1
R < —m—Vi—m? = s < V1= [V = VT

1
= i1V

= 13 < R(1— V1 —m?).

A Demonstragdo do item 2) é analogo.

Apéndice da Demonstracao :

Agora, vamos provar a seguinte afirmacgao:

Afirmacdo 4.5 73 = —/1 — |V

Demonstracao :

Temos que

V% = gll¢3u¢u + 912¢3v¢u + 921¢3u¢v + 922¢3v¢v

sendo (¢*) a inversa da matriz (g;;), onde

(Y, ) (Yu, o)

9ij =
<77Z)va ¢u> <wv7 ¢v>
Logo,
y 1 G, —-F
] _
(97) = Z —

onde
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By = Wu, ) > Fr=(u, ) . Gi= () e T =EG -
Assim
VUl = (ot + b e oty +
Gt bt + Sty + it

_ G2 T FlGl ——— 5,5, By — F,}le%u ElGl — U330 1
F1G1¢3u1/}3vE1 + 12¢§UE1 + ?12¢3u¢31}F1 FlEl ¢3vF1
F1G1¢3u Fy + i TaV¥sutsel + F—12¢§UG1 ElFl 5 UsuthuGa
E1G1 ——— g s Fy — E7151 o El h —5 V3ut3.G1 + Bi ¢§UG1

— _1% B -2k 1G1 L stz By — FlT(jl V3, QEllezuwngl
2E1F1 — V3u¥3.G1 — F';fl V3, F1 + 2 it 5 Usuthso F1 + 12¢§UG1

= E,}C;l (G143, — 2F1su sy + E1ys,)
,];z (G153, — 2F1sutbsy + Ent3,)

= ? (G11/1§u - 2F1¢3u¢3v + E1¢§v)

Agora, veja que

L—n; = ni+m
(¢2u¢3fu - ¢3u¢2v)2 + (¢1u¢3v - ¢3u¢1v)2

T T
2 u '3v
= wsu (wlv + 1/}211) ¢3v (wlu + wZu) 1/}3 1/)3 (w2uw2v + wluwlv)
2 u ' 3v
s Bongd, + 3 + i B (g2, +ud) - 1/’3;”3 (Fy vt
o w u 2F1¢3u¢3v 1/} v
= %Gl - T + ,23. Ey

Vs> =1—n; = n; =1— [V
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Como 7 aponta para baixo, segue que

N3 = —v/ 1-— |V1/13|2

A Demonstragdo do item 2) é analoga.

Agora vamos enunciar e provar um Teorema.

Teorema 4.1 Seja S uma superficie compacta com bordo 0S, P um plano e
Y S — R3 um mergulho ELW ndo — planar satisfazendo 2a.H + K = ~v > 0,
com (0S) C P. Entdo, se « > 0 ou 3 > 0, a altura mdxima de 1 (S) em rela¢do
aPé

9 /2
ot Vot ﬁfy', quando v #0 e :ﬁ quando ~v = 0.
v !

Demonstracao :

Suponha, sem perda de generalidade, que P = {z = 0}. Como S é ndo —
planar, podemos supor que S N {z > 0} # 0. Seja@ € SN {z > 0} o ponto de
S mais distante do plano P e seja P, = {(z,y,2) € R*/z = a}.

Sabemos que, em uma vizinhanca de (), S é um grafico sobre o plano P,
desde que zo — @ > 0 seja suficientemente pequeno. Seja ¢ = infA, onde
A ={0 < a < zg/ em uma vizinhanga de (), S é um gréfico sobre P,, com
bordo em P,}. Paracadaa € A, seja S, a tal vizinhanga.

Na demonstragio do Lema 4.1, vimos que |V)3|*> = 1 —n2, donde |Vi)3| < 1
em S. Agora, para cada a € A, seja h, a distancia de ) ao plano P,. Como S, é
grafico sobre P, e 0S5, C P, entdo tomando m = 1 no Lema 4.1, concluimos que
he < R, onde R é como no Lema 4.1. Assim, se h. € a distancia entre () e P,,
temos que h. < R.

Agora, seja S. a componente conexa de S N {z > ¢} que contém @, e seja S,

a reflexdo de S. em torno de P..
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Afirmamos que S. intercepta P.

De fato, suponha que §c ndo intercepta P. Note que S, ndo € gréfico sobre F,,
ja que ¢ = infA. (Se S fosse grafico sobre P,, teriamos infA < ¢). Além disso,
como ¢ = infA, existe D € S.N P, tal que S, € ortogonal a P. em D. Dai, sendo S
a porcao de S entre P e P,, segue que Se gc sdo tangentes em D. Pelo Principio
da Tangéncia no bordo aplicado a equacdo eliptica 2aH + K = ~, concluimos
que S = S.. Absurdo, pois o bordo de S. tem uma componente conexa (em F,)

enquanto o bordo de S possui duas componentes (uma em P e a outra em F,).
|

Seja S uma superficie compacta, orientivel e com bordo 0S e seja
1 : S — R3 uma imersdo linear de Weingarten satisfazendo 2a H+bK = c. Seja
N : S — S? aaplicagio de Gauss de S.

Seja U uma vizinhanca coordenada de S, com coordenadas (u,v). Em U,

temos

AN Adiy = (Nydu+ Nydv) A (ydu + ,dv)
= (N, Ath)du A dv + (Ny Athy)dv A du
= (Ny Ay — by A Ny)du A dv
= —2H(4y N )y)du A dv

onde o simbolo A dentro dos parénteses é o produto vetorial em R3 e o simbolo A
em du A dv é o produto exterior entre as formas de grau 1 du e dv.

Agora note que
di AN dip = (Yudu + Y,dv) A (Uydu + Yydv) = 2y, A by)du A do.

Logo,
AN Ndyp = —Hdy N\ di.
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Além disso,

AN AdN = (Nydu+ N,dv) A (Nudu+ Nydv) = 2(N, A N,)du A dv

= 2K (¢, ANy)du A\ dv = Kdiy A di.
Assim, sendo d a diferencial exterior, concluimos que

—2ad(N A d)) +bd(N AdN) = —2adN Adip + bdN A dN
= —2a(—Hd AN dy) +bKdy A dy
= (2aH +bK)dy A dyp = cd(ip A dyp)

Segue, do Teorema de Stokes, que

—2a N ANdyp+0b N ANdN =c VA di.
a8 oS oS
(Férmula do Fluxo).

Observacao 4.1 i) Em W A di, Y N\ dip é um abuso de notagcdo para uma
a8
das seguintes formas diferenciais de grau 1:

Vadipy — h3dips, Yrdips — hsdipy, Yrdips — adipy.
Observacoes andlogas valem para N N\ di e N N\ dN.

ii) dN N\dy) é um abuso de notagdo para uma das seguintes formas diferenciais

de grau 2:

ANy A by — ANy A dibo,dNy A dibs — AN A dipy, ANy A diby — ANy A diby.

Sabemos que a drea algébrica da curva ¢ (0S) é dada por

— 1
A=— d
2/8S¢/\ P,

onde a ¥ A di é como na Observacgao 4.1.
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Além disso, tal area depende somente da curva 95 e ndo de sua representagao
Y| . Também, se 1)(0S) é uma curva planar de Jordan, entdo ’X’ ¢ a area limitada
oS

por ¢(9S) no plano.

Teorema 4.2 Seja S uma superficie compacta com bordo 9S e 1) : S — R3
uma imersdo linear de Weingarten satisfazendo 2aH + bK = c. Suponha que
Y(0S) C {x3 = 0} é uma curva de Jordan convexa e que |Vii3| < m < 1ao
longo de 0S. Sejam L o comprimento da curva )(0S) e A a drea limitada por

essa curva. Entdo
la|mL + |bjm*n

A

Além disso, se S é um disco topologico e a igualdade ocorre na desigualdade

|2aH + bK| <

acima, entdo (S) é planar ou uma calota esférica.

Demonstracao:

Seja t um campo vetorial tangente e unitdrio ao longo de 0S. Vejaque —dN (t) =
= K,t+X- N At,onde K, é a curvatura normal ao longode 9Se A : 9S — R
¢ uma fungdo C'*°. De fato, como dNp aplica TpS em TpS e como {t, N A t}
¢ uma base de TpS segue que —dN(t) = at + AN A t, para certas fungdes «,
A0S — R. Mas note que a = (—dN(t),t) = K.

Temos entdo que —dN(t) = K,t + AN A t. Segue, por Olinde — Rodrigues
que 0S é uma linha de curvatura se, e somente se, A = 0.

Agora, pela Férmula do Fluxo, temos

2a | NAdb+b | NAdAN=c [ & Ady.
oS oS oS

Logo, tomando v3 = (0,0, 1), temos que

—2a/85<N/\dw,v3>+b/65(N/\dN,v3> :c/as<wd¢,v3>,

onde

(N Ndip,vg) = Ny - dipy — Nodihy
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<N AN dN, U3> = N1 : dN2 - NQle
(W A dip,v3) =y - dipy — hadiy.

Assim,
—2@/ [N1d¢2 - Ngdwl] + b/
s B
Assim, se v : [j,]] — R3 é uma parametrizagio para 9.5, segue que

2 / [N (Y(8) )ty (7(5)) — Na(y(8)) ooy (7' (5))]ds

[N1dNy — NadNy| = C/ [1dipy — odifr].
S a8

o N ($)) N ((5)) — N ()N (o ()]s

=c /] | [101(7(8))dibay(s) (V' (5)) — P2(7(8)) A1) (7 (5))]ds
> —2 / N 5)) A i), b

0 [ (N60) A (0 s

= [ 00 Mo (5)) )

Identificando dv),(5)(¥'(s)) com 7/(s), temos:

2 / (N(1(5)) A (8), ea)ds + b / (N (1(5)) A dNy o (7/(5)), vs)ds
= ¢ [(006)) A by ((5)) v,
Dai

—Za/as(N/\t,vg> +b/as<N/\dN(t)7v3> = c/{35(¢Ad¢,v3)d8.

Continuando,

lc|2A =

c/asw A dis, v5)

% @VAuuﬁ+b/ﬁUVAdN@Lw>
oS oS

< '—2a (N At,vs)| +

oS

g/<NAdN@)%>.
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Veja que

NAdN(t) = NA(=Kjt—ANAt)=—-K,NANt—ANA(NAt)
= —K,NAt+AXNAt)AN=—-K,NAt+ )\t
Logo,
<N/\ dN(t),U3> = —Kn<N/\t,’03>.
Dai,

lc|2A < ‘—2@/ (N Nt,vs)
as

+ ‘—b Kn<N/\t,03>
oS

Note que t A v3 € um vetor normal a 9.S. Como
K, = K{t Nvs, N) = Kdet(t,vs, N) = Kdet(N,t,v3) = (N At,v3),

onde K € a curvatura da curva 0.5, segue que

2a/ (N At,vs)
a5

Agora, vamos provar uma afirmacao.

lc]2A <

+‘b/ KN At vs)?]
oS

Afirmacio 4.6 (N At ,v3)? = |Vi)s)?

Demonstracao:

Como {t A v, vs3,t} é base do R3, segue que N = xt A v3 + yvs + zt. Dai,
r=(N,tAvs) , y=(N,u3) e z=0.

Logo,
N = <N,t/\U3>t/\U3+ <N,U3>U3.

Além disso,

1= (N,N) = (xt Avs + yvs, ot Avs + yvs) = 2 + 1%,
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isto é,
(N,t Avg)2 + (N, v3)2 =1= (N, t Avs)® =1 — (N, v3)%
Lembre que
(t Nvs, N) = det(t,vs, N) = det(N,t,v3) = (N A t,vs).

Dai, (N A t,v3)®> = 1 — (N, v3)2 Vimos, na demonstracdo do Lema 4.1 que
<N, U3>2 =1- ’vw3‘2 Dai, <N AN t,U3>2 = ‘V¢3|2
E assim, a afirmacdo esta provada.

Logo,

lc[2A <

2a/ (N At,vs)

< 2\ay/ ]NAt'z)3]+|b| \IC]<N/\tf03> =

— 9l / Vs + 1B / |i¢|-|w3|2§2|a| / m + [o / K|m?
oS oS oS oS

= 2|a|lmL + |b|m2/ IC|.
as

‘ IC<N A t,U3>2‘
oS

Como 1(0S) é uma curva convexa, sua curvatura nao muda de sinal. Dai,
[
ds

|c]2A < 2|a|mL + |b|m?* - 27.

Kl =
a8

Assim

Portanto,
ol < la|mL + |blm>m
J— A .

Agora, vamos analisar o caso da igualdade.

Facamos uma afirmacdo.

Afirmacio 4.7 Se a igualdade ocorre na desigualdade anterior, entdo (N Nt, vs)

e (N, vs) sdo constantes ao longo de 0S.
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Esta afirmagdo serd provada no Apéndice da demonstracdo. Agora, vamos

obter uma consequéncia desta afirmacao.
la|mL + |blm?*n
" :
Dai, pela afirmagdo, (IV,v3) e (N A t,v3) sdo constantes ao longo de 0S.

Suponha entdo que |c| =

Derivando estes dois termos com relagdo a ¢ (parametro da curva),temos

0= <N/,U3> = <—Knt - )\N/\t,vg,) = —)\<N/\t,U3>

0 = (NAt),v3) = (N At+ N At v3)
= ((—Kut — AN At) At,v3) + (N At v3)
= (=ANAt)At,vs) + (N AL, v3)

= —/\<—N, U3> + <N/\t/,1)3>.

Dai
)\<N, U3> + <N A t/,1)3> =0.

A afirmacao a seguir serda provada no Apéndice da demonstragao.

Afirmacio 4.8 (N At/ vg) = (N A K (N At),vs), onde K, é a curvatura

geodésica de 0S. Segue desta afirmacdo que
(N At v3) = Kg(NA(NNAt),vg) = Ky(—t,v3) = 0.
Logo, \(N,vs) = 0.
Suponha que exista P € S tal que A(P) # 0. Dai,
(N,u3) =0 e (NAtug)=0

em P Absurdo, jd que devemos ter (N, v3)% + (N, t Avz)? = 1. Assim, A\ =0 e

portanto 05 € uma linha de curvatura.
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Portanto, se a igualdade ocorre na desigualdade

la|mL + |b|m?*n
A ’

|2aH + bK| <

entdo 0S5 € uma linha de curvatura.
Agora, suponha que S é um disco topoldgico.
Vamos considerar trés casos:
1) a? + be > 0.
Neste caso, a imersao ¢ ELW. Como (0S) € uma linha de curvatura segue, do

Teorema 2.2, que ¢(S) é umbilica. Assim, ¢(.S) é planar ou uma calota esférica.

2) a® + be < 0.
Primeiramente, afirmamos que .S ndo possui pontos umbilicos.
De fato, sabemos que P € S é umbilico se, e somente se H(P)? = K(P).

Assim, como 2aH + bK = ¢, segue que
2aH(P) + bH(P)* = ¢ = bH(P)* + 2aH(P) — c = 0.

Como A = 4a* — 4b(—c) = 4(a® + bc) < 0, concluimos que H (P) ndo € solugio
de bx? + 2ax — ¢ = 0. Assim, S ndo possui pontos umbilicos.

Antes de prosseguir, uma observacdo. O Teorema de Poincaré — Hopf nos
diz que, em uma superficie compacta com bordo, a soma dos indices das singu-
laridades de um campo de retas, que € transversal ao longo do bordo e tem um
numero finito de singularidades, € igual a caracteristica de Euler da superficie.

Continuando, como 05 € linha de curvatura, sua curvatura normal em cada
ponto P € 0S € igual a uma das curvaturas principais em P.

Também, como S ndo possui pontos umbilicos, cada ponto P € S possui

exatamente duas direcdes principais.

Afirmacao 4.9 Em 0S temos: K, = K, ou K,, = K,
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Demonstracao:

Suponha, sem perda de generalidade, que exista () € 0S tal que K,,(Q) =
= Ki(Q). Considere o conjunto A = {P € 0S/K,(P) = Ki(P)}. Veja que
A+,

SejaT € A. Como K; > K5 em S segue que K,,(T") > Ky(T).

Pela continuidade das fungdes K, e K5, existe uma vizinhanca aberta Vi C
C 0S de T tal que K,(P) > Ky(P), VP € Vp. Assim, K,, = K; em V7.
Portanto A é aberto em 9S. Como K,, e K; sdo continuas, A € fechado em 95.
Como 0S é conexo, segue que A = 95.

Agora, considere em S o campo de retas associado a curvatura principal difer-
ente da curvatura normal K, de 0S. Como a reta tangente a 9S em P € uma
direcdo principal para todo P € 0.5, segue que esse campo de retas é perpendic-
ular a 0S. Além disso, tal campo nio possui singularidades. Dai, pelo Teorema
de Poincaré — Hopf, a caracteristica de Euler de S € zero. Absurdo, pois S é um
disco topoldgico, logo sua caracteristica de Euler é 1.

3)a? 4 be = 0.
a’*+bc =0 = (a+bK;)(a+bK3) = 0, onde K; e K sd0 as curvaturas principais

da imersdo. Assim , se P € 05 temos a + bK;(P) = 0ou a + bKy(P) = 0.
la|mL + |b|m?*n
A

supondo a # 0, afirmamos que a + bK,,(P) #0 VP € 0S.

Lembre que estamos supondo [2aH + bK| = . Neste caso,

De fato, observando os calculos que nos levam a concluir a desigualdade
2|c|A < 2]almL + 2|blm*r e supondo que a igualdade ocorre nesta desigualdade,

veja que teremos

‘-m/ (NAtug) —b [ K (N At v)
oS

oS
% / (N A vs)
oS

Dai, existe M > 0 tal que 2a/ (N ANt,u3) = Mb | K,(N At,vs). Lembre
a5 a8

+ ’b Kn<N/\t,213>
oS
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que (N A t,vs) é constante ao longo de 0S. Como K,, = (N A t,vs), e K ndo
muda de sinal, ja que a curva € convexa, segue que /,, nao muda de sinal. Assim,
€ como 2a/ (N ANtyuz) = Mb | K,(N At,vs), com M > 0, segue que a e
bK,, tétm o m%ssmo sinal. Dai, a—i—b[a(i # 0 em 0S. Note que se (N At,v3) = 0em
0S entdo K,, = 0 em 0S. Nesse caso, como a # 0, também teremos a + bK,, # 0

em 0S.

Assim, se P € 0S5 temos:
ii) a+bK(P)=00ua+bKy(P)=0

Portanto, 05 ndo possui pontos umbilicos. (Lembre que K,(P) = K;(P) ou
K, (P) = K,(P)). Analogamente ao que foi feito no caso a® + be < 0, mostra -
seque K, = Kjou K,, = K.

Observacio 4.2 Se a = 0 entdo VK, Ky, = 0. Dai K = 0. Portanto ¢ = 0,

b 2
donde H% = 0. Absurdo!

Vamos voltar ao caso a # 0. Vimos que 0S5 ndo possui pontos umbilicos e
. L 1 . a
que a curvatura principal K, é diferente da curvatura principal constante — 7

Agora, vamos fazer uma afirmacao.

Afirmacao 4.10 Se P é um ponto interior de S e () é o ponto de 0S mais proximo
de P entdo a geodésica minimizante v que liga P a () encontra o bordo ortogo-

nalmente.

Para provar esta afirmacdo, vamos utilizar o conceito de variacio de uma
curva. Um pequeno comentdrio sobre este conceito é encontrado no Capitulo
1 desta dissertacao.

Prova da Afirmacao :
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Suponha que a geodésica minimizante 7y estd definida no intervalo [0, /] com
7(0) =Qe~() = Pequea: (—c,c) — {x3 = 0} seja parametriza¢do para
0S com a(0) = @. O seguinte resultado serd provado apds a demonstragdo da

afirmacao.

Lema 4.2 Existe uma variagdo [ : (—e,e) x [0,l] — S de 7 tal que f(s,0) =
=a(s)e f(s,1) =P, Vs € (—¢,¢).

Seja V (t) = g—f(O, t) o campo variacional de f. Veja que
s
of
f(s,l) =P Vs = g(s,l) =0 Vs € (—¢e)
of B B
= %(O,Z) =0= V() =0.
Além disso,
of :
f(s,0) =a(s) Vse (—ee€) = a(s,O) =d/(s) Vs
= %(0,0) = a/(0) = V(0) = a/(0).

Agora, se ¢ : [0,a] — S é uma curva, definimos, no Capitulo 1, o compri-
mento de c e a energia de ¢ por

L(@:/Oa dt e E(@:/Oa

Naquele capitulo, mostramos que L(c)? < aF(c) e que a igualdade ocorre se,

2

d
¢ dt

dt

dc
dt

respectivamente.

e somente se, o parametro de ¢ é proporcional ao comprimento de arco.

Agora, vamos definir as fungdes L : (—¢,¢) — Re £ : (—¢,e) — R por
!
0
L(s) = / /
0

l
E(s,t)‘dt e E(s):/o of
1-E(s) > L(s)* > d(P,a(s))* > d(P,a(0))? = L(0)*.

2

Temos:
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Como v : [0,1] — S é geodésica, seu pardmetro é proporcional ao compri-

mento de arco. Dai,
L(O)2 =1E(0) = [E(s) > IE(0) = E(s) > E(0) Vs € (—e,e) = E'(0) =0.

Agora, utilizando a férmula da primeira variagdo da energia (veja capitulo 1),

temos:
1 ! D dv
0= 580 =~ [ (Vi Z G0 ) dt = VOO0 + V), 0.
0
Como v é geodésica, segue que Ed_z = (0. Além disso, lembre que V'(I) =0 e

V(0) = &/(0). Portanto, (/(0),~'(0)) = 0.

Agora, vamos provar o lema.
Demonstracao:

Veja que (t) = expq(t7/(0)). Seja U uma vizinhanca de 0 em ToS tal que
expg : U — U édifeomorfismo. E sejad : (—¢,¢) — U tal que expg(a(s)) =
= afs).

Veja que
expo(0) = Q = a(0) = expy(a(0)) = &(0) = 0.
Seja g : (—2,2) x [0,1] — ToS
g(s,1) = (1 _ ;) a(s) + t'(0).

Veja que ¢(s,0) = a(s) e g(s,1) =1-+(0).
Defina
f:(—ee)x[0,l]] — S

f(S,t) = epr(g(s, t))
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Veja que

f(S,O) = €XPqg

(

f(s,1) = expg(g(s;1)) = expg(l-7'(0)) =~(

f0.1) = epr<g<o,t>>—epr(( —j) )+ 60 )
(

Mostramos entio que a geodésica minimizante -y que liga os pontos P e (), en-
contra o bordo ortogonalmente. Por [20](Lema 3), v ndo possui pontos umbilicos
e assim P é ndo — umbilico. Assim a imersdo nao possui pontos umbilicos.
Raciocinando como no caso a? + be < 0, segue que a igualdade ndo € possivel.

Apéndice da Demonstracao:

Afirmacao 4.11 Se a igualdade ocorre na desigualdade

lalmL + |blm?m

20H + bK| <
28 + b | < 22

entdo, (N, vs) e (N A t,vs) sd@o constantes ao longo de 0S.

Demonstracao :

Resumindo célculos feitos anteriormente, vimos que
2a/ (N A, u)| + ‘b/ KN At vg)?
s s

2|a|/ |<Nm,v3>|+|b|/ I[N A, 05)?]
oS o8

2|a\/ m+\by/ 1KC|m?
oS oS

= 2|a|mL + |b|lm?* - 2.

2lc]A <

IN

IN

Assim, se a igualdade ocorre, teremos

2|a|/ |N/\tvg|+|b|/ |IC|‘N/\t’U3 2|a|/ m+|b|/ |KC|m?,
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donde

2MémeAawﬂ—myuméJm«NAa%f—m%:o

Como [(N At,vs)| < m segue que

2lal [ (KN Atvz)] —m)=0 e w/|m«NAu%f—mﬂ:o
oS oS

Dai,
(N At,vg)| = m,

donde
(N At,ugy)=m  ou (N Atvg) =—m.

Agora, temos que

(N, v3>2 =1—m?

donde

<N, ’U3>

1—m2 ou (N,u3) =—v1—m?
|

Teorema 4.3 Seja S uma superficie compacta e 1) : S — R3 um grdfico (isto
é, (S) é um grdfico) com bordo planar conexo e convexo ¥(9S) C {x3 = 0}.
Suponha que exista m, 0 < m < 1 tal que |V3| < m ao longo de 0S. Se a, b

sdo niimeros reais ndo — negativos, com a + b # 0, entdo

amL + bm?’n

i <
rlglégl(QaH +bK) < T

para toda Aplicacdo de Gauss N : S — S?, onde L e A denotam o comprimento
de 1(0S) e a drea limitada pela curva 1(0S), respectivamente.

Além disso, se a igualdade ocorre, entdo 1(S) é uma calota esférica.
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Observacao 4.3 Acima V)3 denota o gradiente de 13, a terceira coordenada da

imersdo 1, em relagdo a métrica induzida.

Prova:

Seja ¢ o minimo da funcdo 2aH + bK em S, para a aplicacdo de Gauss
N : S — S2 Sec < 0, ndo ha o que fazer. Suponha entdo ¢ > 0. Seja
o = a{dy,dp) + b(dip, —dN). Sendo {ey, e2} uma base ortonormal que diago-
naliza dN em P € S, temos

2

oler,e1) - o(ea, e3) = H [a{di(e;), dib(e;)) + b(dib(e;), —dN (dij(e;)))]

= lo+btdv(e), Kidi(e)]
— (a+bK1)(a+bK>)
= CL2 —|— ab(K1 —|— Kg) —|— bQKlKQ

= a® +b(2aH + bK) > a* + bc > 0
Também,
(e, e2) = al{dy(er), dip(e2)) + b{di(er), —dN(dy(e2))) = 0.
Se v = xe; 4 yes € um vetor nao — nulo em 7TpS entdao
o(v,v) = o(xer + yey, ey + yes) = v20(er, 1) + yo(ey, ).

Da igualdade anterior, e como (e, e1) e o(ea, €2) tem 0 mesmo sinal, segue que
o € definida.

Supondo que (.S) é ndo — planar, podemos admitir que existe um ponto P
de S em {z3 > 0}. Entdo, repetindo o argumento utilizado na demonstragio do
Lema 4.1, existe um ponto ¢ € S N {x3 > 0} com curvatura gaussiana positiva.

Suponha que 7 € a orienta¢do de S para a qual K;(q) > 0e K»(q) > 0.
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Comoa >0,b>0ea+b> 0segueque a+ bK;(q) >0ea+ bKs(q) > 0.
Assima+ bK; > 0ea+ bK,; > 0em S, donde o € positiva definida para n.

Se a orientagdo N de S ¢ diferente de n entdo Hy = —H,, onde Hy € a
curvatura média de S relativa a orientagdo N. Como H,(q) > 0 segue que
2aHy + bK < 2aH, + bK em ¢q. Como Hy, H, e K sao fungdes continuas,
essa desigualdade € verdadeira para todo P € S. De fato, se existisse B € S tal
que

2aHy(B) + bK (B) > 2aH,(B) + bK(B)

, entdo existiria 7' € S tal que
20HN(T)+bK(T) = 2aH,(T)+bK(T) = Hy(T) = —HN(T) = HN(T) = 0.

Como H% > K segue que K(T') < 0. Dai 2aHy(T) +bK(T) < 0, donde ¢ < 0,
uma contradi¢do. Assim, 2aHy + bK < 2aH, + bK em S, desde que a # 0. Se
a = 0 é claro que 2aHy + bK < 2aH, + bK em S. Portanto, em qualquer caso

(a # 0 ou a = 0), basta mostrarmos o resultado para n ja que

min(2aHy + bK) < min(2aH,, + bK).
pes pPesS

Suponha, entdo, que S estd desde o inicio com a orientagdo N = n. Na

Observagao 4.1 vimos que
dn ANdyp = —HdypANdyp e dnANdn= Kdyp Ady.
Vamos utilizar estas igualdades para provar a seguinte afirmacao.

Afirmacao 4.12

—2a/S<dn/\d¢,v3>+b/s<dn/\dn,v3> < c/(dw/\d@/),vg <0.

S

Prova:
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De fato,

—2a/s<dn A dip,vg) + b/5<dn Adn,vg) =
— —2a/s<—Hd¢Ad¢,v3> +b/S<deAd¢,v3>
_ /S (20 H + bE) (b A dib, vs).
Como 2aH + bK > ¢ e {(di A dip, vs) < 0 segue que
(2aH + bK){dip A dip,vs) < c{dip A dip, vs).

Assim,
/(2aH R (i A dib,vg) < c/<d¢ A dib, ),
s s
e a afirmacdo estd provada.
Pelo Teorema de Stokes, temos

(n A dip,vs) + b/@g(n A dn,vs).

c(—2A) = C/asw Adi,vg) > —Qa/a

S
Agora, seja t um campo vetorial tangente e unitdrio ao longo de 05 tal que

K > 0em 0S. Seja~y : [e, f] — {x3 = 0} parametriza¢do de 05 tal que
(s) = t.

Veja que:
—2a/as(77 Adi,vs) + b/as<n A dn,vg) =
f f
= 20 [ ) Ao () vsbds + b [ o) A 0 (), v

f f
= =2 [ (a5 A (s) v+ [ (r(5) Adiio0(5), sl

onde acima, identificamos di),(s)(7'(s)) com ~'(s). Continuando, a tltima soma

acima é igual a

—Qa/as(n/\t,vg) + b/as<77 A dn(t),vs).
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Lembrando que

(mAdn(t),vs) = (MA(=Kpt — A At),vs)

(n
= <_
<_
<_

K.nAt+ A(nAt)An,vs)
Knn AN )\t, U3>

Knn VAN t, U3>
onde K, é a curvatura normal de ¢(0.5), temos que
—2a/ (n Nt ) + b/ (nAdn(t),vs) =
as a5
= —2a/ (nAt,ug) + b/ (—Kn,n At vs)
as o5
_ _/ (2a -+ bE.) (n AL, vs).
as
Agora, veja que
(nAt,v3)? = |Vibs|> <m? em 9S = [(nAt,v3)| <m em S = (nAt,v3) < m.
Como

a+o(t,t) = a+al{dy(t),dp(t)) + b(dy(t), —dn(dy(t)))
= a+a+b-K,=2a+bK,

segue que 2a + bK,, > 0jd que a + o(t,t) > 0.
Logo

(2a + bK,)(n At,vs) < (2a + bK,,)m em 0S =

= —(2a+bK,)(n At,vs) > —(2a + bK,,)m.
Dai,

—/ (2a+bK,){(nAt,vg) > —m [ (2a+bK,) = —m | (2a+bK-(nAt,vs))
s a5 a8
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onde K é a curvatura de ¢)(9.9).
Continuando,

—m [ 2a+bK{nAtug)) = —m [ 2a+(—m)b | K{nAt,vs)
as as as

= —2amlL — mb/ K{n At,vs).
a3
Como (n A t,v3) < mecomo K > 0 temos
K{nANt,vs) < Km = /C(n/\t,v3>:/ Km =

oS oS

= —mb [ K{nAt,vs) > (—mb) [ Km.
a3 a3

Logo,
—2amL —mb/ K{nAt,v3) > —2amL+ (—me)/ K = —2amL —2m?*br.
as oS

Assim,
amL + bm?r

—2¢A > —2amL — 2bm*n = ¢ < "

Agora, suponha que

amL + bm?w

m1g1(2aH +bK) = Yl

Pec

Fazendo célculos andlogos aos da demonstra¢ao do Teorema 4.2, concluimos que

L +bm?
pes A

Assim,

min(2aH + bK) = max(2aH + bK)
Pes Pes

e portanto, ¢ é uma imersdo linear de Weingarten. Segue do Teorema 4.2 que

¥(S) € uma calota esférica, ja que ¢/(S) é nao — planar.
Observacao 4.4 Se 1/(S) ¢ planar, é claro que

L + bm?
min(2aH 4+ bK) =0 < amb + bm’m
PeS A
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Coroldrio 4.1 Seja ¢ : S — R3 um grdfico compacto com bordo planar e
conexo. Entdo
L s
in H<— in K < —
pyH<gp ¢ pnKsg

onde L é o comprimento de 1)(0S) e A € a drea limitada pela curva 1(0S).

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, 1)(0S) é um hemisfério.

Demonstracao :

Na prova do Teorema 4.3, note que se b = 0, o termo

b | K(N At vs)

as
desaparece, e concluiremos que
. amlL
min (2aH) <
PeS A

(Isto é, a convexidade de 1/(0S) é desnecessdria quando b = 0), onde m é tal que

|V < m ao longo de 0S.

Além disso, vimos na prova do Lema 4.1 que |V¢3]*> = 1 — 72 em S, donde

1 L

Vi3] < 1em S. Assim Z)mando a=gem= 1 em gleigl(ZaH) < MZ )
Lui inH < —.
concluimos que min /' < o~

Agora, se min K < 0 é claro que min K < z. Suponha entdo que min K >
Pes Pes A Pes
0. Neste caso, afirmamos que 1(0S) é convexa. De fato, suponha que existam P,
Q) € 0S5 tais que K(P) > 0e K(Q) < 0, onde K é a curvatura de ¢(95). Assim,
existe 7' € 05 tal que K(7") = 0. Logo

K (T) = [K(T)|(N, t A vs) = 0.

Portanto, K (7') < 0. Absurdo!



Portanto, ¢/(9S) é convexa. Entdo, tomandom = 1,a = 0 e b = 1 no Teorema
4.3, concluimos que
T
min K < —.
pes T A
Vimos no Teorema 4.3 que se

amL + bm?’m

min(2aH + bK) = :
A
entdo ¢(S) € uma calota esférica.
1 L
Se Ilglelgl H = %_A en;éo = = A onde R € o raio da esfera que contém a
calota ¢(5). Dai, — = ™ onde r é o raio da base da calota. Assim,r = Re

R 2mr?’
portanto ¥ (.S) € um hemisfério.

. ™ ~
Se min K = — entéo
PeS A

1 T
2 = TR

Portanto ¢(,S) é um hemisfério.
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