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RESUMO

O objetivo deste trabalho é caracterizar uma variedade algébrica V em um espaco
topoldgico noetheriano X como intersecao completa, isto é, um fechado de X que possa ser
escrito como uniao de s hipersuperficies, onde s = codim(V, X)) e por uma hipersuperficie
entendemos como um fechado de codimensao pura 1.

Em busca deste objetivo estudamos os conceitos de espago conexo em codimensao k e
de espaco localmente conexo em codimensao k. Alguns resultados relacionados com anéis
locais sao demonstrados tendo em vista o teorema principal.
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Introducao

Essa dissertacao consiste no estudo do artigo Complete Intersections and Connected-
ness de Robin Hartshorne [3].

Dado um subconjunto fechado V' de um espago topoldgico noetheriano X estaremos
interessados em saber quando V' é uma interse¢ao completa, isto é, um fechado que possa
ser expresso como intersegao de s = codim(V, X) hipersuperficies H; (por uma hipersu-
perficie de X entendemos um fechado de codimensao pura 1). Diremos também que V' é
uma intersecao completa localmente se cada um de seus pontos possue uma vizinhanca
em X na qual V' é uma intersecao completa.

Para tanto estudaremos primeiro a nocao de conexidade em codimensao k. Com isso
definiremos o que seja um espacgo topoldgico local, e a partir dai passaremos ao que se
entende por um espaco topolégico localmente conexo em codimensao k. Esses conceitos
estao expostos no capitulo 1.

No capitulo 2 definiremos profundidade de um anel local e relacionaremos profun-
didade com conexidade. Com isso em maos, poderemos entao considerar X como um
esquema localmente noetheriano (isto é, que pode ser coberto por Spec(A;) com cada A;
um anel noetheriano).

No capitulo 3 estudaremos as aplicagoes dos resultados anteriores para as intersegoes
completas. Poderemos considerar X um esquema nao-singular de dimensao n, como por
exemplo A" (k) ou Spec(A) com A um anel regular local de dimensao n. Faremos uso da
nocao de sub-esquema de um esquema nao-singular X.

Se V for um subconjunto fechado de um esquema noetheriano X, e x € V', chamare-
mos V¥ o espaco local formal de V' em x, onde V' é o espaco topolégico subjacente de
Spec(O,v)* e (%) denota completamento do anel local O, 1. Uma propriedade topolégica
local de V' sera dita valer formalmente se vale para cada espaco local formal de V.

Com todos os resultados obtidos provaremos um teorema que nos dara uma condicao
necessaria para que um fechado V' seja uma intersecao completa em X. A condicao é que
V' deve ser localmente conexo em codimensao 1, mais precisamente temos:



Teorema. Seja V' um subespaco fechado de um esquema nao-singular X, que é localmente
uma intersecao completa. FEntao V ¢é localmente e formalmente conexo em codimensdo
um.

Finalizamos o trabalho analisando alguns exemplos.



Capitulo 1

Conexidade em codimensao k

Para o estudo das intersecoes completas é necessario antes conhecer o conceito de
conexidade em codimensao k, como também algumas propriedades referentes a conexi-
dade de espacos topolégicos noetherianos.

Ao longo deste capitulo X denotara sempre um espago topolégico noetheriano. Um
espago topologico X ¢é irredutivel se para qualquer decomposicao X = X; U X5 com X,
X5 fechados de X, tivermos que X = X; ou X = X,. Se Y é um subconjunto de X,
diremos que Y ¢ irredutivel se o for para a topologia induzida.

Uma componente irredutivel do espacgo topoldgico X é um subconjunto irredutivel
maximal de X.

Definigao 1. Seja X um espaco topologico e Y C X um subconjunto fechado. Se X # &,
a dimensao de Krull de X € o supremo dos comprimentos n de todas as cadeias

XoC X1 G X, (1.1)

de subconjuntos fechados irredutiveis nao vazios X; de X. Se Y é irredutivel, entao a
codimensao de Y em X, codim(Y,X), é o supremo de todos inteiros r tais que existe
uma sequéncia de subespacos fechados irredutiveis Z; de X,

Y=0C 7 -G Z =X. (1.2)
Quando Y ¢é um subconjunto fechado nao irredutivel temos
codim(Y, X) = inf{codim(Y", X )}, (1.3)

onde o infimo € tomado sob todos subespacgos fechados irredutiveis Y’ de Y. Definimos a
dimensao do espago topolégico vazio como —1, e o subconjunto vazio de X tem codimensao
00.

10
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Proposicao 1. Seja X um espaco topologico noetheriano, e k > 0 um inteiro. Entao
sao equivalentes:
i) Se'Y € um subconjunto fechado de X e codim(Y,X) >k, entdo X —Y € conezo.
ii) Se X' e X" sao componentes irredutiveis de X, entao existe uma sequéncia finita
X' =X, Xy, , X, = X" de componentes irredutiveis de X, tal que para cada i =
1,2,--+ ,r —1 temos que codim(X; N X;11,X) < k em X.

Antes de fazer a prova consideremos a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1. Um espago topoldgico noetheriano X € conexo se, e somente se, dadas duas
componentes irredutiveis Y e Z de X existe uma sequéncia de componentes irredutiveis

Y =X1,Xo,-- , X, =7 taits que X, N X; 1 #9,Vi=1,--- ,r—1.

Demonstracao da afirmacao: Suponha que existem duas componentes irredutiveis
Y e Z de X para as quais nao existe nenhuma sequéncia de componentes irredutiveis
Y =X, , X, =Z com X;N X, # @ para todoi =1,--- ,r — 1. Seja Wy a uniao
de todas as componentes irredutiveis de X que se ligam a Y por alguma sequéncia como
as consideradas anteriormente, e seja 1/, a uniao das componentes irredutiveis restantes.
A decomposicao X = Wy U Wy mostra que X é desconexo.

Suponha que existe uma sequéncia Y = X, X5,--- , X, = Z de componentes irre-
dutiveis de X tal que X; N X, # @ paratodoi=1,--- ,r—1. Como cada componente
irredutivel X; é conexa e X; N X;,1 # & entdo a uniao X; U X;,; é conexa para todo
1=1,---,r—1. Se X; U X, = X acabamos. Senao tome X3 componente irredutivel de
X, como XN X3 # @ temos que a uniao (X; U X5) U X3 é conexa, se esta uniao for todo
X acaba, senao prossiguimos. Como X ¢ noetheriano seguindo esse raciocinio teremos
X expresso como uma uniao de conexos que se intersectam, logo X é conexo. O

Demonstracao da proposicao:

i) = 1) Por hipotétese se Y é um fechado de X tal que codim(Y,X) > k temos que
W = X —Y é conexo. Sendo W conexo entao dadas duas de suas componentes irre-
dutiveis existe uma sequéncia de componentes irredutiveis W; = X;nW,--- W, = X, NW
satisfazendo W; N W, # &, para todo ¢ = 1,--- ,r — 1, pela nossa afirmacao. Dai
X, N X,y # & para todo ¢ = 1,---,r — 1, e assim garantimos a existéncia de uma
sequéncia finita X7, Xs, -+, X, de componentes irredutiveis de X com X; N X;,, # @,
para todo i = 1,--- ,r — 1. Devemos mostrar que codim(X; N X;11,X) < k, para todo
i=1,---,7—1. Suponha que codim(X; N X;11,X) > k para algum i e tome o fechado
Y = U(X; N Xiq1), temos codim(Y, X) > k com X — Y desconexo, contrariando nossa
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hipé6tese. Dai codim(X; N X1, X) <k, paratodoi=1,--- r— 1.

i1) = i) Sejam X' e X” componentes irredutiveis de X tal que existe uma sequéncia finita
de componentes irredutiveis X’ = Xy, -+, X, = X" de X satisfazendo X; N X;;1 # D e
codim(X; N X;41,X) < k paracadai=1,2,--- ,r — 1. Entao pondo W = X — Y temos
que as componentes irredutiveis de W sao da forma W; = X; N W. Para mostrar que W
é conexo devemos mostrar que W; N W, # &, pela nossa afirmacao.

Ora, W,N Wiy = (X;nW)N (X NW) = (X; N X)) N, se tivermos @ =
WiNn Wi = (X;N X)) N(X —Y) tem-se X; N X;41 C Y, mas codim(Y,X) > k,
donde segue que dim X > dimY + k. Por outro lado dim X < dim(X; N X;41) + k
ja que codim(X; N X;11,X) < k. Analisando as desigualdades dim X > dimY + k e
dim X < dim(X; N X;41) + k& obtemos assim que dim(X; N X;41) > dimY, o que é
absurdo ja que X; N X;y; é um subconjunto de Y. O

Definicao 2. Se X satisfaz as condi¢oes equivalentes da proposicao acima dizemos que
X € conexo em codimensao k.

Observacao 1. Se X € conexo em codimensao k, entao também é conexo em codimensao
k' para qualquer k' >k, jd que codim(X; N X;41,X) <k < K.

Definigao 3. Seja Y um subconjunto fechado de um espago topoldgico X. O pontoy € Y
¢ chamado de ponto genérico de'Y se Y = {y}, o fecho de {y} em X.

Vale observar que se Y tem um ponto genérico, entao Y é irredutivel, ja que {z} é
irredutivel entao também o é {z}.

De agora em diante supomos que o espaco topoldgico considerado tem a propriedade
do ponto genérico, isto é todo subconjunto irredutivel possui um inico ponto genérico.

Um exemplo de um espago topolédgico desse tipo é o espectro de um anel noetheriano.

Definicao 4. Um espago topoldgico local é um espago topologico que tem um unico ponto
fechado. Definimos o espacgo local de X em y, com y € X como sendo o conjunto das
generalizagoes de y, isto é, o conjunto de pontos w € X tais que y € {w}, denotamo-lo
por X,,.

Note que X, é conexo. De fato, ponha X, = Y UZ, onde Y e Z sao fechados disjuntos
e nao vazios. Sem perda de generalidade tome y € Y. Dado z € Z, entao y € {2z} C Z.
Absurdo poisy e Y NZ = @.

Note também que a localizagao é transitiva, isto é: (X,), = X, para todo z € X,,.
De fato, X, € X implica que (X,), € X,. Como z € X, segue que y € {z}. Seja
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r € X,, entdo z € {z} e {2} C {2} e daf y € {z}, com isso z € X,,. Logo = € X,,, assim
z € (Xy),.

Lema 1. Seja X um espaco topologico conexo e Y um subespaco fechado de X tal que
para cada y € Y, X, —y € nao-vazio e conezxo. Entao X —Y € conexo.

Demonstracao: Faremos por contradicao. Suponha X —Y = X; U X5 com X; e X5
fechados em X — Y, disjuntos e nao-vazios. Para cada y € Y temos X, — y ¢ nao-vazio,
e entdo X — Y é denso em X. De fato, se ndo fosse denso (X —Y) N X; = @ para
alguma componente irredutivel X; de X, dai X; C Y. Tomando um ponto genérico y
da componente irredutivel X;, temos que y € Y e como X, —y # & existe w tal que
y € {w}. Entdo X; = {y} c {w}, e sendo {w} irredutivel, temos X; = {w}. Segue que
y e w sao pontos genéricos de X;, o que é absurdo. Logo X —Y é denso em X.

Tomando os fechos de X; e X5 em X temos X; U Xy = X; U X, = X, e como X é
conexo entdo X; N X, # @. Tomaremos agora y um ponto genérico de uma componente
de X; N X,. Vamos mostrar que X, —y é desconexo o que nos dard uma contradi¢ao. De
fato, y € X1 N X, entdo y € Y, caso contrarioy € X —Y daiy € X;NX,N (X —Y). No
entanto X; N X, N(X —Y)C X; N X, = @.

Note que X, —y = Z,UZ; onde Z; = XN (Xy—vy)eZy = X5N (X, —y). Afirmamos
agora que vale Z; N Z; = @. Pois se w estd na intersecao temos y € m, e w esta
numa componente C; de X1 N Xy, daf {w} C C;, como y é um ponto genérico de uma
componente irredutivel de X; N X5, digamos C; temos que C; = {7} C m C Cj. Se
1 = 7 temos um absurdo, ja que nao podemos ter dois pontos genéricos para uma mesma
componente irredutivel. Se i # j também temos um absurdo ja que uma compoente nao
pode estar contida em outra, pois uma componente irredutivel de X é um subconjunto
irredutivel maximal de X.

Agora resta-nos mostrar que Z; e Z, sdo nao-vazios. Como y € X; segue que existe
um ponto genérico x; de uma componente irredutivel C; de X tal que y € {x;}. Observe
que X, —y # @ implica que y nao pode ser ponto genérico em X, logo y # z;. Dal
x; € X, —y, assim Z; # . Analogamente prova-se que Z; # <. O

Proposicao 2. Seja X um espaco topologico noetheriano, e k > 0, um inteiro. Sao
equivalentes:

i) Para qualquer y € X, X, € conexo em codimensao k.

i) Sey € X € tal que dim X,, > k, entao X, —y € conezo.

Demonstragao: i) = ii) Dado y € X com dim X, > k, segue definicao de conexidade
em codimensao k para X, que X, —y ¢ conexo.
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it) = i) Seja y € X e Y um subconjunto fechado de X, tal que codim(Y, X,) > k. Dai
temos dim(X,) > k e entdo para qualquer z € Y tem-se dim(X,) > k (lembremos que
(Xy). = X.). Pela hipétese de ii) temos que X, — z é conexo. Também é nao-vazio ja
que dim X, > k£ > 0. Como X, é um espaco local entao é conexo. Ora, estamos em
condicoes de aplicar o lema 1 ao par X, e Y, o que implica que X, —Y ¢ conexo e daf
X, ¢ conexo em codimensao k.O

Definicao 5. Um espago topologico nas condigoes da proposicao 2 é dito ser localmente
conexo em codimensao k.

Veremos adiante que se um subespaco fechado de um espaco topoldgico é uma in-
tersecao completa entao ele é localmente conexo em codimensao 1, isto é, satisfaz as
condicoes da proposicao 2 com k = 1.



Capitulo 2

Profundidade e conexidade em anéis
locais

O estudo de profundidade de um anel local fornece intimeros resultados em algebra
comutativa. Passemos agora a discutir algumas propriedades de anéis locais, exibindo
alguns resultado referentes a anéis Cohen-Macaulay.

2.1 A-sequéncias e anéis Cohen-Macaulay

Definicao 6. Seja M um A-mddulo. Um elemento a € A é chamado M -regular (ou
um ndo diwisor de zero de M) se ax = 0 com x € M implicar x = 0. Um sequéncia
{ar,-- ;am} (m >0) de elementos de A é chamada de M -sequéncia regular se:

i) M # (ar, ,am)M e
ii) Para cada i = 0,--- ,m — 1, o elemento a;11 ndao € um divizor de zero no A-médulo

M/(ay, -+ ,a;))M.

Seja M um médulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A e seja I um
ideal de A tal que IM # M. Para qualquer M-sequéncia regular {ai,--- ,a,,} temos
(ay, - ,a;)M # (ay, -+ ,a;401)M parai =0,--- ;m—1. Como M é um mdédulo noetheri-
ano segue que qualquer M-sequéncia regular {a, - - ,a,,} com elementos a; € I pode ser
estendida a uma sequéncia maximal, isto é uma M-sequéncia regular {a, - ,a,} C I
(n > m) tal que cada a € I é um divizor de zero de M/(ay,- -+ ,a,)M.

Em particular os elementos ay,--- ,a, de A formam uma A-sequéncia regular se e
somente se o ideal (ay,--- ,a,) é proprio em A e para cada i = 1,--- ,n, o elemento a;

15
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nao é um divisor de zero em A/(ay, - ,a;_1).

Vejamos o seguinte exemplo: Seja A um anel comutativo noetheriano e considere
R = A[X3, -+, X,] o anel de polinémios sobre A em n indeterminadas X7, -+, X,,. Note
que R é noetheriano pelo Teorema da Base de Hilbert. Claramente X; nao é divisor
de zero em R. Sejai € N com 1 < i < n. Temos que (Xi,---,X;_1) é o nicleo do
homomorfismo de avaliacdo A[Xy, -+, X,] — A[X;, -+, X,] em 0,---,0,X;---, X, e
dai deduzimos que X; nao é divisor de zero em R/(Xy, -, X;_1). Como (Xq,---,X,) é
um ideal préprio de R segue que Xy, ---, X, é uma R-sequéncia regular.

Novamente considere M um médulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A
e seja I um ideal de A, temos que:

Lema 2. Se {a,b} é uma M-sequéncia reqular e b nao é um divisor de zero de M, entdo
{b,a} € também uma M -sequéncia reqular.

Demonstracao: Se a fosse um divisor de zero de M/(bM), entao existiria um m € M
com m ¢ bM e am = bm/, (m' € M). Como {a,b} é uma M-sequéncia regular devemos
ter m’ € aM, consequentemente m’ = am” com m” € M; entao m = bm”, ja que a ndo é
um divisor de zero de M. Mas isso contradiz o fato de m ¢ bM. O

Proposicao 3. Quaisquer duas M -sequéncias requlares mazximais tém o mesmo numero
de elementos.

Demonstracao: Entre todas as M-sequéncias regulares maximais em [ existe uma
com o menor numero de elementos n. Argumentaremos por indugao sobre n. Se n = 0,
entao I consiste somente de divisores de zero de M e nao ha nada a fazer. Seja n > 0
e {ay, -+ ,a,} uma M-sequéncia regular maximal em I, e seja {by,---,b,} outra M-
sequencia regular em /. Devemos mostrar que I consiste somente de divisores de zero de
M/(by, -+ ,by,)M.

Se n = 1 entdo I consiste somente de divisores de zero de M/a;M. Como M é
um moédulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A, se I for um ideal de A
consistindo somente de divisores de zero de M, entao existe um m € M, m # 0 tal que
Im = (0). Com efeito, como a uniao [, 445(ar) P (Ass(M) denota o conujunto de ideais
primos associados ao médulo M) é o o conjunto de divisores de zero de M e Ass(M) é
um conjunto finito (pois M é um mdédulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A)
segue que I C UpeASS(M) p. Dai I C p para algum p € Ass(M). Essa udltima inclusao é
valida pelo seguinte fato:

Afirmacao 2. Sejam p,,--- ,pn ideais primos e a um ideal contido em |J;_, pi. Entao
a C p; para algum i.
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Demonstracao da afirmacao: Faremos indugao sobre n da seguinte forma: supondo
que a € pi(1 <i<n)entdo a € Y., pi. Claramente é verdade paran =1. Sen >1eo
resultado vale para n — 1, daf para cada i existe z; € a tal que z; ¢ p; sempre que j # i.
Ora, se para algum i tivermos z; ¢ p;, acabamos. Se nao, entao z; € p;, Vi. Tome agora
o elemento

n
Yy = E 122 Ti—1Ti+1Ti42 " " T (2.1)
i=1

onde suprimimos o termo z;. Assim temos y € a ey ¢ pi(l < i < n). Com isso

aZ U, pi. O

Com isso garantimos que existe umm € M, m ¢ ay M com Im C a; M. Em particular,
bym = a;m’ com algum m’ € M. Se tivermos m’ € by M, entao devemos ter m € a; M,
entdo m' ¢ byM. De a;Im’ = Ibym C a1b1M segue que Im’ C byM, e entao I consiste
somente de divisores de zero de M /by M.

Se n > 1 ponha agora M, := M/(ay,--- ,a;)M, M] == M/(by,--- ,b;)M para i =
0,---,n — 1, e escolha ¢ € I que nao seja divisor de zero de M; e M/ para todo i =
0,---,n — 1. Isso é possivel pois o conjunto de divisores de zero de M; e M sdo unides
finitas dos ideais primos e o ideal I nao estd contido em nenhum destes conjuntos.

Aplicando o lema 2 repetidamente segue que {c,ay, -+ ,a,_1} e {¢,by, -+ ,bp_1}
sao M-sequéncias regulares em I, onde {c,ay, -+ ,a, 1} é maximal, {ay, -+ ,a,_1,c} é
também maximal tomando como base o caso em que n = 1 aplicado a M,,_1, ja tratado.
Entao {ai, - ,a,-1} e {b1, -+ ,bp_1} sdo M/cM-sequéncias regulares em [; a primeira
¢ maximal, entdo por hipdtese de indugao a segunda também. Mas se {by, - ,b,_1,c}
é uma M-sequéncia regular maximal, entdao também é {by,--- , b, }, novamente pelo caso
n = 1. Assim concluimos a demonstracao. O

Com as hipdteses do proposicao acima, chamamos o nimero de elementos na M-
sequéncia regular maximal em I de [-profundidade de M e escrevemos d(I, M). Se A é
um anel local e I é o ideal maximal de A, entao escrevemos d(M) ao invés de d(I, M).

Em particular podemos definir d(A) quando M = A, da seguinte maneira:

Defini¢ao 7. A profundidade (ou codimensao homolégica) do anel local A é o nimero de
elementos em uma A-sequéncia regular maximal. Se a profundidade de A € igual a sua
dimensao, dizemos que A € um anel Cohen-Macaulay.

Vale ressaltar que em geral tém-se d(A) < dim A.
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Para estudo posterior iremos precisar da nocao de intersecao completa para um anel
A. Antes lembremos que se A é um anel local de dimensao d e m é o seu ideal maximal,
dizemos que A é um anel reqular local se m pode ser gerado por d elementos.

Dado um anel local (A, m) de dimensao d, o conjunto {zy,-- - , 24} de d elementos de A
é chamado de sistema de parametros de A se ele gera um ideal m-primario. Para a prova
da existéncia de um sistema de parametros em qualquer anel local veja [8], teorema 20,
pg. 288. Entao qualquer sistema de d elementos de um anel regular local A que gera m é

obviamente um sistema de parametros e o chamamos de sistema de parametros requlares
de A.

Definicao 8. Um anel local A de dimensao d € uma intersecdo completa se pode ser
expresso como quociente de um anel reqular local B por um ideal b gerado por dim B — d
elementos.

Sejam A um anel noetheriano, @ um ideal de A e a um elemento de A. Dizemos que a €
primo com o ideal a se a: Aa = a (onde : indica o ideal quociente, isto é a: Aa = {x € A
tal que xAa C a}). Isso significa que a nao pertence a qualquer ideal primo associado
de a, pois para um elemento x em um anel noetheriano A pertencer a algum ideal primo
associado de um ideal a de A ¢é necessdrio e suficiente que exista um elemento y ¢ a tal
que zy € a (Veja mais detalhes em [7], cap. IV, pg. 214).

Enunciaremos aqui os seguintes lemas referentes ao estudo de A-sequéncias regulares:

Lema 3. Seja A um anel local, a um ideal em A, b um elemento ndao invertivel primo
com a e p um ideal primo associado de a. Entdo existe um ideal primo associado p’ de
a+ Ab tal que p’ D p.

Demonstracao: Veja [8] pg. 394.

Lema 4. Seja A um anel local de dimensao d, ai,--- ,a; elementos distintos de A. Para
que dim A/(Aay + - -+ Aaj) = d — j € necessdrio e suficiente que {ay,--- ,a;} seja um
subconjunto de um sistema de parametros de A.

Demonstracao: Veja [8] pg. 397.

Teorema 1. (Macaulay) Seja A um anel Cohen-Macaulay com dimensao d. Sejam
{a1, -+ ,a;} elementos distintos de A e a o ideal gerado por esses j elementos. Se
dim(A/a) =d —j, entio {ay,--- ,a;} € uma A-sequéncia reqular e para todo ideal primo

associado p de a, temos h(p) = j (h denota a altura do ideal p) e dim(A/p) =d — j.

Demonstrac¢ao: Procedemos por inducao sobre j. Se j = 0, o dado conjunto é vazio e
é uma A-sequéncia. Temos entdao a = (0). Consideremos um ideal primo associado p de
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(0). Seja {by,- - ,bg} uma A-sequéncia regular em A. Aplicando o lema 3 repetidas vezes
encontramos uma sequéncia estritamente crescente de ideais primos p C p;, C --- C py
tais que p; é um ideal primo associado de Ab; +- - -+ Ab;. E isso prova que dim(A/p) > d,
de onde dim(A/p) = d ja que dim(A) = d. Por outro lado h(p) = 0, caso contrario
obteriamos uma cadeia de ideais primos em A com d + 2 termos distintos.

Agora suponha que o teorema vale pra j — 1. Ponha o’ = Aa; + --- + Aa;_y. J& que
dim(A/a) =d—j, {a1, -+ ,a;} é um subconjunto de um sistema de parametros pelo lema
4. Consequentemente dim(A/a’) = d — 7+ 1 pelo mesmo lema. Pela hipétese de indugao,
{a1,--- ,a;_1} é uma A-sequéncia regular, e todos os ideais primos associados de @' tem
altura j — 1 e dimensao d — j + 1. Se a; pertence a algum ideal primo associado p’ de
', terfamos a C p’, dai dim(A/a) > dim(A/p’) = d — j + 1, em contradicdo com nossa
hipétese. Dai {ay,-- ,a;_1,a;} ¢ uma A-sequéncia regular. Esta A-sequéncia regular estd
contida em alguma A-sequéncia regular maximal, digamos {a1,--- ,a;,a41, - ,aq}, a
qual tem d elementos (e entdo é um sistema de parametros), desde que A é um anel
Cohen-Macaulay. As classes @11, - ,aq formam uma A-sequéncia regular e um sistema
de parametros no anel A/a, que é entdo um anel Cohen-Macaulay. Aplicando o caso
j = 0 ao anel A/a, temos dim(A/p) = d — j para todo ideal primo associado p de
a. Por outro lado, tal ideal p contém algum ideal primo associado p’ de a', e temos
p # p poisa; € pea; ¢ p ({a, - ,a;} sendo uma A-sequéncia regular); Temos
h(p) > h(p’)+1=(j—1)+1=j Como a desigualdade dim(A/p) + h(p) < d vale para
todo ideal primo no anel local A de dimensao d (Caso contrario A admitiria uma cadeia
de ideais primos com d + 2 termos), as relagoes dim(A/p) = d — j e h(p) > j nos dizem

que h(p) = j. O

Corolario 1. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Para toda A-sequéncia regular {ay,--- ,a;}
em A, o anel local A’ = A/(Aay + - - - + Aa;) € um anel Cohen-Macaulay.

Demonstracdo: De fato, a A-sequéncia regular estda contida em uma A-sequéncia
regular maximal {a,---,a;,a;41, -, a4}, isto é, em um sistema de parametros com
d = dim A. Temos dim A" = d — j pelo lema 4. As classes @11, ,aq em A’ formam um
sistema de parametros. Obviamente formam uma A-sequéncia regular.O

Proposicao 4. Se o anel A é Cohen-Macaulay, entao A, é também Cohen-Macaulay
para todo ideal primo p de A.

Demonstragao: Se h(p) = n (onde h indica a altura do primo p) entdo p contém uma
A-sequéncia regular de comprimento n. Também é uma Ay-sequéncia regular em pA, e
entdo d(A,) > n = h(p). Como temos sempre que d(A4,) < dim A,, segue que A, é um
anel Cohen-Macaulay. O



20

Proposigao 5. Se o anel A ¢é intersecio completa entao A € Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Se A é uma intersegao completa, isto é A = B/b, onde B é um anel
regular local (dai B é um anel Cohen-Macaulay) e b pode ser gerado por d —r = dim B —
dim A elementos com d = dimB e r = dimA, temos entao que dim(B/b) = r = d—(d—r),
sendo B Cohen-Macaulay pelo teorema 1 os d — r elementos que geram o ideal b formam
uma B-sequéncia regular. Se b é gerado por uma B-sequéncia o quociente B/b é um anel
Cohen-Macaulay. O

Definicao 9. Se A € um anel noetheriano e k > 0 € um inteiro, dizemos que A tem a
propriedade Sy de Serre se para todo ideal primo p de A, sao verdadeiras:

i) Se dim A, < k, entdo A, é um anel Cohen-Macaulay;
ii) Se dim A, > k entdo d(A,) > k

Nao é dificil ver que a propriedade Sy implica Sy sempre que &' > k. Por exemplo se
dim A, > £/, tem-se d(A,) > k' > k.

Como dim A = supdim A, entao se dimA < k tem-se dim A, < k, daf se A tem
a propriedade S entao A, ¢ um anel Cohen-Macaulay e para qualquer & > dim A as
propriedades Sj sao equivalentes.

Se o anel noetheriano local A tem dimensao m entao S, equivale a A ser Cohen-
Macaulay. Isso segue do fato comentado acima e de que A, é Cohen-Macaulay para todo
ideal primo no anel Cohen-Macaulay A.

Proposicao 6. Seja (A, m) um anel noetheriano local e seja y = {m} ponto fechado de
X = Spec(A). Se X —y € desconexo, entio d(A) < 1.

Demonstracao: Como A é local entao nao possui elemento idempotente diferente de
0e 1. Assim X = Spec(A) é conexo. J& que X — y é desconexo entao podemos escrever
X—y=U;UU; eassim X =X —y = U, UU, e com isso podemos tomar fechados,
digamos Z; = U e Z, = U, tais que Z, N Zy = {y}, logo é possivel expressar X como
uniao de dois fechados Z; e Z5 contendo apenas y como intersecao. E nenhum desses
fechados ¢ igual a y. Tome agora a decomposicao primaria do ideal zero

0) =g n--Ng (2.2)

onde os ¢; sao p;-primarios (isto é p; = 1/¢;). Podemos assumir que nenhum p; ¢ igual a
m, pois se m é um primo associado de (0) temos d(A) = 0 e acabamos. De fato, neste
caso m s6 contém divisores de zero logo d(A) = 0. Como os ps estdo nos subconjuntos
7y e Zsy, temos que entre os pis estdo todos os primos minimais de A. Sejam agora

a=qn - Ng, (2.3)
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b= g1 NN, (2.4)

onde D1, Pr € Zl € Pr41, ,Ps € ZZ-

Afirmamos que a+ b é m-primério. De fato, qualquer ideal primo contendo a+ b esta
em Z, e em Zy, consequentemente em m, entao m é o nico primo associado de a + b, o
que significa que a + b é m-primario.

Encontremos agora elementos x,w € A tais que
)reaeweb
i)zre¢ppU---Upsewdp U---Up,

iii) b = (0) e wa = (0)

Observe que para cada j =7+ 1,--- , s temos que a € p;, pois qualquer ideal primo
contendo a estd em Z; o que ndo ocorre, ja que p; € Zy. Dai segue que a € p,qU- - -Ups.
Perceba que usamos aqui a afirmacao 2, provada na péagina 13.

Com isso garantimos a existéncia de um elemento z satisfazendo ¢) e ii). Analoga-
mente para w. Agora mostraremos que x +w forma uma A-sequéncia regular consistindo
de um s6 elemento e assim d(A) = 1. Seguiremos os seguintes passos:

a) Segue das condigoes i) e i) que cada p; contém um e somente um dos elementos
x,w, dai z + w nao estd em nenhum p;. Entao x + w nao é um divisor de zero no anel
A, pois o conjunto dos divisores de zero de A é a uniao de todos primos minimais de A,
e forma uma A-sequéncia regular.

b) O elemento = nao pertence ao ideal principal (z + w). Suponha o contrario, entao
r=a(r+w)coma€ A. Paracadai=1,---,r, temos x € q;, como vale que x+w & p;,
temos que a € q;, ja que ¢; ¢ primario. Logo a € q; N ---N g, = a, entao aw = 0 pela
condigao #i7) acima. Assim x = az, isto é, (1 —a) = 0, o que é impossivel pois z # 0 e
1 — a é uma unidade, pois a € m.

c¢) Observe agora que z(a + b) C (z + w). Se a € a e b € b entdo por iii) temos
wa = xb =0 e portanto z(a +b) = za = (x + w)a € (z + w).

d) Pra finalizar, mostraremos que qualquer elemento z € m é um divizor de zero no
anel A/(z+4w), isto é, x+w é uma A-sequéncia regular maximal. Ora, a+ b é m-primadrio,
dai z" € a + b para algum inteiro n. Por ¢) acima z2" € (x + w). Basta tomar o menor
n inteiro tal que zz" € (x 4+ w). Desde que = ¢ (z + w), e n > 1 podemos escrever

zxz" ! € (x+w), onde 22" ¢ (x+w), o que mostra que z é um divisor de zero no anel
Al(x +w). O
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A propriedade noetheriana na teoria dos esquemas ¢é de fundamental importancia tal
como a propriedade noetheriana o é para anéis. Dizemos que um esquema X é noetheriano
se admite uma cobertura por sub-esquemas abertos afins, dados pelo espectro de anéis
noetherianos.

Nesse ponto podemos pensar nosso esquema X como uma variedade algébrica.

Tomando z € X, com X um esquema, e considerando os pares (U, f) com U aberto
de X,z eUefel'(UOx) (onde I'(U, Ox) denota o conjunto das fungoes regulares em
X que estao definidas em cada x € U), dois pares (U, f) e (U, g) sdo ditos equivalentes, se
existe um aberto W com x € W C UUV/, tal que flyw = g|lw. As classes de equivaléncia
por esta relagdo de equivaléncia sdo chamadas germes de fungoes em X. O germe (U, f)
¢ denotado por f,;. O conjunto dos germes ¢ representado por O, x.

Vale lembrar que o conjunto O, x é munido de uma estrutura de anel. Esse anel
¢ uma k-algebra local com ideal maximal m, x = {f € O, x/3U aberto de X,z € U,
f e(U,Ox) tal que f(z) = 0}.

Teorema 2. Seja X um esquema localmente noetheriano e conero. Seja Y um subcon-
Junto fechado de X tal que para caday € Y, o anel local Oy x dey em X tem profundidade
maior ou igual a 2. Entao X —Y € conezo.

Demonstracao: Pelo lema 1 precisamos mostrar que para cada y € Y, X, — y € nao-
vazio e conexo. Segue da definicao do espago local X, que X, = Spec(O, x), ja que ideais
primos de O, x estao em bijecao com as subvariedades fechadas irredutiveis que passam
por y. Como O, x é um anel noetheriano local, se X, — y fosse desconexo, entao pela
proposicao anterior terfamos d(O, x) no maximo igual 1, mas d(O, x) > 2 e segue que
X, —y ¢ conexo. Do fato de dim X, > 2 temos entao X, — y é nao-vazio. O

Corolario 2. Seja X um esquema localmente noetheriano, e k > 0 um inteiro. Suponha
que para qualquer y € X tal que dim O, x > k, temos d(O, x) > 2. Entdo X € localmente
conexo em codimensao k.

Demonstrangao: Pela condicao ii) da proposigao 2 devemos mostrar que sempre que
y € X étal que dim X, > k tem-se X, —y é conexo. Seja entao y € X tal que dim X, > k
com isso dim O, x > k e como d(O, x) > 2 pelo teorema anterior X, —y é conexo.

Como tomamos y € X tal que dim X, > k e X, —y ¢ conexo temos que X ¢é localmene
conexo em codimensao k pela proposi¢ao 2. O

Corolario 3. Se X € um esquema localmente noetheriano do qual todos os anéis locais
tem a propriedade Sy de Serre, entao X € localmente conexo em codimensao 1.

Demonstracao: A propriedade Sy de Serre implica que:
1) Se dim O, x > 2 entdo teremos d(O, x) > 2.



23

2) Se tivermos dim O, xy < 2 entdo O, x ¢ um anel Cohen-Macaulay e com isso vale a
igualdade d(O, x) = dim O, x. Nos dois casos se tomarmos y € X tal que dim(O, x) > 1
temos d(O,, x) > 2 e basta aplicar o colordrio anterior para k = 1. Temos entao que X é
localmente conexo em codimensao 1.0



Capitulo 3

Intersecoes completas

Seja X um esquema. A dimensdo de X no ponto x € X, escrevemos dim, X, é a
dimensao (de Krull) do anel local O, x. A dimensdo de X é o supremo dessas dimensoes
locais.

Definicao 10. O espaco cotangente de Zariski de X em x € mm7x/m3}7X, considerado
como espago vetorial sobre o corpo residual k(x) = Oy x/my x. O dual desse espago
vetorial é chamado espaco tangente de Zariski em x.

Dizemos que X ¢é um esquema nao-singular em x € X se o espago tangente de Zariski
de X em x tem dimensao igual a dim, X. No caso em que X ¢é noetheriano, X é nao-
singular em z se e somente se o anel O, x ¢ um anel regular local.

Dado um esquema nao-singular X de dimensao n, por uma hipersuperficie em X
entendemos um subcojunto fechado H de X que tem codimensao pura 1, isto é, tal que
a codimensao de H em cada ponto é 1.

Definicao 11. Um subconjunto fechado V de X, de codimensao s, é uma interse¢ao
completa em X se pode ser escrito como interse¢ao de s hipersuperficies. E € localmente
uma intersecao completa se todo ponto de V tem uma vizinhanca em X na qual V' € uma
intersecao completa.

Proposicao 7. Seja V uma intersecao completa em um esquema irredutivel nao-singular
X. Suponha dada uma representacao particular

V=HnN---NH

de V' como intersecao de s = codim(V,X) hipersuperficies, e suponha dado também
inteiros positivos ny,--- ,ng. Para cada i =1,---,s, seja 9; o feixe de ideais de H; em

24
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Ox, isto €, o feixe de germes de secoes de Ox anulando-se em H;. Seja J o feize de
ideas

T =" o9,
e seja Oy o quociente Ox /J. Entao (V,Oy) € um sub-esquema fechado de X, do qual
todos 0s anéis locais sao intersecoes completas.

Demonstracao: Ja que V é a variedade de J e Oy é o quociente do feixe estrutural
Ox pelo feixe de ideais quasi-coerente 7, segue que (V, Oy ) é um sub-esquema fechado
de X. Com isso precisamos mostrar apenas que os anéis locais sao intersegoes completas.
Para isso tome z € V e considere o anel local O,y = O, x/J,. Sendo X noetheriano e
nao-singular o anel O, x é regular local. Para mostrar que O,y ¢ intersecao completa é
suficiente provarmos que o ideal [, pode ser gerado por ¢ = dim O, x —dim O,y elemen-
tos. Para qualquer esquema X e qualquer z € X temos dim, X = dim O, x. Como O, x
é regular segue que t = codim,(V, X). Ja que H; é de codimensdo pura 1 em X, e O, x
¢ um dominio de fatoragao dnica (Veja [2], pg. 483) segue que o ideal (9;), de H; em x
é principal, assim o ideal J, pode ser gerado por s elementos. Mas s = codim/(V, X), dai
a codimensao t de V' em X em um ponto qualquer x deve ser necessariamente maior ou
igual a s, isto ét > s. O

Dizemos que o feixe estrutural Oy ¢é induzido sobre V' pelos H/s tomados com multi-
plicidade n;.

Devemos observar que (V,Oy) definido acima em geral ndo é o esquema reduzido
induzido sobre V. Veja o exemplo 4 logo mais.

Defini¢ao 12. Dizemos que um sub-esquema fechado (V, Oy ) de um esquema nao-singular
X € uma intersecao completa se:

i) O espago topoldgico subjacente V' é uma intersecao completa em X e

i1) Para alguma representac¢io de V' como intersecao completa de hipersuperficies
V =H,N---N Hg, e para alguma escolha de multiplicidades n;, Oy ¢é o feixe induzido
sobre V' por essa representagdao (como visto acima,).

Assim como a localizacao, o método de completamento simplifica diversas situagoes
pelo fato de concentrar atencao préximo a um ponto. O completamento de um anel com
respeito ao ideal m ¢ escrito A}, ou simplesmente A* quando m estiver claro no contexto.

O exemplo canénico é k[xy, - -+, x,] 0 anel de polinémios em n varidveis sobre um corpo
k, que tem por completamente o anel das séries de poténcias formais k[|z1,- -, x,|] em
n variaveis sobre um corpo k. O anel k[|z1,- -, x,|] é regular local de dimensao n.
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O anel das séries de poténcias formais k[|zy,--- ,z,||] é de fundamental importancia
em geometria algébrica, pois o anel local de um ponto nao-singular sobre uma variedade
de dimensao n sempre tem por completamento o anel das séries de poténcias formais em
n varidveis. Esse resultado é provado no capitulo 11 de [1].

Faremos aqui uso dos seguintes resultados da teoria de completamento:

1) Se (A, m) é um anel local e A* é o0 seu completamento, entdo dim A = dim A*.
2) O completamento comuta com o quociente, dai se A = B/b tem-se A* = B*/b*.

Para maiores detalhes sobre completamento de anéis veja [2] ou [8].

Proposicao 8. Se o anel local A € uma intersecao completa entao o seu completamento
A* também € uma intersecdo completa.

Demonstragao: A = B/b onde B é um anel regular local e b pode ser gerado por
r = dim B — dim A elementos. Tomando o completamento A* = B*/b*, o completamento
preserva dimensao e regularidade de um anel local, dai dim A = dim A* e dim B = dim B*,
com B* regular (a regularidade vem do fato de que o ideal maximal de A* é gerado por
m, onde m é o ideal maximal de A e que A e A* tém a mesma dimensao. Vale também
a reciproca, veja [8], pg. 301). Dai b* = b - B*, isto é, b* é um B*-mddulo gerado por b
e entao b* pode ser gerado por dim B — dim A = dim B* — dim A* elementos e assim A*
é intersecao completa. O

Lema 5. Seja V' um subconjunto fechado de um esquema noetheriano X, e considere
x € V. Seja Oy um feize estrutural sobre V' fazendo-o um sub-esquema de X. Seja V!
0 subespago topoldgico subjacente de Spec(Oyv)*, onde O,y € o anel local de x sobre V.
Entao V) nao depende do feize estrutural Oy escolhido.

Demonstracao: Sejam Oy e Py duas tais estruturas. Podemos supor que uma delas,
digamos Py é a estrutura reduzida induzida sobre V. Entao P,y = O,v /N, onde
N=Nilradical de O, . Tomando os completamentos, obtemos

(PJ:,V)* = (OI,V)*/N*

onde N* = N - (O, v)*. Desde que N* é um (O, y)*-médulo gerado por b entdo o ideal
N* consiste inteiramente de elementos nilpotentes. Fazer o quociente pelos nilpotentes
nao altera o espectro do anel, entdo o espaco topoldgico subjacente de Spec(P, v )* e
Spec(O,,y)* sdo iguais. O
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Definicao 13. Se V' é um subconjunto fechado de um esquema noetheriano X e x &€
V', chamamos V' definido acima o espago local formal de V' em x. Uma propriedade

topoldgica local de V' serd dita valer formalmente se vale para cada espago local formal
de V.

Fazendo uso dos resultados obtidos anteriormentes daremos agora uma condigao
necessaria para que um fechado V' em um esquema X seja intersecao completa.

Teorema 3. Seja V' um subespaco fechado de um esquema nao-singular X, que € lo-
calmente uma intersecao completa. Entao V' € localmente e formalmente conero em
codimensao um.

Demonstracao: Ja que a questao é local sobre V', podemos supor que é globalmente
uma intersecao completa em X, pois caso contrario tomamos V' como a vizinhanca onde
é intersecao completa. Entao pela proposicao 7 existe um feixe estrutural Oy sobre V/
do qual todos anéis locais sao intersecoes completas. Mas um anel local que é uma in-
tersecao completa também é Cohen-Macaulay pela proposicao 5, e em particular tem a
propriedade S5 de Serre. Entao pelo corolario 3, V' é localmente conexo em codimensao
1.

Para os espagos locais formais, V* é o espago topoldgico subjacente de Spec(O,v)*,
e (Opv)* é uma intersecao completa pela proposicao 8. Com o mesmo argumento temos
que V* é localmente conexo em codimensao 1. O

Vejamos agora alguns exemplos de fechados em um esquema X, procurando classifica-
los como interse¢ao completa ou nao.

Exemplo 1.

O exemplo mais simples para o qual podemos usar nossa teoria ¢ dado por um subcon-
junto do A*(k) que consiste de dois planos que se intersectam num ponto. Por exemplo
quando X = C* e V ¢ a variedade dada pela unidao dos planos A; = {(z1,29,0,0)} e
Ay = {(0,0,23,24)}. A intersecao de Ay com Ay é somente a origem (0,0,0,0). Temos
que V é conexo em codimensao 2, mas nao é conexo em codimensao 1. Ja que a origem
(0,0,0,0) tem codimensdo 2 em V. Assim V nao é uma intersecdo completa.

Exemplo 2.

No caso acima a variedade V' possuia duas componentes e mostramos que V' nao era
intersecao completa. Mesmo sendo V' uma variedade irredutivel ainda é possivel que ela
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nao seja intersecao completa. Vejamos o seguinte exemplo. Seja X = C* e considere V a
superficie dada parametricamente por

n=t  zm=tu, zm=ulu—1), z=u*(u—1) (3.1)

Note que V' é imagem pela aplicagao injetiva, a menos dos pontos (0,0) e (0,1), do
plano (¢, u)

(t,u) — (t, tu,u(u — 1), u?(u — 1)), (3.2)

onde (0,0) — (0,0,0,0) e (0,1) — (0,0,0,0). Sendo V irredutivel, é localmente conexo
em codimensao 1. De fato, da irredutibilidade de V' segue que é conexo. Dai um aberto
nao-vazio em um irredutivel é também irredutivel. Dai tomando F' um fechado de V' com
codimensao maior que 1 temos que V — F' é aberto nao-vazio de V' e entao ¢é irredutivel,
logo conexo, consequentemente V' é conexo em codimensao 1. Mas na origem, nao é
formalmente intersecao completa. Pois aplicando o teorema ao anel local das séries de
poténcias convergentes na origem temos que V' nao é intersecao completa no sentido de
varias variaveis, isto é, nao pode ser expresso como intersecao de 2 hipersuperficies em
C*. Consequentemente nao é intersecio completa.

Exemplo 3.

Poderiamos ser levados a pensar que se V' é uma intersecao completa entao quaisquer
duas componentes irredutiveis de V' passando por um dado ponto p tem intersecao com
codimensao 1 com respeito a cada componente em p, ja que codimensao 1 é a condi¢ao
para V ser intersecao completa em X. Contudo isso nao ocorre. Seja X = C* e V
a unido de trés planos @, (2, Q3 onde 1 = {(0,0,23,24)}, Q2 = {(21,0,0,24)} e
Q3 = {(21,22,0,0)}. Segue féacil que V' é uma intersecao completa ji que é definida pela
intersegao das duas hipersuperficies Hy = {(z1, 22, 23,24) € AYk)/2123 + 2024 = 0} e
Hy = {(21, 22, 23, 24) € A*(k)/2223 = 0}, e 2 = codimensao de V em X. Agora perceba
que )1 e @3 tém um dnico ponto em comum, a saber, o ponto (0,0,0,0), que é de
codimensao 2 em relagao as componentes.

Exemplo 4.

Um sub-esquema de um esquema nao-singular X cujo espago topoldgico subjacente é
uma intersecao completa nao é necessariamente uma intersecao completa, mesmo local-
mente. Por exemplo, seja V a curva no espaco afim X = A3(k), dada parametricamente
porx =18, y=t 2 =1

Note que o subconjunto V' é uma intersecao completa em X dada pela intersecao das
hipersuperficies H; = {(z,y,2) € A3(k)/2*—2*y =0} e Hy = {(x,y,2) € A3(k)/z* +y> —
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2zyz = 0}, e 2 = codim(V, X). Mostraremos que V', com estrutura reduzida induzida
Oy, nao ¢ intersecao completa no espaco local de X na origem, apesar de V ser uma
intersegao completa em X. Seja O o anel local da origem em X e p C O o ideal de V.
Entao dizer que o sub-esquema (V, Oy ) é uma intersecao completa no espago local X, de
X na origem ¢ dizer que p pode ser gerado por 2 elementos de O, pois sendo p o ideal de
V' o quociente k(V') = klz,y, z]/p é tal que dimk[z,y, 2] =3 e dimk(V) =dimV = 1.

O ideal p consiste de todas fungoes racionais % onde f e g sao polindmios com

coeficientes no corpo k, ¢(0,0,0) # 0 e f(¢3,¢*,#°) = 0 como polinomio em ¢. Uma
funcaof como acima nao pode conter termos constantes e nem termos lineares em =,
y, z, entdo p deve estd contido em m?. Reduzindo médulo m?, considere o k-espaco
vetorial p/m? C m?/m3. Note que p contém os polindmios y? — zz, 23 — yz, 2% — 22y,
cujas classes residuais mod m?® sdao linearmente independentes sobre k. De fato, se
ar(y? — xz) + as(x® — yz) + az(2? — 22y) = 0 com ay, as, a3 € k terfamos a;(y* — z2) +
as(2® — yz) + az(2? — 2%y) € m3. Temos que ay* — a1x2 — ayz + azz?> € m?. Como
a1y? —a1xz—asyz+azz® € m3, a diferenca a; (y? —xz) +as (23 —yz) +az (2% —2%y) — (ax2® —
azr?y) = a1y? —a1rz — asyz +asz? pertenceria a m3, o que nao ocorre. Consequentemente
o espago vetorial p/m? tem dimensido maior ou igual a 3. Isso mostra que p niao pode
ser gerado como ideal por 2 elementos, pois se pudesse ser gerado por dois elementos,
digamos p = (pi1,ps), suas classes residuais mod m? poderiam gerar p/m? como um
k-espaco vetorial, mas ao fazer o quociente de p por m® a quantidade de geradores nao

pode aumentar. Com isso (V, Oy ) nao é uma intersecao completa na origem.
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