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Resumo

Neste trabalho vamos estudar hipersuperf́ıcies Mn da esfera unitária Sn+1,

conexas, completas, com duas curvaturas principais distintas, uma das quais

de multiplicidade n − 1 e possuindo k-ésima função de curvatura nula. Sob

tais condições, vamos provar que o toro de Clifford é a única hipersuperf́ıcie

que satisfaz S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
= c(n, k), onde S representa o quadrado da

norma da segunda forma fundamental. Além disso, vamos mostrar que no

caso compacto,
∫

M
S ≤ c(n, k)vol(M), ocorrendo igualdade somente no toro

de Clifford.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No trabalho seminal de E. Cartan [4] foi provado, entre vários outros re-

sultados, que o toro de Clifford é a única hipersuperf́ıcie compacta da esfera

unitária com duas curvaturas principais constantes. Após Cartan surgiram

vários trabalhos que classificam toros de Clifford. Podemos, por exemplo,

destacar o trabalho de M. do Carmo, S. S. Chern e S. Kobayashi em [7]

e H. B. Lawson em [12]. Eles provaram, independentemente, que se M é

uma variedade n−dimensional compacta, mı́nima e imersa em um espaço

(n+ p)−dimensional N de curvatura constante c e a norma ‖A‖ da segunda

forma fundamental de M em N satisfaz ‖A‖2 ≤ nc
2−1/p

, então A ≡ 0 ou

‖A‖2 ≡ nc
2−1/p

.

Além disso, se N = Sn+1, a esfera unitária (n+ 1)−dimensional e ‖A‖2 = n,

então M é localmente o produto riemanniano dos espaços V1 e V2 de curvat-

uras n
m

e n
n−m

respectivamente, onde dimV1 = m ≥ 1 e dimV2 = n−m ≥ 1.

Mais tarde, em 1970, T. Otsuki em [16] estudou as tais hipersuperf́ıcies da

esfera unitária de dimesão (n + 1) e provou que se as curvaturas principais

são de multiplicidades maior que 1, então Mn é localmente o toro de Clifford.

Além disso, T. Otsuki construiu hipersuperf́ıcies mı́nimas em Sn+1 com duas

curvaturas principais distintas uma das quais de multiplicidade um, diferen-

tes do toro de Clifford S1(
√

1/n)× Sn−1(
√

(n− 1)/n).
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Introdução 11

Q. M. Cheng provou em 1996 (veja [5]) que se Mn ⊂ Sn+1 é mı́nima, com-

pacta e o quadrado da norma S da segunda forma fundamental satisfaz

n ≤ S ≤ n+ 2n2(n+4)
3[n(n+4)+4]

, então S = n e Mn é toro mı́nimo de Clifford.

Já em 2000 T.Hasanis e T. Vlachos provaram em [10] que a limitação superior

sugerida por Q. M. Cheng é desnecessária. Ou seja, se M for hipersuperf́ıcie

mı́nima compacta em Sn+1 com duas curvaturas principais distintas, basta

que S ≥ n para que S = n e M seja o toro mı́nimo de Clifford.

Estes mesmos autores em colaborção com A. Savas-Halilaj mostraram que o

resultado anterior é ainda válido quando Mn deixa de ser compacta e passa

a ser completa.

O objetivo principal deste trabalho é caracterizar o toro de Clifford. Ampli-

aremos os resultados anteriores trocando a condição de ser M mı́nima pela

nulidade de sua k-ésima função simétrica normalizada, Hk. Em seguida,

para o caso de M ser compacta, obteremos uma desigualdade integral para o

quadrado da segunda forma S, mostrando que esta integral é majorada por

um múltiplo do volume V de M . Mais precisamente, mostraremos que,∫
M

S ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
V.

O presente trabalho é o conteúdo dos artigos de G. Wei [17] e [18].



Caṕıtulo 2

Cálculos Preliminares

2.1 Equações de estrutura

Seja x : Mn → Sn+1 uma imersão da variedade n-dimensional M na

esfera unitária Sn+1. Considere {e1, e2, . . . , en+1} um referencial ortonormal

adaptado a M , ou seja, e1, . . . , en são tangentes a M e en+1 é normal a M .

Sejam {ω1, . . . , ωn+1} as formas duais de {e1, e2, . . . , en+1} e ωi = ωi | M
para 1 ≤ i ≤ n.

Usaremos a convenção de ı́ndices já adotada na literatura, qual seja,

1 ≤ A,B,C, · · · ≤ n+ 1, 1 ≤ i, j, k, · · · ≤ n, 1 ≤ a, b, c, · · · ≤ n− 1. (2.1)

Um dos resultados mais básicos no estudo do método do referencial móvel é

o lema de Cartan, que pode ser enunciado da seguinte maneira.

Lema 1 (Cartan) Consideremos V um espaço vetorial real de dimensão n e

ω1, . . . , ωr : V → R, r ≤ n, formas lineares em V, linearmente independentes.

Suponhamos que existam formas lineares θ1, . . . , θr : V → R satisfazendo a

seguinte condição,
r∑

i=1

ωi ∧ θi = 0.

12



Cálculos preliminares 13

Então,

θi =
r∑

j=1

aijωj, i, j = 1, . . . , r, aij = aji.

Demonstração: Primeiramente vamos completar as formas ω1, . . . , ωr em

uma base ω1, . . . , ωr, ωr+1, . . . , ωn de V ∗, e escrevamos

θi =
r∑

j=1

aijωj +
∑
l>r

bilωl.

Por hipótese,
r∑

i=1

ωi ∧ θi = 0.

Assim,

0 =
r∑

i=1

ωi ∧ θi =
r∑

i=1

ωi ∧
r∑

j=1

aijωj +
r∑

i=1

ωi ∧
∑
l>r

bilωl

=
∑

i<j≤r

(aij − aji)ωi ∧ ωj +
∑

i≤r<l

bilωi ∧ ωl.

Como o conjunto

A = {ωk ∧ ωs| k < s, k, s = 1, . . . , n}

é linearmente independente, conclui-se que

aij = aji

e

bil = 0.

�

Passemos agora ao estudo das chamadas equações de estrutura. Observando

que 〈x, x〉 = 1, temos 〈dx, x〉 = 0. Assim, o vetor posição x em Sn+1 é

perpendicular ao plano tangente e, portanto, {e1, e2, . . . , en+1, x = en+2} é
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um referencial ortonormal adaptado em Sn+1 ⊂ Rn+2.

Logo,

dx =
∑

A

wAeA.

Observando que todo vetor v no espaço tangente TpM é escrito na forma

v =
∑

i aiei, temos

ω̄n+1(v) =
n∑

i=1

aiω̄n+1(ei) = 0, pois 1 ≤ i ≤ n,

donde obtemos ω̄n+1 |M = 0.

Assim,

dx =
n∑

i=1

ωiei. (2.2)

Escrevendo o campo dei no referencial escolhido obtemos

dei =
∑

j

ωijej + ωin+1en+1 + ωixx. (2.3)

Fazendo produto interno da expressão (2.3) com x, obtemos

〈dei, x〉 =
∑

j

ωij〈ej, x〉+ ωin+1〈en+1, x〉+ ωix〈x, x〉.

Agora usando que 〈ej, x〉 = 〈en+1, x〉 = 0 e 〈x, x〉 = 1, obtemos

〈dei, x〉 = ωix.

Como

〈x, ei〉 = 0⇒ 〈dei, x〉 = −〈dx, ei〉 = −
∑

j

ωj〈ej, ei〉 = −
∑

j

ωjδji = −ωi,

conclúımos que ωix = −ωi.

Observando que ωn+1 = 0, obtemos∑
i

ωn+1i ∧ ωi = dωn+1 = 0.
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Pelo lema de Cartan,

ωin+1 =
∑

j

hijωj.

Podemos então reescrever (2.3) como

dei =
∑

j

ωijej +
∑

j

hijωjen+1 − ωix. (2.4)

De um modo análogo ao anterior,

den+1 =
∑

i

ωn+1iei + ωn+1n+1en+1 + ωn+1xx. (2.5)

Utilizando o fato que 〈en+1, x〉 = 0, temos

〈den+1, x〉 = −〈en+1, dx〉

= −〈en+1,
∑

j

ωjej〉

= 0.

Dáı, utilizando (2.5) podemos escrever

ωn+1x =
∑

i

ωn+1i〈ei, x〉+ ωn+1x〈x, x〉 = 〈den+1, x〉 = 0.

Portanto, (2.5) se reescreve como

den+1 =
∑

i

ωn+1iei = −
∑
i,j

hijωjei. (2.6)

Devido à simetria da segunda forma, o operador linear associado é auto-

adjunto, portanto diagonalizável. Logo, considere λ1, . . . , λn, as curvaturas

principais de Mn em Sn+1. Por isso, podemos considerar, em cada ponto

p ∈M , um referencial {e1, e2, · · · , en+1} tal que

ωin+1 = λiωi.

Ou seja, como ωin+1 =
∑

j hijωj, teremos para cada ponto p ∈M ,

ω̄in+1(ek) =
∑

j

hijωj(ek) =
∑

j

hijδjk = hik.

hij = λiωi(ej) = λiδij, (2.7)



Cálculos preliminares 16

onde (hij) é a matriz da segunda forma de Mn.

Quando a segunda forma de Mn está diagonalizada, definimos a k-ésima

função simétrica normalizada, ou Hk-curvatura, por,

Hk =
1

Ck
n

( ∑
16i1<···<ik6n

λi1 · · ·λik

)
,

onde representamos Ck
n :=

n!

(n− k)!k!
. Ou seja, isto equivale a tomarmos

uma “média”dos determinantes das submatrizes de ordem k da matriz (hij),

cujas diagonais principais coincidem com a diagonal principal de (hij).

Vamos encontrar agora as equações de Gauss

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk).

n(n− 1)R = n(n− 1) + n2H2 − S.

Para tanto, representemos por ωA as formas duais em Sn+1, por ωAB as

formas de conexão em Sn+1 e ωi = ωi |M , ωij = ωij |M .

Usando as formas de conexão

dω̄ij =
∑

C

ω̄iC ∧ ω̄Cj + Ω̄ij

e

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj + Ωij,

obtemos

Ωij = dωij −
∑

k

ωik ∧ ωkj

= dω̄ij |M −
∑

k

(ω̄ik |M) ∧ (ω̄kj |M)

= Ω̄ij +
∑

C

(ω̄iC |M) ∧ (ω̄Cj |M)−
∑

k

(ω̄ik |M) ∧ (ω̄kj |M)

= Ω̄ij + (ω̄in+1 |M) ∧ (ω̄n+1j |M).

Utilizando novamente

ωn+1j = −
∑

l

hjlωl,
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dos cálculos anteriores, podemos escrever

Ωij = Ω̄ij −
∑

k

hikω̄k |M ∧
∑

l

hjlω̄l |M

= Ω̄ij −
∑
k,l

hikhjlωk ∧ ωl

= Ω̄ij −
∑
k<l

(hikhjl − hilhjk)ωk ∧ ωl.

Sabendo que

Ωij = −1

2

∑
k,l

R̄ijklω̄k ∧ ω̄l,

teremos

−
∑
k<l

Rijklωk ∧ωl = −
∑
k<l

R̄ijkl(ω̄k |M)∧ (ω̄l |M)−
∑
k<l

(hikhjl−hilhjk)ωk ∧ωl.

Portanto, ω̄k |M= ωk nos dá

−
∑
k<l

(Rijkl − R̄ijkl − (hikhjl − hilhjk))ωk ∧ ωl ≡ 0,

e dáı

Rijkl = R̄ijkl + (hikhjl − hilhjk).

Considerando

X =
∑

A

xAeA e Y =
∑

A

yAeA em TpSn+1,

podemos escrever

〈(R̄
XY

)X, Y 〉 =
∑

A,B,C,D

xAyBxCyDR̄ABCD

e

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2 =
∑
A,C

xAxCδAC

∑
B,D

yByDδBD

−
∑
A,D

xAyDδAD

∑
C,B

xCyBδCB

=
∑

A,B,C,D

(δACδBD − δADδCB)xAyBxCyD.
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Por outro lado, usando o fato de que a curvatura seccional de Sn+1 é constante

igual a 1, obtemos∑
A,B,C,D

xAyBxCyDR̄ABCD =
∑

A,B,C,D

xAyBxCyD(δACδBD − δADδCB).

Portanto,

R̄ABCD = δACδBD − δADδCB. (2.8)

Quando restringimos a M , tal expressão passa a ser

R̄ijkl = δikδjl − δilδjk. (2.9)

Encontramos assim a primeira das equações de Gauss

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk). (2.10)

Para obter a segunda equação, da expressão (2.10) temos, para i 6= j,

Rijij = 1 + hiihjj − h2
ij.

Ao somarmos em i, obtemos∑
i

Rijij = n+
∑

i

(hiihjj − h2
ij).

Agora, somando em j 6= i,∑
i 6=j

Rijij = n(n− 1) +
∑
i 6=j

(hiihjj − h2
ij). (2.11)

Por definição temos,

H =
1

n

∑
i

hii, donde n2H2 = (
∑

i

hii)
2.

S =
∑
i,j

h2
ij, e dáı n2H2 − S = (

∑
i

hii)
2 −

∑
i,j

h2
ij.

Observando que

(
n∑
k

ak)2 −
n∑
k

a2
k = 2

n∑
i<j

aiaj =
n∑

i 6=j

aiaj,
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podemos escrever

n2H2 − S = (
∑

i

hii)
2 −

∑
i,j

h2
ij

= (
∑

i

hii)
2 −

∑
i

h2
ii −

∑
i 6=j

h2
ij

=
∑
i 6=j

hiihjj −
∑
i 6=j

h2
ij

=
∑
i 6=j

(hiihjj − h2
ij). (2.12)

Portanto, de (2.11) e (2.12) obtemos∑
i 6=j

Rijij = n(n− 1) + n2H2 − S

e assim,

n(n− 1)
1

n(n− 1)

∑
i 6=j

Rijij = n(n− 1) + n2H2 − S.

Finalmente, obtemos a equação desejada

n(n− 1)R = n(n− 1) + n2H2 − S. (2.13)

2.2 Derivada covariante da segunda forma

A partir das equações de estrutura, obteremos as expressões da derivada

covariante da segunda forma fundamental. Inicialmente, da segunda equação

de estrutura

dω̄AB =
∑

C

ω̄AC ∧ ω̄CB + Ω̄AB,

podemos escrever

dω̄n+1i =
∑

C

ω̄n+1C ∧ ω̄Ci + Ω̄n+1i,

portanto

Ω̄n+1i = dω̄n+1i −
∑

k

ω̄n+1k ∧ ω̄ki. (2.14)
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Observando que

dω̄n+1i = d(−
∑

j

hijωj) = −
∑

j

(dhij ∧ ωj)−
∑

j

hijdωj,

e utilizando a equação

dωj =
∑

k

ωjk ∧ ωk,

chegamos ao resultado,

dωn+1i = −
∑

j

(dhij ∧ ωj)−
∑

j

hij

∑
k

ωjk ∧ ωk

= −
∑

j

dhij ∧ ωj −
∑

k

∑
j

hijωjk ∧ ωk. (2.15)

Temos também

ωn+1k ∧ ωki = (−
∑

j

hkjωj) ∧ ωki

=
∑

j

hkjωki ∧ ωj. (2.16)

Portanto, substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), teremos

Ωn+1i = −
∑

j

(dhij ∧ ωj)−
∑

k

∑
j

(hijωjk ∧ ωk)−
∑

k

∑
j

(hkjωki ∧ ωj)

= −
∑

k

(dhik ∧ ωk)−
∑

k

∑
j

(hijωjk ∧ ωk)−
∑

k

∑
j

(hjkωji ∧ ωk)

= −
∑

k

(dhik +
∑

j

hijωjk +
∑

j

hjkωji) ∧ ωk.

Definimos a derivada covariante

Dhik := d hik +
∑

j

hijωjk +
∑

j

hjkωji (2.17)

:=
∑

j

hikjωj,

e assim

Ωn+1i = −
∑

k

∑
j

(hikjωj ∧ ωk).
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Ao derivarmos (2.17) exteriormente, obtemos∑
k

(dhijk ∧ ωk) +
∑

k

hijkdωk =
∑

k

(dhkj ∧ ωki) +
∑

k

hkjdωki

+
∑

k

(dhik ∧ ωkj) +
∑

k

hikdωkj.(2.18)

Da equação (2.17) temos que

dhkj =
∑

l

hkjlωl −
∑

l

hljωlk −
∑

l

hklωlj.

dhik =
∑

l

hiklωl −
∑

l

hlkωli −
∑

l

hilωlk.

Sabendo que

dωk =
∑

l

ωkl ∧ ωl + ωkn+1 ∧ ωn+1

dωki =
∑

l

ωkl ∧ ωli + ωkn+1 ∧ ωn+1i

dωkj =
∑

l

ωkl ∧ ωlj + ωkn+1 ∧ ωn+1j,

temos de (2.18) a seguinte expressão∑
k

(dhijk ∧ ωk) +
∑

k

hijk(
∑

l

ωkl ∧ ωl)

=
∑

k

∑
l

(hkjlωl ∧ ωki)−
∑

k

∑
l

(hljωlk ∧ ωki)

−
∑

k

∑
l

hkl(ωlj ∧ ωki) +
∑

k

hkj

∑
l

(ωkl ∧ ωli)

+
∑

k

(hkjωkn+1 ∧ ωn+1i) +
∑

k

∑
l

(hiklωl ∧ ωkj)

−
∑

k

∑
l

(hlkωli ∧ ωkj)−
∑

k

∑
l

(hilωlk ∧ ωkj)

+
∑

k

hik

∑
l

(ωkl ∧ ωlj) +
∑

k

(hikωkn+1 ∧ ωn+1j).



Cálculos preliminares 22

Portanto∑
k

(dhijk ∧ ωk) +
∑
k,l

(hijkωkl ∧ ωl)

+
∑
k,l

(hkjlωki ∧ ωl) +
∑
k,l

(hiklωkj ∧ ωl)

=
∑
k,l

(hljωki ∧ ωlk) +
∑
k,l

(hklωki ∧ ωlj)

+
∑
k,l

(hkjωkl ∧ ωli) +
∑

k

(hkjωkn+1 ∧ ωn+1i)

+
∑
k,l

(hlkωkj ∧ ωli) +
∑
k,l

(hilωkj ∧ ωlk)

+
∑
k,l

(hikωkl ∧ ωlj) +
∑
k,l

(hikωkn+1 ∧ ωn+1j).

Trocando l por k no primeiro membro obtemos∑
k

(dhijk ∧ ωk) +
∑
k,l

(hijlωlk ∧ ωk)

+
∑
k,l

(hljkωli ∧ ωk) +
∑
k,l

(hilkωlj ∧ ωk)

=
∑
k,l

(hkjωli ∧ ωkl) +
∑
k,l

(hlkωli ∧ ωkj)

+
∑
k,l

(hkjωkl ∧ ωli) +
∑

k

(hkjωkn+1 ∧ ωn+1i)

+
∑
k,l

(hlkωkj ∧ ωli) +
∑
k,l

(hilωkj ∧ ωlk)

+
∑
k,l

(hilωlk ∧ ωkj) +
∑

k

(hikωkn+1 ∧ ωn+1j).

E assim∑
k

(dhijk +
∑

l

hijlωlk +
∑

l

hljkωli +
∑

l

hilkωlj) ∧ ωk =

=
∑
m

(hmjωmn+1 ∧ ωn+1i) +
∑
m

(himωmn+1 ∧ ωn+1j).

Desta expressão definimos∑
l

hijklωl := dhijk +
∑

l

hijlωlk +
∑

l

hjlkωli +
∑

l

hilkωlj. (2.19)
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Portanto∑
k

(
∑

l

hijklωl) ∧ ωk =
∑
m

(hmjωmn+1 ∧ ωn+1i) +
∑
m

(hmiωmn+1 ∧ ωn+1j).

Já que

Ωmi = dωmi −
∑

k

(ωmk ∧ ωki) = ωmn+1 ∧ ωn+1i

e

Ωmj = dωmj −
∑

k

(ωmk ∧ ωkj) = ωmn+1 ∧ ωn+1j,

temos ∑
k,l

(hijklωl ∧ ωk) =
∑
m

hmjΩmi +
∑
m

hmiΩmj.

Donde∑
k<l

(hijklωl ∧ ωk) +
∑
l<k

(hijklωl ∧ ωk) =
∑
m

hmj

∑
k,l

[(−1

2
Rmikl)ωk ∧ ωl]

+
∑
m

hmi

∑
k,l

[(−1

2
Rmjkl)ωk ∧ ωl].

Portanto∑
k<l

[(hijkl − hijlk)ωl ∧ ωk] =
∑
k<l

[
(
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

hmiRmjkl)ωl ∧ ωk

]
.

Donde obtemos

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

hmiRmjkl. (2.20)

Diagonalizando a segunda forma fundamental, com curvaturas principais

λ1 = λ2 = . . . = λn−1 := λ e λn = µ,

podemos escrever

H =
1

n
((n− 1)λ+ µ)

e

S = (n− 1)λ2 + µ2.
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Dáı obtemos

n2H2 − S = (n− 1)2λ2 + 2λµ(n− 1) + µ2 − (n− 1)λ2 − µ2

= (n− 1)λ[(n− 1)λ+ 2µ− λ]

= λ(n− 1)[(n− 2)λ+ 2µ].

Então (2.13) transforma-se em,

n(n− 1)R = n(n− 1) + λ(n− 1)[(n− 2)λ+ 2µ]. (2.21)

2.3 A k-ésima função simétrica nula

Anteriormente definimos a k-ésima função simétrica por

Hk =
1

Ck
n

[ ∑
16i1<···<ik6n

λi1 · · ·λik

]
.

Em particular, considerando λ1 = λ2 = . . . = λn−1 := λ e λn = µ, as

curvaturas principais de M , se separarmos na soma da definição de Hk os

termos que contém λn = µ e os que não o contém, obteremos

Hk =
∑

16i1<···<ik6n−1

λi1 · · ·λik +
∑

16i1<···<ik−16n−1

λi1 · · ·λik−1
µ.

Como dos n posśıveis valores de λi não podemos ter λn nos produtos do

primeiro somatório, então queremos escolher k dentre os n− 1 λi restantes e

isto nos dá Ck
n−1 possibilidades. Da mesma forma, dos k valores de λi para

os produtos da segunda soma, um deles é µ fixado, e portanto, queremos

escolher k − 1 dentre os n− 1 restantes, assim temos Ck−1
n−1 possibilidades de

fazer tal escolha.

E assim,

Ck
nHk = Ck

n−1λ
k + Ck−1

n−1λ
k−1µ. (2.22)

Em particular, considerando Hk = 0, a equação (2.22) transforma-se em

Ck
n−1λ

k + Ck−1
n−1λ

k−1µ = 0.
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Usando que Ck
n−1 = (n−1)!

k!(n−k−1)!
e Ck−1

n−1 = (n−1)!
(k−1)!(n−k)!

, obtemos

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!
λk +

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
λk−1µ = 0.

Portanto,

(n− k)λk + kµλk−1 = 0.

Ou seja,

λk−1[(n− k)λ+ kµ] = 0. (2.23)

Lema 2 Seja x : Mn ↪→ Sn+1 imersão tal que Mn tem duas curvaturas

principais distintas λ e µ e, também Hk = 0. Então a curvatura principal λ

não se anula em M . Além disso, (n− k)λ+ kµ = 0.

Demonstração: Suponhamos que λ(p) = 0, p ∈M, e definamos os conjun-

tos  N = {q | q ∈M,λ(q) 6= 0}.
Q = {q | q ∈M, (n− k)λ(q) + kµ(q) = 0}.

Dado um ponto em N , pela continuidade das curvaturas principais, existe

uma vizinhança deste ponto em N , isto é, N é aberto. Pelo mesmo argu-

mento, Q é fechado. Já que p 6∈ N temos que os conjuntos N e M são

distintos. A seguir mostraremos que N = Q. Tome q ∈ N , pela equação

(2.23), obtemos que (n−k)λ(q)+kµ(q) = 0 donde q ∈ Q. Portanto, N ⊂ Q.

Agora, como λ e µ são duas curvaturas principais distintas em M , nós temos

λ(q) 6= µ(q) para todo q de M . Assim, se (n − k)λ(q) + kµ(q) = 0 obtemos

que λ(q) 6= 0, caso contrário teŕıamos µ(q) = 0 = λ(q) uma contradição. Ou

seja, Q ⊂ N . Logo, N = Q. Pela conexidade de M , e como N 6= M obtemos

que N é vazio. Portanto se λ se anula em algum ponto de M , se anulará

sempre.

Segue de (2.21) que

n(n− 1)R = n(n− 1),
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isto é, R = 1.

Anteriormente, em (2.10), obtivemos

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk).

Seja K a curvatura seccional, dada por,

K =
Rijij

〈ei, ei〉〈ej, ej〉 − 〈ei, ej〉2
.

Usando que hij = λiδij, obtemos, para i 6= j,

Rijij = 1 + hiihjj.

Como λ ≡ 0,

Rijij =

 1 + λ2 = 1 se i, j < n

1 + λµ = 1 se i < n e j = n.

Em todo caso, K = 1. Então, o teorema de Bonnet-Myers garante que

M é compacta. Mas, pelo teorema de Cartan (em [3]) M é isométrica a Sn.

Conseqüentemente (ver [8] p. 72) M é totalmente umb́ılica, uma contradição.

Deste modo, λ não se anula em ponto algum de M . Usando (2.23) conclui-se

que

(n− k)λ+ kµ = 0, (2.24)

terminando a prova do lema.

�

Exemplo 1 Vamos construir um toro de Clifford Sm(r1)× Sq(r2) ⊂ Sm+q+1

com Hk = 0. Inicialmente, sejam x1 : Sm(r1) → Rm+1 e x2 : Sq(r2) → Rq+1

as imersões canônicas das esferas de raios r1 e r2 nos espaços euclidianos

Rm+1 e Rq+1, respectivamente.

Defina a imersão

x : Sm(r1)× Sq(r2)→ Sm+q+1 ⊂ Rm+q+2



Cálculos preliminares 27

por

x =
x1 + x2

r
,

onde r =
√
r2
1 + r2

2.

Vamos encontrar a segunda forma fundamental associada a x. Para isto,

considere o referencial adaptado {e0, e1, . . . , em, f0, f1, . . . , fq} tal que,
e0 =

x1

r1
, f0 =

x2

r2
.

e1, . . . , em são tangentes a Sm(r1).

f1, . . . , fq são tangentes a Sq(r2).

Observe que N =
r2e0 − r1f0

r
é unitário normal a x e aos ei, fj, com 1 ≤ i ≤

m, 1 ≤ j ≤ q. Defina formas φi com i = 1, . . . ,m e ψj com j = 1, . . . , q por

de0 =
∑

φiei e df0 =
∑

ψjej.

Portanto, a segunda forma fundamental de x na direção de N é dada por

−II = 〈dx, dN〉

= 〈dx1 + dx2

r
,
r2de0 − r1df0

r
〉

= 〈r1
r
de0 +

r2
r
df0,

r2
r
de0 −

r1
r
df0〉

=
r1r2
r2
〈de0, de0〉 −

r2
1

r2
〈de0, df0〉+

r2
2

r2
〈de0, df0〉 −

r1r2
r2
〈df0, df0〉.

Como

〈de0, de0〉 =
∑

i

φ2
i ,

〈df0, df0〉 =
∑

j

ψ2
j ,

e

〈df0, de0〉 = 0,
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teremos finalmente

−II =
r1r2
r2

(
∑

i

φ2
i −

∑
j

ψ2
j ).

Assim, definindo ωi = r2

r
φi e θj = r1

r
ψj temos

−II = 〈dx, dN〉

=
r1r2
r2

∑
i

r2

r2
2

ω2
i −

r1r2
r2

∑
j

r2

r2
1

θ2
j

=
r1
r2

∑
i

ω2
i −

r2
r1

∑
j

θ2
j .

Portanto

(hij) =

 r1

r2
· Im 0

0 − r2

r1
· Iq

 ,

onde Im e Iq representam as matrizes identidades de ordem m e q, respec-

tivamente, enquanto 0 representam as matrizes nulas com suas respectivas

ordens. Em particular, se m = n−1, q = 1, r1 =
√

k
n

e r2 =
√

n−k
n
, teremos

λ1 = λ2 = . . . = λn−1 := λ =
r1
r2

=

√
k

n− k
e

λn := µ = −r2
r1

= −
√
n− k
k

.

Portanto, fazendo

α =
Ck

nk(n− k)(k − 1)!(n− k − 1)!

(n− 1)!λk−1
,

de (2.22) teremos

αHk = (n− k)λ+ kµ

= (n− k)

√
k√

n− k
− k
√
n− k√
k

=
(n− k)k − k(n− k)√

k(n− k)
= 0,

isto é, Hk = 0. Além disso, é fácil deduzirmos que S = n(k2−2k+n)
k(n−k)

.



Caṕıtulo 3

Prova dos Teoremas

3.1 Distribuição do espaço de direções prin-

cipais

Dada uma variedade M , de dimensão n, denotamos por TM o fibrado

tangente de M , cuja dimensão é 2n. Observe que,

TM = {(p, v), p ∈M e v ∈ TpM}.

Seja π : TM →M a projeção canônica de TM em M . Chamamos π−1(p) '
TpM de fibra de p em TM . Uma distribuição k−dimensional sobre M é uma

função p→4p, onde4p ⊂ π−1(p) é um subespaço k−dimensional de π−1(p).

Para todo p ∈ M existe uma vizinhança U de p em M e k campos vetoriais

X1, . . . Xk tais que X1(q), . . . , Xk(q) é uma base para 4q, para cada q ∈ U .

Dizemos que 4 é uma distribuição C∞ se esses campos X1, . . . , Xk puderem

ser escolhidos como campos suaves. Uma subvariedade k−dimensional N

de M é chamada uma variedade integral de 4 se para cada p ∈ N temos

i∗(TpN) = 4p, onde i : N → M é aplicação de inclusão. Uma distribuição

4 é integrável se para X, Y campos de 4, tivermos que [X, Y ] pertence a

4, ou seja, em cada ponto p, o vetor [X, Y ] está em 4p.

29
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Admita que M é uma hipersuperf́ıcie imersa numa variedade riemanniana

(n + 1)− dimensional N e que M tem p curvaturas principais distintas

λ1, . . . , λp de multiplicidades constantes m1, . . . ,mp, respectivamente.

Seja

4i : M → TM

tal que

4i
x = {X ∈ TxM ;A(X) = λi(x)X},

onde 1 ≤ i ≤ p e A é o operador linear associado à segunda forma h, isto é,

h(X, Y ) = 〈Ax(X), Y 〉 ∀x ∈M e ∀X, Y ∈ TxM.

Então, obtemos distribuições suaves (veja [15]) 41, . . . ,4p de dimensões

m1, . . . ,mp sobre M , respectivamente.

Chamamos 4i de distribuição do espaço de direções principais.

Uma subvariedade mi−dimensional Mi de M cujo espaço tangente TxMi é

4i
x para todo x ∈ M , isto é, é o subespaço de direções principais associado

a λi, é dita uma subvariedade integral de 4i.

Considere agora 4, uma distribuição C∞, k−dimensional em Mn. Dizemos

que uma p−forma ω se anula em 4 se, para cada q ∈Mn,

ωq(X1, X2, . . . , Xp) = 0 sempre que X1, X2, . . . , Xp ∈ 4q.

Definindo

Ip = {ω ∈ Ωp(Mn)|ω se anula em 4},

onde Ωp(Mn) é o conjunto das p-formas em Mn, o teorema de Frobenius

via formas (veja [19] p. 229) nos diz que a distribuição 4 é completamente

integrável se, e somente se, dIp ⊂ Ip+1.

Após estas considerações passemos ao próximo lema.

Lema 3 (Otsuki) Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional numa varie-

dade (n+1)-dimensional de curvatura constante c̄, tal que as multiplicidades
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das curvaturas principais são todas constantes. Então, as distribuições do

espaço de direções principais correspondentes a cada curvatura principal são

completamente integráveis. Em particular, se a multiplicidade de uma cur-

vatura principal é maior que 1, então esta curvatura principal é constante

em cada subvariedade integral da distribuição correspondente do espaço de

direções principais.

Demonstração: Escolha o referencial {x, e1, e2, . . . , en+1} tal que,

ωin+1 = λiωi, i = 1, 2, . . . , n, (3.1)

onde λi é curvatura principal.

Então, temos

dωin+1 = d(λiωi) = dλi ∧ ωi + λidωi = dλi ∧ ωi + λi

∑
j

ωj ∧ ωji.

Por outro lado, utilizando que a curvatura de M̄ é c̄ e repetindo o mesmo

cálculo onde obtivemos (2.8), chegamos a expressão

R̄ABCD = c̄(δACδBD − δADδCB).

Sabendo que

Ω̄AB = −
∑
C<D

R̄ABCDω̄C ∧ ω̄D,

temos as formas de curvatura em M̄

Ω̄in+1 = −cωi ∧ ωn+1 = 0 em M, pois em M ωn+1 = 0. (3.2)

Assim, substituindo (3.1) e (3.2) em

dωin+1 =
∑

j

ωij ∧ ωjn+1 + Ω̄in+1,

obtemos

dλi ∧ ωi + λi

∑
j

ωj ∧ ωji =
∑

j

ωij ∧ ωjn+1 =
∑

j

ωij ∧ λjωj,
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ou seja,

dλi ∧ ωi +
∑

j

(λi − λj)ωij ∧ ωj = 0. (3.3)

Escrevendo

dλi ∧ ωi como
∑

j

dλj ∧ ωjδij

e pondo

θij = (λi − λj)ωij, (3.4)

(3.3) se reescreve como ∑
j

(dλjδij + θij) ∧ ωj = 0.

Pelo lema de Cartan,

dλjδij + θij =
∑

k

hijkωk, (3.5)

onde hijk = hikj.

Assim, como θij = θji temos o seguinte

θij =
∑

k

hijkωk − dλjδij

=
∑

k

hjikωk − dλiδji

=
∑

k

hjikωk − dλjδij

= θji,

portanto, ∑
k

hijkωk =
∑

k

hjikωk,

ou seja,

hijk = hjik = hikj = hkji. (3.6)

Por outro lado, se i 6= j e

λi = λj,
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temos

θij = (λi − λj)ωij = 0,

de modo que

0 = dλjδij + θij =
∑

k

hijkωk (3.7)

isto é,

hijk = 0.

Usando a notação [i] = {j|λi = λj}, das equações de estrutura e de (3.4)

temos que

dωi =
∑

j

ωj ∧ ωji

=
∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

ωj ∧ ωji

=
∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

ωj ∧
θij

λj − λi

=
∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

1

λj − λi

ωj ∧ θij.

Observe agora que

j 6∈ [i]⇒ λi 6= λj ⇒ i 6= j ⇒ θij =
∑

k

hijkωk.

Substituindo (3.5) e usando (3.6) e (3.7) obtemos a expressão

dωi =
∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

1

λj − λi

ωj ∧
∑

k

hijkωk.

Vamos separar esta última soma em duas: uma para k = i e outra para

k 6= i.

Assim,

dωi =
∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj ∧ ωi +
∑
j 6∈[i]
k 6=i

hijk

λj − λi

ωj ∧ ωk.



Prova dos teoremas 34

Nesta última parcela poderemos ter k = j ou k 6= j; separemos estes casos

em mais duas somas:

dωi =
∑
j∈[i]

ωj∧ωji+
∑
j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj∧ωi+
∑
j 6∈[i]

hijj

λj − λi

ωj∧ωj+
∑
j 6∈[i]
k 6=i,j

hijk

λj − λi

ωj∧ωk.

Neste último termo, se λk = λi, então hijk = 0 e o mesmo para λk = λj.

Portanto, nesta soma os termos posśıvelmente não nulos são aqueles onde

k 6∈ [i], k 6∈ [j].

Deste modo,

dωi =

∑
j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑
j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj ∧ ωi

+
∑
j 6∈[i]

k 6∈[i],[j]

hijk

λj − λi

ωj ∧ ωk.

Notando que os termos entre chaves do lado direito da equação são nulos em

mod{ωj, j ∈ [i]}, e ωj e ωk no terceiro somatório estão em diferentes classes

de ı́ndices, vemos que o sistema de equações (para i fixado)

ωj = 0 (j 6∈ [i]), (3.8)

é completamente integrável, desde que

dωj = 0 (mod{ωk, k 6∈ [i]}). (3.9)

Desde que o sistema de equações (3.8) nos dá a distribuição do espaço de

direções principais correspondentes as curvaturas principais λi de M em M̄ ,

a distribuição do espaço de direções principais correspondentes a cada cur-

vatura principal é completamente integrável.

Suponha agora que a multiplicidade de λi é maior que 1. De (3.6) e (3.7)

aplicados em (3.5), temos

dλi = hiiiωi +
∑
k 6∈[i]

hiikωk,

e para todo j ∈ [i] j 6= i, nós temos também,

dλi = dλj = hjjjωj +
∑

k 6∈[j]=[i]

hjjkωk.



Prova dos teoremas 35

Então,

hjjj = 0, hjjk = hiik, j ∈ [i], k 6∈ [i].

Desta forma, ao longo da subvariedade correspondente ao campo λi, nós

temos dλi = 0.

�

No nosso caso, em que o número de curvaturas principais de M em M̄ é dois,

sendo uma de multiplicidade n− 1, e Hk = 0, podemos escrever

λ1 = λ2 = . . . = λn−1 = λ e λn = µ. (3.10)

Como Hk = 0, temos

(n− k)λ+ kµ = 0, (3.11)

e vamos escolher λ > 0. Denote as subvariedades integrais passando por

x ∈M e correspondentes a λ e µ por Mm
1 (x) e Mn−m

2 (x), respectivamente.

Considere

dλ =
∑

k

λ,k ωk e dµ =
∑

k

µ,k ωk.

Assim, pelo Lema 3 temos que

λ,1 = . . . = λ,n−1 = 0.

Pela equação (3.11), temos que,

(n− k)dλ+ kdµ = 0⇒
∑

k

[(n− k)λ,k +kµ,k ] = 0.

Portanto

λ,1 = λ,2 , . . . , λ,n−1 = 0⇒ µ,1 = µ,2 , . . . , µ,n−1 = 0.

Finalmente

λ,1 = . . . = λ,n−1 = 0. (3.12)

µ,1 = . . . = µ,n−1 = 0. (3.13)
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Proposição 1 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n ≥ 3) conexa

em Sn+1 com Hk = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais distintas

λ e µ, com multiplicidades (n − 1) e 1, respectivamente. Então, M é o

lugar geométrico das subvariedades (n − 1)-dimensionais Mn−1
1 em que a

curvatura principal λ de multiplicidade n− 1 é constante e que é localmente

isométrico a uma esfera (n − 1)-dimensional Sn−1(c(s)) = En(s) ∩ Sn+1(1)

de curvatura constante onde En(s) é um subespaço linear n-dimensional no

espaço euclidiano Rn+2 que é paralelo ao En fixado.. Além disso, λ satisfaz

a equação diferencial ordinária de 2a ordem,

d2ω

ds2
= ω

{
(n− k)

k
ω−

2n
k − 1

}
, (3.14)

Demonstração: Aqui vamos considerar localmente λ como função de um

parâmetro s, por exemplo, o comprimento de arco de uma trajetória ortogo-

nal de uma famı́lia de subvariedades integrais correspondentes a λ.

Então, teremos

dλ = dλa =
∑

i

haaiωi =
∑

b

haabωb + haanωn

=
∑

b

λ,b ωb + λ,n ωn.

Portanto

haab = 0 ,∀ a, b ≤ n− 1 ehaan = λ,n . (3.15)

Com isso

dµ = dλn =
∑

i

hnniωi =
∑

b

hnnbωb + hnnnωn

= µ,n ωn.

Portanto

hnnb = 0 ,∀b ≤ n− 1 ehnnn = −(n− 1)λ,n . (3.16)

Assim, de (3.6) e (3.7),

θan =
∑

k

hankωk = hanaωa + hannωn +
∑
k 6=a
k 6=n

hankωk.
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O último somatório se anula pois sempre temos λk = λa.

Donde

θan = λ,n ωa.

Assim, escrevemos

ωan =
1

λa − λn

θan =
1

λ− µ
λ,n ωa =

kλ,n
nλ

ωa. (3.17)

Levando em consideração que

dωn =
∑

a

ωa ∧ ωan,

obtemos ∑
a

ωa ∧
(
kλ,n
nλ

ωa

)
=
∑

a

kλ,n
nλ

ωa ∧ ωa = 0.

Portanto

ωn = ds. (3.18)

Se o śımbolo ′ representa derivada com respeito a s, temos

(log λ
k
n )′ =

k

n

1

λ

dλ

ds
=
kλ,n
nλ

.

Portanto

ωan = (log λ
k
n )′ωa. (3.19)

Assim

dωan = d(log λ
k
n )′ωa + (log λ

k
n )′dωa.

Observando que

d(log λ
k
n )′ = (log λ

k
n )′′ds,

podemos escrever

dωan = (log λ
k
n )′′ds ∧ ωa + (log λ

k
n )′
∑

i

ωi ∧ ωia

= −(log λ
k
n )′′ωa ∧ ds+ (log λ

k
n )′
∑

b

ωb ∧ ωba + (log λ
k
n )′ωn ∧ ωna

= −(log λ
k
n )′′ωa ∧ ds+ [(log λ

k
n )′]2ωa ∧ ds+ (log λ

k
n )′
∑

b

ωb ∧ ωba.
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Portanto

dωan = {−(log λ
k
n )′′ + [(log λ

k
n )′]2}ωa ∧ ds+ (log λ

k
n )′
∑

b

ωab ∧ ωb. (3.20)

Por outro lado

dωan =
∑

b

ωab ∧ ωbn + ωan ∧ ωnn + ωan+1 ∧ ωn+1n − ωa ∧ ωn

=
∑

b

ωab ∧ ωbn − λµωa ∧ ωn − ωa ∧ ωn

=
∑

b

ωab ∧ (log λ
k
n )′ωb − (λµ+ 1)ωa ∧ ωn.

Já que −λµ = n−k
k
λ2, temos finalmente

dωan = (log λ
k
n )′
∑

b

ωab ∧ ωb + (
n− k
k

λ2 − 1)ωa ∧ ωn. (3.21)

Igualando as equações (3.20) e (3.21) acima obtemos

(log λ
k
n )′′ − [(log λ

k
n )′]2 +

n− k
k

λ2 − 1 = 0. (3.22)

Fazendo ω = λ−
k
n temos o que segue

0 = (logω−1)′′ − [(logω−1)′]2 +
n− k
k

ω−
2n
k − 1

=

[
− 1

ω

dω

ds

]′
−
[
− 1

ω

dω

ds

]2

+
n− k
k

ω−
2n
k − 1

= − 1

ω

d2ω

ds2
+
n− k
k

ω−
2n
k − 1

= − 1

ω

{
d2ω

ds2
− n− k

k
ω−

2n
k

+1 + ω

}
.

Portanto
d2ω

ds2
= ω

{
n− k
k

ω−
2n
k − 1

}
.

Assim
d2ω

ds2
− n− k

k
ω−

2n
k

+1 + ω = 0.



Prova dos teoremas 39

Multiplicando ambos os membros por 2dω
ds

teremos

2
dω

ds

d2ω

ds2
− 2

n− k
k

dω

ds
ω−

2n
k

+1 + 2ω
dω

ds
= 0.

Ou seja, [
(
dω

ds
)2 + ω

−2n+2k
k + ω2

]′
= 0.

Donde, a equação
d2ω

ds2
− n− k

k
ω−

2n
k

+1 + ω = 0,

é equivalente à equação de primeira ordem(
dω

ds

)2

= C − ω2− 2n
k − ω2,

onde C é uma constante de integração positiva.

Então, por (3.11), (3.18), (3.19) e (3.22) dea pode ser reescrito da seguinte

forma

dea =
∑

b

ωabeb + ωanen + ωan+1en+1 + ωan+2en+2

=
∑

b

ωabeb + (log λ
k
n )′ωaen + λωaen+1 − ωaen+2

=
∑

b

ωabeb + [(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2]ωa.

Por outro lado,

d{(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2} =

d{(log λ
k
n )′}en + (log λ

k
n )′den + dλen+1 + λden+1 − den+2,
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d[(log λ
k
n )′] = (log λ

k
n )′′ωn, dλ = λ,n ωn, den+1 = −

∑
b λωbeb − µωnen e

den+2 =
∑

a ωaea + ωnen implicam que

d[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] = (log λ

k
n )′(
∑

b

(− log λ
k
n )′)ωbeb

+ (log λ
k
n )′′ωnen + µωnen+1(log λ

k
n )′

− ωnen+2(log λ
k
n )′

+ λ,n ωnen+1 + λ
∑

b

(−λωb)eb

− λµωnen −
∑

a

ωaea − ωnen.

Reorganizando os termos teremos

d[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] = (log λ

k
n )′′ωnen − λµωnen − ωnen

+ (log λ
k
n )′µωnen+1 + λ,n ωnen+1

− (log λ
k
n )′ωnen+2

− [(log λ
k
n )′]2

∑
b

ωbeb

−
∑

b

ωbeb − λ2
∑

b

ωbeb.
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E assim

d[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] =

[
(log λ

k
n )′′ +

n− k
k

λ2 − 1

]
ωnen

+

[
−(log λ

k
n )′
n− k
k

λ+ λ′
]
ωnen+1

− (log λ
k
n )′ωnen+2

−
[
[(log λ

k
n )′]2 + λ2 + 1

]∑
b

ωbeb

=

[
(log λ

k
n )′′ +

n− k
k

λ2 − 1

]
ωnen

+

[
−(log λ

k
n )′
n− k
k

λ+ λ′
]
ωnen+1

− (log λ
k
n )′ωnen+2.

(mod(e1, e2, . . . , en−1))

Utilizando 3.22 escrevemos

(log λ
k
n )′′ +

n− k
k

λ2 − 1 = [(log λ
k
n )′]2,

e obtemos finalmente o resultado

d[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] = (log λ

k
n )′[(log λ

k
n )′en + λen+1 − en+2]ωn.

(mod(e1, e2, . . . , en−1))

Pondo E = e1 ∧ e2 ∧ . . .∧ en−1, F = (log λ
k
n )′en + λen+1− en+2, e por último

W = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en−1 ∧ {(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2}, temos que

W = E ∧ F ⇒ dW = dE ∧ F + E ∧ dF.

Acima já calculamos dF, calculemos agora dE ∧ F .

Observe primeiramente que

dE =
∑

a

(−1)a−1dea ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . en−1,
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onde o śımbolo ̂ indica que o termo foi omitido.

Como

dea =
∑

b

ωabeb + ωanen + ωan+1en+1 + ωn+1en+2

=
∑

b

ωabeb + [(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2]ωa,

substituindo o termo acima e distribuindo a soma, obtemos a equação

dE =
∑

a

(−1)a−1
∑

b

ωabeb ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . en−1

+
∑

a

(−1)a−1ωa[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . en−1.

Observe que no primeiro termo da soma, se b = a ⇒ ωab = ωaa = 0 e se

b 6= a, temos que b é um dos ı́ndices entre 1 e n − 1, e assim, o produto

eb ∧ e1 ∧ . . .∧ êa ∧ . . . en−1 é nulo pois um termo se repete. Assim, sendo nulo

o primeiro termo da soma, reescrevemos

dE =
∑

a

(−1)a−1ωa[(log λ
k
n )′en + λen+1 − en+2] ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . en−1.

Contudo

dE =
∑

a

(−1)a−1ωaF ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . en−1.

Portanto, dE ∧ F = 0, pois o vetor F se repete.

Assim

dW = E ∧ dF = (log λ
k
n )′Wds.

Esta equação nos mostra que o n-vetor W em Rn+2 é constante ao longo de

Mn−1(s). Deste modo, existe um subespaço linear En(s) em Rn+2 contendo

Mn−1(s). Da equação acima, o campo vetorial W depende somente de s e

por integração obtemos

W (s) =

[
λ(s)

λ(s0)

] k
n

W (s0).

Então nós temos que En(s) é paralelo a En(s0) em Rn+2.
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�

Lema 4 A equação (3.14) é equivalente a equação de 1a ordem,(
dω

ds

)2

= C − ω2− 2n
k − ω2, (3.23)

onde C é uma constante. Além disso, a solução constante de (3.14) corres-

ponde ao produto riemanniano,

S1(

√
k

n
)× Sn−1(

√
n− k
n

).

Demonstração: Observando inicialmente que 〈∇enen, en〉 = 1
2
en〈en, en〉 = 0

e ωij(ek) = 〈∇ek
ei, ej〉, podemos escrever

∇enen =
∑

a

〈∇enen, ea〉ea =
∑

a

ωna(en)ea. (3.24)

Por (3.17) temos

∇enen = −
∑

a

kλ,n
nλ

ωa(en)ea = 0.

Assim, toda curva integral do campo de direções principais correspondentes a

µ é geodésica. Então, como M é completa, ω(s) = λ−
k
n é função definida em

(−∞,∞). Pela demonstração da Proposição 1, a equação 3.14 é equivalente

a equação 3.23.

Fazendo ω(s) = ω0 em (3.14) obtemos,

n− k
k

λ2 − 1 = 0.

Ou seja,

λ =

√
k

n− k
.

Por (3.11) temos

µ = −
√
n− k
k

.

Assim, a solução constante de (3.23) corresponde ao produto riemanniano

S1(
√
k/n)× Sn−1(

√
(n− k)/n).
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�

Lema 5 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n ≥ 3) na esfera unitária

Sn+1 com Hk = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais distintas. Admita

que uma destas curvaturas principais de M é simples. Então temos

1

S

∑
k

(S,k )2 =
4n(k2 − 2k + n)

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

∑
i,j,k

h2
ijk. (3.25)

Demonstração: Como λ1 = · · · = λn−1 = λ, λn = µ e (n − k)λ + kµ = 0,

podemos escrever

µ2 =
(n− k)2λ2

k2
=

(n2 − 2nk + k2)λ2

k2
.

Então

S = (n− 1)λ2 + µ2 =
n(k2 − 2k + n)

k2
λ2. (3.26)

Logo

S,i =
2n(k2 − 2k + n)

k2
λλ,i . (3.27)

Usando (3.12), (3.26) e (3.27), temos

∑
k

(S,k )2 =

[
2n(k2 − 2k + n)

k2

]2

λ2(λ,n )2.

Portanto,

1

S

∑
k

(S,k )2 =
k2

n(k2 − 2k + n)λ2
· 4n2(k2 − 2k + n)2

k4
· λ2(λ,n )2

=
4n(k2 − 2k + n)

k2
(λ,n )2. (3.28)

Usando, (3.7), (3.15) e (3.16) temos que∑
i,j,k

h2
ijk =

∑
a,b,c

h2
abc +

∑
a,b

h2
abn +

∑
a,c

h2
anc +

∑
b,c

h2
nbc

+
∑

a

h2
ann +

∑
b

h2
nbn +

∑
c

h2
nnc + h2

nnn.
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A qual pode ser reescrito da seguinte forma∑
i,j,k

h2
ijk =

∑
a,b,c

h2
abc + 3

∑
a,b

h2
abn + 3

∑
a

h2
ann + h2

nnn.

O primeiro termo do segundo membro é sempre nulo quando a 6= b, b 6= c

e c 6= a resta só o termo haab que, por (3.15), é também nulo. No segundo

termo do segundo membro, habn é sempre zero sempre que a 6= b restando só∑
a haan. Na terceira parcela do segundo membro, hann é sempre zero.

Consequentemente∑
i,j,k

h2
ijk = 3

∑
a

h2
aan + h2

nnn = 3(n− 1)(λ,n )2 + (µ,n )2

=

[
3(n− 1) +

(n− k)2

k2

]
(λ,n )2 =

(
3nk2 − 3k2 + n2 − 2nk + k2

k2

)
(λ,n )2

=
(3n− 2)k2 − 2nk + n2

k2
(λ,n )2.

Portanto

(λ,n )2 =
k2

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

∑
i,j,k

h2
ijk. (3.29)

Agora substituindo (3.29) em (3.28), obtemos

1

S

∑
k

(S,k )2 =
4n(k2 − 2k + n)

k2
· k2

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

∑
i,j,k

h2
ijk

=
4n(k2 − 2k + n)

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

∑
i,j,k

h2
ijk,

o que conclui a prova do lema.

�

Teorema 1 (Simons) Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional, n ≥ 2,

na esfera unitária Sn+1, com curvaturas principais λ1, . . . , λn. Então,

1

2
4S =

∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i

λi(nH),ii +
1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2, (3.30)

onde (.),ij é a derivada covariante relativa a métrica induzida.
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Demonstração: Inicialmente observe que

4hij :=
∑

k

(hij),kk =
∑

k

(hijkk − hikjk) +
∑

k

(hikjk − hikkj)

+
∑

k

(hikkj − hkkij) +
∑

k

hkkij.

Usando a relação (2.20) obtemos

4hij =
∑

k

(hijkk − hikjk) +
∑

k

(hikkj − hkkij) + (
∑

k

hkk),ij

+
∑
m,k

hmkRmijk +
∑
m,k

himRmkjk.

Por outro lado, hijk = hikj implica

4hij = (
∑

k

hkk),ij +
∑
m,k

hmkRmijk +
∑
m,k

himRmkjk. (3.31)

Assim

1

2
4S :=

1

2

∑
k

(∑
i,j

h2
ij

)
,kk

=
1

2

∑
i,j,k

(2hij(hij),k ),k =
∑
i,j,k

[(hij),
2
k +hij(hij),kk ]

=
∑
i,j,k

[(hij),k ]2 +
∑
i,j,k

hij(hij),kk

=
∑
i,j,k

[(hij),k ]2 +
∑
i,j

hij

∑
k

(hij),kk

=
∑
i,j,k

[(hij),k ]2 +
∑
i,j

hij4hij.

Utilizando a expressão (3.31) temos

1

2
4S =

∑
i,j

hij

[(∑
k

hkk

)
,ij +

∑
m,k

hmkRmijk +
∑
m,k

himRmkjk

]
+

∑
i,j,k

[(hij),k ]2

=
∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i,j

hij(nH),ij +
∑

i,j,k,m

hijhmkRmijk +
∑

i,j,k,m

hijhimRmkjk.



Prova dos teoremas 47

Como hij = λiδij e∑
i,j,k,m

hijhmkRmijk +
∑

i,j,k,m

hijhimRmkjk =
∑
i,k

hiihkkRkiik +
∑
i,k

hiihiiRikjk,

podemos escrever∑
i,j

hiihjjRjiij +
∑
i,j

hiihiiRijij =
∑
i,j

λ2
iRijij −

∑
i,j

λiλjRijij,

no qual trocamos k por j.

Agora, separando a soma nos termos para i < j e para i > j, temos o seguinte∑
i,j

(λ2
i − λiλj)Rijij =

∑
i<j

λ2
iRijij +

∑
i>j

λ2
iRijij −

∑
i<j

λiλjRijij −
∑
i>j

λiλjRijij

=
∑
i<j

λ2
iRijij +

∑
i<j

λ2
jRjiji −

∑
i<j

λiλjRijij −
∑
i<j

λjλiRjiji

=
∑
i<j

(λi − λj)
2Rijij

=
1

2

∑
i,j

(λi − λj)
2Rijij.

Finalmente obtemos

1

2
4S =

∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i,j

λi(nH),ij +
1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2,

concluindo a prova do lema.

�



Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies na esfera com

Hk = 0

Este caṕıtulo apresenta os resultados principais deste trabalho. Mostra-

remos que uma hipersuperf́ıcie M de dimensão n na esfera unitária Sn+1 com

duas curvaturas principais distintas, uma de multiplicidade n − 1, é o toro

de Clifford desde que tal hipersuperf́ıcie seja completa, conexa, com k-ésima

função simétrica nula e o quadrado da norma da segunda forma satisfaça a

desigualdade S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
. Em seguida, para M compacta, obteremos

uma desigualdade integral comparada com o volume de M . Iniciaremos este

estudo com o seguinte lema.

Lema 6 Se M é uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n > 3) em Sn+1 com

Hk = 0 (k < n) e duas curvaturas principais distintas λ e µ, de multiplici-

dades (n− 1) e 1, respectivamente, então

S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

vale se, e somente se,

ω−
2n
k >

k

n− k
.

48
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Similarmente,

S 6
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)

vale se, e somente se,

ω−
2n
k 6

k

n− k
.

Demonstração: Como (n− k)λ+ kµ = 0, podemos escrever

S =
n(k2 − 2k + n)

k2
λ2.

Usando ω = λ−
k
n temos

S =
n(k2 − 2k + n)

k2
ω−

2n
k .

Desta forma S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
se, e somente se,

ω−
2n
k
n(k2 − 2k + n)

k2
>
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
.

Ou seja,

ω−
2n
k >

k

n− k
,

provando a primeira equivalência. De modo inteiramente análogo prova-se a

outra equivalência. E assim conclúımos a demonstração do lema.

�

Utilizaremos o lema anterior para obtermos um dos resultados principais

deste trabalho enunciado como o seguinte teorema.

Teorema 2 Seja M uma hipersuperf́ıcie da esfera Sn+1 completa, conexa, n-

dimensional (n ≥ 3), com Hk = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais

distintas, uma de multiplicidade n− 1. Se

S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
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então

S =
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
.

Além disso, M é isométrica ao produto riemanniano

S1(

√
k

n
)× Sn−1(

√
n− k
n

).

Demonstração: Da Proposição 1 temos que

d2ω

ds2
= ω

{
(n− k)

k
ω−

2n
k − 1

}
.

Assim

ω

{
(n− k)

k
ω−

2n
k − 1

}
> 0⇔ ω−

2n
k >

k

(n− k)
.

Portanto
d2ω

ds2
> 0⇔ ω−

2n
k >

k

(n− k)
.

Assim, se

S >
n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
,

temos pelo lema anterior que

ω−
2n
k >

k

n− k
,

donde conclúımos que
d2ω

ds2
> 0.

Dáı, dω
ds

é função monótona não-decrescente de s ∈ (−∞,+∞). Assim, a

partir de uma certa ordem o sinal de dω
ds

é constante. Conclui-se também dáı

que ω(s) é monótona quando s→ ±∞, pois se

ω′(r) 6 ω′(t) 6 ω′(v) com r 6 t 6 v e 0 6 ω′(r),

então

∀u > r, ω′(u) > 0⇒ ω(s) é crescente ∀s > u ⇒

ω é crescente quandou→ +∞.
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Noutro caso, se

ω′(r) 6 ω′(t) 6 ω′(v) com r 6 t 6 v e 0 > ω′(v),

então

∀u 6 v, ω′(u) 6 0⇒ ω(s) é decrescente ∀s 6 u ⇒

ω é decrescente quandou→ −∞.

Em todo caso, ω é monótona quando s→ ±∞.

Sabemos de (3.23) que

C − ω2ω−
2n
k − ω2 = (

dω

ds
)2.

Logo, (dω
ds

)2 ≥ 0 implica que

−ω2(ω−
2n
k + 1) > −C.

Portanto,

ω2 6
C

1 + λ2
implica |ω| 6

√
C

1 + λ2
.

Assim ω é limitada, sendo também monótona quando s → ±∞, existem os

limites

lim
s→+∞

ω(s) e lim
s→−∞

ω(s).

Com isso temos

lim
s→+∞

dω(s)

ds
= 0 = lim

s→−∞

dω(s)

ds
.

Já que dω
ds

é monótona, temos dω
ds

= 0 e ω(s) é constante. Logo as curvaturas

principais de M são constantes. Pelo Lema 4 e um resultado devido a Cartan

[4], M corresponde ao produto riemanniano,

S1(

√
k

n
)× Sn−1(

√
n− k
n

).

o que termina a prova do teorema.
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Para concluir nosso trabalho vamos provar o próximo teorema que nos dá

uma majoração para a integral do quadrado da segunda forma sobre M .

Teorema 3 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional, n ≥ 3, compacta,

conexa na esfera Sn+1 com Hk = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais

distintas. Seja V o volume de M e assuma que uma das curvaturas principais

de M tem multiplicidade 1. Então, o quadrado da norma da segunda forma

fundamental de M satisfaz∫
M

S ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
V. (4.1)

Com igualdade valendo se, e somente se, M é isométrica ao produto rieman-

niano Sn−1(
√

(n− k)/n)× S1(
√
k/n).

Demonstração: Primeiro calculamos,

1

2
4(lnS) =

1

2

∑
k

(lnS),kk =
1

2

∑
k

(
S,k
S

),k

=
1

2

∑
k

(
S,kk

S
− 1

S2
· S,k ·S,k

)
=

1

2S

∑
k

(S,kk )− 1

2S2

∑
k

(S,k )2

=
1

2

4S
S
− 1

2
·
∑

k(S,k )2

S2
. (4.2)

Usando (3.30) e a equação de Gauss Ranan = 1 + λµ, obtemos,

1

2
4S =

∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i

λi(nH),ii +
1

2

∑
i,j

Rijij(λi − λj)
2

=
∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
a

Ranan(1 + λ− µ)2 +
∑

i

(nH),ii

=
∑
i,j,k

h2
ijk + (n− 1)(1 + λµ)(λ− µ)2 +

∑
i

λi(nH),ii . (4.3)
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Como

1 + λµ = 1 + λ

[
−(n− k)

k
λ

]
= 1− (n− k)

k
λ2

e

(λ− µ)2 =

(
λ+

(n− k)

k
λ

)2

= λ2

(
1 +

(n− k)

k

)2

=
λ2n2

k2
,

temos

(1 + λµ) · (λ− µ)2 =
n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2.

Portanto, (4.3) se reescreve

1

2
4S =

∑
i,j,k

h2
ijk +

(n− 1)n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2 +

∑
i

λi(nH),ii . (4.4)

Agora, de (2.19) temos que

λ,ij ωj = dλ,i +λ,j ωji. (4.5)

Por outro lado mostramos em (3.19) que ωan = (log λ
k
n )′ωa e em (3.18) que

ωn = ds. Se i = a em (4.5), vemos que

λ,aj ωj = dλ,a +λ,j ωja = λ,n ωna

= λ,n
λ,n
µ− λ

ωa = − k

nλ
(λ,n )2ωa.

De modo que

λ,aa = − k

nλ
(λ,n )2. (4.6)

Se i = n em (4.5), temos

λ,nj ωj =

{
n+ k

nλ
(λ,n )2 − n(n− k)λ3

k2
+
nλ

k

}
ωn. (4.7)

E segue que

λ,nn =

{
n+ k

nλ
(λ,n )2 − n(n− k)λ3

k2
+
nλ

k

}
. (4.8)
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Observando que

nH = (n− 1)λ+ µ = (n− 1)λ− (n− k)

k
λ =

n(k − 1)λ

k
,

substituindo (4.6) e (4.8) em (4.4) teremos,

1

2
4S =

∑
i,j,k

h2
ijk +

(n− 1)n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2 +

∑
i

λi(nH),ii

=
∑
i,j,k

h2
ijk +

(n− 1)n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2 +

∑
i

λi(
n(k − 1)λ

k
),ii

=
∑
i,j,k

h2
ijk +

(n− 1)n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2 + (n− 1)(1− k)(λ,n )2

− n− k
k
· n(k − 1)

k
·
[
n+ k

n
(λ,n )2 − n(n− k)

k2
λ4 +

nλ2

k

]
=

∑
i,j,k

h2
ijk +

[
(n− 1)(1− k)− n− k

k
· n(k − 1)

k
· n+ k

n

]
(λ,n )2

+
(n− 1)n2

k2

[
1− (n− k)

k
λ2

]
λ2 +

n− k
k2

n2 · (k − 1)
(n− k)

k2
λ4

− (n− k)

k
· n(k − 1)

k
· nλ

2

k
.

Usando (3.29) obtemos

1

2
4S =

{
1− (k − 1)[(n− 2)k2 + n2]

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

}(∑
i,j,k

h2
ijk

)

+
n2(k2 − 2k + n)

k4
λ2[k − (n− k)λ2].

Vamos mostrar agora que

1

2
4(lnS) ≤ n

k

{
1− k(n− k)

n(k2 − 2k + n)
S

}
.
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De fato, usando a última expressão em (4.2) teremos

1

2
4(lnS) =

1

2

4S
S
− 1

2
·
∑

k(S,k )2

S2

=
1

S

{
1− (k − 1)[(n− 2)k2 + n2]

(3n− 2)k2 − 2nk + n2

}(∑
i,j,k

h2
ijk

)

+
n2(k2 − 2k + n)

k4
λ2[k − (n− k)λ2]− 1

2
·
∑

k(S,k )2

S2

=

{
(3n− 2)k2 − 2nk + n2 − (k − 1)[(n− 2)k2 + n2]

4n(k2 − 2k + n)
− 1

2

}(∑
k(S,k )2

S2

)
r

+
n

k

{
1− k(n− k)S

n(k2 − 2k + n)

}
= −k(n− 2)[k2 − 2k + n]

4n(k2 − 2k + n)

(∑
k(S,k )2

S2

)
+
n

k

{
1− k(n− k)S

n(k2 − 2k + n)

}
≤ n

k

{
1− k(n− k)

n(k2 − 2k + n)
S

}
.

Ou seja,
1

2
4(lnS) ≤ n

k

{
1− k(n− k)

n(k2 − 2k + n)
S

}
. (4.9)

Integrando (4.9) sobre M , obtemos∫
M

S ≤ n(k2 − 2k + n)

k(n− k)
V. (4.10)

E assim obtemos a desigualdade desejada. Por outro lado, se vale a igual-

dade, então de (4.9) vemos que S = n(k2−2k+n)
k(n−k)

. Além disso obtemos que λ e

µ são constantes. Então, pelo resultado de Cartan [4] já utilizado anterior-

mente conclúımos que M é isométrica ao produto riemanniano S1(
√
k/n)×

Sn−1(
√

(n− k)/n).

�
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