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Resumo

Neste trabalho vamos estudar hipersuperficies M™ da esfera unitéria S"*!,
conexas, completas, com duas curvaturas principais distintas, uma das quais
de multiplicidade n — 1 e possuindo k-ésima funcao de curvatura nula. Sob

tais condigoes, vamos provar que o toro de Clifford é a unica hipersuperficie
n(k* — 2k +n)
k(n — k)

norma da segunda forma fundamental. Além disso, vamos mostrar que no

que satisfaz S > = ¢(n, k), onde S representa o quadrado da

caso compacto, [, S < ¢(n, k)vol(M), ocorrendo igualdade somente no toro

de Clifford.
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Capitulo 1

Introducao

No trabalho seminal de E. Cartan [4] foi provado, entre varios outros re-
sultados, que o toro de Clifford é a tnica hipersuperficie compacta da esfera
unitaria com duas curvaturas principais constantes. Apods Cartan surgiram
varios trabalhos que classificam toros de Clifford. Podemos, por exemplo,
destacar o trabalho de M. do Carmo, S. S. Chern e S. Kobayashi em [7]
e H. B. Lawson em [I2]. Eles provaram, independentemente, que se M é
uma variedade n—dimensional compacta, minima e imersa em um espago

(n 4 p)—dimensional N de curvatura constante ¢ e a norma || A|| da segunda

forma fundamental de M em N satisfaz |A]|> < 25, entdao A = 0 ou

2—-1/p’
Al = g2

Além disso, se N = S""! a esfera unitaria (n + 1)—dimensional e ||A||*> = n,

entao M é localmente o produto riemanniano dos espacos V; e V5 de curvat-
uras % e # respectivamente, onde dimVy, =m > 1edimVo=n—m > 1.
Mais tarde, em 1970, T. Otsuki em [16] estudou as tais hipersuperficies da
esfera unitaria de dimesao (n + 1) e provou que se as curvaturas principais
sao de multiplicidades maior que 1, entao M™ é localmente o toro de Clifford.
Além disso, T. Otsuki construiu hipersuperficies minimas em S"*! com duas

curvaturas principais distintas uma das quais de multiplicidade um, diferen-

tes do toro de Clifford S'(1/1/n) x S*"1(y/(n —1)/n).

10



Introducao 11

Q. M. Cheng provou em 1996 (veja [5]) que se M™ C S™*! ¢ minima, com-
pacta e o quadrado da norma S da segunda forma fundamental satisfaz
n<S<n-+ %, entdo S =n e M"™ é toro minimo de Clifford.

Ja em 2000 T.Hasanis e T. Vlachos provaram em [10] que a limitacao superior
sugerida por Q. M. Cheng é desnecessaria. Ou seja, se M for hipersuperficie
minima compacta em S""! com duas curvaturas principais distintas, basta
que S > n para que S =n e M seja o toro minimo de Clifford.

Estes mesmos autores em colabor¢ao com A. Savas-Halilaj mostraram que o
resultado anterior é ainda valido quando M™ deixa de ser compacta e passa
a ser completa.

O objetivo principal deste trabalho é caracterizar o toro de Clifford. Ampli-
aremos os resultados anteriores trocando a condicao de ser M minima pela
nulidade de sua k-ésima funcao simétrica normalizada, Hj. Em seguida,
para o caso de M ser compacta, obteremos uma desigualdade integral para o
quadrado da segunda forma S, mostrando que esta integral é majorada por
um multiplo do volume V' de M. Mais precisamente, mostraremos que,

n(k* — 2k +n)
e

O presente trabalho ¢ o conteido dos artigos de G. Wei [17] e [1§].



Capitulo 2

Calculos Preliminares

2.1 Equacoes de estrutura

Seja x : M™ — S"! uma imersao da variedade n-dimensional M na
esfera unitaria S"™!. Considere {ej,es,...,e,41} um referencial ortonormal
adaptado a M, ou seja, eq,...,e, sao tangentes a M e e,,1 é normal a M.
Sejam {wy,...,wyy1} as formas duais de {ej,eq,...,€411} e w; = w; | M
para 1 <1 <mn.

Usaremos a convencao de indices ja adotada na literatura, qual seja,
1<ABC,---<n+1, 1<ijk---<n, 1<abyc---<n-—1 (2.1)

Um dos resultados mais basicos no estudo do método do referencial mével é

o lema de Cartan, que pode ser enunciado da seguinte maneira.

Lema 1 (Cartan) ConsideremosV um espago vetorial real de dimensaon e
Wiy .. wp V=R, r <n, formas lineares em V| linearmente independentes.
Suponhamos que existam formas lineares 0y, ...,0, : V — R satisfazendo a

sequinte condi¢ao,

i=1

12
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13

Entao,
T
0; = § aijwy, 1,7 =1,...,1, ai = aj

=1
Demonstragao: Primeiramente vamos completar as formas wi,...,w, em
uma base wy, ..., W, Wri1, .. .,w, de V* e escrevamos

T
Qi = E QW5 + E bilwl.

7j=1 I>r
Por hipétese,
T
i=1

Assim,

r r r r
0:Zwi/\8i = ZwiAZaijwj+ZwiAZbilwl
i=1 i=1 j=1 i=1

I>r

= Z (a;; — aj)w; Aw; + Z buwi A wi.

1<j<r i<r<l

Como o conjunto
A=A{wr ANws| k<s, k,s=1,...,n}

¢é linearmente independente, conclui-se que

O

Passemos agora ao estudo das chamadas equagoes de estrutura. Observando

que {(z,r) = 1, temos (dr,z) = 0. Assim, o vetor posicao z em S"*!

perpendicular ao plano tangente e, portanto, {ej,es,...,€,11,T = €p40}

[©N

[©N
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um referencial ortonormal adaptado em S"*' c R"*2,

Logo,
dr = Z WAEA.
A

Observando que todo vetor v no espaco tangente 7,M é escrito na forma

v =) .a;e; temos

WOni1(v) = Zai@nﬂ(ei) =0, pois 1<i<n,
i=1

donde obtemos w1 | M = 0.

Assim,
dx = Zwiei. (2.2)
i=1

Escrevendo o campo de; no referencial escolhido obtemos

de; = Zwijej + Wint1€nt1 + Wiz (23)
J

Fazendo produto interno da expressao ([2.3) com z, obtemos
(de;, x) wa €, T) + Wint1{€nt1, L) + wiy(z, ).
Agora usando que (e;, z) = (e,41,2) =0 e (z,z) = 1, obtemos
(dej, ) = wig.
Como

(x,e;) = 0= (de;,x) = —(dx,e;) = ij e;,6i) = — ijéji = —wj,
J

concluimos que w;; = —wj.

Observando que w, 1 = 0, obtemos

E Wn4-14 VAN W; = dwm_l =0.
7
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Pelo lema de Cartan,
Win+1 = § hijwj-
J
Podemos entao reescrever ([2.3)) como
dei = E Wij€; + E hijwjenﬂ — W;T. (24)
J J
De um modo analogo ao anterior,

dept1 = E Wn+1i€; T Wntint+1€nt1 + Wnt1zT. (2.5)

)

Utilizando o fato que (e, 41, z) = 0, temos

(dent1,r) = —(eny1,dx)

= —lent1, ) wie)
;
= 0.

Dai, utilizando (2.5) podemos escrever
Wntlz = an—&—li(ei,z) + wn+1x<x>$> = <d6n+1, ZL‘> =0.
i
Portanto, (2.5)) se reescreve como

d€n+1 = anﬂiei = — Z hijwjei. (26)
i 1,5

Devido a simetria da segunda forma, o operador linear associado é auto-
adjunto, portanto diagonalizavel. Logo, considere Ay,...,\,, as curvaturas
principais de M™ em S"™!. Por isso, podemos considerar, em cada ponto

p € M, um referencial {ej, es, - ,e,11} tal que
Wingl = AW
Ou seja, como wiy41 = D _; hjjw;, teremos para cada ponto p € M,
Oime1(en) = Y hywiler) = Y hijdje = ha.
J J

hij = )\iwi(ej) :Aifsija (2-7)
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onde (h;;) é a matriz da segunda forma de M™.
Quando a segunda forma de M" estda diagonalizada, definimos a k-ésima
funcao simétrica normalizada, ou Hy-curvatura, por,

1

NI < <ip<n

n!

(n — k)k!
uma “média”dos determinantes das submatrizes de ordem k da matriz (h;;),

onde representamos C’,’j = Ou seja, isto equivale a tomarmos

cujas diagonais principais coincidem com a diagonal principal de (h;;).

Vamos encontrar agora as equagoes de Gauss

Rijkl = (5ik5jl - 5il5jk:) + (hikhjl - hilhjk)-
nin—1)R = n(n—1)+n*H*—S.

Para tanto, representemos por w, as formas duais em S"', por wap as
~ 1 - _ —
formas de conexao em S"™! e w; = W; |p, wij = Wij | -

Usando as formas de conexao

d@i]’ — Z ('D’L'C /\ (IJCJ‘ + Qij
C

dwij = Zwik N Ldkj + Qi]’,
k

Qz‘j = dwij - Zwik A Wkj
k
= dwij | = Y@k ) A @k |ar)
k
= Q-+ Z(@ic ) A (G |ar) Z Wik, |ar) A (Wrj ()
c k

= Qi + (@int1 |ar) A (Ongaj |ar)-

Utilizando novamente

Wntlj = — E hﬂwl,
!
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dos célculos anteriores, podemos escrever
Qi = Qy— E hik@y |ar A g hjiwor | v
k !

= Qij — Z hihjiwr A wy
k.l
= Qij — Z(hikhﬂ — hilhjk)wk A wy.
k<l
Sabendo que
— 1

;= —3 Z Rijitr A @,
o

teremos

17

- Z Rijuiwp ANwp = — Z Rijra (@ |ar) A (@1 |ar) — Z(hikhﬂ — hithji)wi Awy.

k<l k<l k<l

Portanto, wy |p= wi nos da

— Z(Rijkl — Rijkl — (highji — hithji))wr Awp =0,

k<l

e dai

Riji = Rijia + (hachji — hahj).

Considerando
X = E Taeq € Y = E yaea em T,S"
A A
podemos escrever

(Ryy)X,Y) = Z zayprcoypRapop
A,B,C,D

(X, X)VY) —(X,)Y)* = Z$A$C5ACZ?JB?JD5BD
AC B,D

- Z TAYDOAD Z rcypdcn
A,D C,B

= Y (5acOsp — 6apdcn)TaysToyp.
AB.C,D
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Por outro lado, usando o fato de que a curvatura seccional de S"*! é constante

igual a 1, obtemos

Z xAnycyDRABCDZ Z xAyBﬁcyD((;AC(SBD—CSADCSCB)-
A,B,C,D A,B,C,D

Portanto,
Rapep = 6ac0pp — dapdcs. (2.8)

Quando restringimos a M, tal expressao passa a ser

Rijki = 0ir0j1 — 00y (2.9)
Encontramos assim a primeira das equacoes de Gauss
Rijie = (600 — 0ubji) + (hahji — hahji). (2.10)
Para obter a segunda equagao, da expressao temos, para i # j,
Riji; = 14 hyzhj; — hfj.
Ao somarmos em 7, obtemos

Z Rijij = n+ Z(hn’hm‘ — h).

Agora, somando em j # 1,
i#j i#]

Por defini¢ao temos,

H = %Zh“, donde n2H2 = (Z ]’L“>2

S = Z %, edal n?H?—S = (Z hii)? — Z hZ,.
1,] ? 7

Observando que

n

(Z ap)? — Zai = QZCM%’ = Zaiaj,
i

k i<j i#]
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podemos escrever
n*H?> - S = (Z hii)? — Z h?,
= (i hii>2 - i h?i - Z h?j
i i i#j
= D hihy; =) b

i#] 1#]
= Y (hihj; — h3). (2.12)
i#]

Portanto, de (2.11]) e (2.12)) obtemos

ZRijlj = n(n — 1) —|—n2H2 — S
i#]
e assim,

n(n — ZRijij =n(n—1)+n*H* - S.
i

Finalmente, obtemos a equacao desejada

1
1)n(n - 1)

nin — 1R =n(n—1)+n?H* - S. (2.13)

2.2 Derivada covariante da segunda forma

A partir das equagoes de estrutura, obteremos as expressoes da derivada
covariante da segunda forma fundamental. Inicialmente, da segunda equacgao

de estrutura
doap = E Wac Nwep + Qap,
c
podemos escrever

dwny1; = E Wntic A Wi + Qntiis
c

portanto

Qi1 = dwy 1 — Z(Dn+lk N W (2.14)
k
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Observando que

dngr; = d(= Y hyjw;) = = (dhij Aw;) Z hijdw;,
J

J

e utilizando a equagao
dwj = ijk A W,
k
chegamos ao resultado,
dwn+1i = - Z dh/” A w] Z hl] Z Wik A Wi
= _Zdhm ANw; — ZZh”wjk A W (2.15)
Temos também

Witk Awgg = (— Z hijw;) A Wi
= Z hkjwki VAN Wj. (216)
Portanto, substituindo (2.15)) e em ([2.14])), teremos
Qng1i = — Z(dhi]’ Awj) — Z Z(hijwjk A wg) — Z Z(hkjwki A wj)
J ko J ko J
= - Z(dhlk A Wk) — Z Z(hijwjk A wk) — Z Z(h’jkwji VAN wk)
k ko ko J
= - Z(dhlk + Z hijw]'k + Z hjkwji) A Wi
k J J
Definimos a derivada covariante
thk = dhlk + Z hz-jwjk + Z hjkwji (217)
J

J
= E hikjws,
J
e assim

n—l—lz - E E ’Lk‘]w] A Wk
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Ao derivarmos (2.17)) exteriormente, obtemos

Z(dhwk A wk) + Z hijkdwk = Z(dhk] A wki) + Z hkjdwki

k k k k
k k

Da equacao ([2.17) temos que

dhkj = Z hkawz - Z hljwm - Z hklwz]'-
l l l

dhie = ) higwy — Y hiwi — Y haw.
! l l

Sabendo que

dwy, = E Wit A\ Wi + Wint1 A Wyt

dwi;, = g Wit N\ Wi + Weng1 A Wnoti
1

dwy; = E Wit N\ Wi+ Weng1 A Wngy,
!

temos de a seguinte expressao
S (dhir Awr) + Z hiji( Z Wi A wr)
k _ Z Z higwor Awri) = > Y (hajwn A wii)
_ Z Z hia(wi; A wii) + i hlkj > (wr Awn)
+ Zk:(hlkjwknﬂ A Wnpi) + kZ Z(lh“flwl N ki)
— Xk: D (huwwns Aewrg) - Zkleﬂww A wiks)
+ Z:: h; ZI:(wkl A wyj) + ik:(;ikwkn-i-l A Wn1j)-
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Portanto
Z(dhijk ANw) + Z(hijkwkl A wi)
k k.l

+ ) (g Awn) + > (hagawr; A wy)
k,l k,l

= Y (jwri Awik) + > (hawri A wyy)
k,l k,l

+ Z(hkjwkl A wy;) + Z(hkjwknﬂ A Wht1i)
k.l k

+ Z(hlkwkj A wli) + Z(hilwkj A wlk)
k.l k.l

+ Z(hikwkl A wij) + Z(hikwlm+1 A Wny1j)-
k,l k,l

Trocando [ por k£ no primeiro membro obtemos

Z(dhwk VAN u)k) + Z(hijlwlk A wk)

k k.l

+ Z(hljkwli A wy) + Z(hukwlj A wy)

k,l k,l

= Y (hjwi Awp) + > (hipwi; A wiy)
k,l k,l

+ Z(hkjwkl A wy;) + Z(hkjwlmﬂ A Wit1i)
k,l k

-+ Z(hlkwkj A wli) + Z(hilwkj A wlk)
k,l k,l

+ Z(hilwlk A wij) + Z(hikwlm+1 N Wny1j)-
k)l k

E assim

Z(dhi]’k + Z hijiww  + Z hijrwri + Z higwi;) A wy =
! 1 I

k
- Z(hmjwmn—i-l A wn-{—li) + Z(himwmn—i—l A\ wn—l—lj)'

m m

Desta expressao definimos

Z hijklwl = dh”k + Z hiﬂwlk + Z hﬂkwli + Z hilkwlj. (219)
l l l l
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Portanto
Z(Z hijrwr) A wy, = Z(hmjwmnﬂ A Wnpi) + Z(hmiw”m“ N &nig)
k ! m m
Ja que
Qmi = dwmi - Z(wmk A wki) = Winnt+1 N Wnt1
k
e
Qnj = dwmj — Z(ka A Wj) = Wimnt1 A Wi,
k
temos
D (Rt Awr) =D i + ) i
k.l m m
Donde

1
Z(hijklwl A wy) + Z(hijklwl ANwg) = Z P Z 5 Roikl)wi A wi

k<l <k
1
+ Z hmz Z 2 mjkl)wk A wl]

Portanto

Z[(hijkl — hijig)wi A wy] = Z (Z N Rkl + Z P Rt )i A wi,

k<l k<l m

Donde obtemos
Pijri — hajik Z P Rl + Z Poni Rt - (2.20)
Diagonalizando a segunda forma fundamental, com curvaturas principais
M=X=...= N1 =X e N\, =4,
podemos escrever

H=((n-1)r+p)

n

S = (n— 1)\ + p2
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Dai obtemos

nH?>—S = (n—12N+2un—1)+p* — (n — 1)A* — p?
= (n—DA(n—1DN+2u— )]
= An—1D[(n—2)A+2u].

Entao (2.13) transforma-se em,

n(n—1)R=n(n—1)+ An—1)[(n —2)A+ 24]. (2.21)

2.3 A k-ésima funcao simétrica nula

Anteriormente definimos a k-ésima funcao simétrica por
1
Hy = = [ > AAk] :
1< <ig<n
Em particular, considerando Ay = Ay = ... = A1 == A e A\, = pu, as
curvaturas principais de M, se separarmos na soma da definicao de Hj os
termos que contém A, = p e 0s que nao o contém, obteremos
Hy = )PV VA S WD URSEP YN 72
1<ip <-<ip<n—1 1<t <<y <n—1
Como dos n possiveis valores de \; nao podemos ter A\, nos produtos do
primeiro somatoério, entao queremos escolher k£ dentre os n — 1 \; restantes e
isto nos da C* | possibilidades. Da mesma forma, dos k valores de )\; para
os produtos da segunda soma, um deles é u fixado, e portanto, queremos
escolher k — 1 dentre os n — 1 restantes, assim temos C*~1 possibilidades de
fazer tal escolha.

E assim,

CFHy = CF_  \F 4 CF N1y, (2.22)
Em particular, considerando Hjy, = 0, a equagao (22.22]) transforma-se em

Ck_ N+ CFi 1 = 0.
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(n—1)!

Usando que C* | = % e CF1 = T Din—y» Obtemos
(n—1)! k (n—1)! k—1
A A = 0.
Mon—1—k)"  G=Dlm—h" "

Portanto,

(n — k)N + ku "t = 0.
Ou seja,

N (0 — E)A + ku] = 0. (2.23)

Lema 2 Seja x : M"™ — S"! imersao tal que M™ tem duas curvaturas
principais distintas A e p e, também Hy = 0. Entao a curvatura principal A

nao se anula em M. Além disso, (n — k)X + ku = 0.

Demonstragao: Suponhamos que A\(p) =0, p € M, e definamos os conjun-

tos
N={q|qe M, \gq) #0}.

Q={qlqe M, (n—k)Aqg) + kulq) = 0}.

Dado um ponto em N, pela continuidade das curvaturas principais, existe
uma vizinhanca deste ponto em N, isto é, N é aberto. Pelo mesmo argu-
mento, ) é fechado. Ja que p € N temos que os conjuntos N e M sao
distintos. A seguir mostraremos que N = ). Tome g € N, pela equacao
(2.23), obtemos que (n—k)A(q) + ku(g) = 0 donde g € Q. Portanto, N C Q.
Agora, como A e y sao duas curvaturas principais distintas em M, nés temos
Aq) # n(q) para todo ¢ de M. Assim, se (n — k)A(q) + ku(q) = 0 obtemos
que A(q) # 0, caso contrario teriamos u(q) = 0 = A(¢g) uma contradi¢ao. Ou
seja, Q C N. Logo, N = (. Pela conexidade de M, e como N # M obtemos
que N ¢é vazio. Portanto se A se anula em algum ponto de M, se anulard
sempre.

Segue de (2.21)) que
n(n—1)R=mn(n-1),
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isto ¢, R =1.
Anteriormente, em (2.10]), obtivemos

Rijre = (0irdj1 — 0adji) + (harhj — hahjs).

Seja K a curvatura seccional, dada por,
Rijij
{ei, €1)(ej, €5) — {ei, )

Usando que h;; = A;d;;, obtemos, para i # j,

K =

Rijij =1+ h”h]]
Como A =0,

1+X =1 se i,j<n
Rijij = ) ‘

1+ =1 se i<n e j=n.
Em todo caso, K = 1. Entao, o teorema de Bonnet-Myers garante que
M é compacta. Mas, pelo teorema de Cartan (em [3]) M ¢ isométrica a S™.
Conseqiientemente (ver [8] p. 72) M é totalmente umbilica, uma contradicao.
Deste modo, A nao se anula em ponto algum de M. Usando (2.23)) conclui-se
que

(n—k)A+ku=0, (2.24)
terminando a prova do lema.

O

Exemplo 1 Vamos construir um toro de Clifford S™(ry) x S(ry) C S™Tat!
com Hy = 0. Inicialmente, sejam x1 : S™(ry) — R™ e @y : SI(ry) — RIT!
as imersoes canonicas das esferas de raios r1 e ro nos espacos euclidianos
R™H ¢ R respectivamente.

Defina a imersao

z:S™(ry) x S(ry) — S™Hatt ¢ R
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por
1+ To
T =

onde r = \/r} +r3.

Vamos encontrar a segunda forma fundamental associada a x. Para isto,

considere o referencial adaptado {eg, e1, ..., em, fo, fi.-.., fq} tal que,
4o T2
eo=—, fo=—.
T1 )
= m
€1,...,6n sao tangentes a S"(r).
fi,..., fy s@o tangentes a S%(r3).
r2€0 —T1fo , . . )
Observe que N = ————— ¢é unitdrio normal a x e aos ¢;, f;, com 1 < ¢ <
T

m, 1 < j < gq. Defina formas ¢; comi=1,...,me; comj=1,...,q por

deo = ZQSZQ (§] dfo = ijej'

Portanto, a segunda forma fundamental de x na direcao de N é dada por

—I1I = (dx,dN)
. dl’l -+ dxg ngeo — Tldfo
= (= 2
= (Ddeg + Zdfy, Pdey — dfy)
r T r T
172 T2

2 2
= T—2<d€0,d60> - ﬁ(deoydf@ + r—§<d€0,df0> - 7<df0;dfo>-

Como
(e, deg) = Y &7,
(dfo,dfo) = 3 _vj,

<df07 d€0> = 07
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teremos finalmente

—11 =206 =Y ).
i J

: . , ,
Assim, definindo w; = *2¢; e 6; = "t19); temos
—II = (dx,dN)
Ty r? o, T r?
= 5 ) Wi 5 ) b
r? 4= rj3 r — 7]
i j

(&1 T2
- Iy e -2y
r - T =
J

2
%

Portanto

0 |-z,

onde I, e I, representam as matrizes identidades de ordem m e ¢, respec-

tivamente, enquanto 0 representam as matrizes nulas com suas respectivas

ordens. Em particular, sem =n—1,g=1,r = \/g e ry = \/”T_k, teremos

k
M=M= =M =A= L=
79 n—=k
e
9 n—=k
Ap == ——=—
H ™ k

Portanto, fazendo

o Okk(n = k) (k = Dl(n — k —1)!

(n — 1)INFL

de (2.22)) teremos

aH, = (n—Fk)A+ku

n(k?—2k+n)

isto é, H, = 0. Além disso, é facil deduzirmos que S = —Fh



Capitulo 3

Prova dos Teoremas

3.1 Distribuicao do espaco de direcoes prin-
cipais

Dada uma variedade M, de dimensao n, denotamos por TM o fibrado

tangente de M, cuja dimensao é 2n. Observe que,
TM ={(p,v),pe M e veT,M}.

Seja m: TM — M a projegao canonica de TM em M. Chamamos 7 !(p) ~
T,M de fibra de p em T'M. Uma distribuicao k—dimensional sobre M é uma
fungao p — A, onde A, C 7 *(p) é um subespago k—dimensional de 7~ (p).
Para todo p € M existe uma vizinhanca U de p em M e k campos vetoriais
Xy, ... X tais que Xi(q),. .., Xk(q) é uma base para A,, para cada ¢ € U.
Dizemos que A é uma distribuicao C'*° se esses campos X1, ..., X} puderem
ser escolhidos como campos suaves. Uma subvariedade k—dimensional N
de M é chamada uma variedade integral de A se para cada p € N temos
i.(I,N) = Ay, onde i : N — M ¢é aplicagao de inclusdo. Uma distribuigao
A\ é integravel se para X,Y campos de A, tivermos que [X,Y] pertence a

A\, ou seja, em cada ponto p, o vetor [X,Y] estd em A,,.

29
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Admita que M é uma hipersuperficie imersa numa variedade riemanniana

(n + 1)— dimensional N e que M tem p curvaturas principais distintas

AL, ..., Ap de multiplicidades constantes my, ..., m,, respectivamente.
Seja

N M —TM
tal que

Ay ={X € T,M; A(X) = Xi(2) X},

onde 1 <7 <pe A éooperador linear associado a segunda forma h, isto é,
hMX,Y)=(A,(X),Y) VeeM e VXY € T, M.

Entao, obtemos distribuigoes suaves (veja [15]) Al ..., AP de dimensoes
mi, ..., m, sobre M, respectivamente.

Chamamos A® de distribuicao do espaco de direcdes principais.

Uma subvariedade m;—dimensional M; de M cujo espaco tangente T, M; é
A para todo z € M, isto é, é o subespago de diregoes principais associado
a \;, é dita uma subvariedade integral de A®.

Considere agora A, uma distribuigao C'**°, k—dimensional em M™. Dizemos

que uma p—forma w se anula em A se, para cada ¢ € M",
we(X1, Xo,...,X,) =0 sempre que Xi, Xs,..., X, € A,

Definindo
I, ={w e QP(M")|w se anula em A},

onde QP(M™) é o conjunto das p-formas em M™, o teorema de Frobenius
via formas (veja [19] p. 229) nos diz que a distribui¢do A é completamente
integravel se, e somente se, dI, C I,1.

Apos estas consideragoes passemos ao proximo lema.

Lema 3 (Otsuki) Seja M uma hipersuperficie n-dimensional numa varie-

dade (n+1)-dimensional de curvatura constante ¢, tal que as multiplicidades



Prova dos teoremas 31

das curvaturas principais sao todas constantes. FEntao, as distribuicoes do
espaco de direcoes principais correspondentes a cada curvatura principal sao
completamente integraveis. Em particular, se a multiplicidade de uma cur-
vatura principal € maior que 1, entao esta curvatura principal é constante
em cada subvariedade integral da distribuicao correspondente do espago de

direcoes principais.
Demonstragao: Escolha o referencial {z,eq,es,...,e,41} tal que,
Win+41 :Aiwia 1=1,2,...n, (31)

onde \; é curvatura principal.
Entao, temos
dme = d()\zwz) = d)\l N w; + )\Zdwz = d)\l N w; + )\7, ij N Wyi-
J

Por outro lado, utilizando que a curvatura de M é ¢ e repetindo o mesmo

calculo onde obtivemos ([2.8]), chegamos a expressao
Rapep = &(0acdpp — dapdcs).

Sabendo que

Qup = — E Rapcpoc N wp,
C<D

temos as formas de curvatura em M

Qing1 = —w; Nwpyr =0 em M, poisem M w,;1 =0. (3.2)

Assim, substituindo (3.1]) e (3.2]) em

dwint1 = E Wij N\ Wint1 + Qiny1,
J

obtemos

d/\z /\wi + )\Z ij' A\ sz‘ = Zwij /\wjnH = Zu}i]‘ A /\jwj,
] J J

J
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ou seja,
dhi Awi+ > (A = Ajwyg Aw; =0.
J
Escrevendo
dX\; A\ w; como Z dNj N\ wjoy;
j
e pondo

(3.3) se reescreve como

Z(d)\J(SZ] + 91]) A\ wj = O

J

Pelo lema de Cartan,
d)\j(sij + Hz‘j = Z hijkwka
k

onde hijk = hzk]

Assim, como 0;; = 0;; temos o seguinte

Hij = Z hijkwk — d)\](sw

k
= Z hﬂkwk — d)\léﬂ

k
= Z hjz-kwk — d/\J(SZ]

k

9ji7

portanto,
E hijkwk = E hjikwk;
k k
ou seja,
hijk = Rjik = hikj = hiji

Por outro lado, se i # j e

32

(3.6)
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temos

Oi; = (Ai = Aj)wij = 0,
de modo que
0= d)\jéz] + Qij = Z hijkwk (37)
k
isto é,

Usando a notacao [i] = {j|\ = A;}, das equagdes de estrutura e de ([3.4)

temos que
dwi == Z Wy VAN Wi
= Zw]/\u)Jﬁ—Zu)J/\u)Jz

jel] JElil

= ij/\wjﬁ—z% /\ _)\
Jelil J&lil

- Zw]/\wjmtz&_)\w]/\ew
jel] J&lil

Observe agora que
JEE = NF N =>i#]=0; :Zhijkwk-
k
Substituindo (3.5)) e usando (3.6)) e (3.7)) obtemos a expressao

ij VAN Wi + Z wj A Z hijkwk-
k

7€l Aj —
Vamos separar esta iltima soma em duas: uma para k = ¢ e outra para

Assim,

Zw]/\wﬂJrZ i w]/\wl—i-z P o A

j€li] i) A~



Prova dos teoremas 34

Nesta ultima parcela poderemos ter kK = j ou k # j; separemos estes casos

em mais duas somas:

B [ hy;
dw; = Y wiAwji+ Y )\'fz)\.wj/\wﬂrg ﬁwj/\wﬁi )\._”“A.wj/\wk.
L N\ i N\ i o 7\ )

jeli jelil sl it

Neste ultimo termo, se Ay, = A;, entao h;;;, = 0 e 0 mesmo para A\, = A;.
Portanto, nesta soma os termos possivelmente nao nulos sao aqueles onde

k& lil, k&[]

Deste modo,

hiji hiji

dwi: ;Hw]'/\w]'i—F;H)\j_)\in/\wi + ; )\j_)\iwj/\wk.
e e w21l L)

Notando que os termos entre chaves do lado direito da equacao sao nulos em

mod{wj, j € [i]}, e w; e w; no terceiro somatério estdo em diferentes classes

de indices, vemos que o sistema de equagoes (para i fixado)
wj =0 (7€), (3.8)
é completamente integravel, desde que
dw; =0 (mod{wy, k & [i]}). (3.9)

Desde que o sistema de equacgoes nos da a distribuicao do espaco de
direcoes principais correspondentes as curvaturas principais A\; de M em M,
a distribuicao do espacgo de direcoes principais correspondentes a cada cur-
vatura principal é completamente integravel.

Suponha agora que a multiplicidade de A; é maior que 1. De (3.6]) e (3.7))
aplicados em ((3.5)), temos
dXi = hyw; + Z hiikwi,
ke[i]

e para todo j € [i] j # i, nés temos também,

d)\l = d)\J = hjjjw]' + Z hjjkwk.
kgl5]=[d]
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Entao,
hjj; =0, hjji = hix, j€[i], k&[]
Desta forma, ao longo da subvariedade correspondente ao campo A;, nds

temos dX; = 0.

O

No nosso caso, em que o nimero de curvaturas principais de M em M é dois,

sendo uma de multiplicidade n — 1, e H; = 0, podemos escrever
/\1:)\2:...:)\71_1:/\6)\”:[1‘ (310)

Como Hj, = 0, temos

(n— k)X + kp =0, (3.11)

e vamos escolher A > 0. Denote as subvariedades integrais passando por
x € M e correspondentes a A e p por M{"(z) e M3~ ™(x), respectivamente.

Considere
d\ = Zx\,kwk e dy= Z,u,kwk.
k k

Assim, pelo Lema 3 temos que
Ai=...= A 1=0.
Pela equacao , temos que,
(n—k)dX\ + kdp = 0= "[(n— k)A g +kpp] =0.
k
Portanto
A=Ao, o s A1 =0= 1=y, fhyn_1=0.

Finalmente

H,1 = ... = HMyp-1=— 0. (313)
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Proposicao 1 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional (n > 3) conezxa
em S"' com Hy = 0(k < n) e com duas curvaturas principais distintas
A e p, com multiplicidades (n — 1) e 1, respectivamente. FEntdo, M € o
lugar geométrico das subvariedades (n — 1)-dimensionais M} em que a
curvatura principal A de multiplicidade n — 1 € constante e que € localmente
isométrico a uma esfera (n — 1)-dimensional S (c(s)) = E™(s) N S"T1(1)
de curvatura constante onde E"(s) € um subespago linear n-dimensional no
espaco euclidiano R"*2 que € paralelo ao E™ fizrado.. Além disso, \ satisfaz

a equacao diferencial ordindria de 2% ordem,

2 - 2n
—flf :w{(nkk)wk—1}, (3.14)
S

Demonstracao: Aqui vamos considerar localmente A como funcao de um

parametro s, por exemplo, o comprimento de arco de uma trajetoria ortogo-
nal de uma familia de subvariedades integrais correspondentes a .

Entao, teremos

d\ = d/\a - Z haaz'wi = Z haabwb + haanwn
) b

= Z )\,b wp + )\m Wnp -
b
Portanto
haay =0,V a,b<n—1ehgm = A\, . (3.15)
Com isso
d,U = d/\n = Z hnniwi — Z hnnbwb + hnnnwn
i b
= [y Wn.
Portanto
Py = 0,0 <n—1lehy, =—(n—1)A,,. (3.16)

Assim, de e ,

Qan = Z hankwk = hanawa + hannwn + Z hankwk-
k

k#a
k#n
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O dultimo somatorio se anula pois sempre temos A\, = A,.
Donde

ean - >\m Wq -

Assim, escrevemos

Lo, ko
M N TN Y

Wan =
Levando em consideracao que

= E Wq N\ Wan,
a

obtemos

ZW@ (k)\m )ZZT;%A%:O.

a

Portanto

Wy, = ds.

Se o simbolo ’ representa derivada com respeito a s, temos

kK1d\x kX
log An) = ~— 22 = 2n
(log A) n\ds nA
Portanto
= (log A" )/ wq
Assim

dwan = d(log A7) wy + (log A ) dew,.

Observando que

d(log A\v) = (log A )"ds,
podemos escrever

dw,, = (log Aﬁ)”ds A w, + (log )\ﬁ ’Zwi A Wiy

37

(3.17)

(3.18)

(3.19)

= —(log)\ V'wa Ads + ( log/\ Zwb/\wba 10g>\ ) W A Wna

= —(log An)"wa A ds + [(log A" )2wq A ds + (log An)

Z wWp N\ Wpg.-
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Portanto
dwan = {—(log A")" + [(log A7) 1}w, A ds + (log A")" > way Awy. (3.20)
b
Por outro lado

dwan = E Wab A Won + Wan A Wnn + Wan+1 A Wn41n — Wq A Wn
b

= ZwabAwbn—Auwa/\wn—waAwn
b

= Zwab A (log Ag)’wb — (A4 1wy A wy,.
b
J& que —Ap = EA? temos finalmente

k —k
dwan = (log A7)’ Zwab A wy + (nT)\2 — Dw, A why. (3.21)
b

Igualando as equagoes (3.20)) e (3.21]) acima obtemos
k

(log A%)" — [(log A% )2 + =5

i M —1=0. (3.22)

_k
Fazendo w = A7» temos o que segue

—k _on
0 = (logw”)”—[(10gw*1)']2+nk w k=1
B _ldw/_ _1dw 2+n—k3 g
a w ds w ds k w
B _1d2w+n—k‘ g
N w ds? k w

1 (d? —k n
- - E - e el

dw _ [n=k |
R U ‘

o n-—k

ds? k

Portanto

Assim

_2n
w kTt 4w =0.
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Multiplicando ambos os membros por 2?1—‘: teremos

2 - n
dw d*w n kd—ww_%+1+2wd—w:0.

D il S
ds ds? k ds ds

Ou seja,

Donde, a equagao
v n—k

ds? k

é equivalente a equacao de primeira ordem

S

onde C' é uma constante de integracao positiva.

Entao, por (3.11)), (3.18)), (3.19) e (3.22)) de, pode ser reescrito da seguinte

_2n
wE T 4w =0,

forma

dea = E Wab€h + Wan€n + Wan+1€n+1 + Wan+2€n+2
b

= Z wapep + (log )\%)'waen + AWaCni1 — WaCng2
b

= Z wapes + [(log )\%)’en + Aent1 — enta)wa.
b

Por outro lado,
d{(log A% )€y + Aeny1 — €nia} =

d{(log A= ) }en + (log A )'dey, + dAenst + Adepyy — den s,
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d[(log Aﬁ)’] = (log)\ﬁ)”wn, AN = Apwy, depiy = — ), Awpey — pwnen, €
depio = Y, Wa€q + wpe, implicam que

d[(log An)'en + Aenrr — enga] = (logAn) (Y (= log An) )wpes
b

+ (log )\%)”wnen + pwneni(log /\5)’
—  wpenia(log )\5)’

+ A Wnenr1 A (—Awp)ey
b

—  Auwpe, — g Walq — Wntn-

a

Reorganizando os termos teremos

d|(log Ag)’en + Xens1 — enso] = (log A%)”wnen — MiWn€n — Wnep
+ (log As)’uwnenﬂ + An Wn€ngt
(log )\%)'wne,ﬁg

— [(log X)) wiey
b
- Zwbeb — )\2 Zwbeb.
b b
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E assim

—k
d[(log )\%)’en + Xent1 — ensa] = |(log )\%)” + 22

A2 — 1] Wn€n

+ | —(log )\5)

,n—k

A+ X} Wn€ni1

— (log )\%)'wnemg

[(log )\%)']2 + 22+ 1] Zwbeb
- b

= |(logA")" +

n—_k)\Q — 1] Wn€n

+ |—(log A

n—=k

A -+ )\/:| Wn€npi1

— (log )\%)'wnenw.

(mod(eq, ez, ...,€,-1))

Utilizando [3.22] escrevemos

k

(log AW )" + %v — 1 = [(log A% )2,

e obtemos finalmente o resultado

d[(log )\%)’en + Xens1 — €nia] = (log )\%)’[(log )\%)’en + Aeni1 — Enio)wn.

(mod(eq, ea, ..., €,-1))

Pondo E =e; Aes A...Ne,_1, F = (log )\%)’en + Aéni1 — enia, € por ultimo
W=e ANesA...Nep_1 A{(log Aﬁ)’en + Aeps1 — €enaa}, temos que

W=EANF=dV =dEANF+ ENdF.

Acima ja calculamos dF, calculemos agora dE A F.

Observe primeiramente que

dE = (=1)"'des Nex A . AB A .. e 1,

a
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onde o simbolo ~ indica que o termo foi omitido.

Como

dea - E Wab€p + Wan€n + Wan+1€n+1 + Wn+1€n+2
b

= Y waes + [(log AnY e + Net1 — €ntolwa,
b

substituindo o termo acima e distribuindo a soma, obtemos a equacao

dE = Z( )4 1Zwabeb/\el/\ ANELN .. en
+ Z log)\ Yen+ Neni1 — €ngo] ANt Ao AN A .. ey y.

Observe que no primeiro termo da soma, se b = a = Wy = Wee = 0 € se
b # a, temos que b é um dos indices entre 1 e n — 1, e assim, o produto
epNerN...NegA...e,_1 ¢énulo pois um termo se repete. Assim, sendo nulo

o primeiro termo da soma, reescrevemos

dE = Z(—l)a’lwa[(log Af)’en + Aeni1 —engo ANer AL AE AL en .

Contudo
dE = (=1)*'weF Aer A AC A ... eny.

a

Portanto, dE' A F' = 0, pois o vetor F' se repete.
Assim

AW = E A dF = (log \») Wds.

Esta equacao nos mostra que o n-vetor W em R"2 ¢ constante ao longo de
M"1(s). Deste modo, existe um subespaco linear E™(s) em R™™ contendo
M"™ 1(s). Da equagiao acima, o campo vetorial W depende somente de s e

por integracao obtemos

Wi(s) = { j((j)] W)

Entao nés temos que E"(s) é paralelo a E"(sg) em R™"2.
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O
Lema 4 A equacao € equivalente a equacao de 1% ordem,
dw\? .
(d—:’> = O — W W (3.23)

onde C' € uma constante. Além disso, a solu¢ao constante de corres-

ponde ao produto riemanniano,

S%\/%) </,

Demonstragao: Observando inicialmente que (V., e, €,) = %en<en, en) =0

€ W@'j(‘fk) = <V6k€i, ej), podemos escrever

Ve, €n = Z<V6nen, €q)€q = ana(en)ea. (3.24)

a

Por (3.17) temos

Ve, n = — Z k;\)’\nwa(en)ea = 0.
a
Assim, toda curva integral do campo de diregoes principais correspondentes a
i é geodésica. Entao, como M é completa, w(s) = w6 funcao definida em
(—00, 00). Pela demonstracao da Proposigao 1, a equagao é equivalente
a equagao [3.23
Fazendo w(s) = wp em obtemos,

n—=k
M —1=0.
? 0
Ou seja,
k
A= )
n—=k
Por (3.11)) temos
L n—=k

Assim, a solugao constante de (3.23) corresponde ao produto riemanniano

S!(/&/n) x S™L(\/n — k) /n).
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OJ

Lema 5 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional (n > 3) na esfera unitdria
S™*t com Hy = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais distintas. Admita

que uma destas curvaturas principais de M € simples. Entdo temos

4n(k? — 2k +n) 9
= he.,. 3.25
SZ ) ~ (3n — 2)k? — 2nk + n? ~ ik (3:25)
Demonstragao: Como A\ = -+ =X\, 1=\ A\, =pe(n—k)A+kpu=0,

podemos escrever

5 (m—Kk)2N? (n? —2nk + k*)A\?

P e ;2
Entao
k2 — 2k
S = (n—l))\2+u2:n( 3 +")A2. (3.26)
Logo ,
on(k? — 2k
g, = 2 s (3.27)

kZ

Usando (3.12)), (3.26) e (3.27)), temos

S (S)? = [2”(’“2 — 2k ”)r ().

2
p k
Portanto,
1 s k? 4n*(k* = 2k +n)* )
_Zk:(s’k)  n(k? =2k +n)N\? ' k4 A (An)
4n(k* — 2k +n)
- 3 (A )2 (3.28)

Usando, , e temos que
Z huk = Z h’abc Z habn Z hanc Z hnbc

1,7,k a,b,c

+ Z hann + Z hnbn + Z hnnc + hzmn
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A qual pode ser reescrito da seguinte forma

S b= h. +3 Z h2,, +3 Z h2. +h2

i.4,k ab,c
O primeiro termo do segundo membro é sempre nulo quando a # b,b # ¢
e ¢ # a resta s6 o termo hgy, que, por , é também nulo. No segundo
termo do segundo membro, hy, é sempre zero sempre que a # b restando sé
> o haan- Na terceira parcela do segundo membro, hgy, é sempre zero.

Consequentemente

> b = 3Zhaan+h3mn— 3(n — 1A )* + (1 )?

1,5,k
n — k)2 3nk? — 3k% + n? — 2nk + k?
- [3(” g o= ( e ) o
3n — 2)k? — 2nk + n?
_ ) e (A )2
Portanto

k‘2
A )2 = h,. 2
( ) ) (3n _ 2)]{72 _ 271]{? n n2 ”Zk ijk (3 9)

Agora substituindo (3.29)) em (3.28)), obtemos

1 9 dn(k? — 2k +n) k? 9
— = . h2.
S Zk:(s”“) k2 (3n — 2)k2 — 2nk + n? > My

1,5,k

(3n — 2)k? — 2nk + n? ~ k2
o que conclui a prova do lema.

OJ

Teorema 1 (Simons) Seja M uma hipersuperficie n-dimensional, n > 2,

na esfera unitdria S"*', com curvaturas principais i, ..., \,. Entdo,
—AS > h, +Z)\ (nH),u ZRW )2, (3.30)
1,5,k

onde (.),;; € a derivada covariante relativa a métrica induzida.
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Demonstracgao: Inicialmente observe que

Ahi; = Z(hz'j)7kk = Z(hijkk — hikjr) + Z(hikjk — Rikkj)

k k k
+ Z(hikkj — hgkij) + Z Pk -
k k

Usando a relagao (22.20]) obtemos

Ahiy; = Z(hijkk — hikgr) + Z(hikkj — hgeij) + (Z Pk ) ij
k k

k
m,k m,k

Por outro lado, h;ji = hi;; implica
Ahg; = (Z Pk )vij + Z Pk Roniji + Z Pirn R (3.31)
k m,k m,k
Assim
1AS -1 h?
5 T 5 Z Z ij | okk
k 2,
1
=3 Z(thj(hij)yk )ok = Z[(hij)ai +hij(hij) sk |

1,7,k 1,7,k
= Y M)k P 4D b (hig) e
4,5,k 4,5,k
= D (i) kP + ) hig > (i)
.5,k i, k
= D [(hij) P+ D hijAhy.
4,5,k %,]

Utilizando a expressao (3.31)) temos

%AS = Z hij [(Z hkk) yij Z P Roijie + Z Pim Rokejic
0] k m,k m,k
+ > [(hig))?

i7j7k

= thjk + Zhij(nH)yij + Z T Z i i Rk

0,5,k 1,J i,5,k,m i,5,k,m
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Como hij = )\1513 (§]
Z PPt Rt + Z hijlim Rkjre = ZhiihkkRkiz’k + ZhiihiiRikjk7
ig,km ij,km ik ik
podemos escrever
2

D hahgi Ry + Y hihisRigi; = Y A Rigsj = > A Rigij,

i,J i,J 2 i,J
no qual trocamos k por j.

Agora, separando a soma nos termos para ¢ < j e parat > j, temos o seguinte

D = XA)Riyi; = Y ARy + > N Rijis — > NiNiRijig — Y AidjRijij

i, 1<J i>7 1<J 1>]
= D AR+ ) MRy — Y NNy — Y MARjy
1<J 1<J 1<J 1<j
= D (= X) Ry
1<j

1
= 3 D (i = X)) Ry
Z'7_7'
Finalmente obtemos

1 1
5&5 = Z h?jk + Z Ni(nH ), +§ Z Rijij(Ni — /\j)27
i,j ]

i7j7k“

concluindo a prova do lema.



Capitulo 4

Hipersupertficies na esfera com

H;. =0

Este capitulo apresenta os resultados principais deste trabalho. Mostra-
remos que uma hipersuperficie M de dimensao n na esfera unitdria S**! com
duas curvaturas principais distintas, uma de multiplicidade n — 1, é o toro
de Clifford desde que tal hipersuperficie seja completa, conexa, com k-ésima

funcao simétrica nula e o quadrado da norma da segunda forma satisfaga a

_ n(k* — 2k +n)
>
desigualdade S > K= k)

uma desigualdade integral comparada com o volume de M. Iniciaremos este

. Em seguida, para M compacta, obteremos

estudo com o seguinte lema.

Lema 6 Se M ¢ uma hipersuperficie n-dimensional (n > 3) em S™™! com
Hy = 0(k < n) e duas curvaturas principais distintas A e p, de multiplici-
dades (n — 1) e 1, respectivamente, entao

n(k? — 2k +n)
k(n —k)

g

vale se, e somente se,

48
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Similarmente,
s n(k* — 2k +n)
S k(n—k)
vale se, e somente se,
2]:7, < k
w < .
n—k

Demonstracao: Como (n — k)A + ku = 0, podemos escrever

n(k* —2k+n) ,
S = 12 A%
Usando w = A\~ n temos
2
- 2 n
g n(k kzk: + n)w_%.
2 _
Desta forma S > n(kk(n ikkj; n) se, e somente se,
2 2
w_%n(k — 2k +n) > n(k —2k+n)‘
k? k(n — k)
Ou seja,
L
R —

provando a primeira equivaléncia. De modo inteiramente analogo prova-se a

outra equivaléncia. E assim concluimos a demonstragao do lema.
OJ

Utilizaremos o lema anterior para obtermos um dos resultados principais

deste trabalho enunciado como o seguinte teorema.

Teorema 2 Seja M uma hipersuperficie da esfera S"*' completa, conexa, n-
dimensional (n > 3), com Hy = 0(k < n) e com duas curvaturas principais
distintas, uma de multiplicidade n — 1. Se

n(k* — 2k +n)
k(n —k)

g
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entao
5 n(k* — 2k +n)
 k(n—k)
Além disso, M ¢ isométrica ao produto riemanniano
k n—k
St(4/ =) x S*t :
(/) x s /)

Demonstracgao: Da Proposicao 1 temos que

dz_wzw{uw?_%'

ds? k
Assim
(n — ]{) _2n _2n k
F—=1,20% ko> .
“ { ko S
Portanto
P e ts F
ds? (n—k)
Assim, se
g n(k* — 2k +n)
~ k(n—k)
temos pelo lema anterior que
2];(1, > k
w )
“n—k
donde concluimos que
d’*w
ds? ~
Dai, Cull—‘;’ é fungdo mondtona nao-decrescente de s € (—00,400). Assim, a

partir de uma certa ordem o sinal de ‘Cll—“; ¢é constante. Conclui-se também dai

que w(s) é mondtona quando s — o0, pois se

entao

Vuzr, w(u)>0= w(s)écrescente Vs >u =

w é crescente quandou — +oo.
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Noutro caso, se
W(r) <W'(t) <W(v)ecom r<t<o e 0= w(v),
entao

Vu<v, W(u) <0= w(s)é decrescenteVs <u =

w € decrescente quando u — —oc.

Em todo caso, w é mondtona quando s — 4o0.

Sabemos de (3.23) que
C—ww T —w?= (d—w)2
Logo, (‘é—“;)Q > 0 implica que

2n

—Ww T +1) > -C.

(,‘)2<L implica \w\<\/L
TN SV 14N

Assim w é limitada, sendo também mondtona quando s — Foo, existem os

Portanto,

limites

lim w(s)e lim w(s).

s§—+400 §——00

Com isso temos

. dw(s) . dw(s)
lim =0= lim
s—+oo  ds s——oo ds
Ja que ‘Cll—‘;’ ¢ mondtona, temos ‘fl—i =0 e w(s) é constante. Logo as curvaturas

principais de M sao constantes. Pelo Lema 4 e um resultado devido a Cartan

[], M corresponde ao produto riemanniano,

k n—=k
1 v n—1
S'(y/ =) x 8" (/7=

).

0 que termina a prova do teorema.
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OJ

Para concluir nosso trabalho vamos provar o préximo teorema que nos da

uma majoracao para a integral do quadrado da segunda forma sobre M.

Teorema 3 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional, n > 3, compacta,
coneza na esfera S™™ com Hy, = 0 (k < n) e com duas curvaturas principais
distintas. Seja V' o volume de M e assuma que uma das curvaturas principais
de M tem multiplicidade 1. Entao, o quadrado da norma da sequnda forma
fundamental de M satisfaz

/ §< M= 2k/€—;_ ny, (4.1)

Com igualdade valendo se, e somente se, M ¢ isométrica ao produto rieman-
niano S"1(y/(n — k)/n) x St(v/k/n).

Demonstracgao: Primeiro calculamos,

1 Sik
§A(IHS) == _Z lnS Jkk g( S )Jk

= _Z( L Sak S;k)

Usando (3.30)) e a equacao de Gauss Rynan = 1 + A, obtemos,

%AS == ZhZ]k+Z)\ nH m ZRUU

1,7,k

- Zhuk‘i‘ZRananl—i_)\_pj +ZnH v

1,7,k

= > hL+ (= 1)1+ M)A — p) +Z)\ nH)u. (4.3)

1,7,k



Hipersuperficies na esfera com Hj = 0 53

Como
14+ M = 1+A[—(”_k)x]_1 (n=F) )2
e
Y (n—k)\°> (n—k)\*  \n?
et = (1 ) e (1 YN
temos

(14 M) - (A —p)? = Z—j [1 - Mv} 2.

Portanto, (4.3)) se reescreve

%AS => hli+ % {1 - @XZ] A2+ Z N(nH) . (4.4)

irjok
Agora, de (2.19) temos que

)\>7Lj Wy = d)\,l +)\,j Wi (45)

Por outro lado mostramos em 1) que Wy, = (log )\%)’wa e em 1) que
wp, =ds. Se i = a em (4.5)), vemos que

/\mj wj = d>‘7a +>‘7jwjzz :)‘7nwmz
A k
= An—’na:__)\WLQa.
e
De modo que
k
Maa= —— (A0 )2 4.
saa n}\( ) (4.6)
Se i =n em (4.5, temos
n+k , n(n—FkA  n)
)\m]' Wi = {W(Am) - T + ? Wiy - (4.7)

E segue que

_n+k , nn—FkXN  n)
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Observando que

(n—F)

H=Mn-DA+p=(n—1)A— =
nH = (0= DA+ p = (n— DA — -,

substituindo (4.6)) e (4.8]) em (4.4]) teremos,

1 n—l [ n—=k) ]
4,5,k - - i
(n—1n? 1)n2 [ (n—k) 5] n(k — 1)\
= 1— (AT )y
”Zkh”k el R +;)\Z( L
n—1)n*[ n—=k) ]
= o D OBl e - k)
4,7,k - -
n—k nk-1) [n+k s, n(n—=Fk) , n\
ok k { p ) —g N
n—k nk—-1) n+k 5
— —D(1—Fk) — : :
S+ i [V
(n — Dn? (n—k) o] 2o, n—Fk , (n—k) . 4
ASC VAL B I . M2 ()
+ 12 ’ AT A+ R (k—1) 5 A
_ (n—k) n(k-1) n\?
k k k-
Usando ([3.29) obtemos

1 B (k= 1)[(n —2)k? + n?]
255 = {1 (3n — 2)k2 — 2nk + n? } (Z h@]’“)
n?(k* — 2k +n)
k4

A2[k — (n — k)AZ].

Vamos mostrar agora que

1 k(n — k)
§A(IHS) = {1 (k2 -2k —i—n)S} '

>3
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De fato, usando a iltima expressao em (4.2)) teremos

1 O 1AS 1 Y (Sk)?
28 = 5y Ty T
1 (k — 1)[(n — 2)k* + n?| 5
B g{l_ (3n—2)k2—2nk‘+n2} (Z]Zkh”k>
o OB ey TS
_ {(?m— 2)k* = 2nk +n® — (k= 1)[(n — 2)k* +n°] 1} (Zk(S,k)2
dn(k? — 2k +n) 2
k(= 2)[F* =2k +n] (> (Sk)? n k(n—k)S
— dn(k2 =2k +n) < S2 )+E{1_n(/€2—2k+n)
n k(n — k)
= E{l_n(/{Q—Qk—Fn)S}'
Ou seja,
| Lamsy<2fi- _Fn=k) g 4.9
2 (In )_E{ (k2 -2k +n) } (4.9)
Integrando sobre M, obtemos
n(k* — 2k +n)
/Msg oo (4.10)

E assim obtemos a desigualdade desejada. Por outro lado, se vale a igual-
dade, entao de 1} vemos que S = % Além disso obtemos que A e

p sdo constantes. Entao, pelo resultado de Cartan [4] ja utilizado anterior-

mente concluimos que M é isométrica ao produto riemanniano S'(1/k/n) x

S/ (n — k)/n).

)
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