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Como já comentei na ocasião da minha monografia de graduação, em
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Resumo

Neste trabalho mostraremos resultados sobre a colagem de espaços anela-
dos e suas aplicações a teoria de Esquemas, seguindo a linha de [5]. O
principal resultado sobre espaços é o teorema 2.1:

Teorema Suponha que W é um espaço anelado e que para cada i ∈ I
existem mapas ψi : Xi −→ W tais que quadrados da forma
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comutam. Então os mapas ψi fatoram-se via os mapas naturais αi por Y =
⋃

Zs,t
Xi, induzindo um único mapa

δ :
⋃

Zs,t

Xi −→ W

tal que o seguinte diagrama comuta para quaisquer i, j ∈ I:
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Como aplicação do teorema 2.1, provamos o teorema 3.1:

Teorema Suponha que A e B são anéis. Ademais suponha que I é um
ideal de A e que existe um morfismo de anéis γ : B −→ A/I. Denotamos o
morfismo quociente de A para A/I por π. Sejam X = SpecA, Y = SpecB,



Z = SpecA/I e φ : X −→ Z e ψ : Z −→ X morfismos de esquemas induzidos
pelos mapas entre os respectivos anéis (note que Z é um subesquema fechado
de X). Então, X

⋃

Z Y é um esquema afim com Y um subesquema fechado,
(X

⋃

Z Y )− Y ∼= X −Z, e os mapas α : X −→ X
⋃

Z Y e β : Y −→ X
⋃

Z Y
são morfismos de esquemas.

No final, usamos este último resultado para construir um esquema sem pon-
tos fechados. Uma outra construção usando anéis de valoricação também é
apresentada.
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Abstract

In this paper, we present results concerning gluing of ringed spaces and
its applications to Schemes, following [5]. Our principal result about ringed
spaces is theorem 2.1:

Theorem Assume W is a ringed space and also that for each i ∈ I there
exists maps ψi : Xi −→ W such that the squares bellow

Zi,j
φ(i,j),i
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commute. Then, the maps ψi can be factorized through natural maps αi por
Y =

⋃

Zs,t
Xi, inducing this was a unique map

δ :
⋃

Zs,t

Xi −→ W

such that the following diagram commutes for any i, j ∈ I:

Zi,j
φ(i,j),i
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As an aplication of theorem 2.1, we prove theorem 3.1:

Theorem Suppose that A e B are rings. Furthermore assume that I is an
ideal of A and that exists a ring homomorphism γ : B −→ A/I. Let the quo-
tient of A through A/I be π. Let X = SpecA, Y = SpecB, Z = SpecA/I
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and φ : X −→ Z and ψ : Z −→ X be schemes morphism induces by the
respectively maps between respectively rings(note that Z is a closed sub-
scheme of X). Then, X

⋃

Z Y is an affine scheme with Y as a closed sub-
scheme, (X

⋃

Z Y ) − Y ∼= X − Z, and the maps α : X −→ X
⋃

Z Y and
β : Y −→ X

⋃

Z Y are schemes morphisms.

In the end, we use this last result to construct an scheme without closed
points. Another construction is given using valuation rings.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho é basicamente um estudo detalhado do artigo [5]. Ele me foi
sugerido pelo professor Francisco Pimentel como posśıvel tema para minha
dissertação de mestrado e foi aceito por mim prontamente. Antes disto,
tinhámos concordado em estudar algo que me familiarizasse com a linguagem
moderna da geometria algébrica e o tema do artigo acima se adequou muito
bem aos nossos propósitos. Vamos ao conteúdo.

Esta dissertação é essencialmente um estudo sobre a colagem de espaços
anelados. Começamos no caṕıtulo 2 definido uma colagem de espaços anela-
dos que é a generalização natural da conhecida colagem de esquemas ao longo
de subesquemas fechados. Primeiro mostramos como colar os conjuntos, no
resultado desta colagem introduzimos uma topologia conviniente e, final-
mente, equipamos o espaço topológico obtido com uma estrutura de feixe
de anéis. Além da consotrução da colagem em si, o caṕıtulo 2 também é
dedicado à estudar algumas propriedades topológicas da colagem, os lemas
2.1, 2.2 e 2.3. Ainda neste caṕıtulo, temos o teorema 2.1, uma propriedade
universal satisfeita pela colagem, e a proposição 2.1, que nos permite colar
ao pedaços.

Dedicamos o caṕıtulo 3 à estudar esta colagem aplicada em esquemas.
Como veremos (exemplo 3.2), o método desenvolvido no caṕıtulo 2 nem sem-
pre produz esquemas como resultado, até mesmo quando os espaço anelados
envolvidos são esquemas e os morfismos entre eles são morfismos de esque-
mas. Mas, com algumas hipóteses à mais sobre os esquemas a serem colados,
veremos casos onde o espaço anelado obtido é um esquema afim (teorema
3.1 e corolários). Mesmo assim nesses casos temos exemplos de mau compor-
tamento: colagem de esquema noetherianos onde o resultado é um esquema
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mas não é noetheriano.
Finalmente, no caṕıtulo 4, utilizamos esta colagem para construir um

exemplo de um esquema sem pontos fechados. Também apresentamos um
outra construção do mesmo esquema utilizando anéis de valorização.
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Caṕıtulo 2

Colagem de Espaços Anelados

Seja (Xi,OXi
)i∈I uma coleção (indexada por um conjunto I) de espaços anela-

dos. Suponha que para cada par não-ordenado (i, j) exista um espaço anelado
(Zi,j,OZi,j

) e morfismos de espaços anelados

φ(i,j),i : Zi,j −→ Xi φ(i,j),j : Zi,j −→ Xj.

φ#
(i,j),i : OXi

−→ (φ(i,j),i)∗OZi,j
φ#

(i,j),j : OXj
−→ (φ(i,j),j)∗OZi,j

que, salvo em caso de confusão, trataremos apenas por φ(i,j),i e φ(i,j),j. Com
essas condições será posśıvel colar os espaços Xi’s ao longo dos Zi,j’s de modo
a obter um espaço anelado.

Começamos colando apenas os Xi’s como conjuntos.

Definição 2.1 (Colagem dos Conjuntos). Nas condições acima, considere
apenas os espaços topológicos (como conjuntos) e os respectivos mapas entre
eles. Definimos a colagem dos Xi’s ao longo dos Zi,j, a partir de agora
denotada por

⋃

Zs,t
Xi, como o quociente

∐

i∈I

Xi

/

∼,

onde xi ∼ xj (xi ∈ Xi, xj ∈ Xj) se existe um z ∈ Zi,j tal que φ(i,j),i(z) = xi
e φ(i,j),j(z) = xj.

Na colagem que acabamos de definir dois elementos xi ∈ Xi e xj ∈ Xj

serão identificados se, e somente se, existir uma cadeia finita xnt
∈ Xnt

onde
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t = 1, 2, . . . ,m, com xi = xn1 e xj = xnm
, e para cada par (nt, nt+1) houver

um znt,nt+1 ∈ Znt,nt+1 tal que

φ(nt,nt+1),nt
(znt,nt+1) = xnt

e φ(nt,nt+1),nt+1(znt,nt+1) = xnt+1 .

Definimos por αi : Xi −→
⋃

Zs,t
Xi os mapas (naturais) que levam cada

xi ∈ Xi na sua respectiva classe de equivalência. Sendo assim, para quaisquer
i, j ∈ I, temos que

αi ◦ φ(i,j),i = αj ◦ φ(i,j),j. (2.1)

De fato, dado z ∈ Zi,j temos φ(i,j),i(z) ∼ φ(i,j),j(z) e portanto, αi(φ(i,j),i)(z) =
αj(φ(i,j),j)(z) ∈

⋃

Zs,t
Xi.

Nosso próximo passo consiste em olhar essa colagem pelo prisma topológico.

2.1 Colagem topológica

Definiremos uma topologia em
⋃

Zs,t
Xi que faz cada αi ser cont́ınuo.

Proposição-definição 2.1. Em
⋃

Zs,t
Xi temos (definimos) a topologia (basta

definir quem serão os abertos): U ∈
⋃

Zs,t
Xi é aberto se, somente se, cada

α−1
i (Ui) ⊂ Xi for aberto.

Prova. É imediata, assim como o fato de que os α′
is serão cont́ınuos.

No restante desse seção provaremos alguns resultados que caracterizam a
topologia recém introduzida de

⋃

Zs,t
Xi.

Lema 2.1. Os conjuntos abertos (respectivamente fechados) de
⋃

Zs,t
Xi cor-

respondem bijetivamente as uplas (Ui)i∈I de abertos (respectivamente fecha-
dos) de Xi tais que φ−1

(i,j),i(Ui) = φ−1
(i,j),j(Uj).

Prova. Em outras palavras, o lema diz que a associação (onde Ui é um
aberto de Xi)

A =

{

subconjuntos abertos
de

⋃

Zs,t
Xi

}

−→ U =

{

uplas (Ui)i∈I tais que
φ−1

(i,j),i(Ui) = φ−1
(i,j),j(Uj)

}

que leva U ∈ A na upla (α−1
i (Ui))i∈I de U é uma correspondência bijetiva.

Como um subconjunto U ⊂
⋃

Zs,t
Xi é aberto se, e somente se, suas
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pré-imagens Ui em cada um dos Xi’s é aberta e nesse caso é claro que
φ−1

(i,j),i(Ui) = φ−1
(i,j),j(Uj), temos para cada aberto de

⋃

Zs,t
Xi somente uma

upla (precisamente (α−1
i (U))i∈I) associada em U , o que deixa claro um lado

da correspondência. Mas não é tão claro que dada uma upla de abertos
(Ui)i∈I ∈ U temos um aberto correspondente. Para isso, provaremos que
dada (Ui)i∈I ∈ U o subconjunto U =

⋃

αi(Ui) ⊂
⋃

Zs,t
Xi é um aberto que

satisfaz a propriedade desejada, isto é, que α−1
i (U) = Ui.

Claramente, Ui ⊂ α−1
i (U). Sendo assim, se tomarmos xi ∈ α−1

i (U), deve-
mos mostrar então que xi ∈ Ui. Como αi(xi) ∈ U , existe um xj ∈ Uj onde
αi(xi) é identificado com αj(xj) em

⋃

Zs,t
Xi. Assim, sem perder a general-

idade, digamos que Xi = X1 e Xj = Xn e que para para 1 ≤ t ≤ n exista
yt ∈ Xt com

x1 = y1 ∼ y2 ∼ · · · ∼ yn = xj,

ou seja, mais precisamente, para cada yt, yt+1 tenhamos zt,t+1 ∈ Zt,t+1 tal
que φ(t,t+1),t(zt,t+1) = yt e φ(t,t+1),t+1(zt,t+1) = yt+1. Note que alguns Xt’s
podem ser iguais. Como estamos assumindo xj = yn ∈ Un = Uj, temos
zn−1,n ∈ φ−1

(n−1,n),n(Un) e, portanto,

yn−1 = φ(n−1,n),n−1(zn−1,n) ∈ φ(n−1,n),n−1(φ
−1
(n−1,n),n(Un)) ⊂ Un−1.

Do mesmo modo, yn−2 ∈ Un−2, e assim por diante, até obtermos xi = y1 ∈
U1 = Ui como queŕıamos.

Lema 2.2. Seja φ : Z −→ X e ψ : Z −→ Y mapas cont́ınuos entre espaços
topológicos e sejam α : X −→ X

⋃

Z Y e β : Y −→ X
⋃

Z Y os mapas in-
duzidos por φ e ψ. Suponha que φ (respectivamente ψ) é um homeomorfismo
sobre sua imagem. Então, β (respectivamente α) também é um homeomor-
fismo sobre sua imagem.

Prova. Começamos provando que β é injetivo. Suponha y1, ỹ1 ∈ Y tais
que β(y1) = β(ỹ1). Logo, devem existir n ≥ 2 e x1, x2, x3, . . . xn ∈ X e
y2, y3, . . . , yn ∈ Y tais que x1 é identificado com y1 (via z1,1 ∈ Z), y1 é iden-
tificado com x2 (via z1,2 ∈ Z), x2 é identificado com y2 (via z2,2 ∈ Z), y2

é identificado com x3 (via z2,3 ∈ Z) e assim sucessivamente até que yn−1 é
identificado com xn (via zn−1,n ∈ Z) e xn é identificado com yn = ỹ1 (via
zn,n ∈ Z). Mas desse modo temos φ(z1,2) = x2 = φ(z2,2) (n ≥ 2), o que é um
absurdo já que φ é injetiva. Logo, β é injetiva.
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Pela definição β é cont́ınuo e já provamos sua injetividade. Portanto, para
provarmos que β é um homeomorfismo sobre sua imagem falta provarmos que
dado U ⊂ Y existe um aberto V ⊂ X

⋃

Z Y tal que β−1(V ) = U . Mas dado
U como acima, temos que ψ−1(U) aberto de Z e como φ é um homeomorfismo
sobre sua imagem, temos um aberto U ′ de X tal que φ−1(U ′) = ψ−1(U). As-
sim, pelo lema anterior, a upla (U ′, U) corresponde a um aberto de X

⋃

Z Y ,
de fato, pela prova do lema anterior, o conjunto V = α(U ′) ∪ β(U)). Logo,
fica provado que β é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Lema 2.3. Sejam X,Y, Z como no lema anterior e os mapas entre eles
identificados da mesma maneira. Suponha agora que ψ é um homeomorfismo
sobre sua imagem e que Z é um espaço de Zariski(noetheriano e todo conjunto
irredut́ıvel possui um único ponto genérico). Então, se x ∈ X e y ∈ Y e se
β(y) ∈ α(x) então existe z ∈ Z tal que y ∈ ψ(z) e φ(z) ∈ x.

Demonstração. Como ψ é um homeomorfismo sobre sua imagem, pelo lema
anterior, temos que α também o é e portanto, {x} = α−1({α(x)}). Vamos
procurar candidatos à z em φ−1({x}). Se φ−1({x}) = ∅ então nenhum ponto
de Y será identificado com pontos de {x}. Mas isso é uma contradição já
que {x} = α−1({α(x)}) e β(y) ∈ {α(x)}, isto é, y ∈ Y é identificado com
algum ponto de {x}. Logo, φ−1({x}) 6= ∅.

Como ψ é um homeomorfismo sobre sua imagem, todo fechado de Z é
imagem inversa de um fechado de Y , incluse aqueles fechados de Z que são
imagem inversa de fechados de X. Assim, como β(y) ∈ {α(x)} e pelo lema
2.1, temos que para todo fechado V de X contendo x, qualquer fechado de
W de Y (sabemos que existe pelo menos um) tal que ψ−1(V ) = φ−1(W )

deve conter y. Em particular, ψ(φ−1({x})) contém y. Agora, como Z é
um espaço de Zariski e ψ(φ−1({x})) é um fechado de Z podemos escrever
ψ(φ−1({x})) = Z1∪Z2∪· · ·∪Zn para conjuntos fechados irredut́ıveis Zi com
respectivos pontos genéricos zi. Sendo assim, temos que

y ∈ ψ(Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zn) = ψ(Z1) ∪ ψ(Z2) ∪ · · · ∪ ψ(Zn)

e, portanto, temos y ∈ ψ(Zi) = ψ({zi}), para algum i. Dáı, y ∈ {ψ(zi)}
e, por outro lado, ψzi ∈ {x} (já que Zi ⊂ ψ−1({x})), o que completa a
demonstração.
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2.2 A Estrutura de Feixe

Bem entendida a topologia de
⋃

Zs,t
Xi, vamos continuar com a nossa colagem

de espaços anelados.
Seja U aberto de

⋃

Zs,t
Xi. Logo, cada α−1

i (U) é um aberto de Xi (i ∈ I)
e, pela identidade 2.1, temos que

φ−1
(i,j),i(α

−1
i (Ui)) = φ−1

(i,j),j(α
−1
j (Uj)). (2.2)

Agora, considerando os mapas (de feixes):

φ#
(i,j),i : OXi

−→ (φ(i,j),i)∗OZi,j

φ#
(i,j),j : OXj

−→ (φ(i,j),j)∗OZi,j

se tomarmos ai e aj (para quaisquer que sejam i, j ∈ I) seções deOXi
(α−1

i (U)i)
e OXj

(α−1
j (Uj)), respectivamente, teremos

φ#
(i,j),i(ai) ∈ (φ(i,j),i)∗OZi,j

= OZi,j
(φ−1

(i,j),i(α
−1
i (Ui)))

e também,
φ#

(i,j),j(aj) ∈ (φ(i,j),j)∗OZi,j

= OZi,j
(φ−1

(i,j),j(α
−1
j (Uj)))

Sendo assim, por 2.2, φ#
(i,j),i(ai) e φ#

(i,j),j(aj) são elementos do mesmo anel

OZi,j
(φ−1

(i,j),j(α
−1
j (Uj))) = OZi,j

(φ−1
(i,j),i(α

−1
i (Ui))),

e, portanto, podem ser comparados.
Essa condição era o que faltava para captar para

⋃

Zs,t
Xi informações da

estrutura dos feixes estruturais sobre Xi, i ∈ I, que permitam encontrar um
feixe sobre

⋃

Zs,t
Xi que seja o “encaixe”dos feixes sobre Xi ao longo dos Z ′s.

Proposição-definição 2.2 (Colagem como espaços anelados). Para cada
subconjunto aberto U de

⋃

Zs,t
Xi, seja Γ(U,O⋃

Zs,t
Xi

) o subanel de

∐

i∈I

Γ(α−1
i (U),OXi

)

7



consistindo de todas as uplas (ai)i∈I tais que para quaisquer i, j ∈ I

φ#
(i,j),i(ai) = φ#

(i,j),j(aj),

isto é, as uplas de Γ(α−1
i (U)) e Γ(α−1

j (U)) são compat́ıveis em Z(i,j).
A associação:

U 7−→ Γ(U,O⋃

Zs,t
Xi

),

munida com as restrições naturais:

ρUV : Γ(U,O⋃

Zs,t
Xi

) −→ Γ(V,O⋃

Zs,t
Xi

)

(ai)i∈I 7−→ (ai)i∈I |V = (ai|α−1
i (V ))i∈I

onde V ⊂ U ⊂
⋃

Zs,t
Xi são abertos, é um feixe sobre o espaço topológico

⋃

Zs,t
Xi. Este feixe, por sua vez, é chamado de a colagem dos espaços anela-

dos X ′
is ao longo dos Zi,j,

Prova. Vamos primeiramente mostrar que
(

⋃

Zs,t
Xi,O⋃

Zs,t
Xi

)

é um prefeixe

de anéis. A única exigência (relevante para tal ocorrer) à discutida é o fato
das restrições (como foram definidas) se encaixarem.

Note que pela a estrutura de feixe dos Xi’s e dos morfismos φ(i,j)’s, temos

que ai|α−1
i (V ) ∈ Γ

(

V,O⋃

Zs,t
Xi

)

. Como as restrições de OXi
e OXj

comutam

com φ#
(i,j),i e φ#

(i,j),j, temos que ai|α−1
i (V ) são compat́ıveis nos Zi,j’s e, portanto,

(

ai|α−1
i (V )

)

i∈I
∈ Γ



V,
⋃

Zs,t

Xi



 .

Provada a boa definição dos ρ’s, fica claro que se W ⊂ V é outro aberto de
⋃

Zs,t
Xi temos que ρUW = ρUV ◦ ρVW . Portanto, (

⋃

Zs,t
Xi,O⋃

Zs,t
Xi

) é um

prefeixe.
Vamos provar agora que O⋃

Zs,t
Xi

é um feixe. Para isso, suponha que

U ⊂
⋃

Zs,t
Xi é um aberto e {Vt}t∈T é uma cobertura aberta de U . Se

s = (si)i∈I ∈ Γ
(

U,
⋃

Zs,t
Xi

)

é tal que s|Vt
= 0 para t ∈ T , teremos para

cada i ∈ I que si|α−1
i (Vt)

= 0. Sendo assim, para cada i ∈ I, como OXi
é

um feixe sobre Xi e os α−1
i (Vt)’s cobrem α−1

i (U), temos si = 0. Assim, s
corresponde a upla (0)i∈I e, portanto, s = 0.
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Para acabar, suponha U e {Vt} satisfazendo as mesas hipóteses de antes

que para cada t ∈ T tenhamos st = ((st)i) ∈ Γ
(

Vt,
⋃

Zs,t
Xi

)

tais que

st|Vt∩Vt′
= s′t|Vt∩Vt′

.

Precisamos mostrar que os st colam sobre U , isto é, que existe s ∈ Γ
(

U,
⋃

Zs,t
Xi

)

tal que s|Vt
= st. Mas,

st|Vt∩Vt′
=

(

(st)i|α−1
i (Vt∩Vt′ )

)

i∈I

=
(

(st)i|α−1
i (Vt)∩α

−1
i (Vt′ )

)

i∈I
,

e então, mais o fato de OXi
ser um feixe sobre Xi, existem si ∈ Γ(α−1

i (U))
tais que (si)|α−1

i (Vt)
= st.

Feito isso, obtemos um cadidato natural para o s: a upla (si)i∈I . Para
mostrar este candidato satisfaz o que procuramos basta mostrarmos que ele

pertence de fato ao anel Γ
(

U,
⋃

Zs,t
Xi

)

, ou seja, precisamos garantir que

φ#
(i,j),i(si) = φ#

(i,j),j(sj).

Mas,

(

φ#
(i,j),i(si) − φ#

(i,j),i(sj)
)

|φ−1
(i,j),i

(α−1
i (Vt))

= φ#
(i,j),i

(

(st)|α−1
i (Vt)

)

−φ#
(i,j),i

(

(st)|α−1
j (Vt)

)

pois φ−1
(i,j),i ◦ α

−1
i (Vt) = φ−1

(i,j),j ◦ α
−1
j (Vt). Como em Zi,j as imagens inversas

de Vt cobrem a imagem inversa de U e OZi,j
é um feixe, conclúımos que

φ#
(i,j),i(si) = φ#

(i,j),i(sj) e, portanto, s = (si)i∈I ∈ Γ
(

U,
⋃

Zs,t
Xi

)

cola st sobre

U .

A última proposição nos dá ainda morfismos de espaços anelados

αi : Xi −→
⋃

Zs,t

Xi.

De fato, o mapa entre os respectivos espaços topológicos é mais do que con-
hecido e α#

i : O⋃

Zs,t
Xi

−→ OXi
é simplesmente a projeção natural.
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Este processo não produz esquemas em geral, nem mesmo quando os
Xi’s e Zi,j’s são esquemas (veremos exemplos onde isto acontece no próximo
caṕıtulo). Mas uma vantagem desta colagem já pode ser vista (pela seguinte
propriedade universal):

Teorema 2.1. Suponha que W é um espaço anelado e que para cada i ∈ I
existem mapas ψi : Xi −→ W tais que quadrados da forma

Zi,j
φ(i,j),i

����
��

� φ(i,j),j

��?
??

??

Xj

ψj����
��

��

Xi

ψi ��?
??

??
?

W

comutam. Então os mapas ψi fatoram-se via os mapas naturais αi por Y =
⋃

Zs,t
Xi, induzindo um único mapa

δ :
⋃

Zs,t

Xi −→ W

tal que o seguinte diagrama comuta para quaisquer i, j ∈ I:

Zi,j
φ(i,j),i

{{vvvvvvvvv φ(i,j),j

##HHHHHHHHH

Xi

φi

&&

αi
##GG

GG
GG

GG
G

Xj

αj
{{ww

ww
ww

ww
w

φj

xx

⋃

Zs,t
Xi

δ

��

W

Prova. À essa altura, é mais do que claro quem deve ser o mapa entre
espaços topológicos

δ :
⋃

Zs,t

Xi −→ W.

E, claro, quem devem ser mapas

δ#(V ) : OW (V ) −→
(

O⋃

Zs,t
Xi

)

∗
(V )

λ −→ (ψ#
i (λ))i∈I
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para cada aberto V de W , que juntos formam o mapa de feixes:

δ# : OW −→ O⋃

Zs,t
Xi
.

Portanto, temos a existência e a unicidade do mapa de espaços anelados δ,
como queŕıamos.

A próxima proposição nos diz que não precisamos colar todos os espaços
anelados de uma vez.

Proposição 2.1. Dados os Xi, i ∈ I, e S = {Zi,j| i, j ∈ I} como em todo
o caṕıtulo, suponha que I = I ′ ∪ I ′′ e I ′ ∩ I ′′ = ∅. Seja S ′ o subconjunto
de S onde ambos os ı́ndices de Zi,j estão em I ′ e seja S ′′ o subconjunto de
S com ambos os ı́ndices de Zi,j em I ′′. Seja S0 = S − (S ′ ∪ S ′′). Seja
Z =

∐

S0
Zi,j(produto direto dos espaço anelados Zi,j, indexados por S0).

Sejam X ′ =
⋃

S′ Xi e X ′′ =
⋃

S′′ Xi. Então existem mapas ψ′ : Z −→ X ′

e ψ′′ : Z −→ X ′′ induzidos pelos Zi,j’s e a colagem de X ′ e X ′′ que decorre
destes mapas satisfaz X ′

⋃

Z X
′′ ∼=

⋃

Zi,j
Xi.

Prova. Decorre da definição.
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Caṕıtulo 3

Aplicações em Esquemas

Neste caṕıtulo, como o t́ıtulo indica, vamos estudar como a colagem de
espaços anelados que vimos no caṕıtulo anterior se comporta em esquemas.

A menos que seja indicado o contrário, por todo o caṕıtulo trataremos
X,Y e Z por esquemas e os mapas φ : X −→ Z e ψ : Y −→ Z por morfismos
de esquemas. Da mesma maneira, trataremos por α : X −→ X

⋃

Z Y e por
β : Y −→ X

⋃

Z Y os mapas de espaços anelados induzidos quando colamos
X,Y sobre Z (como espaços anelados é claro).

Antes de fazer qualquer conta, vamos fazer mais um lema.

Lema 3.1. Suponha X,Y e Z como acima e que existam abertos U ⊂ X,
V ⊂ Y tais que W = φ−1(U) = ψ−1(V ). Então os espaços anelados U

⋃

W V
e X

⋃

Z Y |α(U)∩β(V ) são isomorfos.

Prova. Pela prova do lema 2.1, α(U) ∪ β(V ) é o aberto de X
⋃

Z Y que re-
sponde a dupla (U, V ). Portanto, a estrutura de espaço anelado de α(U) ∪
β(V ) é bem definida como a restrição da estrutura de X

⋃

Z Y .
Agora, pelo mesmo lema, os abertos de U

⋃

W V correspondem as du-
plas (U1, V1), onde U1 ⊂ U e V1 ⊂ V são abertos satisfazendo a identidade
φ−1(U1) = ψ−1(V1). Mas estas correspondem exatamente aos abertos de
X

⋃

Z Y , e portanto, U
⋃

W V e X
⋃

Z Y são homeomorfos.
Agora, seja T um aberto de U

⋃

W V correspondente a dupla (T1, T2), que
por sua vez corresponde ao aberto T ′ emX

⋃

Z Y . As seções de Γ(T,OU
⋃

W V )
são o produto das seções Γ(T1,OX) e Γ(T2,OY ) que coincidem em Γ(φ−1(T1) =
ψ−1(T2),OZ). Mas estas também são as seções de Γ(T ′,OX

⋃

Z Y
). Portanto,
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Γ(T,OU
⋃

W V ) ∼= Γ(T ′,OX
⋃

Z Y
) e os espaços anelados U

⋃

W V e X
⋃

Z Y são
isomorfos.

Observação 3.1. Imitando a demonstração do lema acima, podemos provar
imediatamente sua versão mais geral: Se Ui ⊂ Xi são abertos tais que Wi,j =
φ−1

(i,j),i(Ui) = φ−1
(i,j),j(Uj) ⊂ Zi,j, então os espaços anelados

⋃

Zs,t

Xi

∣

∣

∣

W
e

⋃

Ws,t

Ui

são isomorfos, onde W =
⋃

i∈I αi(Ui).

Exemplo 3.1 (Colagem ao longo de subesquemas abertos). Suponha que φ
e ψ são imersões abertas. Então X

⋃

Z Y é a colagem padrão de X e Y ao
longo de Z. (Ver [3] ou [6]).

Exemplo 3.2. Suponha X = A
2
k = Spec k[x, y] e Z = X = {0}, onde

O é a origem. Suponha também Y = Spec k[x, y, z] − {0}. Temos mapas
φ : Z −→ X e ψ : Z −→ Y naturais, onde φ é um imersão aberta e ψ
é uma imersão fechada. Vamos mostrar que X

⋃

Z Y não é um esquema.
Seja P a origem de X, o ponto não atigindo por φ. Toda vizinhança de
α(P ) em X

⋃

Z Y corresponde a um par de aberto U ⊂ X e V ⊂ Y tais que
φ−1(U) = ψ−1(V ). Note que as seções de U ⊂ X e φ−1(U) ⊂ Z são isomorfas
e, portanto, temos que colar à X não adiciona nem remove seções além
daquelas associadas com Y . Logo, para todo aberto U

⋃

W V de X
⋃

Z Y ,
temos OX

⋃

Z Y
(U

⋃

W V ) = OY (V ). Além disso, temos que o conjunto F =
{z = 0} é fechado em Y e o conjunto F ′ = β(F ) é um fechado de X

⋃

Z Y
já que (α−1(F ′), β−1(F ′)) satisfaz as condições do lema 2.1. Mas, então, F ′ é
uma reta menos a origem e é fechado em X

⋃

Z Y e, portanto, este não pode
ser um esquema.

O próximo resultado é o mais importante do caṕıtulo. Ele nos dá uma
condição para saber quando podemos colar esquemas afins e obter um es-
quema afim.

Teorema 3.1. Suponha que A e B são anéis. Ademais suponha que I é um
ideal de A e que existe um morfismo de anéis γ : B −→ A/I. Denotamos o
morfismo quociente de A para A/I por π. Sejam X = SpecA, Y = SpecB,
Z = SpecA/I e φ : X −→ Z e ψ : Z −→ X morfismos de esquemas
induzidos pelos mapas entre os respectivos anéis (note que Z é um subesquema
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fechado de X). Então, X
⋃

Z Y é um esquema afim com Y um subesquema
fechado, (X

⋃

Z Y )−Y ∼= X−Z, e os mapas α : X −→ X
⋃

Z Y e β : Y −→
X

⋃

Z Y são morfismos de esquemas.

Informalmente, vamos colar Y = SpecB sobre X ao longo de Z. Isto
vai trocar Z por Y (whatever that might mean) mantendo X

⋃

Z Y esquema
afim.

Prova. Vamos ver como X
⋃

Z Y se parece como conjunto. Como φ é um
homeomorfismo sobre sua imagem, pela lema 2.2, β também será. Além
disso, Z é um subconjunto fechado de X e como estamos colando ao longo
de Z, X permanecerá intacto fora de Z. Assim, Z será substituido por Y
em X via o mapa ψ : Z −→ Y induzido por γ.

Como estamos afirmando que X
⋃

Z Y será afim, vamos olhar para as
seções globais de X

⋃

Z Y . Tais seções são o produto das seções em X e Y
que coincidem em Z. Logo, elas compõem o anel

Γ(X
⋃

Z

Y,OX
⋃

Z Y
) = C = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B; a+ I = γ(b)}.

Sendo assim, temos as projeções

f : C −→ A

g : C −→ B.

Sejam J = {(a, 0) ∈ C)} = ker g e J ′ = {(0, b) ∈ C} = ker f ideais de C.
Pela definição, g é claramente injetivo e portanto C/J ∼= B. Agora, como
π−1(Γ(B)) = f(C) ⊂ A, temos C/J ′ ∼= π−1(Γ(B)) e portanto, podemos ver
C/J ′ como subanel de A, que chamaremos a partir de agora por B′.

Seja P primo de C. Como J · J ′ = (0), pela proposição 1.11 do Attiyah
(colocar referência), P deve conter J ou J ′. Se P contém J , então P corre-
sponde a um ideal primo de B (via o isomorfismo C/J ∼= B). Caso contrário,
se P não contém J , P deve conter J ′ e portanto corresponde a um ideal primo
Q′ de B′. E, por P não conter J , Q′ não contém I já que J = {(I, 0}. Logo,
existe a ∈ I tal que a /∈ Q′. Logo, Q′ corresponde a um primo Q da local-
ização B′

(a) = B′[a−1]. Mas a ∈ I e I ⊂ B′, temos B(a) = B[a−1] = A.
Sendo assim, todo primo de C corresponde a um primo de B ou um

primo de A que não contém I. Portanto, pelo menos como conjunto Spec C
corresponde a (X − Z) ∪ Y e os mapas f e g induzem as correspondências
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esperadas e assim temos uma correspondência entre os conjuntos Spec C e
X

⋃

Z Y . Vamos mostrar que esta correspondência respeita as topologias de
Spec C e X

⋃

Z Y , e portanto, é um homeomorfismo.
Seja W fechado de X

⋃

Z Y . Logo, α−1(W ) e β−1(W ) são fechados de X
e Y , respectivamente, e portanto eles são associados a ideais primos K ⊂ A
e K ′ ⊂ B. Seja L = f−1(K)∩ g−1(K ′) ideal (primo) de C. Seja P um primo
de C correspondente a um ponto de W . Então, tal ponto vem de X ou Y
e portanto, de algum ponto de α−1(W ) e β−1(W ). Logo, o primo associado
a este ponto em A ou B deve conter K ou K ′. De qualquer modo, P deve
conter L. Por outro ladom suponha que P é um ideal primo de C contendo
L. Então, P deve conter f−1(K) ou g−1(K ′). Se P contem g−1(K ′), então
P também contém J = ker g ⊂ g−1(K ′) e portanto P corresponde a um
elemento de β−1(W ). Se P contém f−1(K) e não contém J então P corre-
sponde a um primo de A contendo K, isto, é a um elemento de αW . O único
caso que resta é quando P contém f−1(K) e J . Neste caso, vamos mostrar
que P contém g−1(K ′), o que coloca P no primeiro caso.

Em particular, é suficiente provar que K ′ ⊂ g(P ), já que g é sobrejetivo
e P contém K = ker g. Como a imagem inversa dos primos de A que contêm
K são os primos de A/I que contêm π(K) e, por sua vez, a imagem inversa
dos primos de B que contêm K ′ são os primos de A/I que contêm γ(K ′)
temos

√

γ(K ′)A/I =
√

π(K)

já que as imagens inversas de α−1(W ) e β−1(W ) em Z devem coincidir.
Sendo assim, tome b ∈ K ′ ⊂ B. Então, γ(b) ∈ γ(K ′) ⊂

√

π(K). Logo,
γ(bn) ∈ π(K), para algum n. Dáı, existe a tal que

a+ I = γ(bn)

e a ∈ K. Assim, (a, bn) ∈ C. Como a ∈ K e bn ∈ K ′, temos que
(a, bn) ∈ L ⇒ (a, bn) ∈ P ⇒ bng(P ) e conclúımos que g(P ) ⊃ K ′. As-
sim, a correspondência estabelecida entre X

⋃

Z Y e Spec C realmente é um
homeomorfismo.

Agora precisamos mostrar que X
⋃

Z Y e Spec C são isomorfos como es-
quemas. Como um feixe em um espaço topológico é determinado por suas
restrições em uma base de abertos do espaço e já sabemos que Spec C e
X

⋃

Z Y são o mesmo espaço topológico, é suficiente mostrar que os feixes
estruturais destes são isomorfos em cada aberto de uma determinada base
deste espaço. Tomemos então como base os de Spec C os abertos afins Spec
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Cc, onde Dado c = (s, t) ∈ C. Vamos mostrar que o mapa natural entre Cc
e as sessões globais do aberto correspondente em X

⋃

Z Y (que pelo lema 3.1
é T = (X − V (s))

⋃

Z−V (s+I)(Y − V (t))),

(a, b)

cn
µ

7−→

(

a

sn
,
b

tn

)

,

é um isomorfismo. Vamos começar provando a injetividade. Se µ((a, b)/cn) =
(a/sn, b/tn) = 0 = (0, 0) então existem inteiros positivos m1 e m2 tais que
sm1 a = 0 e tm2 b = 0. Mais dáı podemos então escolher um m suficientemente
grande tal que cm(a, b) = 0 e, portanto, teremos também (a, b)/cn = 0. Para
mostrar a sobrejetividade, tome (a/sn, b/tm) ∈ Γ(T,OT ). Mudando a e b se
necessário, podemos assumir n = m. Dáı, pela maneira como foi constrúıdo
OT , temos π(a)/π(s)n = γ(b)/γ(t)n e como π(s) = γ(t), teremos um inteiro
l tal que π(s)l(π(a)−π(b)) = 0, ou seja, π(asl) = γ(btl) para algum l. Então
µ((asl, btl)/cn+l) = (a/sn, b/tn) como desejávamos. Portanto os esquemas
X

⋃

Z Y e Spec C são isomorfos. Além disso, podemos observar que Spec C
tem Y como subesquema fechado e é isomorfo a X − Z “fora”de Y .

Finalmente, como os mapas entre espaços anelados α : X −→ X
⋃

Z Y e
β : Y −→ X

⋃

Z Y são induzidos pelos mapas entre as sessões globais destes
esquemas afins, temos que α e β são morfismos de esquemas como desejado.

Corolário 3.1 (Contráındo um subconjunto fechado a um ponto em um
esquema afim). Sejam A, I e B como acima e assuma que A é uma k-álgebra
(k corpo) e que B = k. Então X

⋃

Z Y é isomorfo a Spec A fora de Spec A/I
e o subesquema fechado Spec A/I é contráıdo à um ponto.

Exemplo 3.3 (Contráındo uma reta em A
2
k). Sejam A = k[x, y], I = (x) e

B = k. Então, X
⋃

Z Y = Spec k[x, xy, xy2, xy3, · · · ]. Isto é A
2
k com a reta

x = 0 contráıda a um ponto. Note que este caso o esquema resultante não é
Noetheriano mesmo os originais o sendo.

Exemplo 3.4. Sejam A = K[x], B = k e seja I = ((x − 1)(x + 1)). Então
X

⋃

Z Y é isomorfo a curva nodal. Se I = (x2) então X
⋃

Z Y será a cúspide
cúbica.

Corolário 3.2 (Colando sobre subesquemas em geral). Suponha que Z é um
subesquema fechado de ambos X e Y . Então X

⋃

Z Y é um esquema.
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Prova. Como X e Y são esquemas, todo ponto de X
⋃

Z Y fora da imagem
de Z possui uma vizinhança afim. Resta-nos, então, analisar os pontos na
imagem de Z.

Sendo assim, seja x ∈ X e z ∈ Z tal que φ(z) = x. Tomemos aberto
afim U ⊂ X com x ∈ U . Logo, φ−1(U) é um aberto afim de Z e como
ψ : Z −→ Y é um homeomorfismo sobre sua imagem, exite W ⊂ Y tal
que ψ−1(W ) = φ−1(U). Escolhemos então um aberto afim V ⊂ W tal que
ψ(z) ∈ V e dáı temos ψ−1(V ) aberto afim de φ−1(U) contendo z. Assim,
existem abertos afins (localizações de V e U) V ′ ⊂ V e U ′ ⊂ U tais que
z ∈ φ−1(U ′) = ψ(V ′). Dáı, pelo teorema 3.1, U ′

⋃

ψ−1(U ′) V
′ é vizinhança

aberta afim de α(x) ∈ X
⋃

Z Y . Então X
⋃

Z Y é um esquema.

Observação 3.2. No colorário acima, suponha que X e Y são subesquemas
fechados de um esquema ambiente Spec A e que Z representa a interseção de
X e Y . Sendo assim, existem ideais IX e IY de A tais que X = SpecA/IX ,
Y = SpecA/IY e Z = SpecA/(IX+IY ). Tomando π : A/IX −→ A/(IX+IY )
e γ : A/IX −→ A/(IX +IY ), temos pela prova do teorema 3.1 que X

⋃

Z Y =
SpecA/(IX ∩ IY ).

Vamos agora provar uma versão do teorema 3.1 com menos hipóteses.

Lema 3.2. Sejam A,B e C anéis e π : A −→ C e γ : B −→ C morfismos.
Sejam X = SpecA, Y = SpecB e Z = SpecC e suponha que os mapas
induzidos por π, γ são respectivamente φ : Z −→ X e ψ : Z −→ Y . Além
disso, suponha que π(A) ⊂ γ(B) ⊂ C e que ψ é um mapa fechado (de espaços
topológicos). Então X

⋃

Z Y é afim com X como um subesquema fechado.

Prova. Das hipóteses entres os anéis A,B e C e os mapas entre eles, podemos
extrair o seguinte diagrama

π : A
π

// π(A)

i

��

iA
// C

γ : B
γ

// γ(B)
iB

// C

onde i, iA e iB são as inclusões naturais. Assim, se W = Spec (γ(B)), temos
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o diagrama composto por morfismos de esquemas:

Z = SpecC

φ

��

φ

��

δ= ˜iB

��

W = Spec (γ(B))
φ′

uullllllllllllll
ψ′

))RRRRRRRRRRRRRR

X = SpecA Y = SpecB

onde δ = ĩB (como indicado no diagrama) é morfismo induzido pelo mapa
iB.

Como iB : γ(B) −→ C é injetivo, δ é um mapa dominante, isto, é
δ(Z) = W . Mas como ψ = ψ′ ◦ δ é fechado, ψ(Z) é fechado em Y e dáı,
δ(Z) = (ψ′)−1(ψ(Z)) é fechado em W . Logo, W = δ(Z) = δZ, ou seja, δ é
sobrejetivo.

Vamos provar que X
⋃

Z Y é um esquema afim mostrando que este é iso-
morfo ao esquema X

⋃

W Y , que é afim pelo teorema 3.1.
Como δ é sobrejetivo, nenhuma relação adicional entre os pontos de X e

Y é adicionada além daquelas já existentes via Z. Assim, X
⋃

Z Y e X
⋃

W Y
são idênticos como conjuntos.

Agora, para vermos que X
⋃

Z Y e X
⋃

W Y também são topologica-
mente indênticos começamos notando que se U ⊂ X e V ⊂ Y são aber-
tos tais que φ−1(U) = ψ−1(V ), então, novamente pela sobrejetividade de
δ, (φ′)−1(U) = δ(φ−1(U)) = (ψ′)−1(V ) = δ(ψ−1(V )) e caso U e V sat-
isfazem (φ′)−1(U) = (ψ′)−1(V ), então temos φ−1(U) = δ−1((φ′)−1(U)) =
δ−1((ψ′)−1(V )) = ψ−1(V ). Portanto, os abertos de X

⋃

Z Y e os abertos de
X

⋃

W Y correspondem as mesmas uplas de abertos U ⊂ X e V ⊂ Y . As-
sim, pelo lema 2.1, X

⋃

Z Y e X
⋃

W Y têm a mesma topologia e, logo, são
homeomorfos.

Finalmente, vamos mostrar que estes são isomorfos como feixes. Tome
um aberto U de X

⋃

W Y correspondendo a dupla U e V de abertos de X e Y
respectivamente. Logo, as seções de U em X

⋃

W Y são exatamente as sessões
de U e V que coincidem em W , mas como o mapa δ# = iB entre os feixes
OW e OZ é injetivo, estas também coincidem em Z, e portanto correspondem
a sessões do aberto U ′ de X

⋃

W Y correspodente a dupla (U, V ).
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Vamos agora mostrar que uma coleção finita de subesquemas fechados de
um esquema podem ser colados sobre suas interseções de modo a obter um
esquema. Entretanto, como veremos logo em seguida, este esquema obtido
nem sempre é um subesquema do esquema ambiente, embora sempre possa
ser mapeado nele (via a propriedade 2.1). Começamos com o caso afim.

Teorema 3.2. Suponha que Y é um esquema afim e X1, X2, . . . , Xn são
subesquemas fechados. Se denotamos por Zi,j o subesquema fechado corre-
spondente a interseção de Xi e Xj, então

⋃

Zs,t
Xi é um esquema afim com

cada Xi subesquema fechado.

Prova. Suponha Y = SpecA. Neste caso, os subesquemas fechados de Y são
afins e correspodem a ideais de A. Sendo assim, temos cada Xi = SpecA/Ii
e Zi,j = Spec(A/(Ii + Ij)).

Vamos provar o resultado por indução em n. O caso inicial decorre da
observação 3.2 e suponha o resultado verdadeiro quando colamos n esquemas.
Assim, sejam

X =
⋃

Zi,j

1≤i,j≤n

Xi = SpecB (pela hipótese de indução)

Y =
∐n

i=1 Zi,n+1 = SpecC = Spec ⊕n
i=1

A

Ii + In+1

.

e φ : Z −→ X e ψ : Z −→ Xn+1 os mapas naturais. Logo, pela proposição
2.1 temos que

⋃

Zi,j

1≤i,j≤n+1

Xi = Xn+1

⋃

Z

X.

e seguem os mapas abaixo (δ é obtido pelo teorema 2.1)

Z
φ

����
��

��
�� ψ

""EEEEEEEE

X

δ
��?

??
??

??
?

Xn+1

ψn+1
||yy

yy
yy

yy

Y

onde δ ◦ φ = ψn+1 ◦ ψ. Resumindo, temos os mapas
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X = SpecB

δ

��

Z = SpecC

φ

��

Z = SpecC

ψ
��

Y = SpecA X = SpecB Xn+1 = Spec
A

In+1

induzendo os mapas entre os anéis:

A
δ#

// B
φ#

// C

A
π

//
A

In+1

ψ#
// C

que por sua vez satisfazem (já que δ ◦ φ = ψn+1 ◦ ψ e que π é sobrejetiva)

ψ#

(

A

In+1

)

= ψ# ◦ π(A) = φ# ◦ δ#(A) ⊂ φ#(B) ⊂ C.

Logo,

ψ#

(

A

In+1

)

⊂ φ#(B) ⊂ C,

e pelo lema 3.2 segue que

⋃

Zi,j

1≤i,j≤n+1

Xi = Xn+1

⋃

Z

X

é um esquema afim.

Corolário 3.3. Suponha que Y é um esquema e X1, X2, . . . , Xn são subesque-
mas fechados. Se denotamos por Zi,j o subesquema fechado correspondente a
interseção de Xi e Xj, então

⋃

Zs,t
Xi é um esquema com cada Xi subesquema

fechado.

Prova. Sabemos que X =
⋃

Zs,t
Xi é um espaço anelado e pelo teorema 2.1

o seguinte diagrama é comutativo:
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Zi,j
φ(i,j),i

{{vvvvvvvvv φ(i,j),j

##HHHHHHHHH

Xi

φi

&&

αi
##GG

GG
GG

GG
G

Xj

αj
{{ww

ww
ww

ww
w

φj

xx

⋃

Zs,t
Xi

δ

��

Y

Seja x ∈
⋃

Zs,t
Xi. Logo, δ(x) ∈ Y . Como Y é um esquema, existe U ⊂ Y

aberto afim tal que δ(x) ∈ U . Considere então

Ỹ = U

X̃i = φ−1
i (U) ⊂ Xi.

Z̃i,j = φ−1
(i,j),i(X̃i) = φ−1

(i,j),j(X̃j)

Temos então X̃i subesquema fechado de Ỹ . Logo, pelo teorema anteriror,
temos que

⋃

Z̃i,j
X̃i é uma vizinhança afim de x, e portanto,

⋃

Zs,t
Xi é um

esquema.

Do teorema anterior, podeŕıamos esperar alguma propriedade análoga a
observação 3.2, mas o próximo exemplo mostra que isto não é sempre posśıvel.

Exemplo 3.5. Suponha Y = A
2
k = Spec k[x, y] e X1 = Spec k[x, y]/(x),

X2 = Spec k[x, y]/(y) e X3 = Spec k[x, y]/(x − y). Nesse caso, todos os
Z ′
i,js são iguais a Spec k = Spec k[x, y]/(x, y). Se colamos todos de uma vez,

obtemos um esquema isomorfo a Spec k[x, y, z]/(x, y)∩(y, z)∩(x, z) que não é
isomorfo a Spec k[x, y]/(x)∩(y)∩(x−y) já a dimensão do espaço tangente no
ponto de interseção do primeiro é 1 e a dimensão no segundo é 2. Entretanto,
se trocarmos os Xi’s por esquemas com pontos mergulhados, isto é, X1 =
Spec k[x, y]/(x2, xy), X2 = Spec k[x, y]/(y2, xy) e X3 = Spec k[x, y]/((x −
y)2, x2 − y2) obtemos o esquema Spec k[x, y]/(x) ∩ (y) ∩ (x− y).
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Caṕıtulo 4

Um esquema sem pontos

fechados

Neste caṕıtulo vamos dar duas contruções de um esquema sem pontos fecha-
dos. Na primeira construções vamos utilizar os métodos de colagem estuda-
dos anteriormente e na outra vamos usar anéis de valorização. Em seguida,
veremos que os dois esquemas obtidos serão os mesmos.

4.1 A Primeira Construção

Começamos esta seção com uma proposição.

Proposição 4.1. Seja X um esquema quase-compacto. Então X tem um
ponto fechado.

Prova. Como X é quase-compacto, podemos tomar uma cobertura finita
de X por abertos afins Ui = SpecAi, i = 1, 2, . . . , n. Em U1 = SpecA1,
tomamos um ponto P1 fechado (basta escolher um ideal maximal de A1). Se
P1 for fechado em X, nossa busca terminou. Caso contrário, o fecho de P1

em X consiste então de P1 e mais alguns pontos fora de U1. Portanto, temos
um ponto P2 fora de U1, digamos sem perda de generalidade P2 ∈ U2, tal que
P2 ∈ {P1}. Se P2 não for um ponto fechado de U2, o fecho de P2, e portanto
o de P1, contém pontos fechados de U2. Então podemos supor que P2 é
um ponto fechado de U2. Se ele for fechado em X, então acabamos. Caso
contrário, o conjunto {P1, P2} deve conter pontos fora de U1 e U2, digamos
P3 ∈ U3. Pelo mesmo argumento que usamos para P2, podemos supor P3
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fechado em U3. Se P3 for fechado em X, a prova está completa. Caso
contrário, continuamos o processo que vinhámos fazendo. Como há apenas
uma quantidade finita de Ui’s, este processo pára em algum momento e dáı
obtemos um ponto fechado em X.

Como todo esquema noetheriano é quase-afim, todo esquema noetheri-
ano possui um ponto fechado. Isto nos impulsiona à procurar por anéis não
noetherianos.

Sendo assim, sejam k um corpo algebricamente fechado e x1, x2, . . . inde-
terminadas sobre k. Considere os anéis:

An = k(xn+1, xn+2, . . .)[xn](xn).

Em k(xn, xn+1, xn+2, . . .), definimos a seguinte valorização em relação a xn:
cada elemento t ∈ k(xn, xn+1, xn+2, . . .) pode ser escrito unicamente sob a

forma xαt
n

pt
qt

, onde pt, qt ∈ k(xn+1, xn+2, . . .). Dáı fica bem definido o homo-

morfismo

v : K(xn, xn+1, xn+2, . . .)
∗ −→ Z

t 7−→ αt

que, por sua vez, é facilmente reconhecido como uma valorização discreta em
k[xn, xn+1, xn+2, . . .] com anel de valorização igual a k(xn+1, xn+2, . . .)[xn](xn).
Assim, An é um anel de valorização discreta e, portanto, Spec An é um espaço
com dois pontos, um ponto genérico Pn−1 = Zn,n−1 = Spec k(xn, xn+1, xn+2, . . .)
e um ponto fechado Pn = Spec k(xn+1, xn+2, . . .).

Após os comentários acima, estamos prontos para começar a construção
do nosso esquema.

Teorema 4.1. Para n = 1, 2, . . ., seja Xn = SpecAn. Então, o ponto fechado
de Xn é identificado com o ponto genérico de Xn+1 via Zn−1,n. Além disso,
fazendo todos os outros Zi,j’s - |i − j| = 2 - serem o esquema vazio, temos
que o espaço anelado X =

⋃

Zi,j
Xn é um esquema sem pontos fechados.

Prova. O diagrama abaixo representa a colagem dos espaços em termos dos
pontos {P0, P1, P2, . . .}

Z1,2 = {P1}

��?
??

??
??

??

����
��

��
��

�

Z2,3 = {P2}

��?
??

??
??

??

����
��

��
��

�

Z3,4 = {P1}

��?
??

??
??

??

����
��

��
��

�

X1 = {P0, P1} X2 = {P1, P2} X3 = {P2, P3} X4 = {P3, P4}...
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Seja F um fechado de X contendo P0. Então, pelo lema 2.1, F corre-
sponde a uma upla (Fi)i∈I com cada Fi ⊂ Xi fechado, e as imagens inver-
sas destes coincidem em cada Zi,i−1. Mas como P0 ∈ F1 é aberto, temos
F1 = {P0, P1} e portanto, F2 deve conter P1. Mas este ponto é aberto de
X2, e portanto, temos P2 ∈ F2 o que implica que P3 ∈ F3 e assim sucessiva-
mente até encontrarmos Fi = {Pi−1, Pi}. Logo, F = {P0, P1, . . .} e, portanto,
{P0} = {P0, P1, P2 . . .}. Analogamente, analisando os fechados que contem
P1, obtemos {P1} = {P1, P2, P3 . . .} e continuando da mesma maneira obte-
mos

{Pi} = {Pi, Pi+1, Pi+2, . . .}.

Sendo assim, X não contém nenhum ponto fechado. Resta provar que X
é um esquema. Para isto, vamos mostrar que Yn = {P0, P1, . . . , Pn} é uma
cobertura de X por afins. Faremos isto por indução.

O caso inicial, Y1 = {P0, P1}, é trivial já que Y1 = SpecA1. Sendo
assim, suponha o resultado verdadeiro para um certo n. Se na proposição
2.1 tomarmos X ′ = Yn, X

′′ = Xn+1 e objeto Z simplesmente igual a Zn−1,n,
já que todos os outros Zi,j são vazios, temos que X ′

⋃

Z X
′′ = Yn+1. E como,

por hipótese de indução, X ′ = Yn é afim e Zn−1,n é um fechado de Yn, temos
pelo teorema 3.1 que Yn+1 = X ′

⋃

Z X
′′ é afim. Logo, X é um esquema.

4.2 A segunda

Como já foi dito, aqui vamos construir o mesmo esquema sem pontos fechados
só que agora usando anéis de valorização.

Seja

A′ = k[x1, x2, x3, . . .]

[

x1

x2

,
x1

x2
2

,
x1

x3
2

, . . .

] [

x2

x3

,
x2

x2
3

,
x2

x3
3

, . . .

]

...

Em A′, chamamos de monômios qualquer produto finito dos geradores
(os xi/x

n
i+1). Sendo assim, o ideal maximal M = (x1, x2, . . .) contém todos

os monômios de A′ e este continuam quando localizamos A = A′
(M). Assim

definido, A é o conjunto das seções globais do esquemaX constrúıdo na sessão
anterior e quando tomamos o sprectrum de A obtemos uma cadeia infinita de
pontos abertos e um ponto fechado (correspondente ao único ideal maximal
de A). A idéia é remover este ponto e assim obter um esquema sem pontos
fechados.
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Começamos mostrando que A é um anel de valorização com valorização
no grupo G = Z⊕Z⊕Z⊕· · · . A ordenação que usaremos em G será a ordem
lexicográfica, isto é, (n1, n2, . . .) > (n′

1, n
′
2, . . .) se, e somente se, a primeira

entrada não nula de (n1 − n′
1, n2 − n′

2, . . .) for positiva.
Sendo assim, dado um elemento g ∈ G chamamos de termo lider de g o

valor da primeira entrada não nula de g e o denotamos por lv(g). Ademais,
denotamos por li(g) o ı́ndice do termo lider de g e por gi o valor da i-ésima
entrada de g.

Vamos começar definindo a valorização v nos monômios de A (os mesmos
de A′, como já observamos). Sendo assim, sem ∈ A é um monômio, definimos

v(m) = (grau de x1 em m, grau de x2 em m, grau dex3 em m, . . .).

Por exemplo, v
(

x1
x1

x2
2

x2

x3

)

= (2,−1,−1, 0, 0, 0, . . .). No próximo passo será

provar uma série de resultados que mostram que A é como desejamos.

Proposição 4.2. Para todo g ∈ G tal que g > (0, 0, 0 . . .) existe um único
monômio mônico x ∈ A tal que v(x) = g.

Prova. A unicidade segue da própria definição de v. Seja l = li(g) e nl =
lv(g). Começamos resolvendo o caso em que nl = 1 e gi ≤ 0 para i > l. Nesse
caso, seja t =

∑

i>l |gi| < +∞ (só há uma quantidade finita de somandos).
Então é fácil ver que o monômio

x =
xl
xtl+1

∏

i>l

x
|gi|
l+1

x
|gi|
i

é mônico e satisfaz v(x) = g. Se nl = 1 mas existem i > l tais que gi > 0,
digamos i ∈ I, então podemos encontrar um monômio x tal que v(x) = g′,
onde g′ é um elemento de G tal que g′ = g exceto para i ∈ I onde temos
g′i = 0. Sendo assim, basta multiplicar x por cada x

g(i)
i , onde i ∈ I, e

obtemos assim um monômio x′ tal que v(x′) = g. Finalmente, se nl > 1
podemos encontrar um monômio x tal que v(x) = g′, onde g′ é um elemento
de G tal que g′ = g exceto em l onde g′l = 1. Sendo assim, o monômio
x′ = xnl−1

l x satisfaz v(x′) = g.

Agora estamos quase prontos para provar que todo elemento de A é uma
unidade vezes um monômio.
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Lema 4.1. Se m1 e m2 são monômios de A e se v(m1) > v(m2) então m2

divide m1.

Prova. Pelas hipóteses, v(m1) − v(m2) > 0. Então, pela proposição ante-
rior existe um monômio m3 tal que v(m3) = v(m1) − v(m2), e portanto,
v(m3m2) = v(m1). Dáı, existe uma constante λ ∈ k tal que λm3m2 = m1 e,
portanto, m2 divide m1.

Proposição 4.3. Todo elemento de f ∈ A que não é uma unidade (que é
o mesmo de não ter temos constante) é o produto de uma unidade por um
produto constante.

Prova. Todo f da forma acima pode ser escrito como

f =
λ1m1 + · · · + λnmn

h

onde cada λi ∈ K, os monômios m1,m2, . . . ,mn satisfazem v(m1) > v(m2) >
· · · > v(mn) e h é um elemento de A′ −M . Agora, pela proposição anterior,

temos monômios m′
i =

mi

mn

∈ A′ ⊂ A. Portanto,

f =
λ1m

′
1mn + λ2m

′
2mn · · · + λnm

′
nmn

h
= mn

λ1m
′
1 + λ2m

′
2 · · · + λn

h
,

ou seja, f é o produto de um monômio por uma unidade como desejado.
A unicidade desta representação segue do fato que quaisquer dois monômios
não são associados, isto é, um não é o produto do outro por uma unidade.

Definida a valorização v nos monômios de A e provada a proposição acima,
temos que A é o anel de valorização de v.

Além disso, da proposição acima podemos concluir que todo ideal de A é
monomial. Vamos agora identificar os primos de A e usá-los para construir
um esquema sem pontos fechados.

Teorema 4.2. Com A como acima, SpecA−M é um esquema sem pontos
fechados.

Prova. Seja P ∈ SpecA e suponha P 6= M e P 6= (0). Se m ∈ P é um
monômio, então existem n e l naturais tais que v(xnl ) > v(m) e, portanto,
pelo lema 4.1, temos que m divide xnl o que implica que xnl ∈ P , ou seja,
xl ∈ P , já que P é primo. Sendo assim, seja

L = {l ∈ Z
∗
+|xl ∈ P}.
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Dado n ∈ Z
∗
+, se existir l ∈ L tal que l > n, então v(xn) > v(xl) o que

implica que vl divide xn e, portanto, xn ∈ M . Mas dáı, fazendo isso para
todo n ∈ Z

∗
+, obtemos P = (M), absurdo! Logo, L é limitado e tomamos

l = maxL.
Agora, para cada monômio m ∈ P temos que li(m) ≤ P , pois caso contrário
podeŕıamos escolher um l maior. Vamos provar que P deve conter todos os
monômios m ∈ A tais que li(m) = l. De fato, pela prova da proposição
4.2, basta provarmos o caso em que lv(m) = v(m)l = 1 e v(m)i ≤ l para
i > l. Neste caso, podemos representar m com xl

m′
, onde m′ ∈ k[x1, x2, x3, . . .]

e li(m′) > l. Dáı, xl

m′
m′ = xl ∈ P e, portanto, temos xl

m′
∈ P ou m′ ∈ P ,

mas este último caso não deve ocorrer pois contradiria a maximalidade de l.
Logo, m ∈ P .
Além disso, pelo lema 4.1, P automaticamente contém todos os monômios
m tais que v(m) > v(xl), ou seja, todo monômio m de A tal que li(m) < l
e como todo ideal de A é monomial, isto determina P completamente como
Pl = {x ∈ A|v(x) ≤ l}.

Até agora provamos que se P é primo não nulo e não maximal, então
P deve ser da forma acima. Mas para determinar os pontos de Spec A
precisamos mostrar de fato que um ideal da forma acima deve ser primo.
Mas isso segue do fato que A/Pl = A, pois A/Pl é A sem as primeiras l
variáveis (e os quocientes entre elas) e isto nos deixa com um anel isomorfo
a A. Como A é domı́nio, cada Pl será primo.
Agora note que para i > j Pi contém Pj e portanto o conjunto de primos de
A satisfazem

(0) ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ P3 · · · ⊂M.

Portanto, segue que A é um esquema sem pontos fechados.

Na prova do teorema acima, vimos que os primos de Spec A satisfazem

(0) ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ P3 · · · ⊂M

e, portanto, temos que os abertos finitos de Spec A − M são da forma
{(0), P1, . . . , Pn)}. Mas isto é exatamente Spec A(Pn) que é isomorfo a Yn,
onde Yn são os abertos afins do esquema obtido na primeira construção. Por-
tanto, havendo uma correspondência entre os abertos finitos afins dos dois
esquemas obtidos, temos que estes são isomorfos.
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