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Resumo

Neste trabalho generalizaremos para o caso de curvatura escalar zero, os re-

sultados de Simmons [14] para cones mı́nimos em Rn+1. Se Mn−1 é uma hiper-

superfı́cie da esfera Sn(1) representamos por C(M)ε o cone truncado com base

em M e centro na origem. É fácil ver que M tem curvatura escalar zero se, e

somente se, o cone com base em M também tem curvatura escalar zero. Hounie e

Leite [10] recentemente deram condições para a elipticidade da equação diferen-

cial parcial da curvatura escalar. Para mostrar isto temos que assumir n ≥ 4 e que

a 3 – curvatura de M é diferente de zero. Para tais cones, provaremos que, para

n ≤ 7 existe um ε para o qual o cone truncado C(M)ε não é estável. Também

mostraremos que para n ≥ 8 existem hipersuperfı́cies compactas e orientáveis

Mn−1 da esfera com curvatura escalar zero e S3 diferente de zero, para as quais

todos os cones truncados com base em M são estáveis.
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Introdução

Uma generalização natural de hipersuperfı́cies mı́nimas em espaços Euclidi-

anos era conhecida por Reilly desde 1973. Reilly considerou as funções simétricas

elementares Sr, r = 0, 1, ..., n, das curvaturas principais k1, k2, ..., kn de uma

hipersuperfı́cie orientável x : Mn → Rn+1 dadas por

S0 = 1, Sr =
∑

i1<...<ir

ki1 ...kir .

Aqui, ki1 , ..., kin são os autovalores do operador A = −dg, onde g : Mn → Sn(1)

é a aplicação de Gauss da hipersuperfı́cie. Reilly mostrou em [13] que hipersu-

perfı́cies orientáveis com Sr+1 = 0 são pontos crı́ticos do funcional

Ar =

∫
M

Sr dM

para variações de M com suporte compacto. Assim, tais hipersuperfı́cies genera-

lizam o fato de que hipersuperfı́cies mı́nimas são pontos crı́ticos do funcional área

A0 =
∫

M
S0 dM para variações com suporte compacto.

Um avanço no estudo dessas hipersuperfı́cies ocorreu em 1995 quando Hounie

e Leite [10, 11] deram condições para a linearização da equação diferencial parcial

Sr+1 = 0 ser uma equação elı́ptica. Esta linearização envolve um operador dife-

rencial de segunda ordem Lr (veja a definição de Lr na seção (1.4)). As condições

de Hounie-Leite são as seguintes:

10
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Lr é elı́ptico ⇔ posto(A) > r + 1⇔ Sr+2 6= 0 em todo ponto.

Neste trabalho estaremos interessados no caso S2 = 0. Para esta situação,

desde que o posto(A) não possa ser dois, a condição de elipticidade é equivalente

a posto(A) ≥ 3.

Em Alencar [2], uma noção geral de estabilidade foi introduzida para domı́nios

limitados de hipersuperfı́cies de espaços Euclidianos com Sr+1 = 0. Neste caso

estamos interessados, considerando S2 = 0, em poder mostrar que, se assumirmos

que L1 é elı́pitico, uma orientação pode ser escolhida de modo que um domı́nio

limitado D ⊂ M é estável se
d2A1

dt2

∣∣∣
t=0

> 0 para todas as variações com suporte

em D.

No que segue, denotamos por Br(0) a bola de raio r centrada na origem 0 de

Rn+1. Seja Mn−1 uma hipersuperfı́cie suave da esfera Sn(1). Um cone C(M) in

Rn+1 é a união das semi-retas partindo de 0 e passando pelos pontos de M . É claro

que C(M) ∩ Sn(1) = M . É fácil mostrar que C(M)− {0} é uma hipersuperfı́cie

suave n-dimensional de Rn+1. A variedade C(M) é conhecida como cone com

base em Mn−1. A parte do cone contida no fecho do anel B1(0) \Bε(0), 0 < ε <

1, é chamada cone truncado e é denotada por C(M)ε.

Nesta dissertação seguiremos o trabalho de Barbosa e do Carmo [5] onde

apresentaremos a prova dos dois teoremas seguintes, que dão uma descrição da

estabilidade de cones truncados em Rn+1 com base em uma hipersuperfı́cie com-

pacta e orientável de Sn(1), com S2 = 0 e S3 6= 0 em todo ponto.

Teorema : Seja Mn−1, n ≥ 4, uma hipersuperfı́cie, compacta e orientável de

Sn(1) com S2 = 0 e S3 6= 0 em todo ponto. Então, se n ≤ 7, existe um ε > 0 tal

que o cone truncado C(M)ε não é estável.

Teorema : Para n ≥ 8, existe uma hipersuperfı́cie compacta e orientável Mn−1

da esfera Sn(1), com S2 = 0 e S3 6= 0 em todo ponto, tal que, para todo ε > 0,

C(M)ε é estável.
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Embora os teoremas acima sejam interessantes por si próprios, uma outra

motivação para provar tais teoremas é que, no caso mı́nimo, eles fornecem a base

geométrica para estabelecer a generalização do teorema de Bernstein, a saber, que

um gráfico mı́nimo completo y = f(x1, ..., xn−1) em Rn, n ≤ 8, é uma função

linear (Veja Simons [14], Teoremas 6.1.1, 6.1.2, 6.2.1, 6.2.2).

Até agora, os argumentos que levam aos teoremas acima citados 6.2.1 e 6.2.2

de [14], os quais dependem da teoria geométrica da medida, não foram extendidos

ao caso de hipersuperfı́cies de Rn com S2 = 0 e S3 6= 0 em todo ponto. Tanto

quanto sabemos não se pode resolver o problema de Plateau para a situação acima,

mesmo para o caso mais simples de n = 4.



Capı́tulo 1

Preliminares

1.1 Referenciais Móveis em Variedades

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciável M e uma escolha,

para cada ponto p ∈ M , de um produto interno positivo definido 〈 , 〉p no

espaço tangente TpM de M em p, que varia diferencialmente com p no seguinte

sentido: se X e Y são campos diferenciáveis de vetores em M , então a função

p 7→ 〈X, Y 〉p, p ∈ M , é diferenciável em M . Diferenciável sempre siginificará,

neste trabalho, de classe C∞. O produto interno 〈 , 〉 é usualmente chamado uma

métrica Riemanniana em M .

Seja U ⊂ Rn um aberto do Rn e sejam e1, . . . , en campos diferenciáveis de

vetores em U de tal modo que, para todo p ∈ U , se tenha

〈ei, ej〉p = δij,

onde δij = 0 se i 6= j e δij = 1 se i = j, i, j = 1, . . . , n. Um tal conjunto de

campos de vetores é chamado um referencial ortonormal móvel em U . De agora

em diante, omitiremos os adjetivos ortonormal e móvel.

Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

13
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X : M −→ N é uma imersão se dXp : TpM −→ TpM é injetiva para todo

p ∈ M . Se n = m + 1, X(M) ⊆ N é denomimada uma hipersuperfı́cie.

Seja X : Mn −→ Rn+q uma imersão de uma variedade diferenciável de

dimensão n em um espaço euclidiano Rn+q. É uma consequência do Teorema da

Função Inversa que, para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal

que a restrição X|U de X a U é injetiva. Seja V ⊂ Rn+q uma vizinhança de X(p)

em Rn+q de tal modo que, V ⊃ X(U). Admitamos V suficientemente pequena

para que exista um referencial móvel {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+q} em V com a

propriedade que, quando restritos a X(U), os vetores e1, . . . , en sejam tangentes

a X(U) e en+1, . . . , en+q sejam normais a X(U). Um tal referencial é dito um

referencial adaptado a X .

Seja X : Mn −→ Rn+q uma imersão de uma variedade de dimensão n em

Rn+q. Seja p ∈ M e U uma vizinhança de p em M na qual a restrição X|U seja

injetiva. Seja V uma vizinhança de X(P ) em Rn+q de tal modo que X(U) ⊂ V e

que em V esteja definido um referencial adaptado {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+q}.

Pensaremos em X como uma inclusão de U em V ⊂ Rn+q e usaremos a

mesma notação para uma entidade em V ou a sua restrição a U . De agora por

diante, esta convenção será usada sem maiores comentários.

Usaremos os seguintes tipos de ı́ndices :

1 ≤ A, B, C, . . . ≤ n + q, , 1 ≤ i, j, k, . . . ≤ n ,

n + 1 ≤ α, β, γ, . . . ≤ n + q.

Dado o referencial {eA} em U , definimos o coreferencial {θA} e as formas de

conexão θAB em V por

dX =
∑

A

θAeA, (1.1)

deA =
∑
B

θABeB , θAB + θBA = 0. (1.2)
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As formas θA e θAB satisfazem as equações de estrutura

dθA =
∑
B

θB ∧ θBA, (1.3)

dθAB =
∑

C

θAC ∧ θCB. (1.4)

As restrições das formas θA, θAB a U ⊂ V satisfazem ainda as equações (1.3)

e (1.4), com a relação adicional θα = 0, para todo α. Esta última relação provém

do fato que os vetores eα são normais a U , e portanto para todo q ∈ U e todo

v =
∑

i

viei ∈ Tq(M), tem–se

θα(v) = θα

(∑
i

viei

)
=
∑

i

vi · θα(ei) =
∑

i

viδαi = 0,

já que α 6= i ∀i.

Os dois lemas seguintes são bem conhecidos e são apresentados aqui por

razões de completude deste trabalho. Uma prova dos mesmos pode ser encon-

trada em [8].

Lema 1.1 (Cartan.) Seja E um espaço vetorial de dimensão n. Sejam θ1, . . . , θr :

E −→ R, r ≤ n, formas lineares de E linearmente independentes. Supo-

nhamos que existam formas lineares α1, . . . , αr : E −→ R satisfazendo a seguinte

condição:
r∑

i=1

θi ∧ αi = 0.

Então

αi =
∑

aijθj, i, j = 1, . . . , r , aij = aji.

Lema 1.2 Sejam M uma variedade riemanniana, p ∈ M , U ⊂ M uma vizinhança

de p, e1, . . . , en um referencial móvel em U e θ1, . . . , θn o coreferencial de {ei}.

Suponha que exista em U um conjunto de 1–formas diferenciais θij satisfazendo

as condições:
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θij = −θji , dθj =
∑

k

θk ∧ θkj .

Então um tal conjunto é único.

No que segue só usaremos formas restritas a U . Como θα = 0, temos que

0 = dθα =
∑
B

θB ∧ θBA =
∑

i

θi ∧ θiα +
∑

β

θβ ∧ θβα =
∑

i

θi ∧ θiα.

Pelo Lema (1.1),

θiα =
∑

j

hα
ijθj , hα

ij = hα
ji. (1.5)

A forma quadrática

IIα =
∑

i

θi θiα =
∑
ij

hα
ij θi θj

é chamada a segunda forma quadrática X na direção eα.

Para cada p ∈ M , o espaço gerado pelos vetores de Rn+q que são normais

a dXp(TpM) é chamado o espaço normal da imersão X em p e indicado por

Np(M) . Um campo diferenciável de vetores normais é uma aplicação dife-

renciável V : M −→ Rn+q com V(P ) ∈ Np(M), p ∈ M . Dado um campo dife-

renciável unitário de vetores normais V : U ⊂ M −→ Rn+q, em uma vizinhança

U suficientemente pequena de p, podemos escolher um referencial adaptado {eA}

em U de tal modo que en+1 = V . A segunda forma quadrática IIn+1 é chamada

segunda forma fundamental de X na direção de V e indicada por IIV .

Vamos agora escrever as equações de estrutura (1.3) e (1.4), separando as

partes tangenciais (ı́ndices i, j, . . .) das partes normais (ı́ndices α, β, . . .). Obte-
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mos as equações.

dθi =
∑

j

θj ∧ θji (1.6)

dθij =
∑

k

θik ∧ θkj +
∑

α

θiα ∧ θαj (1.7)

dθiα =
∑
ij

θjα ∧ θji +
∑

β

θiβ ∧ θβα (1.8)

dθαβ =
∑

j

θαj ∧ θjβ +
∑

γ

θαγ ∧ θγβ. (1.9)

Observe que a equação (1.7) é semelhante à equação de estrutura de um espaço

euclidiano, com um “termo de correção” dado por∑
α

θiα ∧ θαj = Ωij , Ωij = −Ωji.

Para esclarecer o significado das 2 – formas Ωij , notemos que a imersão

X : Mn −→ Rn+q determina uma métrica Riemanniana 〈 , 〉 em M dada por:

〈v1, v2〉p = 〈dxp(v1), dxp(v2)〉, p ∈ M, v1, v2 ∈ TpM,

onde o produto interno do segundo membro é o produto interno usual do Rn+q.

A métrica Riemanniana 〈 , 〉 em M é chamada a métrica induzida por X e X é

uma imersão isométrica. A métrica induzida e a parte tangente {ei} do referencial

determinam as formas θi, donde as formas dθi. Pelo Lema (1.2), as formas θij

ficam então inteiramente determinadas, e o mesmo se verifica para as formas

Ωij = d θij −
∑

k

θik ∧ θkj,

chamadas formas de curvatura.

1.2 Variedade Produto

Sejam Mm1
1 e Mm2

2 duas variedades Riemannianas. O produto cartesiano

M1 × M2 é uma variedade Riemanniana de dimensão m1 + m2, cuja métrica
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é dada por

〈u, v〉(p,q) = 〈dπ1 · u, dπ1 · v〉p + 〈dπ2 · u, dπ2 · v〉q ,

para todo (p, q) ∈ M1 ×M2, u, v ∈ T(p,q)(M1 ×M2), onde

π1 : M1 ×M2 −→ M1 e π2 : M1 ×M2 −→ M2

são as projeções naturais.

O espaço tangente T(p,q)(M1 ×M2) é igual a soma direta de TpM1 e TqM2.

T(p,q)(M1 ×M2) = TpM1 ⊕ TqM2 = TpM1 × TqM2.

1.3 Funções Simétricas Elementares

Sendo A a Segunda Forma Fundamental da imersão X : Mn −→ M
n+1

, as

funções simétricas são definidas pela identidade

det(tI − A) =
n∑

r=0

(−1)rSrt
n−r

e as r – curvaturas Hr por

Hr =

(
n

r

)−1

· Sr

As funções Sr podem ser consideradas como polinômios homogêneos das cur-

vaturas principais k1, k2, . . . , kn dados por

Sr =
∑

1≤i1<i2≤...<ir≤n

ki1 · ki2 · . . . kir

No que segue, a norma de uma aplicação auto – adjunta A é dada por

|A|2 = trA2.

Proposição 1.1 S2
1 = |A|2 + 2S2.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 19

Demonstração:

A =


k1 O

. . .

O kn

 =⇒ A2 =


k2

1 O
. . .

O k2
n


logo,

|A|2 = trA2 =
n∑

i=1

k2
i .

Por outro lado,

S1 =
n∑

i=1

ki =⇒ S2
1 = (k1 + . . . + kn)2 =

= k2
1 + . . . + k2

n + 2(k1k2 + . . . + k1kn + k2k3 + . . . + k2kn + . . . + kn−1kn).

logo,

S2
1 =

n∑
i=1

k2
i + 2 ·

∑
1≤i1<i2≤n

ki1ki2

Portanto,

S2
1 = |A|2 + 2S2.

�

É bem conhecido que a curvatura escalar R de uma imersão x é igual a H2 e

sua curvatura média é H1.

1.4 O operador Lr

Definimos as transformações de Newton Pr indutivamente por

Po = I, Pr = SrI − APr−1 (1.10)

e o operador diferencial associado a estas transformações Lr por

Lrf = tr{Pr · Hessf}. (1.11)
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É possı́vel mostrar que Lr é autoadjunto e que Lrf = div(Prgradf).

Barbosa e Colares em [4] provam o seguinte resultado.

Lema 1.3 Para cada 1 ≤ r ≤ n− 1

a) tr(Pr) = (n− r)Sr

b) tr(A2Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2

Definição 1.1 Dado Ω ⊂ Rn aberto, um operador (diferencial linear) de segunda

ordem L em Ω é um operador do tipo

L =
n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi
∂

∂xi

+ c,

onde aij, bi, c : Ω −→ R são funções contı́nuas, com aij = aji para todos 1 ≤

i, j ≤ n.

Para f ∈ C2(Ω), definimos

Lf =
n∑

i,j=1

aij
∂2f

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi
∂f

∂xi

+ cf.

Proposição 1.2 L1 é um operador de segunda ordem.

Demonstração:

Seja P1 = (pij). Como Hessf =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
, temos P1Hessf = (cij), onde

cij =
n∑

k=1

pik
∂2f

∂xk∂xj

. Logo,

tr{P1Hessf} =
n∑

i=1

cii =
n∑

i=1

n∑
k=1

pik
∂2f

∂xk∂xi

.

Como Hessf é simétrico, temos

L1(f) =
n∑

i,j=1

pij
∂2f

∂xi∂xj

.
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Basta então mostrar que P1 é simétrico.

De fato, como P1 = S1I − A e A é simétrico, temos

P t
1 = (S1I − A)t = S1I − At = S1I − A = P1.

Logo, P1 é simétrico e portanto L1 é um operador de segunda ordem.

�

Definição 1.2 Um operador de segunda ordem L em Ω ⊂ Rn é elı́ptico em x ∈ Ω

se a matriz (aij(x)) for positiva definida. L é elı́ptico se o for em todo x ∈ Ω.

Hounie e Leite, em [11], provam o seguinte resultado:

Lema 1.4 Seja M uma hipersuperfı́cie em Rn+1 com Hs = 0, 2 ≤ s < n. Então

o operador Ls−1 é elı́ptico em p ∈ M se e somente se Hs+1(p) 6= 0.

Para r = 1, Alencar, e todos os outros, provam em [1], os seguintes resultados

sobre L1.

Lema 1.5 Sejam M
m

(c) uma variedade Riemannniana de curvatura seccional c

e x : Mm −→ M
m+1

(c) uma imersão de curvatura escalar constante H2. Então

L1(H1) =
1

m
|∇A|2 −m|∇H1|+ (m− 1)H2|A|2

−1

2
m2(m− 1)H2

1H2 + 3H1S3 + c|A|2

−mH2
1c

Lema 1.6 Nas hipóteses do lema anterior, se H2 ≥ 0 então

1

m
|∇A|2 −m|∇H1|2 ≥ 0,

ou, equivalentemente:

|∇A|2 − |∇S|2 ≥ 0. (1.12)
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Lema 1.7 Se Mm for uma hipersuperfı́cie da esfera unitária Sn(1), com S2 ≡ 0

e S3 sempre diferente de zero, então

L1(S1) = |∇A|2 − |∇S1|2 + m|A|2 − S2
1 + 3S1S3.

Demonstração:

m = n− 1, R = H2 e c = 1.

Como

H2 =
(

m
2

)−1
S2 e H1 =

(
m
1

)−1
S1,

Temos

H2 = 0 e H1 =
1

m
S1.

Logo,

L1

(
S1

m

)
= L1(H1) =

1

m
|∇A|2 −m

∣∣∣∣∇(S1

m

)∣∣∣∣2 + 3
S1

m
S3 + |A|2 −m

(
S1

m

)2

.

Assim,

1

m
L1(S1) =

1

m

(
|∇A|2 − |∇S1|2 + 3S1S3 + m|A|2 − S2

1

)
.

Portanto,

L1(S1) = |∇A|2 − |∇S1|2 + m|A|2 − S2
1 + 3S1S3. (1.13)

�

1.5 O problema variacional

Estamos interessados no estudo das imersões com R = 0, ou, em outras

palavras, com H2 = 0. Tais imersões são pontos crı́ticos do funcional

A1 =

∫
M

S1dM,
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com respeito a variações de suporte compacto. Este problema tem sido estudado

por Reilly [13], Hounie e Leite [10, 11], Alencar, e todos os outros, em [2] e vários

outros autores.

Seja x : Mn −→ Rn+1 uma imersão de uma variedade diferenciável n dimen-

sional orientável em Rn+1, e seja D ⊂ M um domı́nio regular com bordo suave

∂D. Denotamos por A(x) a área de D na métrica induzida, e chamaremos

V (x) =
1

n + 1

∫
D

〈x, N〉dM

o volume de D em x; aqui N é um campo vetorial normal unitário ao longo de

x, dM é o elemento de área na métrica induzida , e 〈 , 〉 é o produto interno em

Rn+1.

Seja xt : D −→ Rn+1, t ∈ (−ε, ε), x0 = x, uma variação de D, e seja A(t) =

A(xt), V (t) = V (xt). Dizemos que a variação preserva volume se V (t) = V (0),

∀t ∈ (−ε, ε), e que a variação fixa o bordo se xt(p) = x0(p), para todo p ∈ ∂D e

todo t ∈ (−ε, ε).

Denotemos por X uma variação de D e por E =
∂X

∂t
seu vetor variacional.

Sejam f = 〈E, N〉, onde N é o campo normal unitário ao longo de x(D), V o

campo normal unitário ao longo de x(∂D) tangente a x(D).

Definamos para cada r, 0 ≤ r ≤ n o funcional

Ar =

∫
M

SrdM.

As seguintes proposições são provadas por Barbosa e Colares em [4].

Proposição 1.3 (Fórmula da Primeira Variação) Para qualquer variação de x,

A′
r(0) =

∫
M

{−(r + 1)Sr+1}fdM,

onde f = 〈E, N〉.
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Proposição 1.4 (Fórmula da Segunda Variação) Seja x : Mn −→ Rn+1 uma

imersão isométrica para a qual Sr+1 = constante. Para toda variação que preserva

volume, a segunda derivada de Ar em t = 0 é dada por

A′′
r(0) = −(r + 1)

∫
M

f{Lr(f) + (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2Sr+2)f}dM.

De agora em diante, usaremos a seguinte notação

Irf = −
∫

M

f{Lr(f) + (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2Sr+2)f}dM.

Definição 1.3 Dizemos que D é r – estável se Ir(f) > 0 para toda f com suporte

compacto em D.

Estamos interessados somente no caso r = 1. Neste caso, temos

I(f) = I1(f) = −
∫

M

f{L1(f) + (S1S2 − 3S3)f}dM.

Assim, se S2 ≡ 0, temos

I(f) = −
∫

M

f(L1f − 3S3f)dM. (1.14)

No caso r = 1 diremos simplesmente que D é estável ao invés de 1 – estável.

Dizemos então que um domı́nio regular D ⊂ M é estável se I(f) > 0 para

toda f com suporte compacto em D.



Capı́tulo 2

O cone em Rn+1

Considere agora uma hipersuperfı́cie compacta M da esfera unitária Sn(1) de

Rn+1. O cone C(M) com base em M é a hipersuperfı́cie de Rn+1 descrita por

M × (0,∞) −→ Rn+1

(m, t) 7−→ t ·m (2.1)

Dado q ∈ C(M), temos q = (p, tp), p ∈ M e tp > 0. De acordo com a seção

1.2, temos

TqC(M) = TpM × R.

Dado um número positivo ε, o cone truncado C(M)ε é a mesma aplicação

restrita a M × [ε, 1]. Deste modo o cone truncado é uma hipersuperfı́cie compacta

com bordo em Rn+1.

Seja X a imersão que descreve M na esfera. Então, Y = t · X descreve

parametricamente C(M). De fato, dados q ∈ C(M) e w = (v, t) ∈ TqC(M),

temos

dY · w = X · dt + t · dX · v.

25
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Assim, sendo ds2 a métrica de M , então a métrica de C(M) é

dσ2(w) = 〈dY · w, dY · w〉

= 〈X · dt + t · dX · v, X · dt + t · dX · v〉

= 〈X, X〉dt2 + 2tdt〈X, dX · v〉+ t2〈dX · v, dX · v〉

Como X(q) ∈ Sn(1) e dX · v ∈ TX(p)S
n(1), temos

〈X, X〉 = 1 e 〈X, dX · v〉 = 0.

Logo,

dσ2 = dt2 + t2 · ds2. (2.2)

Seja N(m) o vetor tangente a Sn(1) e normal a M no ponto m, então

N(m, t) = N(m) (2.3)

é vetor normal unitário para C(M) no ponto (m, t). Seja U ⊂ M um aberto e

{X = e0, e1, . . . , en = N} um referencial local adaptado a X em Sn(1), onde e0

e en são normais e e1, . . . , en−1 são tangentes a X(U). Sejam θi, 0 ≤ i ≤ n, as

formas duais para ei. Dado v ∈ TpM , temos

θj(v) = θj

(
n−1∑
i=1

viei

)
=

n−1∑
i=1

viθj(ei) =
n−1∑
i=1

viδij.

Logo, para j = 0 e j = n,temos θ0 = θn = 0.

Representamos por θij as formas de conexão. Então as equações de estrutura

da imersão X são

dθi =
n−1∑
j=1

θij ∧ θj, (2.4)

Ωij = dθij −
n−1∑
k=1

θik ∧ θkj

= θi0 ∧ θ0j + θin ∧ θnj.

Mas,



CAPÍTULO 2. O CONE EM RN+1 27

dek =
∑

l

θklel , θkl + θlk = 0,

dx =
n−1∑
l=1

θlel e θin =
∑

k

hikθk,

onde A = (hij) é a matriz da segunda forma fundamental de X em relação a este

referencial.

Temos então

dX · v = de0 · v =
n−1∑
l=1

θ0lel.

Por outro lado, v =
n−1∑
l=1

θlel, e identificando U com X(U), temos v = dX · v.

Logo,
n−1∑
l=1

θlel =
n−1∑
l=1

θ0lel.

Portanto,

θ0l = θl ∀l = 1, 2, . . . , n− 1.

Temos então que

θ0l = θl , θnj = −
∑
m

hjmθm

e assim

Ωij = −θi ∧ θj −
n−1∑

k,m=1

hikhjmθk ∧ θm. (2.5)

Agora, transladando este referencial ao longo de retas partindo da origem

podemos definir um referencial no cone por{
e0 =

Y

|Y |
= X, e1, . . . , en−1, en = N

}
.

Sejam wi as formas duais e sejam wij as formas de conexão para este referen-

cial. Temos as seguintes equações de estrutura

dwi =
n−1∑
j=0

wij ∧ wj. (2.6)
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Ωij = dwij −
n−1∑
k=0

wik ∧ wkj. (2.7)

Como
∂Y

∂t
= X temos que

n−1∑
i=0

wiei = dY =
∂Y

∂t
dt + tdX = Xdt + t ·

n−1∑
i=1

θi · ei. (2.8)

E segue que

w0 = dt e wi = tθi , i = 1, . . . , n− 1. (2.9)

De onde deduz – se que

0 = d(dt) = dw0 =
n−1∑
j=0

w0j ∧ wj

e, para i > 0,

dwi = dt ∧ θi + t · dθi

= dt ∧ θi + t ·
n−1∑
j=1

θij ∧ θj

= −θi ∧ w0 +
n−1∑
j=1

θij ∧ wj.

Segue – se que

wi0 = −θi (2.10)

wij = θij, i = 1, . . . , n− 1. (2.11)

Para calcular a segunda forma fundamental A de C(M) em termos da segunda

forma fundamental A de M , procedemos do seguinte modo:

Como
n−1∑
j=1

θnjej = den = dN =
n−1∑
j=1

wnjen,



CAPÍTULO 2. O CONE EM RN+1 29

temos

wn0 = 0, (2.12)

wni = θni =
n−1∑
j=1

hijθj =
1

t

n−1∑
j=1

hijwj. (2.13)

Assim, se estabelecemos

wni =
n−1∑
j=1

hijwj,

obtemos

h0i = hi0 = 0 para 0 ≤ i ≤ n− 1 (2.14)

hij =
1

t
hij para 0 ≤ i ≤ n− 1. (2.15)

Proposição 2.1 Se Sr representa a função simétrica elementar de ordem r de

C(M) e P r sua transformação de Newton, então

a) Sr =
1

tr
Sr

b) Sr = 0 se e somente se Sr = 0

c) |A| = 1

t
|A|

d) P r =
1

tr

 Sr O

O Pr


Demonstração : a) De acordo com as equações (2.14) e (2.15), sendo A a matriz

da segunda forma fundamental do cone , então

A =

 0 O

O
1

t
A

 =
1

t

 0 O

O A

 .

Logo, as curvaturas principais do cone são dadas por

k0 = 0 e ki =
1

t
ki ∀1 ≤ i ≤ n− 1.
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Assim,

Sr =
∑

0≤i1<...<ir≤n−1

ki1ki2 . . . kir

=
∑

0≤i1<...<ir≤n−1

k0ki1 . . . kir +
∑

0≤i1<...<ir≤n−1

ki1ki2 . . . kir

=
1

tr

∑
0≤i1<...<ir≤n−1

ki1 . . . kir .

Portanto,

Sr =
1

tr
Sr.

b) Segue imediatamente de (a).

c) A
2

=
1

t2

 0 0

0 A2

.

Logo,

trA
2

=
1

t2
trA2.

Assim,

|A|2 =
1

t2
|A|2.

Portanto,

|A| = 1

t
|A|.

d) Provaremos este item usando indução.

P r = SrI − AP r−1.
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Para r = 1, temos

P 1 = S1I − A

=
1

t
S1

 1 O

O I

− 1

t

 O O

O A


=

1

t

 S1 O

O S1I

− 1

t

 O O

O A


=

1

t

 S1 O

O S1I − A

 .

Logo,

P 1 =
1

t

 S1 O

O P1

 .

Suponha então que

P r =
1

tr

 Sr O

O Pr

 ;

mostraremos que

P r+1 =
1

tr+1

 Sr+1 O

O Pr+1

 .

De fato,

P r+1 = Sr+1I − AP r

=
1

tr+1
Sr+1

 1 O

O I

− 1

t

 O O

O A

 1

tr

 Sr O

O Pr


=

1

tr+1

 Sr+1 O

O Sr+1I

−
 O O

O APr


=

1

tr+1

 Sr+1 O

O Sr+1I − APr


=

1

tr+1

 Sr+1 O

O Pr+1

 . (2.16)
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�

Seja F : C(M) −→ R uma função de classe C2. Para cada t > 0 defina

F̃t : M −→ R por F̃t = F (m, t).

Proposição 2.2 Com a notação acima temos

Lr(F ) =
1

tr
Sr

∂2F

∂t2
+

n− r − 1

tr+1
Sr

∂F

∂t
+

1

tr+2
Lr

(
F̃t

)
Demonstração :

Como LrF = tr
(
P rHess(F )

)
, nós começamos por calcular a Hess(F ).

No cálculo seguinte nós usamos o referencial e as equações deduzidas anteri-

ormente e representamos por dM a diferencial de funções em M . Antes de tudo,

observe que

dF =
n−1∑
i=0

Fiwi =
∂F

∂t
dt +

n−1∑
i=1

Fiwi,

dM F̃t =
n−1∑
i=1

(
F̃t

)
i
θi =

n−1∑
i=1

Fiwi.

E segue que

tFi =
(
F̃t

)
i
, para i > 0,

F0 =
∂F

∂t
. (2.17)

Agora calculamos a diagonal da Hessiana de F.

DF0 =
∂2F

∂t2
dt +

n−1∑
i=1

(
∂F

∂t

)
i

wi +
n−1∑
j=0

Fjwj0

=
∂2F

∂t2
dt +

n−1∑
i=1

(
∂F

∂t

)
i

wi −
1

t

n−1∑
j=0

Fjwj.

Como

DF0 =
n−1∑
k=0

F0kwk,
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da equação acima temos que

F00 =
∂2F

dt2
. (2.18)

Para i > 0 temos

DFi =
∂

∂t

(
1

t

(
F̃t

)
i

)
dt +

1

t
dM

((
F̃t

)
i

)
+

+
1

t

n−1∑
j=1

(
F̃t

)
j
wji +

∂F

∂t
w0i

= − 1

t2

(
F̃t

)
i
+

1

t

n−1∑
j=1

(
F̃t

)
ij

θj +
∂F

∂t
θi.

Como

DFi =
n−1∑
j=1

Fijwj,

concluı́mos que

Fij =
1

t2

(
F̃t

)
ij

+
1

t

∂F

∂t
δij. (2.19)

Então temos

P rHess(F ) =

 1

tr
Sr O

O
1

tr
Pr


 ∂2F

∂t2
(∗)

(∗)
(

1

t2

(
F̃t

)
ij

+
1

t

∂F

∂t
δij

)


=

 1

tr
Sr

∂2F

∂t2
O

O
1

tr+2
Pr

(
F̃t

)
ij

+
1

tr+1
Pr

∂F

∂t
δij

 .

Logo,

Lr = tr
(
P rHessF

)
=

1

tr
Sr

∂2F

∂t2
+

1

tr+1
tr(Pr)

∂F

∂t
+

1

tr+2
tr
(
PrHess(F̃ )t

)
.

Como a dimensão de M é n− 1, segue do item (a) do Lema 1.3, que

tr(Pr) = (n− r − 1)Sr.
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Como

Lr

(
F̃t

)
= tr

(
PrHess

(
F̃t

))
,

temos, então,

Lr =
1

tr
Sr

∂2F

∂t2
+

n− r − 1

tr+1
Sr

∂F

∂t
+

1

tr+2
Lr

(
F̃t

)
.

�



Capı́tulo 3

O Teorema Principal

Teorema 3.1 Seja Mn−1 uma hipersuperfı́cie de Sn(1), compacta e orientável.

Assuma que n ≥ 4, que a imersão tem S2 identicamente nula e que S3 6= 0 em

todos os pontos de M . Então, se n ≤ 7, para algum ε, 0 < ε < 1, o cone truncado

C(M)ε não é estável.

Demonstração:

Primeiramente observemos que, de acordo com a proposição (2.1), nossa hipótese

implica que, para o cone C(M), temos S2 ≡ 0 e S3 nunca se anula. Pelo Lema

(1.4) temos que para uma hipersuperfı́cie de Rn+1 com Sr ≡ 0, 2 ≤ r < n, o

operador Lr−1 é elı́ptico se e somente se Sr+1 nunca se anula.

Lema 3.1 Sobre as mesmas hipóteses do teorema e mudando apropriadamente o

vetor normal de M , temos que:

(a) S1 e S1 são positivos,

(b) L1 e L1 são elı́pticos.

Demonstração do Lema 3.1:

(a) Vimos pela Proposição (1.1) que

(S1)
2 = |A|2 + 2S2 = |A|2 ≥ 0,

35
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onde a segunda igualdade é consequência da hipótese S2 ≡ 0. Assim, se existisse

um ponto p ∈ M com S1(p) = 0, então, |A(p)| = 0 ⇒ A(p) = O (matriz nula),

ou seja, todas as entradas de A(p) seriam zero e, consequentemente, Sr(p) = 0,

∀1 ≤ r ≤ n em particular S3(p) = 0, contradizendo a hipótese de S3 nunca se

anular. Concluı́mos então que S2
1 > 0. Como S1 é uma função contı́nua e difer-

ende de zero sempre, então S1 não muda de sinal. Mudando apropriadamente o

vetor normal, podemos assumir, de agora em diante, que S1 > 0. Pela Proposição

(2.1), S1 =
1

t
S1, logo S1 > 0.

(b) Segue imediatamente da Proposição (2.1) e do Lema (1.4).

�

Para provar o teorema, iremos mostrar a existência de um cone truncado C(M)ε

para o qual a fórmula da segunda variação possui valores negativos (I(f) < 0).

De agora em diante iremos trabalhar sobre um cone truncado, com funções teste

f que têm suporte contido no interior do cone truncado.

Como dissemos anteriormente para cada função teste f : C(M)ε −→ R e

cada t fixo definamos f̃t : M −→ R por f̃t(m) = f(m, t). Pela Proposição (2.2)

temos que

L1f =
1

t
S1

∂2f

∂t2
+

n− 2

t2
S1

∂f

∂t
+

1

t3
L1(f̃t) (3.1)

Pela equação (2.9) temos que o elemento de volume de C(M) é dado por

dM = w0 ∧ w1 ∧ . . . ∧ wn−1

= dt ∧ tθ1 ∧ . . . ∧ tθn−1

= tn−1dt ∧ θ1 ∧ . . . ∧ θn−1

= tn−1dt ∧ dM. (3.2)

Assim, usando as equações (1.14), (3.1) e a expressão de volume da segunda
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variação de f será

I(f) = −
∫

MX[ε,1]

f
(
L1f − 3S3f

)
tn−1dt ∧ dM

= −
∫

MX[ε,1]

f

(
1

t
S1

∂2f

∂t2
+

n− 2

t2
S1

∂f

∂t
+

1

t3
L1(f̃t)−

3

t3
S3f

)
tn−1dt ∧ dM

= −
∫

MX[ε,1]

(
1

t
S1f

∂2f

∂t2
+

n− 2

t2
S1f

∂f

∂t
+

1

t3
fL1(f̃t)−

3

t3
S3f

2

)
tn−1dt ∧ dM

= −
∫

MX[ε,1]

(
1

t
f

∂2f

∂t2
+

n− 2

t2
f

∂f

∂t

)
S1t

n−1dt ∧ dM −

−
∫

MX[ε,1]

(
1

t3
fL1(f̃t)−

3

t3
S3f

2

)
tn−1dt ∧ dM

= −
∫

MX[ε,1]

[(
f̃tL1(f̃t)

)
− 3S3(f̃t)

2tn−4
]
dt ∧ dM

−
∫

MX[ε,1]

(
t2f

∂2f

∂t2
+ (n− 2)tf

∂f

∂t

)
S1t

n−4dt ∧ dM. (3.3)

Como S1 > 0, de acordo com o Lema (3.1), então tn−4S1dt ∧ dM é um

elemento de volume em C(M), em particular em C(M)ε. Nós o representaremos

por dS. De fato, dS é o produto de duas medidas, a primeira sobre a reta real:

dξ = tn−4dt e a segunda sobre M dada por dµ = S1dM .

Assim, dS = dξ ∧ dµ e podemos reescrever a fórmula da segunda variação de

f como

I(f) = −
∫

MX[ε,1]

1

S1

(
f̃tL1(f̃t)− 3S3(f̃t)

2
)

dξ ∧ dµ

−
∫

MX[ε,1]

(
t2f

∂2f

∂t2
+ (n− 2)tf

∂f

∂t

)
dξ ∧ dµ. (3.4)

Definiremos agora, os seguintes operadores

L1 : C∞(M) −→ C∞(M) por L1f = − 1

S1

L1f + 3
S3

S1

f.

L2 : C∞([ε, 1]) −→ C∞([ε, 1]) por L2g = −t2g′′ − (n− 2)tg′. (3.5)
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Observe que estamos considerando o espaço C∞(M) com o produto interno

〈〈f1, f2〉〉 =

∫
M

f1f2dµ (3.6)

e C∞([ε, 1]) com o produto interno

〈g1, g2〉 =

∫ 1

ε

g1g2dξ. (3.7)

Simons prova em [14] que os autovalores dos operadores L1 e L2 formam

sequências monótonas respectivamente dadas por

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ↗∞ e δ1 < δ2 < . . . ↗∞.

Lema 3.2 Para qualquer função teste f temos

I(f) ≥ (λ1 + δ1)

∫
MX[ε,1]

f 2dξ ∧ dµ.

Além disso, existe uma função teste f tal que I(f) < 0 se, e somente se, λ1 +δ1 <

0.

Demonstração do Lema 3.2:

Sejam {fi(m), 1 ≤ i < ∞} e {gj(t), 1 ≤ j < ∞} bases ortonormais de funções

próprias de C∞(M) e C∞([ε, 1]), respectivamente, escolhidos de modo que para

cada i e j, fi corresponda ao autovalor λi e gj corresponda ao autovalor δj . Uma

função teste f : C(M)ε −→ R pode agora ser expressa como

f(m, t) =
∑
i,j

aijfi(m)gj(t). (3.8)



CAPÍTULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL 39

Usando (3.4) temos

I(f) =

∫
MX[ε,1]

f(L1f + L2f)dξ ∧ dµ

=

∫
MX[ε,1]

∑
k,m

akmfkgm

(
L1

(∑
i,j

aijfigj

)
+ L2

(∑
i,j

aijfigj

))
dξ ∧ dµ

=

∫
MX[ε,1]

∑
k,m

akmfkgm

(∑
i,j

aijgjL1fi +
∑
i,j

aijfiL2gj

)
dξ ∧ dµ

=

∫
MX[ε,1]

∑
k,m

akmfkgm

(∑
i,j

aijgjλifi +
∑
i,j

aijfiδjgj

)
dξ ∧ dµ

=
∑

k,m,i,j

∫
MX[ε,1]

akmaijλifkfigmgjdξ ∧ dµ +

+
∑

k,m,i,j

∫
MX[ε,1]

akmaijδjfkfigmgjdξ ∧ dµ

=
∑

k,m,i,j

akmaijλi

∫
M

fkfidµ ·
∫ 1

ε

gmgjdξ +

+
∑

k,m,i,j

akmaijδj

∫
M

fkfidµ ·
∫ 1

ε

gmgjdξ

=
∑

k,m,i,j

akmaij(λi + δj)〈〈fk, fi〉〉〈gm, gj〉

=
∑
i,j

a2
ij(λi + δj).

Como λ1 ≤ λi ∀i e δ1 ≤ δj ∀j,

I(f) =
∑
i,j

a2
ij(λi + δj) ≥

∑
i,j

a2
ij(λ1 + δ1)

= (λ1 + δ1)
∑
i,j

a2
ij.
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Mas,∫
MX[ε,1]

f 2dξ ∧ dµ =

∫
MX[ε,1]

(∑
k,m

akmfkgm

)(∑
i,j

aijfigj

)
dξ ∧ dµ

=
∑

k,m,i,j

akmaij

∫
M

fkfidµ

∫ 1

ε

gmgjdξ

=
∑

k,m,i,j

akmaij〈〈fk, fi〉〉〈gm, gj〉

=
∑
i,j

a2
ij.

Logo,

I(f) ≥ (λ1 + δ1)
∑
i,j

a2
ij = (λ1 + δ1)

∫
MX[ε,1]

f 2dξ ∧ dµ.

Assim,

I(f) < 0 ⇒ λ1 + δ1 < 0.

Por outro lado, se λ1 + δ1 < 0, tomando f(m, t) = f1(m)g1(t), temos I(f) =

λ1 + δ1 < 0, completando assim a prova do lema.

�

Lema 3.3 O operador L2 tem autovalores

δk =

(
n− 3

2

)2

+

(
kπ

log ε

)2

, (3.9)

onde 1 ≤ k ≤ ∞.

Demonstração do Lema 3.3: Procuramos soluções na forma g(t) = tαsenϕ(t).

Então temos

g′(t) = αtα−1senϕ(t) + tα · cos ϕ(t) · ϕ′(t)

g′′(t) = α(α− 1)tα−2senϕ(t) + αtα−1 · cos ϕ(t) · ϕ′(t) + αtα−1 cos ϕ(t)ϕ′(t) +

+tα(−senϕ(t)ϕ′(t))ϕ′(t) + tα cos ϕ(t)ϕ′′(t)

= α(α− 1)tα−2senϕ(t) + 2αtα−1 cos ϕ(t)ϕ′(t)−

−tαsenϕ(t)(ϕ′(t))2 + tα cos ϕ(t)ϕ′′(t).



CAPÍTULO 3. O TEOREMA PRINCIPAL 41

Substituindo esses valores na equaçãoL2g = δg, ou seja,−t2g′′−(n−2)tg′ = δg,

teremos:

−t2(α(α− 1)tα−2senϕ(t) + 2αtα−1 cos ϕ(t)ϕ′(t)

−tαsenϕ(t)(ϕ′(t))2 + tα cos ϕ(t)ϕ′′(t))

−(n− 2)t(αtα−1senϕ(t) + tα cos ϕ(t)ϕ′(t))− δtαsenϕ(t) ≡ 0 ⇒

⇒ −α(α− 1)tαsenϕ(t)− 2αtα+1ϕ′(t) cos ϕ(t)

+tα+2(ϕ′(t))2senϕ(t)− tα+2ϕ′′(t) cos ϕ(t)− α(n− 2)tαsenϕ(t)

−(n− 2)tα+1ϕ′(t) cos ϕ(t)− δtαsenϕ(t) ≡ 0 ⇒

⇒ (−α(α− 1)tα + tα+2(ϕ′(t))2

−α(n− 2)tα − δtα)senϕ(t) + (−2αtα+1ϕ′(t)

−tα+2ϕ′′(t)− (n− 2)tα+1ϕ′(t)) cos ϕ(t) ≡ 0.

Como senϕ e cos ϕ são linearmente independentes, segue que

α(α− 1)tα − tα+2(ϕ′(t))2 + α(n− 2)tα + δtα = 0

e

2αtα+1ϕ′(t) + tα+2ϕ′′(t) + (n− 2)tα+1ϕ′(t) = 0

⇒ α(α− 1)− t2(ϕ′(t))2 + α(n− 2) + δ = 0 (I)

e

2αϕ′(t) + tϕ′′(t) + (n− 2)ϕ′(t) = 0 (II)

(I) ⇒ (t · ϕ′(t))2 = α(α− 1) + α(n− 2) + δ = c2 ⇒ tϕ′(t) = ±c,

fixemos

tϕ′(t) = c ⇒ ϕ′(t) =
c

t
(III)

onde

c2 = α(α− 1) + α(n− 2) + δ.
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Temos então

ϕ′′(t) = − c

t2
. (IV)

Substituindo (III) e (IV) em (II), temos:

2α
c

t
+ t
(
− c

t2

)
+ (n− 2) · c

t
= 0 ⇒ 2αc− c + (n− 2)c

t
= 0

⇒ (2α− 1 + n− 2)
c

t
= 0

⇒ 2α + n− 3 = 0 ⇒ α = −(n− 3)

2
.

Como c2 = α(α− 1) + α(n− 2) + δ, temos:

δ = c2 − α(α + n− 3) = c2 −
(
−(n− 3)

2

)(
−n− 3

2
+ n− 3

)
= c2 +

(
n− 3

2

)(
n− 3

2

)
= c2 +

(n− 3)2

4

e assim g(t) = t−
n−3

2 senϕ(t), sendo ϕ(t) = c · log t.

Como g deve se anular no bordo de [ε, 1], então

g(ε) = 0 ⇒ ε−
n−3

2 senϕ(ε) = 0 ⇒ senϕ(ε) = 0 ⇒ ϕ(ε) = k · π k ∈ N.

Logo,

c · log ε = kπ ⇒ c =
kπ

log ε
.

Portanto, as funções gk = t−
n−3

2 sen

(
kπ

log ε
log t

)
são autofunções associadas

aos autovalores δk =

(
n− 3

2

)2

+

(
kπ

log ε

)2

.

Mostremos agora que as funções gk e gm, k 6= m, são ortogonais com respeito

ao produto interno definido em (3.7).

De fato,

〈gk, gm〉 =

∫ 1

ε

gkgmdξ

=

∫ 1

ε

t−
n−3

2 sen

(
kπ

log ε
log t

)
t−

n−3
2 sen

(
mπ

log ε log t

)
tn−4dt

=

∫ 1

ε

t−1sen

(
kπ

log ε
log t

)
sen

(
mπ

log ε log t

)
dt.
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Mas,

senp senq =
cos(p− q)− cos(p + q)

2
.

Fazendo, p =
kπ

log ε
log t e q =

mπ

log ε
log t, temos

〈gk, gm〉 =
1

2

∫ 1

ε

1

t

(
cos

(
(k −m)π

log ε
log t

)
− cos

(
(k + m)π

log ε
log t

))
dt.

Fazendo a =
(k −m)π

log ε
e b =

(k + m)π

log ε
log t, temos

〈gk, gm〉 =
1

2

∫ 1

ε

1

t
(cos (a log t)− cos (b log t)) dt.

Se k 6= m, temos a 6= 0.

Assim, ∫ 1

ε

1

t
cos(a log t)dt =

∫ 1

ε

(log t)′ cos(a log t)dt

=
1

a

∫ 1

ε

(a log t)′ cos(a log t)dt

=
1

a

∫ 1

ε

(sen(a log t))′dt

=
1

a
(sen(a log 1)− sen(a log ε))

= −1

a
sen((k −m)π) = 0.

Analogamente,∫ 1

ε

1

t
cos(b log ε) = −1

b
(sen(b log 1)− sen(b log ε)

= −1

b
sen(b log ε)

= −1

b
sen((k + m)π) = 0,

já que (k −m) e (k + m) ∈ Z.

Logo, 〈gk, gm〉 = 0 se k 6= m. Isto prova o Lema.
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Lema 3.4 Seja Mn−1 uma hipersuperfı́cie imersa de Sn(1), compacta e orientável

com S2 ≡ 0 e S3 sempre diferente de zero. Suponha que n ≥ 4. Então o primeiro

autovalor do operador L1 em M satisfaz λ1 ≤ −(n− 2).

Demonstração do Lema 3.4 : De acordo com as equações (1.12) e (1.13), temos

L1S1 = |∇A|2 − |∇S1|2 + (n− 1)|A|2 − S2
1 + 3S1S3

e

−
(
|∇A|2 − |∇S1|2

)
≤ 0.

Usando isto e a Proposição (1.1), deduzimos que

L1S1 = − 1

S1

L1S1 + 3
S3

S1

· S1 = − 1

S1

(L1S1 − 3S1S3)

= − 1

S1

(|∇A|2 − |∇S1|2 + (n− 2)S2
1)

= − 1

S1

(
|∇A|2 − |∇S1|2

)
− 1

S1

(n− 2)S2
1

≤ − 1

S1

(n− 2)S2
1 = −(n− 2)S1. (3.10)

Assim, ∫
M

S1L1(S1)dµ ≤
∫

M

−(n− 2)S2
1dµ.

Logo ∫
M

S1L1(S1)dµ ≤ −(n− 2)

∫
M

S2
1dµ. (3.11)

Entretanto,

λ1 := min
f

∫
M

fL1(f)dµ∫
M

f 2dµ

≤

∫
M

S1L1(S1)dµ∫
M

S2
1dµ

⇒ λ1 ≤ −(n− 2). (3.12)

Isto conclui a prova do Lema.
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�

Lema 3.5 Seja Mn−1 uma hipersuperfı́cie de Sn(1), compacta e orientável com

S2 ≡ 0, S3 sempre diferente de zero e n ≥ 4. Se n ≤ 7 então exite ε > 0 tal que o

cone truncado C(M)ε não é estável.

Observemos que o Lema (3.5) completa a prova do Teorema (3.1).

Demonstração do Lema 3.5 : Dos Lemas (3.3) e (3.4) temos

λ1 + δ1 ≤ −(n− 2) +

(
n− 3

2

)2

+

(
π

logε

)2

. (3.13)

Analisemos a função α(n) = −(n− 2) +

(
n− 3

2

)2

.

Temos:

α(n) = −n+2+
n2 − 6n + 9

4
=
−4n + 8 + n2 − 6n + 9

4
⇒ α(n) =

n2 − 10n + 17

4

Os zeros da função α são:

n =
−(−10)±

√
(−10)2 − 4 · 1 · 17

2 · 1
=

10±
√

32

2
=

10± 4
√

2

2
= 5± 2

√
2

⇒ n1
∼= 7, 8 e n2

∼= 2, 2

Estudemos o sinal de α:

Como o coeficiente do termo de grau 2 de α é positivo, temos que α(n) ≥ 0

para n ≤ n1 e n ≥ n2 e α(n) < 0 para n1 < n < n2, ou seja, 2, 2 < n < 7, 8. Em

particular para n = 4, 5, 6, 7, temos α(n) < 0. Além disso, α ≤ −1. De fato,

4 ≤ n ≤ 7 ⇒ 0 < 1 ≤ n−3 ≤ 4 ⇒ (n−3)2 ≤ 4(n−3) ⇒ (n− 3)2

4
≤ n−3 = (n−2)−1

⇒ −(n− 2) +

(
n− 3

2

)2

≤ −1,

ou seja, α(n) ≤ −1.
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Logo,

λ1 + δ1 ≤ −1 +

(
π

logε

)2

.

Tomando ε <
1

eπ
, temos ε < 1 e

logε < log

(
1

eπ

)
= log1− logeπ = −π ⇒ π < −logε.

Mas,

ε < 1 ⇒ logε < 0 ⇒ −logε > 0

Assim,

π

−logε
< 1 ⇒

(
π

logε

)2

=

(
π

−logε

)2

< 1 ⇒ −1 +

(
π

logε

)2

< 0,

ou seja,

λ1 + δ1 < 0.

Pelo Lema (3.3) podemos ver que existe uma função teste f : C(M)ε −→ R

tal que I(f) < 0. Logo, C(M)ε não é estável. Isto prova o Lema (3.5) e completa

a prova do Teorema (3.1).

�



Capı́tulo 4

Existência de Cones Estáveis

Nesta seção provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Se n ≥ 8 existe uma hipersuperfı́cie compacta e orientável de

Sn(1) com S2 ≡ 0 e S3 sempre diferente de zero, cujo cone C(M)ε para todo

ε, 0 < ε < 1, é estável como uma hipersuperfı́cie de Rn+1.

Demonstração:

Consideremos Rp+2 = Rr+1 ⊕ Rs+1, r + s = p. Escreveremos os vetores de

Rp+2 como v1 + v2 com v1 ∈ Rr+1 e v2 ∈ Rs+1. Assim, dados v = v1 + v2 e

u = u1 + u2 em Rp+2, temos

〈v, u〉 = 〈v1, u1〉Rr+1 + 〈v2, u2〉Rs+1 .

Sejam ξ1 : Sr(1) −→ Rr+1 e ξ2 : Ss(1) −→ Rs+1 as imersões que descrevem

Sr(1) e Ss(1) respectivamente, e sejam a1 e a2 números reais positivos satis-

fazendo a2
1 + a2

2 = 1. Consideremos a variedade produto M = Sr(a1) × Ss(a2).

Então todo q ∈ M é da forma q = (a1q1, a2q2), onde q1 ∈ Sr(1) e q2 ∈ Ss(1).

Consideremos, então, a aplicação

X : M −→ Sr+s+1(1) ⊂ Rr+s+2,

47
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dada por

X(q) = a1 · ξ1(q1) + a2 · ξ2(q2). (4.1)

A aplicação X está bem definida e é uma imersão.

De fato, dado q = (a1q1, a2q2) ∈ M temos q1 ∈ Sr(1) e q2 ∈ Ss(1), logo

a1ξ1(q1) ∈ Rr+1 e a2ξ2(q2) ∈ Rs+1

e portanto X(q) ∈ R(r+s+1)+1 = Rp+2. Além disso,

〈X(q), X(q)〉 = 〈a1ξ1(q1), a1ξ1(q1)〉+ 〈a2ξ2(q2), a2ξ2(q2)〉

= a2
1 〈ξ1(q1), ξ1(q1)〉+ a2

2 〈ξ2(q2), ξ2(q2)〉

= a2
1 + a2

2 = 1.

Logo

X(q) ∈ Sr+s+1(1).

Além disso, X é imersão pois é a soma de imersões.

Como a dimensão de M é r + s = p, temos que M é uma hipersuperfı́cie de

Sp+1(1). A aplicação

ϕ : Sr(1)× Ss(1) −→ Sr(a1)× Ss(a2)

definida por ϕ(p, q) = (a1p, a2q) é claramente um difeomorfismo. Logo, M é

difeomorfa à Sr(1)× Ss(1) e, portanto, é compacta e orientável.

Iremos mostrar que é possı́vel escolher valores para a1 e a2 de modo que

C(M) seja estável como uma hipersuperfı́cie de Rn+1 com n = r + s + 1 ≥ 8.

Observando que um campo vetorial normal para M é dado por

N = −a2ξ1 + a1ξ2. (4.2)
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De fato,

〈N, X〉 = 〈−a2ξ1 + a1ξ2, a1ξ1 + a2ξ2〉

= 〈−a2ξ1, a1ξ1〉+ 〈a1ξ2, a2ξ2〉

= −a2a1 〈ξ1, ξ1〉+ a1a2 〈ξ2, ξ2〉

= −a2a1 + a1a2

= 0.

De acordo com a Seção 1.2, dado p = (a1q1, a2q2) ∈ M temos que

TpM = a1Tq1S
r(1)⊕ a2Tq2S

s(1).

As diferenciais dX , dN : TpM −→ Rp+2, agem da seguinte forma: Dado

v ∈ TpM temos v = a1v1 + a2v2, v1 ∈ Tq1S
r(1) e v2 ∈ Tq2S

s(1),

dX(v) = a1ξ1(v1) + a2dξ2(v2) e dN(v) = −a2ξ1(v1) + a1dξ2(v2).

Assim, se dσ2
1 é a métrica de Sr(1) e dσ2

2 é a métrica de Ss(1), a primeira

forma fundamental de M é

ds2 = a2
1dσ2

1 + a2
1dσ2

2. (4.3)

De fato,

ds2 = 〈dX, dX〉 = 〈a1dξ1, a1dξ1〉+ 〈a2dξ2, a2dξ2〉

= a2
1 〈dξ1, dξ1〉+ a2

2 〈dξ2, dξ2〉

= a2
1dσ2

1 + a2
2dσ2

2.

Já a segunda forma fundamental é

II = a1a2dσ2
1 − a1a2dσ2

2. (4.4)

De fato,

II(v) = −〈dN(v), v〉 = −〈dN(v), dX(v)〉 .
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Omitindo v, temos

II = −〈dN, dN〉 = − (−a1a2 〈dξ1, dξ1〉+ a2a1 〈dξ2, dξ2〉) = a1a2dσ2
1−a1a2dσ2

2.

Calcularemos, agora, a matriz da segunda forma fundamental de M , que

chamaremos de A.

Seja p = (a1q1, a2q2) ∈ M e v ∈ TpM tal que v = a1v1, v1 ∈ Tq1S
r(1).

Temos então

−dN(v) = −dN(a1v1 + a2 · 0) = −(−a2dξ1(v1) + a1dξ2(0))

= a2dξ1(v1) = a2v1 =
a2

a1

a1v1 =
a2

a1

v.

Seja, agora, w = a2v2, v2 ∈ Tq2S
s(1). Temos, então,

−dN(w) = −dN(a1 · 0 + a2v2) = −(−a2dξ1(0) + a1dξ2(v2))

= −a1dξ2(v2) = −a1v2 = −a1

a2

a2v2 = −a1

a2

w.

Concluı́mos, então, que
a2

a1

e −a1

a2

são os autovalores da segunda forma fun-

damental, sendo que os auto – espaços associados a eles têm dimensões r e s,

respectivamente.

Portanto existe uma base {e1, . . . , er+s} de TpM na qual A se expressa como:

A =

 a2

a1

Ir O

O −a1

a2

Is

 ,

onde Ir e Is são as matrizes identidades de Rr e Rs, respectivamente.

Como os autovalores são constantes, então as k curvaturas médias são

constantes para qualquer valor de k. E é claro que;

S1 = r
a2

a1

− s
a1

a2
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e

|A|2 = trA2 = r

(
a2

a1

)2

+ s

(
a1

a2

)2

,

já que

A2 =


(

a2

a1

)2

Ir O

O

(
a1

a2

)2

Is

 .

Assim, usando a Proposição (1.1), obtemos

2S2 = S2
1 − |A|

2 =

(
r
a2

a1

− s
a1

a2

)2

−

(
r

(
a2

a1

)2

+ s

(
a1

a2

)2
)

= r2

(
a2

a1

)2

− 2rs + s2

(
a1

a2

)2

− r

(
a2

a1

)2

− s

(
a1

a2

)2

= r(r − 1)

(
a2

a1

)2

− 2rs + s(s− 1)

(
a1

a2

)2

. (4.5)

Portanto, S2 ≡ 0 se, e somente se,

r(r − 1)

(
a2

a1

)2

− 2rs + s(s− 1)

(
a1

a2

)2

≡ 0,

ou seja,

r(r − 1)a4
2 − 2rsa2

1a
2
2 + s(s− 1)a4

1 ≡ 0 (4.6)

ou ainda,

r(r − 1)

(
a2

a1

)4

− 2rs

(
a2

a1

)2

+ s(s− 1) ≡ 0.

Fazendo x =

(
a2

a1

)2

temos

r(r − 1)x2 − 2rsx + s(s− 1) ≡ 0.
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Se r > 1 as soluções desta equação são:

x =
2rs±

√
(−2rs)2 − 4r(r − 1)s(s− 1)

2r(r − 1)

=
2rs±

√
4r2s2 − 4rs(rs− r − s + 1)

2r(r − 1)

=
2rs±

√
4rs(r + s− 1)

2r(r − 1)

=
2rs± 2

√
rs(r + s− 1)

2r(r − 1)

=
rs±

√
rs(p− 1)

2r(r − 1)
.

Escolhendo (
a2

a1

)2

= x =
rs +

√
rs(p− 1)

r(r − 1)
, (4.7)

temos

a2
2 =

rs +
√

rs(p− 1)

r(r − 1)
a2

1.

Como a2
1 + a2

2 = 1, teremos

a2
2 =

rs +
√

rs(p− 1)

r(r − 1)

(
1− a2

2

)
⇒

a2
2 =

rs +
√

rs(p− 1)

r(r − 1)
−

rs +
√

rs(p− 1)

r(r − 1)
a2

2 ⇒(
1 +

rs +
√

rs(p− 1)

r(r − 1)

)
a2

2 =
rs +

√
rs(p− 1)

r(r − 1)
⇒(

r(r − 1) + rs +
√

rs(p− 1)
)

a2
2 = rs +

√
rs(p− 1) ⇒(

r(r + s− 1) +
√

rs(p− 1)
)

a2
2 = rs +

√
rs(p− 1) ⇒

a2
2 =

rs +
√

rs(p− 1)

r(p− 1) +
√

rs(p− 1)
.
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Como a2
1 = 1− a2

2, temos

a2
1 = 1−

rs +
√

rs(p− 1)

r(p− 1) +
√

rs(p− 1)

=
r(p− 1) +

√
rs(p− 1)− rs +

√
rs(p− 1)

r(p− 1)−
√

rs(p− 1)

=
r(p− s− 1)

r(p− 1) +
√

rs(p− 1)

e desse modo,

a2
1 =

r(r − 1)

r(p− 1) +
√

rs(p− 1)
.

Quando r + s = p = 7, que corresponde n = 8, temos 5 soluções distintas, as

quais correspondem aos pares

(r, s) ∈ {(2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.

Para todas essas soluções temos S2 ≡ 0 e S1 > 0. De fato,

S1 = r
a2

a1

− s
a1

a2

=
a1

a2

(
r

(
a2

a1

)2

− s

)

=
a1

a2

(
r
rs +

√
rs(p− 1)

r(r − 1)
− s

)

=
a1

a2

(
rs +

√
rs(p− 1)− s(r − 1)

r − 1

)

=
a1

a2

(
s +

√
rs(p− 1)

r − 1

)
.

Lema 4.1 Para cada um desses casos S3 = −(p− 1) · S1

3
.

Demonstração do Lema 4.1 :

Pelo item (b) Lema (1.3) temos que

tr(A2P1) = S1S2 − 3S3.
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Como S2 ≡ 0, temos

tr(A2P1) = −3S3 ⇒ S3 = −1

3
tr(A2P1) = −1

3
tr{A2(S1I − A)}.

Mas,

S1I − A =


(

S1 −
a2

a1

)
Ir O

O

(
S1 −

(
−a1

a2

))
Is



=


(

(r − 1)
a2

a1

− s
a1

a2

)
Ir O

O

(
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

)
Is

 .

Logo,

A2(S1I−A) =


(

a2

a1

)2(
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

)
Ir O

O

(
a1

a2

)2(
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

)
Is

 .

Portanto,

trA2(S1I − A) = r

(
a2

a1

)2(
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

)
+ s

(
a1

a2

)2(
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

)
= r(r − 1)

(
a2

a1

)3

− rs
a2

a1

+ rs
a1

a2

− s(s− 1)

(
a1

a2

)3

=
a1

a2

{
r(r − 1)

(
a2

a1

)4

− rs

(
a2

a1

)2
}
−

−a2

a1

{
s(s− 1)

(
a1

a2

)4

− rs

(
a1

a2

)2
}

. (4.8)

Da equação

r(r − 1)a4
2 − 2rsa2

1a
2
2 + s(s− 1)a4

1 ≡ 0,

teremos

r(r − 1)

(
a2

a1

)4

− 2rs

(
a2

a1

)2

+ s(s− 1) ≡ 0 ⇒

r(r − 1)

(
a2

a1

)4

− rs

(
a2

a1

)2

≡ rs

(
a2

a1

)2

− s(s− 1) (4.9)
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e

r(r − 1)− 2rs

(
a1

a2

)2

+ s(s− 1)

(
a1

a2

)4

≡ 0 ⇒

s(s− 1)

(
a1

a2

)4

− rs

(
a1

a2

)2

≡ rs

(
a1

a2

)2

− r(r − 1). (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8), teremos

trA2(S1I − A) =
a1

a2

(
rs

(
a2

a1

)2

− s(s− 1)

)
− a2

a1

(
rs

(
a1

a2

)2

− r(r − 1)

)
= rs

a2

a1

− s(s− 1)
a1

a2

− rs
a1

a2

+ r(r − 1)
a2

a1

= r
a2

a1

(s + r − 1)− s
a1

a2

(s− 1 + r)

= (r + s− 1)

(
r
a2

a1

− s
a1

a2

)
= (p− 1)S1.

Logo,

S3 = −1

3
tr{A2(S1I − A)} = −1

3
(p− 1)S1. (4.11)

�

Um corolário desse lema é que, para as superfı́cies que temos estudado, S3 é

zero se, e somente se, S1 é zero. Como já mostramos que S1 > 0, então con-

cluı́mos que S3 nunca é zero.
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Observemos, agora, que o operador L1 em M é dado por

L1(f) =

p∑
i=1

(S1 −Ki) fii

=
r∑

i=1

(S1 −Ki) fii +
s∑

i=r+1

(S1 −Ki) fii

=
r∑

i=1

[
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

]
fii +

s∑
i=r+1

[
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

]
fii

=

[
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

] r∑
i=1

fii +

[
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

] s∑
i=r+1

fii

=

[
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

]
∆rf +

[
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

]
∆sf,

onde ∆r e ∆s representam o Operador Laplaciano das Esferas Euclidianas Sr(a1)

e Ss(a2), respectivamente. Como a métrica sobre M é a do produto dessas duas

esferas e o primeiro autovalor do Laplaciano sobre a esfera Sk(b) é conhecido ser
k

b2
, então o primeiro autovalor não nulo de L1 será

λ̃1 = min

{[
(r − 1)

a2

a1

− s
a1

a2

]
r

a2
1

,

[
r
a2

a1

− (s− 1)
a1

a2

]
s

a2
2

}
, (4.12)

o qual é constante uma vez fixadas as esferas.

Segue, então, que, para o operador

L1 = − 1

S1

L1 + 3
S3

S1

,

o primeiro autovalor deve corresponder às funções constantes, para as quais o

autovalor correspondente é simplesmente

λ1 = 3
S3

S1

.

De fato tomemos a função constante igual a 1. Temos:

λ1 · 1 = L1(1) = − 1

S1

· L1(1) + 3
S3

S1

= 3
S3

S1

.
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Logo,

λ1 = 3
S3

S1

.

Pelo Lema (4.1), temos:

λ1 = 3
S3

S1

= −(p− 1). (4.13)

Como p = n− 1, temos λ1 = −(n− 2).

Para a nossa variedade M já calculamos efetivamente o valor de λ1. O valor

de δ1 já foi calculado no Lema (3.4). Observe que, em nosso caso n = p + 1.

Assim, usando o Lema (3.4) e a equação (4.13) obtemos

λ1 + δ1 = −(n− 2) +

(
n− 3

2

)2

+

(
π

log ε

)2

.

Para n ≥ 8, temos

n− 3 ≥ 5 ⇒ (n− 3)2 ≥ 5(n− 3)

e

n > 7 ⇒ 5n > 4n + 7 ⇒ 5n− 15 > 4n− 8 ⇒ 5(n− 3) > 4(n− 2).

Logo,

(n− 3)2 > 4(n− 2) ⇒
(

n− 3

2

)2

> n− 2 ⇒ −(n− 2) +

(
n− 3

2

)2

> 0.

Assim, temos λ1 +δ1 > 0 para qualquer valor de ε. Pelo Lema (3.3), para toda

função teste f temos I(f) > 0. Portanto C(M)ε é estável.

�
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