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J. J. Rousseau



Abstract

We present a method to obtain lower bounds for first Dirichlet eigenvalue in
terms of vector fields with positive divergence. Applying this to the gradient
of a distance function we obtain estimates of eigenvalue of geodesic balls in-
side the cut locus and of domains in submanifolds with locally bounded mean
curvature. For submanifolds of Hadamard manifolds with bounded mean cur-
vature these lower bounds depend only on the dimension of the submanifold

and the bound on its mean curvature.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo apresentar um método para a obtencao de
estimativas inferiores para o tom fundamental de abertos em variedades Ri-
emannianas e algumas aplicacoes geométricas. Esse método foi desenvolvido
por Bessa e Montenegro em [2] sendo as estimativas expressas em termos da
divergencia de certos campos de vetores e estd relacionado com a constante
de Cheeger [4]. O Tom Fundamental de um aberto limitado coincide com o
primeiro autovalor do Laplaciano. Como aplicacao do método obtemos as esti-
mativas de autovalores do Laplaciano em bolas normais devido a S. Y. Cheng
[5] e obtemos uma prova simples do Teorema de McKean [8]. No entanto, a
principal aplicagao de [2] que apresentaremos aqui neste trabalho sdo as esti-
mativas inferiores dos tons fundamentais de dominios de subvariedades com
curvatura média localmente limitada. Em particular, observamos que as su-
perficies minimas completas limitadas em R?® tem tom fundamental positivo.
Também estendemos as estimativas do tom fundamental de subvariedades do
espaco hiperbdlico de Cheung-Leung [6] para subvariedades de Hadamard.
Outras aplicagoes podem ser encontradas em [1], [3]. O trabalho foi dividido
em trés capitulos. Apresentamos no primeiro capitulo uma breve introducao
a geometria do Laplaciano onde introduziremos os problemas de autovalores
fechado e de Dirichlet, o Teorema Espectral e o Teorema de Rayleigh. No
segundo capitulo apresentaremos as técnicas béasicas para provar o Lema Prin-
cipal, o Teorema de Comparacao do Hessiano e finalmente no capitulo trés

apresentamos as aplicagoes do Lema Principal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Tom Fundamental

Seja M uma variedade Riemanniana e 2 C M um aberto conexo. O tom

fundamental \*(Q2) de Q é definido por

N (Q) = inf {fﬂﬂifjj , [ € LQ(Q)\{O}} (1.1)

onde L?(2) é o completamento de C'*° com respeito a norma
el = | &+ [ 190P
Q Q
Se €2, C Q5 sao abertos, entao
A () > A" (Qq) > 0.

O tom fundamental \*(M) de uma variedade Riemanniana completa tomando

M = Q em (1.1) pode ser dado por

A (M) = lim A*(By(p,7)) >0

=00

onde Bys(p,r) é a bola geodésica de raio r e centro p.

1.2 Primeiro Autovalor do Laplaciano

Seja €2 um aberto relativamente compacto com fronteira suave. O problema
de autovalores de Dirichlet em €2 consiste em encontar todos os niumeros reais

A para os quais existe uma solucio ¢ € C2(M) N C?(M) \ {0} para a equagio

10



linear A¢ + Ap = 0 em M e satisfazendo ¢|sn, = 0. O conjunto das solugoes
(para cada A) forma um espago vetorial chamado autoespago associado ao

autovalor A. O conjunto de autovalores é descrito pelo teorema espectral.

Teorema 1.1 (Espectral) O conjunto dos autovalores de Dirichlet em €

consiste de uma sequéncia
0<)\1</\2</\3<...+OO

e cada autoespaco V; associado ao autovalor \; tem dimensao finita. O espaco
L*(Q) das funcoes de quadrado integrdvel se decompde como soma direta dos
autoespagos Vi, i.e. L*(Q) = @2, V;. O autoespago Vy associado ao menor

autovalor A\ tem dimensdao 1.

O seguinte teorema caracteriza os autovalores do Laplaciano e é importante
em varias aplicagoes geométricas.
Teorema 1.2 (Lord Rayleigh) Para todo f € C§°(2) \ {0}, temos

- o, lgrad f?
T Sy S

com a igualdade valendo se, e somente se, f € uma autofuncao de A;.

A (€)

Se {¢1,¢,...} € uma base ortonormal completa de L*(M) tal que ¢; é uma

autofungdo para A;, entdo, para f € C3°(2) \ {0} satisfazendo:

<f7¢1> == <f7¢k71> =0
temos a desiqualdade
|grad f*
Ap < —fﬂ TP

com a igualdade valendo se, e somente se, f é uma autofuncao de ;.

Demonstracao:

Seja {1, @2, ...} uma base ortonormal completa de L?(M) tal que ¢; é uma
autofungao para \;.

Dado f € () \ {0}, fagamos a; = (f, ¢).

11



Consideremos o produto interno {f, g) fﬂ fa.

Definamos a forma bilinear D por

D[f,g] = /Q<grad f,grad g).

Como

/(gradf,gradg)—i—/ngzO se  flon =10
Q Q

entao podemos escrever também

(f, Ag) = /Q fAg = ~DIf.gl.

Assim, para t =k, k+1,...,r, temos
0 < D[f_zai¢iaf_zai¢i]

= ff _QZaz f>¢z +Zaza] ¢z>¢j]

— DIf,f] + 2Zai<f, Agr) — Z i (61, Ady).
Como - .
(F, D63) = (f.=Nidi) = ~Mlf, 1) = — N
e
(61, 58;) = (b1, ~Nidy) = ~ Al b)) = { O_A ) 2%
tem-se

r

DIf, f1+2) ailf, Ay = D (¢, Ag;) = DIf, f] —22)\04 +Z/\ozzaj

i—k ij=k L=k

= DIf, f]- QZAia?+Z)\ia?
i=k i=k
= D[, /1= Nial.
i=k

Assim,

Zm >0 = Zm < D[f, f]

i=k i=k
r

— Z i < oo.
i=k

12



Usando a desigualdade de Parseval

i=k i=k

obtemos
DIf, f1 =) xel >N Y af = Ml
i=k i=k

e a desigualdade segue facilmente.
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1.3 Formulas Basicas

Se f: M — R é uma funcao diferenciavel, entao temos

grad f? = 2f grad f.
Agora, seja p: M — R a funcao distancia a p € M entao

grad p® = ap® 'gradp com ||grad p®|| = ap®!

Np® = div (grad p)
= afgrad p* !, grad p) + ap® 'Ap
= ala—1)p* *{grad p, grad p) + ap® ' Ap.

No caso particular de o = 2, temos Ap? = 2n onde n = dimM.

Seja X = f2grad p®, temos que

divX = div(f?*gradp®)
= (grad f? grad p®) + f2A\p®
= (2fgrad f,ap® 'grad p)
+f? [a(a = 1)p* *(grad p, grad p) + ap® ' Ap]
= 2fap* Hgrad f,grad p) + fPo(a —1)p*
+ fPap Ap

desde que ||grad p|| = 1.

Segue que

|div (f?grad p®)| < 2[f|*p* [(grad [, grad p)| + a| f|* (e — 1)p*
+alflPp* " Ap

2| f*|grad f|p*~" + o f[* (o — 1)p*~* (1.2)
+alfPp*  Ap.

IN
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1.4 Teorema de Comparacao do Hessiano
Sejam M e N variedades Riemannianas e ¢ : M — N uma imersao isométrica,
isto é:
(X,Y), = (do(X),do(Y)) oy YpeEM e VXY € T,M.
No intuito de aplicar o nosso lema principal, que serd mostrado adiante,

precisamos encontrar campos de vetores X: M — TM, (X: N — TN) cujas

divergéncias tenham infimo positivo.

Um campo de vetores natural que podemos considerar é o gradiente da
fungao distancia (ambiente), que dependendo da geometria de M e N, tem
divergéncia estritamente positiva. Verifiquemos algumas férmulas basicas re-
lacionando a divergéncia do gradiente da funcao distancia, seus limites inferi-

ores, a curvatura média e o limite superior das curvaturas seccionais de N.

Identifiquemos X € T, M com dp(X) € T, N.

Seja g : N — R uma aplicacao diferencidvel e consideremos a composicao
f: M — R dada por f =gop.

Entao temos
(grad f, X) = df (X) =dg(X) = (gradg, X) Vpe M e VX € T,M

pois
grad g = grad f + (gradg)*

onde (grad g)* ¢é perpendicular a T,M e ((grad g)*, X) = 0.

Denote por V e V as conexdes Riemannianas de M e N respectivamente.
Definicao 1.1 Seja f: M — R. Definimos a forma Hessiana de f por

Hess (f)(X.,Y) = (Vxgrad f,Y) em pe M, para X,Y € T,M.

Definicao 1.2 Seja ¢ : M — N wma tmersdo. Definimos a sequnda forma

fundamental o : T,M x T,M — (T,M)* da imersio ¢ por
a(X,)Y)=VxY -VxY em peM para X,Y € T,M.

15



Calculemos agora o Hessiano de f = go ¢.
Proposicao 1.1 Pelas definicoes acima e para todo X,Y € T,M, temos
Hess (f)(X,Y) = Hess (g(¢))(X,Y) + (grad g, (X, Y)). (1.3)
Demonstragao:

Hess (f)(X,Y) = (Vxgradf,Y)
= (Vxgrad f — a(X,grad f),Y)
= <ngI'adf, Y> - <O£(X, gradf),Y)

Usando
X(K grad f> = <ngI'ad f7 Y> + <VXY7 grad f>
e sabendo que

(a(X,grad f),Y) =0 pois Y € T,M,

tem-se

Hess (f)(X,Y) = (Vxgrad f,Y)
= X(grad f,Y) — (VxV,grad f)
= X({gradg,Y) — (VxY,grad f)
(VxY,grad g) — (VxY,grad f)
(VxY, (grad g)*)
(VxY)*, grad g)
(grad g, o(X,Y)).

= (Vxgradg,Y) +
~ Hess (g) (X V) +
~ Hess (g)(X. V) 1
= Hess (g)(X,Y) +

Calculando o traco em (1.3) em relacdo a uma base ortonormal {ej,es,...}

para T, M, temos
Af = TrHess(f)(e;e))

= g Hess (f)(e, €;)
n

= ZHess (€;,€;) (gradg,Za(ei,ei)).

i=1
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Teorema 1.3 (Teorema de Comparacao do Hessiano) Seja M uma
variedade Riemanniana e xo,x1 € M tais que existe uma geodésica minima
v : [0, p(x1)] — M ligando xy e x1, onde p(x) € a funcao distancia dy(x, o).
Seja K as curvaturas seccionais radiais ao longo de v e ug(p) e pi(p) as
funcoes definidas por

ko coth(kop), seinf, K = —k3

1
to(p) =< —, seinf, K =0
p

ko cot(kop), seinf, K = k]

kicoth(kyp), sesup, K = —k7
1

pi(p) = > se sup, K =0
kicot(kip), sesup, K = k7.

Entdo os Hessianos de p e p* satisfazem

po(P)IX|* > Hess (p)(X, X) > m(p)|X[*  com Hess (p)(+',7') =0

2pp0(p)IX[|* > Hess (p°)(X, X) > 2ppu1 (p)| X[ com Hess (p°)(7',7) =2

onde X € qualquer vetor em T, M perpendicular a v'(p(z)). Tomando o trago

temos as sequintes desigualdades:

(n = Dpolp) = Ap = (n—1)u(p),

2(n — 1)ppo(p) +2 > Ap* > 2(n — 1) pp(p) + 2,

onde n = dimM.

Demonstracao:

Fixemos p € M. Para x € M — Cut(p), seja v uma geodésica minimizante
ligando p a x e parametrizada pela distancia, tal que y(0) = p e v(r) = z. Seja
X € T,M tal que (X, %)(m) = 0. Como x nao é um ponto conjugado de p,
podemos estender X a um campo de Jacobi X ao longo de v com X (7(0)) =0
e X(y(r)) = X, onde [X, 2] = 0. Assim,

Hess (p)(X, X) = (Vxgrad p, X) = (Vg , X, X)

17



pois [X, grad p] = 0. Segue que

T d o
Hess (p) — / XV aa Xl
0

- / (Vo y X Virna X + (X, VgtV graty X))l
0

= /Or(|vgradpy|2 + <X7 Vgradpvgrade))dt~
Sendo X um campo de Jacobi, temos que
VaradpVarad pX + R(X, grad p)grad p = 0.
Logo
Hess (p) (X, X) = /0 T(IVgrad o XI? = (R(X, grad p)grad p, X))dt

onde R ¢ a curvatura Riemanniana de M e o segundo membro acima é a forma

indice.

Demonstremos a versao geral do Teorema de Comparacao do Hessiano.
Sejam M, e M, variedades Riemannianas de dimensdao n e ; : [0,a] — M;
com ¢ = 1,2, duas geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco, onde
v; nao intersecta o cut locus de v;(p). Seja p; a fungao distancia de ;(0)
sobre M; e K; a curvatura seccional de M;. Supondo que em v, (t) e ¥2(t) com

0 <t < a, tenhamos

Ki(Xy, 5—

onde X; é um vetor unitario qualquer em 7., M;, perpendicular a 6%, entao

Hess (p1) (X1, X1) < Hess (p2) (X, Xo)

0
onde X; € T’yi(a)Mh com <Xz 8—)(%(a)) =0e |XZ| =1.
i

De fato, seja E7,..., E um sistema de campo de vetores ortonormais paralelo

, 0
ao longo de v; com E; = .
i

Assim,

P = 0.0
0 Vi

, X, 1.4
s ) g Xadt (L)

sendo X; um campo de Jacobi ao longo de v; com X;(7;(0)) = 0 e X;(v(a)) =
X.

18



Como (X, ai%

) = 0, temos que X; é perpendicular a E¢ em cada ponto de ;.

Counsidere
Xo=) N(HE}

Tomemos El, ..., E! tal que

n—1

X1 = Xi(a) = Y M) L (71(a).

i=1
Definamos agora um campo de vetor Z ao longo de vy; por

n—1

Z =Y N(E!

=1

Entao Z assume os mesmo valores de X; em ¢t =0e¢t = a.

Além disso,

2] = [ X5
[§]
n—1 n—1
Y | — ! 2] li 1
Vs, Kol = [ NWEL = X OE = |V 5.2

Como o campo de Jacobi minimiza a forma indice entre todos os campo de
vetores ao longo da mesma geodésica com os mesmos valores de fronteira,

entao teremos

‘0 = — 0.0 —
H X, X)) = — X P = (R(X1, =)=, X1))dt
ess (X1 X0) = [ (5=X0F = (R(F1 5 72 X))
¢ 0,0
< Vo Z?—(R(Z,—)=—, Z))dt
< [0V 2P Rz ) 5 2)

@ — 0
_ 2
= /0 (|V8672X2| KI(Z7 —a%))dt

¢ — — 0
< Xo|? — Ky(X o, —
> /0 (‘Va% 2| 2( 2’872))dt
— Hess (pg)(XQ,XQ),

e segue a desigualdade desejada.

Seja X € Typ,nM e X Lv'(p) e denotemos por X(¢) o campo de vetores

obtido pela estensao paralela de X ao longo de 7.
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Seja X (t) o campo de Jacobi ao longo de v com X(0) = 0 e X(p) = X da

forma

onde a funcao f(¢) satisfaz a equagao de Jacobi
P+ K F(E) =0 (1.5)

com as condigoes f(0) =0e f(p) = 1.
0

Seja {8_’ Xi,..., Xy 1 ¢ € uma base ortonormal de T',(,,) M e paralela ao longo
’}/

de 7.

Usando o campo de Jacobi

com X;(0) =0, X;(v(p)) = X; e |X;] = 1 em (1.4), obtemos

Hess (p) (X, X,) = / " a%m? (R(Y a%)%,mdt
- / " %(f(tm(t)n? PR %)a% X))t
R e SR (1:6)
Assim, para K = —k?, a solugao de (1.5) serd
_ senh (kt)
f(t) = senh (kp)’

e de (1.6) segue

? (k%cosh®(kt)  k*senh?(kt)
H Xi> X’L = -
ess (p) ) /0 ( senh?(kp) senh?(kp) )dt

B[
= — h(2
senhQ(kp)/O cosh(2kt)dt

k /p 9 senh (2kt))dt
= ————— [ —(sen
2senh?(kp) J, dt >

k
Ty senhZ(kp) senh (2kp)
ksenh (kp) cosh(kp)
senh?(kp)
= kcoth(kp).

Logo
Hess (p)(X;, Xi) = k coth(kp).

20



Para K = 0, a solugao de (1.5) serd

t

f 3 =

=2
e de (1.6) obtemos

Hess ()(X, X,) = / |f'<t>|dt=; / dt =

=

Para K = k?, a equacao (1.5) tem como solugio

sen (kt)
sen (kp)

ft) =

Substituindo em (1.6), resulta em

[P [(K?cos®(kt)  K*sen?(kt)
Hess (0) (X0 Xo) = /0 (Sen2(1€p) ~ sen?(kp) )dt
]432

p
= — 2kt)dt
), 0

_ L/pi(sen@kt))dt
~ 2sen2(kp) J, dt

k
= ————2sen(kp) cos(kp)

2sen?(kp)
= kcot(kp),
ou seja:
Hess (p)(Xi, X;) = kcot(kp).
Como
n—1
Np =3 Hess (p) (X, X) = (n — 1)Hess (5) (X, X),
i1
tem-se

(n — 1)k coth(kp), se K = —k?
NAp=< 1 se K =0
(n — Dkcot(kp), se K =k~

Assim, podemos definir y;(p) por

Mi(ﬂ) = =
k; cot(k;p),

com ¢ = 0 quando considerarmos o inf, k e 1 = 1 para o sup, k.
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Denotemos M" (k) o espaco forma n-dimensional simplesmente conexo de
curvatura seccional constante k. Isto é:
i) A esfera S"(k) de curvatura k > 0;
ii) O espaco euclidiano R" de curvatura k = 0;

iii) O espago hiperbdlico H" (k) de curvatura k£ < 0.

Considerando M restrita a geodésica vy, teremos

infk < K <supk.
v v

Denotemos por ]\4lnf , e M! sup, k 08 €SPACOs formas de curvaturas inf, k e
sup, k respectivamente.
Aplicando a versao geral do teorema de comparagao do Hessiano, mencionada

no inicio da demonstracao, segue que
Hess (po) (X, Xi) < Hess (p)(X;, X;) < Hess (p1)(X7, X5) (1.7)

onde pg, p e p; sao as funcoes distancias sobre ]\4lnf g M e Mup , respectiva-
mente.

De (1.7 ) deriva
po(p)|XGI* > Hess (p)(Xi, Xi) > pur ()| X[

Somando em i de 1 a n-1 temos

Zuo NXal* > ZHGSS WX Xo) 2 ) m(p)lI X7,

?
L

-
Il
—

que imphca em
(n = Do) > Lp > (0 — ().

Para p? tem-se
Hess (p2)(X;, X;) > Hess (p*)(X;, X;) > Hess (p2) (X3, X3)
do qual resulta
2pp0(p) | X[I* = Hess (p*) (X, X) > 2pp (p) | X",
Sabendo que Ap? = 2(pAp + ||grad p?||) e que ||grad p?|| = 1, tem-se
ANp? =2pN\p + 2,
e obtemos

2(n — D)ppo(p) +2 > Ap* > 2(n — 1)ppa(p) + 2.
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1.5 Coordenadas Geodésicas

Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Para cada vetor { € T,M,

consideremos 7y a tnica geodésica satisfazendo v(0) = p, v'(0) =€ e
c(§) :==sup{t > 0;t£ € TM e d(p,(t)) = t},

ou seja, ¢(€) é a distancia de p ao seu ponto minimo ao longo de 7.

Consideremos D, = {t&; 0 <t < ¢(£), £ € S,} o maior subconjunto aberto de
1,M tal que, para qualquer £ € D,, a geodésica v(t) = exp,(D,) minimiza a
distancia de p a y(t) para todo ¢t € [0,¢(£)]. Assim, podemos também definir

o cut locus de p por

Cut(p) = {exp,(c()E), £ € T,M e |¢] = 1},

e fazermos M = exp,(D,) U C(p).

A aplicacdo exponencial exp, : D, — exp,(D,) é um difeomorfismo e é
chamada de coordenadas geodésicas de M\C'(p).

Fixe um vetor £ € T,M com [£| = 1 e denote por & o complemento ortogonal

de {R¢} em T,M e considere
Pt . TpM — Tepr(tﬁ)M

o transporte paralelo ao longo de ~.

Defina o caminho das transformacoes lineares A(t,€) : £+ — £+ por
A(t,&n = PTY (1)

onde Y(t) é o campo de Jacobi ao longo de v definida pelas condi¢oes iniciais
Y(0)=0eY'(0) =n.

Agora defina a aplicagao R(t) : £+ — &+ por
R(t)n = P R(y', Pn)y'

onde R é o tensor curvatura de Riemann.
Temos que R(t) é uma aplicacdo autoadjunta e o caminho das transformagoes

lineares A(t, &) satisfaz a equagao de Jacobi

A"+ RA=0
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com as condigoes iniciais A(0,&) =0e A'(0,&) = 1.

No conjunto exp,(D,), a métrica Riemanniana de M pode ser expressa por
ds(exp, (£€)) = di* + | A(t, €)de .

Fazendo \/¢(t, &) = det A(t, £), temos, pelo teorema de comparagao de Rauch,

o seguinte teorema de compara¢ao:

Teorema 1.4 (Bishop) Se a curvatura seccional radial ao longo de vy satisfaz
(R(Y,v)y,v) < k[P Ve (0,r)

e se Si(t) ndo se anula em (0,7), entdo

{ 9(t,¢)
SeH()

],20 em (0, 7)

Vo, &) =Sy Ht) >0 em (0,7).
Além disso, a igualdade ocorre em uma dessas duas desigualdades acima no
ponto tg € (0,7) se, e somente se, R =kI e A= SiI em todo [0, t].
onde Cy(t) = Si.(t) e Sk(t) € dado por

\/ngsen(\/ﬂt) se k>0
Si(t) = t se k=0
ﬁsenh(\/—_kt) sec <0
Uma parametriza¢ao em D, é dada por

eszgl |Dp\{p} : D\ {p} — D,\{, p}

e a medida Riemanniana em D, por

dV (t8) = \/g(t, &) dtdpp(§)

onde /g estd definida em D, e du,(p) denota a medida Riemanniana de S,
induzida pela medida Euclidiana de Lesbesgue sobre M,,.

Para o espaco Euclidiano R™, com respeito as coordenadas esféricas, temos:
AV (t€) = 1" Ldtdpin_1 (€)

onde du,_; denota a medida Riemanniana de S™~!.
Se M tem curvatura constante K, entao, em coordenadas esféricas geodésicas,

para qualquer ponto p € M, temos

Valt.&) = Sy ().
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Capitulo 2

Lema Principal

Definicao 2.1 Seja Q2 € M um aberto em uma variedade Riemanniana C.
Denotemos por X(S2) o conjunto de todos os campos de vetores X em € com
| X ||oo = supgq |X| < oo e infdiv X > 0.

Define-se ¢(2) por

¢(Q) = sup {M,X e X(M)} |
[ X1

Observacao 2.1 Para mostrar que X(2) # 0 se Q € limitado com fronteira
nao vazia considere o problema de valor de fronteira com Au = 1 em ) e

u=20 em 0%, sendo X = gradu. Entdo

divX =div(gradu) = Au=1 e || X < 0.

Lema 2.1 Seja 2 € M um aberto em uma variedade Riemanniana. Entdo

c(Q)?

NOEE

> 0.

Demonstracao:
Seja X € X(Q) e f € C°(Q). O campo vetorial f2X tem suporte compacto

em (2. Temos que
div (f*X) = {grad f* X) + fdiv X.
Como
fAdivX > fZinfdivX e |(grad /2 X)| < |grad f?|| X|,
segue que
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div (2X) = (grad /2, X) + f2div X > —|grad f2[|X |+ f2inf div X.
Como
|grad f?|* = (grad f?, grad f*) = 4f*(grad f, grad f) = 4f*|grad f|
ou seja,
lgrad f?| = 2|f|.|grad f],
tem-se
—|grad f2||X| + f?infdiv X > —2|f||grad f|sup | X |+ f?infdiv X

pois —|X| > —sup | X].

Temos ainda que

(el f| — ]gradf\)2 >0 = eQ\f\Q — 2¢|f].|grad f| + ]gradf\2 >0
—  —2¢|f||grad f| > —€*|f” — |grad f|*
1
= —2|f]||grad f| 2—e|f|2—z|glfadf|2 Ve > 0.
assim,
div (f*X) > sup | X|(—e€|f|* — L[grad f|*) + f?inf div X

Integrando a ltima expressao sobre um dominio normal D D §2 temos

_ —_ ez L 2y 4 ioe 2
0 = /Ddlv(f X)zsup|X|/D( e|f]| 6|g1radf|)—I—lnfdle/Df

€

H— /‘gradf]Q > (infdivX—esup\X\)/ f2.
b D

sup | X|
Fazendo ¢ = ;niu(ﬁ“’;ﬁ , obtemos
[ lesad s = [ Jssad g
0 D
[mfdle] /f2
2sup | X| D
e 2
_ [mfdle] /f2
2sup [X[] Jo©
e segue que
2 P 2
o, lgrad f| >1 inf div X . (2.1)
Jo 7 AL Xl
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Considerando em (2.1) o supremo de todos os campos de vetores X € X(Q),

resulta em

vy = (Lt

ol fof?
. supl [infdier
- 41 [ XTeo
c(2)?
- ==

Observacao 2.2 Na demonsiracao acima necessitamos somente considerar

campos de vetores X suaves quase em todos os pontos de ) tal que
/div (PX)=0  Vfelo®(Q.
Q

Corolario 2.1 Seja 2 C M um dominio normal com fecho compacto em
uma variedade Riemanniana M. Considere o problema de valor de fronteira
Au=1emQ eu=0 em 0f.

Entao

Demonstragao:

Considerando X = grad u, temos
infdiv (gradu) =inf Au=1 e || X = |grad u||oo.

Logo

o(Q)? 1 1 2 1
* > = — > .
X 2 i [ } Z Mgradulls

Corolario 2.2 Nao existem campos de vetores diferencidveis limitado X
M — TM com infy; div X > 0 em variedades completas nao-compactas com

A (M) = 0. Em particular, ndo existem tais campos de vetores em R".

Para dominios normais, o lema (2.1) é um corolario do teorema de Cheeger,

ja que pode ser mostrado que ¢(2) < h(2), onde

volOA
R(Q) = inf
(@) = inf = 3

27



é a constante de Cheeger.
Para verificarmos isto, consideremos X € X(2) e A C © um subdominio

normal de Q.Entao
infdiv X.volA = infdiv X. / dVv
Q Q "

< /dideV
A

= /M<X,77>

< X [laovol (24).

Logo

infq div X < vol(0A)
| X]lw — wolA

Cada membro da desigualdade acima é independente um do outro. Para
alguns casos é possivel mostrar que ¢(2) = h(2), como no caso de bolas do
espaco euclidiano, por exemplo.

A vantagem de introduzir ¢(Q2) é a possibilidade de calcularmos limites infe-
riores para A(Q) por meio do limite inferior de ¢(€2). Além disso, pode ser

aplicado em dominios arbitrarios.
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Capitulo 3
Aplicacoes do lema Principal

PRIMEIRA APLICACAO: UMA PROVA DO TEOREMA DE MCKEAN

Teorema 3.1 Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com-
pleta e nao-compacta com curvatura seccional Ky < —k? < 0, com k > 0,

entao
(m — 1)2k?

(M) > 1

Demonstragao:
Seja @ C M um dominio normal e p : M — R a funcao distancia de um
ponto p € M\Q.

Considere X = grad p. Pelo teorema 2.7, temos que
divX =Ap>(n—1Du(p) = (n— 1)k coth(kp) > (n — 1)k.

Pelo lema 2.1, segue que

inf div X \* (n—1)k]*
o () 5 [252]
2[[ XMl 2
pois || X||e = 1.

logo
(0= DR

A(M) 2 =—
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SEGUNDA APLICACAO: ESTIMATIVA DE AUTOVALORES EM BOLAS
GEODESICAS

Seja M uma variedade Riemanniana completa n-dimensional com curva-
tura seccional K; < ke M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa
n-dimensional de curvatura seccional constante k.

Counsideremos o

Teorema 3.2 [Cheng/ Seja M a variedade Riemanniana descrita acima com
Ric(M) > (n — 1)k e dimM = n. Denotemos por By, (r) a bola geodésica
de raio r e centro p. Seja By(p,r) uma bola de raio r em um espago forma
de curvatura k. Entdo, com respeito as condicoes de fronteira de Dirichlet,

teremos

M(Ba, (1)) < M(Bu(p,7))-

O teorema acima mostra que Ay (B, ) < AMi(Buy(p, 7)) desde que 7 < inj(p),
onde A (B, () ¢ o menor autovalor de Dirichlet da bola geodésica By, (7).

De fato, no teorema de Cheng ¢é necessario somente termos
sup{Ky(z); © € By(r)} < k.

As estimativas de Cheng sao as melhores possiveis, significando que M pode
ser M. Mas elas dependem de estimativas locais em espacos forma. Embora
existam estimativas locais conhecidas em espacos forma, devemos aplicar nosso
método para obter diretamente estimativas menores para o primeiro autovalor
de bolas geodésicas By (p,r) com r < inj(p).

Surpreendentemente, as estimativas locais obtidas para A (Bys(p, 7)) quando
r ¢ suficientemente pequeno e sup {ky(z), € By(p,r)} < —k* < 0 ou
sup {kn(z); © € By(p,m)} > k* > 0 sdo de aproximacgdes melhores que as
estimativas conhecidas.

E sabido que

M (B (1) > (ﬂ)

r
onde c(n) é o primeiro zero da fun¢do de Bessel J»_;. E também conhecido
que c(n) > %, mas assintoticamente, resulta que

2(rn)

— 1 quando n — oo.
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Portanto, nossa estimativa é:

M(Bupr) > (o)

Teorema 3.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e By (p,r) uma
bola geodésica com raio r < inj(p). Seja k(p,r) = sup {kyp(x); x € By(p,7)}

onde ky; s@o as curvaturas seccionais de M em x. Entao, para k > 0 temos

( 1max {Z—j, [(n — 1)k coth(kp)]Q} se k(p,r)=—Fk?

4
2
M(Bu(p, 7)) > 4n_7"2 se k(p,r)=0
[(n — 1)krcot(kr) + 1) o T
\ 12 se k(p,r)=k er< o

Demonstracao:

Para os casos k(p,r) =0 e k(p,r) = k* com r < %, consideremos o campo
de vetores X = grad p? onde p(x) = dy(z, p).

Aplicando o lema 2.1 junto com a desigualdade
2(n — Dppo(p) +2 > Ap® > 2(n — 1)p(p) +2

obtemos:

i) Para k(p,r) = 0,

M(Bu(p; 7))

<inf div (grad p?) ) ?

2||grad p?(| o

_ [inf Ap? 2
= L

v

ii) Para k(p,r) = k?,

inf div (grad p?)
A (B >
B ) 2 Ty lgrad 2] )

(
- (")
(

inf[2(n — 1) pk cot(kp) + 2])

v

[(n —1)kr Cot(k‘r) + 1]2.

v
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iii) Para o caso k(p,r) = —k* com k > 0, se considerarmos ainda X = grad p?,

MBulpr)) > (f—AP)

2||grad p?||

TL2

Mas, se fizermos X = grad p®, 1 < a < 2, com X suave em By(p,7)\{p} e

obtemos

continua em By (p,r), teremos
/ div (f2X) = 0, ¥f € C(Bu(p.r)). (3.1)
By (pr)

Assim, podemos aplicar a observacao 2.2 e a desigualdade

(n = Dolp) > Bp > (n— V)

e obtermos
inf Ap 2
MBI 2 (gad)
1 Tinf{a(a —1)p*~" + ap*~ ' Ap}
S 4 { ap! ]
1 [inf{a(a —1)p* ' + a(n — 1)kp*~* coth(kp)}
~ 4 { ap! ] '

A expressao de Ap? pode ser obtida a partir de (1.2) fazendo f = 1.

Se a — 1, entao

[(n — 1)k coth(kr)]* .

NG

A (Bu(p,r)) 2

Logo, concluimos que

) {5, (2= D0,

Agora provemos (3.1):
Seja By (p, €) uma bola geodésica com raio € < r e x. é a fungao caracteristica

de BM(p7T)\BM(p7 6) com fe - XediV (f2X) ASSim,

/ fe = / Xediv (f2X)
BM(]?,T') BM(;”J‘)
= / div (f?X)
BM(p7T)\BM(p56)

- / X, ) (3.2)
OB (p,e)
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onde 7 é um vetor unitario normal a 9By (p, €).

Além disso,

| (X < /OB( )
M (D€

OB (pye)
< / XL
C()B]\J (p7€)

= [ i
OB (ps€)

< suplf? / lgrad p°
OB (pye)

— sl [ e
OB (pse€)

= ozsup|f|26°‘_1/ dv
OB (p,e)

= asup |f?* ol (0B (p, €)). (3.3)
Usando (3.2) e (3.3), resulta que

| fl =1 (f*X. )]

B (pyr) 9B (pse)
< asup {12 vl (9B (p.€)).

Fazendo ¢ — 0, obtemos

| lim fl <0.
<=0/ By(p,r)

Logo
lim fe=0.
=0 B (p,r)

Como f. = x.div (f?X) — div (f2X) em quase todos os pontos de Q quando
e = 0 e |fx)] < |div(f?X)(z)] VYo € Bu(p,r)\{p}, resta mostrar que
div (f?X) é integravel em By (p, ).

Em pontos x # p, temos que

[div (f2X)] < 2|fllgrad flap'®V + | [Pala = 1)p "2 + ol fPp D Ap,

(a-2) o pla—1)

Logo, se mostrarmos que p ep Ap sao integraveis em By (p, ), tere-
mos que div (f2X) é integravel.

De fato, para qualquer p € M e funcao integravel f definida em M, temos

/M P = [ fleapte) /ot St o
’ c(€)
_ /S dyip(€) /0 F(expte) V/alt, E)dt
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onde du,(§) é a medida Riemanniana sobre S, induzida pela medida de Le-
besgue euclidiana sobre M.

Agora consideremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1 Dada uma constante real k, denotemos por Si a solucio da

equacao diferencial ordindria
W K =0
satisfazendo as condigoes iniciais S,(0) =0 e S.(0) =1

Naturalmente, teremos

\/Lﬁsen(\/ﬁt) se k>0
Sk(t) = t se k=0
ﬁsenh(\/—_kt) se k<0
. Se M é um espaco forma de curvatura k, entao em coordenadas geodésicas

esféricas teremos, para qualquer p € M que

Vo(t,6) = s V).

Se —k2 = inf {Ky/(z); = € By(p,r)}, com kg > 0, entao

[ = [ [ ot gar
B (p,r) S 0

P

r 1 n—1
< / d,up(f)/ tla=2) (—Senh(kot)> dt < oo
s 0 ko

P

onde a primeira desigualdade é a desigualdade de Bishop. Segue que

/ p* tAp < / (n — 1)p* Yk coth(kop)
BM( 7") BM(par)
_ / Ay (€) / (n — 1)1°= kg coth (kop) /g (1. E)dt
Sp 0
" 1
< / Ay (€) / (n — 1)t ko coth(hop) (- senh(haf))" di < oo.
Sp 0 0
A primeira desigualdade é devido Ap < (n—1)ue(p), com po(p) = kocoth(kop)
para inf, K = —k2, e a segunda desigualdade ¢ novamente a desigualdade de
Bishop.
Logo p®~t e p* ' Ap sdo integraveis em By (p, 7).
Agora aplicando o teorema da convergéncia dominada, temos

/ dwuayzf lim f, = lim fo=0
BM(pvr)

B (pr) €0 =0 Bu(p,r)

e obtemos o resultado desejado.
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TERCEIRA APLICACAO: ESTIMATIVAS DE AUTOVALORES EM SUB-
VARIEDADES COM CURVATURA MEDIA LOCALMENTE LIMI-
TADA

Definicao 3.2 Uma imersao isométrica ¢ : M — N tem curvatura média
localmente limitada H se para qualquer p € M e r > 0, o nidmero h(p,r)

definido por

h(p,r) = sup{|H(z)|; =€ o(M)N Bn(p,7)}

for finito.

Teorema 3.4 Sejam ¢ :(— N uma imersao isométrica com curvatura média
localmente limitada H e € qualquer componente conexa de gpflm, onde
p € N\@(M) er > 0. Escolhendo r adquadamente, podemos estimar o tom
fundamental de 2 como seque:

i) Se k(p,inj(p)) = k* < 0o, escolha r < min {mj(p) Icotg ! [h(p, inj(p) )} }

’ 2k (m—1)k
entao

[(m — 1)kcotg(kr) — h(p, 7")]2'

AT (Q) > 0

.. . . . coth_l[ h(lp;j) ]
i) Se lim, o k(p,7) = 00, considere r(s) = min (m—Lk(ps). 5

2¢/k(p,s)’ k(p,s)
s> 0. Escolha r = max r(s), com s > 0, entdo

[(m — 1)\/k(p,7)cotg(r\/k(p,7)) — h(p,7)]*
. .

Q) >

i) Se k(p,in(p)) = 0, escolha r < min {mj(p), Hing @) }

Considere po—lbrss = 00 se h(p,inj(p)) =0, entdo
1 tm
* > I .
Q) 2 1 [ = = hp.r)

w) Se k(p,inj(p)) = —k* com h(p,inj(p)) < (m — 1)k, e escolhermos r <
inj(p), entdo

[(m — 1)k — h(p,r)]?
. :

() >

v) Se k(p,inj(r)) = —k* com h(p,inj(p)) > (m — 1)k, e escolhermos r <
{inj(p), teotg™ [Mpm I entiio




Em ii), se r(s) > 0 para s pequeno, entao r > 0.
Em iv), podemos ter uma estimativa melhor, ou seja:

[(m — 1k + % — h(p, 7“)]2
4

M) =
se escolhermos X = grad (p* o ) na prova abaizo.

Demonstracao:
Seja p(x) = dn(p, z) a funcao distancia em N e f; : M — R a funcao definida
por
fi:piogp para t=1,2
onde cada f; é diferencidvel em ¢! (By(p,inj(p))).
Seja 2 uma componente conexa de go_l(m), e nesta componente
considere X; = grad f;.
Usando (1.3) obtem-se

v X,(o) = D) = 3 Hessp!(pla)) e ) + (erad o, H)p(x)

onde {ej,...,es} é uma base ortonormal de T, M e H denota a curvatura

média de N em ¢(z).

Temos que

[(grad p’, H)| < |grad p'||H| < ip" 'h(p, ).
Assim,

—ip" 'h(p,r) < (grad p’, H) <ip" 'h(p,7).
Entao

div X; = Ap'(p) + (grad p', H)(¢) > LAp' (@) — ip' " hip, ),

ou seja:

div X; > Ap' —ip" h(p, 7).

Aplicando o teorema de comparacao do Hessiano, segue que:

Para i =1 tem-se
div Xy > Ap—h(p,r) > (m — Dpu(p) — hip,r).
Para o caso i = 2, usemos o fato de Ap? = 2pAp + 2. Assim,
div Xy = Ap® = 2ph(p,r) > 2(m — V)pu(p) + 2ph(p, 1),
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onde consideramos
kcot(kp), sek=K?
p(p) = %, se k=10

kcoth(kp), se k=—K2
Pelo lema (2.1) e desde que || X;|| <1 e || Xs|| < 2r, obtemos

1 [infdile] o m = Dulp) = hp, 1)’
IXu ] = 4

Q)

[(m—l)kcotikf)—h(%r)? se k= K?2
* > ’
() > [(mq)kcoth4(k:r)fh(zo,r)}?7 se k= —K?2.

Na expressao acima, para o caso k = —K?, segue que

[(m — 1)k coth(kr) — h(p,r)]?
- 4

[(m — 1)k — h(p,r)]?
pu— 4 .

AN(Q)

Parai=2¢e k =0 tem-se
[inf div Xy 7
v 2 L[l

1 Xz ]|

[inf[2(m — 1)pt +2 — 2ph(p, r)]] :

A

o

2r

:inf(2m — 2ph(p, r))] ?
2r

[2m — 2rh(p, r)] 2

>
- 2r

_m 2
=)

I R Ny

>

Parai=2e¢ k = —K? tem-se
'infdivXQ]2
|| Xz ||
[inf[2(m — 1)pk coth(kp) + 2 — 2ph(p, 7"):| 2

Q) >

>
- 2r

>

N N S i N
T r r

-(m - Dr+ % — h(p, 7"):| )

Usando as condigoes do enunciado do teorema para k(p, inj(p)), h(p, inj(p))

e r, obtemos as estimativas dadas.

37



Teorema 3.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa nao-compacta.

Se A\ (M) > 0, entdo existe uma func¢do inteira de Green sobre M.

Demonstragao:

Encontra-se em [9] pag. 84.

Definicao 3.3 Uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa

com curvatura seccional nao-positiva ¢ chamada Variedade de Hadamard.

Um fato padrao para variedades de Hadamard é que a aplicagao exponencial
em qualquer ponto é um difeomorfismo global.
Agora vejamos uma versao do limite inferior de Cheng para dominios sobre

subvariedades com curvatura média localmente limitada.

Corolario 3.1 Seja ¢ : M — N wma imersao isométrica com curvatura
média limitada H, onde M ¢ uma variedade Riemanniana completa nado-
compacta m-dimensional e N é uma variedade Riemanniana simplesmente
coneza n-dimensional com curvatura seccional ky satisfazendo ky < —a? para

uma constante a > 0. Se |[|H|| < f < (m — 1)a, entdo

/\*(M) — [(m_ 1ia_ﬁ]2 > 0.

Em particular, existem funcoes inteiras de Green sobre M.

Demonstragao:

Considere p(z) = dy(p,z) com p € N\o(M), f =poype X =grad f.

Sendo N simplesmente conexa com curvatura negativa, temos que todo ponto
de N é um polo, ou seja, nao possui ponto conjugado. Logo inj(p) = oco.

A estimativa para o caso inj(p) = oo e h(p,r) < (m — 1)a para r > 0 no

teorema (3.4) ndo depende de r e é dada por

[(m = Dk = h(p, )

AT (Q) > 7

Como [|H|| < 8 < (m — 1)a, temos que
(m—1)a— 8 < (m—1)a— h(p,r).

Assim

[(m — Va5
4

AT (Q) >
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Desde que qualquer dominio 2 C M esteja imerso em uma bola By (p, ) para
um r suficientemente grande, teremos

m—1-—p3)2
iy > L
para qualquer exaustao €2; C ;1 de M.
A existéncia de funcgoes inteiras de Green sobre M é uma consequéncia direta

do teorema (3.5).

Corolario 3.2 Seja o : M — N uma imersao minima de uma variedade Ri-
emanniana completa nao-compacta m-dimensional em uma variedade de Ha-
damard n-dimensional N com curvatura seccional ky < —a?. Entdo M é

nao-parabdlica.

Coroléario 3.3 Seja ¢ : M — N uma imersdo isométrica minima de uma

superficie completa. Suponha que o(M) C Bgs(0,r). Entao

1
N(M) > —.
( )_47“2
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