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Abstract

We present a method to obtain lower bounds for �rst Dirichlet eigenvalue in

terms of vector �elds with positive divergence. Applying this to the gradient

of a distance function we obtain estimates of eigenvalue of geodesic balls in-

side the cut locus and of domains in submanifolds with locally bounded mean

curvature. For submanifolds of Hadamard manifolds with bounded mean cur-

vature these lower bounds depend only on the dimension of the submanifold

and the bound on its mean curvature.
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Introdu�c~ao

Este trabalho tem como objetivo apresentar um m�etodo para a obten�c~ao de

estimativas inferiores para o tom fundamental de abertos em variedades Ri-

emannianas e algumas aplica�c~oes geom�etricas. Esse m�etodo foi desenvolvido

por Bessa e Montenegro em [2] sendo as estimativas expressas em termos da

divergência de certos campos de vetores e est�a relacionado com a constante

de Cheeger [4]. O Tom Fundamental de um aberto limitado coincide com o

primeiro autovalor do Laplaciano. Como aplica�c~ao do m�etodo obtemos as esti-

mativas de autovalores do Laplaciano em bolas normais devido a S. Y. Cheng

[5] e obtemos uma prova simples do Teorema de McKean [8]. No entanto, a

principal aplica�c~ao de [2] que apresentaremos aqui neste trabalho s~ao as esti-

mativas inferiores dos tons fundamentais de dom��nios de subvariedades com

curvatura m�edia localmente limitada. Em particular, observamos que as su-

perf��cies m��nimas completas limitadas em R
3 tem tom fundamental positivo.

Tamb�em estendemos as estimativas do tom fundamental de subvariedades do

espa�co hiperb�olico de Cheung-Leung [6] para subvariedades de Hadamard.

Outras aplica�c~oes podem ser encontradas em [1], [3]. O trabalho foi dividido

em três cap��tulos. Apresentamos no primeiro cap��tulo uma breve introdu�c~ao

a geometria do Laplaciano onde introduziremos os problemas de autovalores

fechado e de Dirichlet, o Teorema Espectral e o Teorema de Rayleigh. No

segundo cap��tulo apresentaremos as t�ecnicas b�asicas para provar o Lema Prin-

cipal, o Teorema de Compara�c~ao do Hessiano e �nalmente no cap��tulo três

apresentamos as aplica�c~oes do Lema Principal.
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Cap��tulo 1

Preliminares

1.1 Tom Fundamental

Seja M uma variedade Riemanniana e 
 � M um aberto conexo. O tom

fundamental ��(
) de 
 �e de�nido por

��(
) = inf

�R


jrf j2R


f 2

; f 2 L2(
)nf0g
�

(1.1)

onde L2(
) �e o completamento de C1 com respeito a norma

k'k2
 =

Z



'2 +

Z



jr'j2:

Se 
1 � 
2 s~ao abertos, ent~ao

��(
1) � ��(
2) � 0:

O tom fundamental ��(M) de uma variedade Riemanniana completa tomando

M = 
 em (1.1) pode ser dado por

��(M) = lim
r!1

��(BM(p; r)) � 0

onde BM(p; r) �e a bola geod�esica de raio r e centro p.

1.2 Primeiro Autovalor do Laplaciano

Seja 
 um aberto relativamente compacto com fronteira suave. O problema

de autovalores de Dirichlet em 
 consiste em encontar todos os n�umeros reais

� para os quais existe uma solu�c~ao � 2 C2(M) \C2(M) n f0g para a equa�c~ao
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linear 4� + �� = 0 em M e satisfazendo �j@M = 0. O conjunto das solu�c~oes

(para cada �) forma um espa�co vetorial chamado autoespa�co associado ao

autovalor �. O conjunto de autovalores �e descrito pelo teorema espectral.

Teorema 1.1 (Espectral) O conjunto dos autovalores de Dirichlet em 


consiste de uma sequência

0 < �1 < �2 < �3 < : : :+1

e cada autoespa�co Vi associado ao autovalor �i tem dimens~ao �nita. O espa�co

L2(
) das fun�c~oes de quadrado integr�avel se decomp~oe como soma direta dos

autoespa�cos Vi, i.e. L2(
) = �1
i=1Vi. O autoespa�co V1 associado ao menor

autovalor �1 tem dimens~ao 1.

O seguinte teorema caracteriza os autovalores do Laplaciano e �e importante

em v�arias aplica�c~oes geom�etricas.

Teorema 1.2 (Lord Rayleigh) Para todo f 2 C1
0 (
) n f0g, temos

�1(
) �
R


jgrad f j2R


f 2

com a igualdade valendo se, e somente se, f �e uma autofun�c~ao de �1.

Se f�1; �2; : : :g �e uma base ortonormal completa de L2(M) tal que �i �e uma

autofun�c~ao para �i, ent~ao, para f 2 C1
0 (
) n f0g satisfazendo:

hf; �1i = : : : = hf; �k�1i = 0

temos a desigualdade

�k �
R


jgrad f j2R


f 2

com a igualdade valendo se, e somente se, f �e uma autofun�c~ao de �i.

Demonstra�c~ao:

Seja f�1; �2; : : :g uma base ortonormal completa de L2(M) tal que �i �e uma

autofun�c~ao para �i.

Dado f 2 C1
0 (
) n f0g, fa�camos �i = hf; �ii.

11



Consideremos o produto interno hf; gi = R


fg.

De�namos a forma bilinear D por

D[f; g] =

Z



hgrad f; grad gi:

Como Z



hgrad f; grad gi+
Z



f�g = 0 se f j@
 = 0

ent~ao podemos escrever tamb�em

hf;�gi =
Z



f�g = �D[f; g]:

Assim, para i = k; k + 1; : : : ; r, temos

0 � D[f �
rX

i=k

�i�i; f �
rX

i=k

�i�i]

= D[f; f ]� 2
rX

i=k

�iD[f; �i] +
rX

i;j=k

�i�jD[�i; �j]

= D[f; f ] + 2
rX

i=k

�ihf;4�ii �
rX

i;j=k

�i�jh�i;4�ji:

Como

hf;4�ii = hf;��i�ii = ��ihf; �ii = ��i�i

e

h�i;4�ji = h�i;��j�ji = ��jh�i; �ji =
8<
: ��i; se i=j;

0; se i 6= j;

tem-se

D[f; f ] + 2
rX

i=k

�ihf;4�ii �
rX

i;j=k

�i�jh�i;4�ji = D[f; f ]� 2
rX

i=k

�i�
2
i +

rX
i;j=k

�j�i�j

= D[f; f ]� 2
rX

i=k

�i�
2
i +

rX
i=k

�i�
2
i

= D[f; f ]�
rX

i=k

�i�
2
i :

Assim,

D[f; f ]�
rX

i=k

�i�
2
i � 0 =)

rX
i=k

�i�
2
i � D[f; f ]

=)
rX

i=k

�i�
2
i <1:
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Usando a desigualdade de Parseval

rX
i=k

�i�
2
i � �k

rX
i=k

�2
i

obtemos

D[f; f ] �
rX

i=k

�i�
2
i � �k

rX
i=k

�2
i = �kkfk2

e a desigualdade segue facilmente.
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1.3 F�ormulas B�asicas

Se f :M ! R �e uma fun�c~ao diferenci�avel, ent~ao temos

grad f 2 = 2f grad f:

Agora, seja � :M �! R a fun�c~ao distância a p 2M ent~ao

grad �� = ����1grad � com kgrad ��k = ����1

e

4�� = div (grad ��)

= �hgrad ���1; grad �i+ ����14�
= �(�� 1)���2hgrad �; grad �i+ ����14�:

No caso particular de � = 2, temos 4�2 = 2n onde n = dimM .

Seja X = f 2grad ��, temos que

divX = div (f 2grad ��)

= hgrad f 2; grad ��i+ f 24��

= h2fgrad f; ����1grad �i
+f 2

�
�(�� 1)���2hgrad �; grad �i+ ����14��

= 2f����1hgrad f; grad �i+ f 2�(�� 1)���2

+ f 2����14�

desde que kgrad �k = 1.

Segue que

jdiv (f 2grad ��)j � 2jf j2���1jhgrad f; grad �ij+ �jf j2(�� 1)���2

+�jf j2���14�
� 2jf j2jgrad f j���1 + �jf j2(�� 1)���2 (1.2)

+�jf j2���14�:
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1.4 Teorema de Compara�c~ao do Hessiano

SejamM e N variedades Riemannianas e ' :M ,! N uma imers~ao isom�etrica,

isto �e:

hX; Y ip = hd'(X); d'(Y )i'(p) 8p 2M e 8X; Y 2 TpM:

No intuito de aplicar o nosso lema principal, que ser�a mostrado adiante,

precisamos encontrar campos de vetores X:M ! TM; (X:N ! TN) cujas

divergências tenham ��n�mo positivo.

Um campo de vetores natural que podemos considerar �e o gradiente da

fun�c~ao distância (ambiente), que dependendo da geometria de M e N , tem

divergência estritamente positiva. Veri�quemos algumas f�ormulas b�asicas re-

lacionando a divergência do gradiente da fun�c~ao distância, seus limites inferi-

ores, a curvatura m�edia e o limite superior das curvaturas seccionais de N .

Identi�quemos X 2 TpM com d'(X) 2 T'(p)N .

Seja g : N �! R uma aplica�c~ao diferenci�avel e consideremos a composi�c~ao

f :M �! R dada por f = g � '.
Ent~ao temos

hgrad f;Xi = df(X) = dg(X) = hgrad g;Xi 8p 2M e 8 X 2 TpM

pois

grad g = grad f + (gradg)?

onde (grad g)? �e perpendicular a TpM e h(grad g)?; Xi = 0.

Denote por r e r as conex~oes Riemannianas de M e N respectivamente.

De�ni�c~ao 1.1 Seja f :M �! R. De�nimos a forma Hessiana de f por

Hess (f)(X; Y ) = hrXgrad f; Y i em p 2M; para X; Y 2 TpM:

De�ni�c~ao 1.2 Seja ' : M �! N uma imers~ao. De�nimos a segunda forma

fundamental � : TpM � TpM �! (TpM)? da imers~ao ' por

�(X; Y ) = rXY �rXY em p 2M para X; Y 2 TpM:

15



Calculemos agora o Hessiano de f = g � '.

Proposi�c~ao 1.1 Pelas de�ni�c~oes acima e para todo X; Y 2 TpM , temos

Hess (f)(X; Y ) = Hess (g('))(X; Y ) + hgrad g; �(X; Y )i: (1.3)

Demonstra�c~ao:

Hess (f)(X; Y ) = hrXgrad f; Y i
= hrXgrad f � �(X; grad f); Y i
= hrXgrad f; Y i � h�(X; grad f); Y i:

Usando

XhY; grad fi = hrXgrad f; Y i+ hrXY; grad fi

e sabendo que

h�(X; grad f); Y i = 0 pois Y 2 TpM;

tem-se

Hess (f)(X; Y ) = hrXgrad f; Y i
= Xhgrad f; Y i � hrXY; grad fi
= Xhgrad g; Y i � hrXY; grad fi
= hrXgrad g; Y i+ hrXY; grad gi � hrXY; grad fi
= Hess (g)(X; Y ) + hrXY; (grad g)

?i
= Hess (g)(X; Y ) + h(rXY )

?; grad gi
= Hess (g)(X; Y ) + hgrad g; �(X; Y )i:

Calculando o tra�co em (1.3) em rela�c~ao a uma base ortonormal fe1; e2; : : :g
para TpM , temos

4f = TrHess (f)(ei; ej)

=
nX
i=1

Hess (f)(ei; ei)

=
nX
i=1

Hess (g)(ei; ei) + hgrad g;
nX
i=1

�(ei; ei)i:

16



Teorema 1.3 (Teorema de Compara�c~ao do Hessiano) Seja M uma

variedade Riemanniana e x0; x1 2 M tais que existe uma geod�esica m��nima

 : [0; �(x1)] �!M ligando x0 e x1, onde �(x) �e a fun�c~ao distância dM(x; x0).

Seja K as curvaturas seccionais radiais ao longo de  e �0(�) e �1(�) as

fun�c~oes de�nidas por

�0(�) =

8>>><
>>>:

k0 coth(k0�); se infK = �k20
1

�
; se infK = 0

k0 cot(k0�); se infK = k20

e

�1(�) =

8>>><
>>>:

k1 coth(k1�); se supK = �k21
1

�
; se supK = 0

k1 cot(k1�); se supK = k21:

Ent~ao os Hessianos de � e �2 satisfazem

�0(�)kXk2 � Hess (�)(X;X) � �1(�)kXk2 com Hess (�)(0; 0) = 0

e

2��0(�)kXk2 � Hess (�2)(X;X) � 2��1(�)kXk2 com Hess (�2)(0; 0) = 2

onde X �e qualquer vetor em TxM perpendicular a 0(�(x)). Tomando o tra�co

temos as seguintes desigualdades:

(n� 1)�0(�) � 4� � (n� 1)�1(�);

2(n� 1)��0(�) + 2 � 4�2 � 2(n� 1)��1(�) + 2;

onde n = dimM .

Demonstra�c~ao:

Fixemos p 2M . Para x 2M �Cut(p), seja  uma geod�esica minimizante

ligando p a x e parametrizada pela distância, tal que (0) = p e (r) = x. Seja

X 2 TpM tal que hX; @
@r
i(x) = 0. Como x n~ao �e um ponto conjugado de p,

podemos estender X a um campo de Jacobi X ao longo de  com X((0)) = 0

e X((r)) = X, onde [X; @
@r
] = 0. Assim,

Hess (�)(X;X) = hrXgrad �;Xi = hrgrad �X;Xi

17



pois [X; grad �] = 0. Segue que

Hess (�) =

Z r

0

d

dt
hX;rgrad �Xidt

=

Z r

0

(hrgrad �X;rgrad �Xi+ hX;rgrad �rgrad �Xi)dt

=

Z r

0

(jrgrad �Xj2 + hX;rgrad �rgrad �Xi)dt:

Sendo X um campo de Jacobi, temos que

rgrad �rgrad �X +R(X; grad �)grad � = 0:

Logo

Hess (�)(X;X) =

Z r

0

(jrgrad �Xj2 � hR(X; grad �)grad �;Xi)dt

onde R �e a curvatura Riemanniana deM e o segundo membro acima �e a forma

��ndice.

Demonstremos a vers~ao geral do Teorema de Compara�c~ao do Hessiano.

Sejam M1 e M2 variedades Riemannianas de dimens~ao n e i : [0; a] �! Mi

com i = 1; 2, duas geod�esicas parametrizadas pelo comprimento de arco, onde

i n~ao intersecta o cut locus de i(p). Seja �i a fun�c~ao distância de i(0)

sobre Mi e Ki a curvatura seccional de Mi. Supondo que em 1(t) e 2(t) com

0 � t � a, tenhamos

K1(X1;
@

@1
) � K2(X2;

@

@2
)

onde Xi �e um vetor unit�ario qualquer em Ti(t)Mi, perpendicular a
@
@i

, ent~ao

Hess (�1)(X1; X1) � Hess (�2)(X2; X2)

onde Xi 2 Ti(a)Mi, com hXi;
@

@i
i(i(a)) = 0 e jXij = 1.

De fato, seja Ei
1; : : : ; E

i
n um sistema de campo de vetores ortonormais paralelo

ao longo de i com Ei
n =

@

@i
.

Assim,

Hess (�i)(Xi; Xi) =

Z a

0

(j @
@i

X ij2 � hR(X i;
@

@i
)
@

@i
; X ii)dt; (1.4)

sendo X i um campo de Jacobi ao longo de i com X i(i(0)) = 0 e X i(i(a)) =

X.
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Como hX i;
@

@i
i = 0, temos que X i �e perpendicular a E

i
n em cada ponto de i.

Considere

X2 =
n�1X
i=1

�i(t)E
2
i :

Tomemos E1
1 ; : : : ; E

1
n tal que

X1 = X1(a) =
n�1X
i=1

�i(a)E
1
i (1(a)):

De�namos agora um campo de vetor Z ao longo de 1 por

Z =
n�1X
i=1

�i(t)E
1
i :

Ent~ao Z assume os mesmo valores de X i em t = 0 e t = a.

Al�em disso,

jZj = jX2j

e

jr @
@2

X2j = j
n�1X
i=1

�0i(t)E
2
i j = j

n�1X
i=1

�0i(t)E
1
i j = jr @

@1

Zj:

Como o campo de Jacobi minimiza a forma ��ndice entre todos os campo de

vetores ao longo da mesma geod�esica com os mesmos valores de fronteira,

ent~ao teremos

Hess (�1)(X1; X1) =

Z a

0

(j @
@1

X1j2 � hR(X1;
@

@1
)
@

@1
; X1i)dt

�
Z a

0

(jr @
@1

Zj2 � hR(Z; @

@1
)
@

@1
; Zi)dt

=

Z a

0

(jr @
@2

X2j2 �K1(Z;
@

@1
))dt

�
Z a

0

(jr @
@2

X2j2 �K2(X2;
@

@2
))dt

= Hess (�2)(X2; X2);

e segue a desigualdade desejada.

Seja X 2 T0(p)M e X?0(p) e denotemos por X(t) o campo de vetores

obtido pela estens~ao paralela de X ao longo de .

19



Seja X(t) o campo de Jacobi ao longo de  com X(0) = 0 e X(p) = X da

forma

X(t) = f(t)X(t)

onde a fun�c~ao f(t) satisfaz a equa�c~ao de Jacobi

f(t)00 +Kf(t) = 0 (1.5)

com as condi�c~oes f(0) = 0 e f(�) = 1.

Seja

�
@

@
;X1; : : : ; Xn�1

�
�e uma base ortonormal de T(p)M e paralela ao longo

de .

Usando o campo de Jacobi

X i(t) = f(t)Xi(t)

com X i(0) = 0, X i((p)) = Xi e jXij = 1 em (1.4), obtemos

Hess (�)(Xi; Xi) =

Z �

0

(j @
@
Xij2 � hR(Xi;

@

@
)
@

@
;Xii)dt

=

Z �

0

(j @
@

(f(t)Xi(t))j2 � f(t)2hR(Xi;
@

@
)
@

@
;Xii)dt

=

Z �

0

(j@f(t)
@t

j2 �Kf(t)2)dt: (1.6)

Assim, para K = �k2, a solu�c~ao de (1.5) ser�a

f(t) =
senh(kt)

senh(k�)
;

e de (1.6) segue

Hess (�)(Xi; Xi) =

Z �

0

�
k2 cosh2(kt)

senh2(k�)
� k2 senh2(kt)

senh2(k�)

�
dt

=
k2

senh2(k�)

Z �

0

cosh(2kt)dt

=
k

2senh2(k�)

Z �

0

d

dt
(senh(2kt))dt

=
k

2senh2(k�)
senh(2k�)

=
k senh(k�) cosh(k�)

senh2(k�)

= k coth(k�):

Logo

Hess (�)(Xi; Xi) = k coth(k�):
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Para K = 0, a solu�c~ao de (1.5) ser�a

f(t) =
t

�
;

e de (1.6) obtemos

Hess (�)(Xi; Xi) =

Z �

0

jf 0(t)jdt = 1

�2

Z �

0

dt =
1

�
:

Para K = k2, a equa�c~ao (1.5) tem como solu�c~ao

f(t) =
sen(kt)

sen(k�)
:

Substituindo em (1.6), resulta em

Hess (�)(Xi; Xi) =

Z �

0

�
k2 cos2(kt)

sen2(k�)
� k2 sen2(kt)

sen2(k�)

�
dt

=
k2

sen2(k�)

Z �

0

cos(2kt)dt

=
k

2sen2(k�)

Z �

0

d

dt
(sen(2kt))dt

=
k

2sen2(k�)
2sen(k�) cos(k�)

= k cot(k�);

ou seja:

Hess (�)(Xi; Xi) = k cot(k�):

Como

4� =
n�1X
i=1

Hess (�)(X;X) = (n� 1)Hess (�)(X;X);

tem-se

4� =

8>><
>>:

(n� 1)k coth(k�); se K = �k2
(n�1)
�
; se K = 0

(n� 1)k cot(k�); se K = k2:

Assim, podemos de�nir �i(�) por

�i(�) =

8>><
>>:

ki coth(ki�)

1
�

ki cot(ki�);

com i = 0 quando considerarmos o inf k e i = 1 para o sup k.
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Denotemos Mn(k) o espa�co forma n-dimensional simplesmente conexo de

curvatura seccional constante k. Isto �e:

i) A esfera Sn(k) de curvatura k > 0;

ii) O espa�co euclidiano Rn de curvatura k = 0;

iii) O espa�co hiperb�olico Hn(k) de curvatura k < 0.

Considerando M restrita a geod�esica , teremos

inf

k � K � sup



k:

Denotemos por M0
inf k

e M1
sup k

os espa�cos formas de curvaturas inf k e

sup k respectivamente.

Aplicando a vers~ao geral do teorema de compara�c~ao do Hessiano, mencionada

no in��cio da demonstra�c~ao, segue que

Hess (�0)(Xi; Xi) � Hess (�)(Xi; Xi) � Hess (�1)(XI ; Xi) (1.7)

onde �0, � e �1 s~ao as fun�c~oes distâncias sobre M
0
inf k

, M e M0
sup k

respectiva-

mente.

De (1.7 ) deriva

�0(�)kXik2 � Hess (�)(Xi; Xi) � �1(�)kXik2:

Somando em i de 1 a n-1 temos
n�1X
i=1

�0(�)kXik2 �
n�1X
i=1

Hess (�)(Xi; Xi) �
n�1X
i=1

�1(�)kXik2;

que implica em

(n� 1)�0(�) � 4� � (n� 1)�1(�):

Para �2 tem-se

Hess (�20)(Xi; Xi) � Hess (�2)(Xi; Xi) � Hess (�21)(Xi; Xi)

do qual resulta

2��0(�)kXk2 � Hess (�2)(X;X) � 2��1(�)kXk2:

Sabendo que 4�2 = 2(�4�+ kgrad �2k) e que kgrad �2k = 1, tem-se

4�2 = 2�4�+ 2;

e obtemos

2(n� 1)��0(�) + 2 � 4�2 � 2(n� 1)��1(�) + 2:
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1.5 Coordenadas Geod�esicas

Seja M uma variedade Riemanniana e p 2 M . Para cada vetor � 2 TpM ,

consideremos  a �unica geod�esica satisfazendo (0) = p, 0(0) = � e

c(�) := supft > 0; t� 2 TM e d(p; (t)) = tg,

ou seja, c(�) �e a distância de p ao seu ponto m��nimo ao longo de .

Consideremos Dp = ft�; 0 � t � c(�); � 2 Spg o maior subconjunto aberto de

TpM tal que, para qualquer � 2 Dp, a geod�esica (t) = expp(Dp) minimiza a

distância de p a (t) para todo t 2 [0; c(�)]. Assim, podemos tamb�em de�nir

o cut locus de p por

Cut(p) =
�
expp(c(�)�); � 2 TpM e j�j = 1

	
;

e fazermos M = expp(Dp) [ C(p).
A aplica�c~ao exponencial expp : Dp �! expp(Dp) �e um difeomor�smo e �e

chamada de coordenadas geod�esicas de MnC(p).
Fixe um vetor � 2 TpM com j�j = 1 e denote por �? o complemento ortogonal

de fR�g em TpM e considere

Pt : TpM �! Texpp(t�)M

o transporte paralelo ao longo de .

De�na o caminho das transforma�c~oes lineares A(t; �) : �? �! �? por

A(t; �)� = P�1
t Y (t)

onde Y (t) �e o campo de Jacobi ao longo de  de�nida pelas condi�c~oes iniciais

Y (0) = 0 e Y 0(0) = �.

Agora de�na a aplica�c~ao R(t) : �? �! �? por

R(t)� = P�1
t R(0; P�)0

onde R �e o tensor curvatura de Riemann.

Temos que R(t) �e uma aplica�c~ao autoadjunta e o caminho das transforma�c~oes

lineares A(t; �) satisfaz a equa�c~ao de Jacobi

A00 +RA = 0
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com as condi�c~oes iniciais A(0; �) = 0 e A0(0; �) = I.

No conjunto expp(Dp), a m�etrica Riemanniana de M pode ser expressa por

ds2(expp(t�)) = dt2 + jA(t; �)d�j2:
Fazendo

p
g(t; �) = detA(t; �), temos, pelo teorema de compara�c~ao de Rauch,

o seguinte teorema de compara�c~ao:

Teorema 1.4 (Bishop) Se a curvatura seccional radial ao longo de  satisfaz

hR(0; v)0; vi � kjvj2 8 t 2 (0; r)

e se Sk(t) n~ao se anula em (0; r), ent~ao�
g(t; �)

Sn�1
k (t)

�0
� 0 em (0; r)

e p
g(t; �)� Sn�1

k (t) � 0 em (0; r):

Al�em disso, a igualdade ocorre em uma dessas duas desigualdades acima no

ponto t0 2 (0; r) se, e somente se, R = kI e A = SkI em todo [0; t0].

onde Ck(t) = S 0k(t) e Sk(t) �e dado por

Sk(t) =

8>><
>>:

1p
k
sen(

p
kt) se k > 0

t se k = 0

1p�k senh(
p�kt) se c < 0

Uma parametriza�c~ao em Dp �e dada por

exp�1
p jDpnfpg : Dpnfpg �! Dpnf; pg

e a medida Riemanniana em Dp por

dV (t�) =
p
g(t; �)dtd�p(�)

onde
p
g est�a de�nida em Dp e d�p(p) denota a medida Riemanniana de Sp

induzida pela medida Euclidiana de Lesbesgue sobre Mp.

Para o espa�co Euclidiano Rn, com respeito as coordenadas esf�ericas, temos:

dV (t�) = tn�1dtd�n�1(�)

onde d�n�1 denota a medida Riemanniana de Sn�1.

SeM tem curvatura constante K, ent~ao, em coordenadas esf�ericas geod�esicas,

para qualquer ponto p 2M , temosp
g(t; �) = Sn�1

k (t).
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Cap��tulo 2

Lema Principal

De�ni�c~ao 2.1 Seja 
 2 M um aberto em uma variedade Riemanniana C1.

Denotemos por X(
) o conjunto de todos os campos de vetores X em 
 com

kXk1 = sup
 jXj <1 e inf divX > 0.

De�ne-se c(
) por

c(
) = sup

�
inf divX

kXk1 ; X 2 X(M)

�
:

Observa�c~ao 2.1 Para mostrar que X(
) 6= ; se 
 �e limitado com fronteira

n~ao vazia considere o problema de valor de fronteira com 4u = 1 em 
 e

u = 0 em @
, sendo X = gradu. Ent~ao

divX = div (gradu) = 4u = 1 e kXk1 <1:

Lema 2.1 Seja 
 2M um aberto em uma variedade Riemanniana. Ent~ao

��(
) � c(
)2

4
> 0:

Demonstra�c~ao:

Seja X 2 X(
) e f 2 C1
0 (
). O campo vetorial f 2X tem suporte compacto

em 
. Temos que

div (f 2X) = hgrad f 2; Xi+ f 2divX:

Como

f 2divX � f 2 inf divX e jhgrad f 2; Xij � jgrad f 2jjXj;

segue que
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div (f 2X) = hgrad f 2; Xi+ f 2divX � �jgrad f 2jjXj+ f 2 inf divX:

Como

jgrad f 2j2 = hgrad f 2; grad f 2i = 4f 2hgrad f; grad fi = 4f 2jgrad f j

ou seja,

jgrad f 2j = 2jf j:jgrad f j,

tem-se

�jgrad f 2jjXj+ f 2 inf divX � �2jf jjgrad f j sup jXj+ f 2 inf divX

pois �jXj � � sup jXj.
Temos ainda que

(�jf j � jgrad f j)2 � 0 =) �2jf j2 � 2�jf j:jgrad f j+ jgrad f j2 � 0

=) �2�jf jjgrad f j � ��2jf j2 � jgrad f j2

=) �2jf jjgrad f j � ��jf j2 � 1

�
jgrad f j2 8� > 0:

assim,

div (f 2X) � sup jXj(��jf j2 � 1
�
jgrad f j2) + f 2 inf divX.

Integrando a �ultima express~ao sobre um dom��nio normal D � 
 temos

0 =

Z
D

div (f 2X) � sup jXj
Z
D

(��jf j2 � 1

�
jgrad f j2) + inf divX

Z
D

f 2

=)
Z
D

jgrad f j2 � �

sup jXj(inf divX � � sup jXj)
Z
D

f 2:

Fazendo � = inf divX
2 sup jXj , obtemosZ




jgrad f j2 =

Z
D

jgrad f j2

�
�
inf divX

2 sup jXj
�2 Z

D

f 2

=

�
inf divX

2 sup jXj
�2 Z




f 2;

e segue que R


jgrad f j2R


f 2

� 1

4

�
inf divX

kXk1

�2
: (2.1)
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Considerando em (2.1) o supremo de todos os campos de vetores X 2 X(
),

resulta em

��(
) = inf



�R jgrad f j2R


f 2

�

� sup
1

4

�
inf divX

kXk1

�2

=
c(
)2

4
:

Observa�c~ao 2.2 Na demonstra�c~ao acima necessitamos somente considerar

campos de vetores X suaves quase em todos os pontos de 
 tal queZ



div (f 2X) = 0 8f 2 C1(
):

Corol�ario 2.1 Seja 
 � M um dom��nio normal com fecho compacto em

uma variedade Riemanniana M . Considere o problema de valor de fronteira

4u = 1 em 
 e u = 0 em @
.

Ent~ao

��(
) � 1

4kgraduk21
:

Demonstra�c~ao:

Considerando X = gradu, temos

inf div (gradu) = inf4u = 1 e kXk1 = kgraduk1:

Logo

��(
) � c(
)2

4
=

1

4

�
sup

1

kgraduk1

�2
� 1

4kgraduk21
:

Corol�ario 2.2 N~ao existem campos de vetores diferenci�aveis limitado X :

M �! TM com infM divX > 0 em variedades completas n~ao-compactas com

��(M) = 0. Em particular, n~ao existem tais campos de vetores em Rn.

Para dom��nios normais, o lema (2.1) �e um corol�ario do teorema de Cheeger,

j�a que pode ser mostrado que c(
) � h(
), onde

h(
) = inf
A�


vol@A

volA
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�e a constante de Cheeger.

Para veri�carmos isto, consideremos X 2 X(
) e A � 
 um subdom��nio

normal de 
.Ent~ao

inf


divX:volA = inf



divX:

Z
A

dV

�
Z
A

divXdV

=

Z
@A

hX; �i
� kXk1vol(@A):

Logo

inf
 divX

kXk1 � vol(@A)

volA
:

Cada membro da desigualdade acima �e independente um do outro. Para

alguns casos �e possivel mostrar que c(
) = h(
), como no caso de bolas do

espa�co euclidiano, por exemplo.

A vantagem de introduzir c(
) �e a possibilidade de calcularmos limites infe-

riores para �(
) por meio do limite inferior de c(
). Al�em disso, pode ser

aplicado em dom��nios arbitr�arios.
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Cap��tulo 3

Aplica�c~oes do lema Principal

PRIMEIRA APLICAC� ~AO: UMA PROVA DO TEOREMA DE MCKEAN

Teorema 3.1 SejaM uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com-

pleta e n~ao-compacta com curvatura seccional KM � �k2 < 0, com k > 0,

ent~ao

��(M) � (m� 1)2k2

4
:

Demonstra�c~ao:

Seja 
 � M um dom��nio normal e � : M �! R a fun�c~ao distância de um

ponto p 2Mn
.
Considere X = grad �. Pelo teorema 2.7, temos que

divX = 4� � (n� 1)�1(�) = (n� 1)k coth(k�) � (n� 1)k:

Pelo lema 2.1, segue que

��(
) �
�
inf divX

2kXk1

�2

�
�
(n� 1)k

2

�2
;

pois kXk1 = 1.

logo

��(M) � [(n� 1)k]2

4
:
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SEGUNDA APLICAC� ~AO: ESTIMATIVA DE AUTOVALORES EM BOLAS

GEOD�ESICAS

Seja M uma variedade Riemanniana completa n-dimensional com curva-

tura seccionalKM < k eMk uma variedade Riemanniana simplesmente conexa

n-dimensional de curvatura seccional constante k.

Consideremos o

Teorema 3.2 [Cheng] SejaM a variedade Riemanniana descrita acima com

Ric(M) � (n � 1)k e dimM = n. Denotemos por BMk
(r) a bola geod�esica

de raio r e centro p. Seja BM(p; r) uma bola de raio r em um espa�co forma

de curvatura k. Ent~ao, com respeito as condi�c~oes de fronteira de Dirichlet,

teremos

�1(BMk
(r)) � �1(BM(p; r)):

O teorema acima mostra que �1(BMk(r)) � �1(BM(p; r)) desde que r < inj(p),

onde �1(BMk(r)) �e o menor autovalor de Dirichlet da bola geod�esica BMk
(r).

De fato, no teorema de Cheng �e necess�ario somente termos

sup fKM(x); x 2 BM(r)g � k:

As estimativas de Cheng s~ao as melhores poss��veis, signi�cando que M pode

ser Mk. Mas elas dependem de estimativas locais em espa�cos forma. Embora

existam estimativas locais conhecidas em espa�cos forma, devemos aplicar nosso

m�etodo para obter diretamente estimativas menores para o primeiro autovalor

de bolas geod�esicas BM(p; r) com r < inj(p).

Surpreendentemente, as estimativas locais obtidas para �1(BM(p; r)) quando

r �e su�cientemente pequeno e sup fkM(x); x 2 BM(p; r)g � �k2 < 0 ou

sup fkM(x); x 2 BM(p; r)g � k2 > 0 s~ao de aproxima�c~oes melhores que as

estimativas conhecidas.

�E sabido que

�1(BRn(r)) �
�
c(n)

r

�2

onde c(n) �e o primeiro zero da fun�c~ao de Bessel Jn
2
�1. �E tamb�em conhecido

que c(n) > n
2
, mas assintoticamente, resulta que

2c(n)

n
�! 1 quando n �!1:
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Portanto, nossa estimativa �e:

�1(BM(p; r)) �
� n
2r

�2
:

Teorema 3.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e BM(p; r) uma

bola geod�esica com raio r < inj(p). Seja k(p; r) = sup fkM(x); x 2 BM(p; r)g
onde kM s~ao as curvaturas seccionais de M em x. Ent~ao, para k > 0 temos

�1(BM(p; r)) �

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

1

4
max

�
n2

r2
; [(n� 1)k coth(k�)]2

�
se k(p; r) = �k2

n2

4r2
se k(p; r) = 0

[(n� 1)kr cot(kr) + 1]2

4r2
se k(p; r) = k2 e r <

�

2k
:

Demonstra�c~ao:

Para os casos k(p; r) = 0 e k(p; r) = k2 com r <
�

2k
, consideremos o campo

de vetores X = grad �2 onde �(x) = dM(x; p).

Aplicando o lema 2.1 junto com a desigualdade

2(n� 1)��0(�) + 2 � 4�2 � 2(n� 1)��1(�) + 2

obtemos:

i) Para k(p; r) = 0,

�1(BM(p; r)) �
�
inf div (grad �2)

2kgrad �2k1

�2

=

�
inf4�2
4�

�2

�
 
inf[2(n� 1)�:1

�
+ 2]

4�

!2

=
n2

4�2
� n2

4r2
:

ii) Para k(p; r) = k2,

�1(BM(p; r)) �
�
inf div (grad �2)

2kgrad �2k
�2

=

�
inf4�2
4�

�2

�
�
inf[2(n� 1)�k cot(k�) + 2]

4�

�2

� [(n� 1)kr cot(kr) + 1]2

4r2
:
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iii) Para o caso k(p; r) = �k2 com k > 0, se considerarmos ainda X = grad �2,

obtemos

�1(BM(p; r)) �
�

inf4�2
2kgrad �2k

�2

=

�
inf(2n)

4�

�2

� n2

4r2
:

Mas, se �zermos X = grad ��, 1 < � < 2, com X suave em BM(p; r)nfpg e

cont��nua em BM(p; r), teremosZ
BM (p;r)

div (f 2X) = 0; 8f 2 C1(BM(p; r)): (3.1)

Assim, podemos aplicar a observa�c~ao 2.2 e a desigualdade

(n� 1)�0(�) � 4� � (n� 1)�1(�)

e obtermos

�1(BM(p; r)) �
�

inf4��
2kgrad ��k

�2

=
1

4

�
inff�(�� 1)���1 + ����14�g

����1

�

� 1

4

�
inff�(�� 1)���1 + �(n� 1)k���1 coth(k�)g

����1

�
:

A express~ao de 4�2 pode ser obtida a partir de (1.2) fazendo f = 1.

Se � �! 1, ent~ao

�1(BM(p; r)) � 1

4
[(n� 1)k coth(kr)]2 :

Logo, concluimos que

�1(BM(p; r)) � max

�
n2

4r2
;
[(n� 1)k coth(kr)]2

4

�
:

Agora provemos (3.1):

Seja BM(p; �) uma bola geod�esica com raio � < r e �� �e a fun�c~ao caracter��stica

de BM(p; r)nBM(p; �) com f� = ��div (f
2X). Assim,Z

BM (p;r)

f� =

Z
BM (p;r)

��div (f
2X)

=

Z
BM (p;r)nBM (p;�)

div (f 2X)

=

Z
@BM (p;�)

hf 2X; �i (3.2)
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onde � �e um vetor unit�ario normal a @BM(p; �).

Al�em disso,

j
Z
@BM (p;�)

hf 2X; �ij �
Z
@BM (p;�)

jhf 2X; �ij

�
Z
@BM (p;�)

jf 2Xj:j�j

=

Z
@BM (p;�)

jf j2:jXj

� sup jf j2
Z
@BM (p;�)

jgrad ��j

= � sup jf j2
Z
@BM (p;�)

���1

= � sup jf j2���1

Z
@BM (p;�)

dV

= � sup jf j2���1vol(@BM(p; �)): (3.3)

Usando (3.2) e (3.3), resulta que

j
Z
BM (p;r)

f�j = j
Z
@BM (p;�)

hf 2X; �ij

� � sup jf j2���1vol(@BM(p; �)):

Fazendo �! 0, obtemos

j lim
�!0

Z
BM (p;r)

f�j � 0:

Logo

lim
�!0

Z
BM (p;r)

f� = 0:

Como f� = ��div (f
2X) ! div (f 2X) em quase todos os pontos de 
 quando

� ! 0 e jf�(x)j � jdiv (f 2X)(x)j 8x 2 BM(p; r)nfpg, resta mostrar que

div (f 2X) �e integr�avel em BM(p; r).

Em pontos x 6= p, temos que

jdiv (f 2X)j � 2jf jjgrad f j��(��1) + jf j2�(�� 1)�(��2) + �jf j2�(��1)4�;

Logo, se mostrarmos que �(��2) e �(��1)4� s~ao integr�aveis em BM(p; r), tere-

mos que div (f 2X) �e integr�avel.

De fato, para qualquer p 2M e fun�c~ao integr�avel f de�nida em M , temosZ
M

fdV =

Z
Dp

f(expt�)
p
g(t; �)dtd�p(�)

=

Z
Sp

d�p(�)

Z c(�)

0

f(expt�)
p
g(t; �)dt
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onde d�p(�) �e a medida Riemanniana sobre Sp induzida pela medida de Le-

besgue euclidiana sobre M .

Agora consideremos a seguinte de�ni�c~ao:

De�ni�c~ao 3.1 Dada uma constante real k, denotemos por Sk a solu�c~ao da

equa�c~ao diferencial ordin�aria

 00 +K = 0

satisfazendo as condi�c~oes iniciais Sk(0) = 0 e S 0k(0) = 1.

Naturalmente, teremos

Sk(t) =

8>><
>>:

1p
k
sen(

p
kt) se k > 0

t se k = 0

1p�k senh(
p�kt) se k < 0

. Se M �e um espa�co forma de curvatura k, ent~ao em coordenadas geod�esicas

esf�ericas teremos, para qualquer p 2M quep
g(t; �) = S

(n�1)
k (t):

Se �k20 = inf fKM(x); x 2 BM(p; r)g, com k0 > 0, ent~aoZ
BM (p;r)

�(��2) =

Z
Sp

d�p(�)

Z r

0

t(��2)
p
g(t; �)dt

�
Z
Sp

d�p(�)

Z r

0

t(��2)

�
1

k0
senh(k0t)

�n�1

dt <1

onde a primeira desigualdade �e a desigualdade de Bishop. Segue queZ
BM (p;r)

���14� �
Z
BM (p;r)

(n� 1)���1k0 coth(k0�)

=

Z
Sp

d�p(�)

Z r

0

(n� 1)t��1k0 coth(k0�)
p
g(t; �)dt

�
Z
Sp

d�p(�)

Z r

0

(n� 1)t��1k0 coth(k0�)(
1

k0
senh(k0t))

n�1dt <1:

A primeira desigualdade �e devido4� � (n�1)�0(�), com �0(�) = k0coth(k0�)

para infK = �k20, e a segunda desigualdade �e novamente a desigualdade de

Bishop.

Logo ���1 e ���14� s~ao integr�aveis em BM(p; r).

Agora aplicando o teorema da convergência dominada, temosZ
BM (p;r)

div (f 2X) =

Z
BM (p;r)

lim
�!0

f� = lim
�!0

Z
BM (p;r)

f� = 0

e obtemos o resultado desejado.
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TERCEIRA APLICAC� ~AO: ESTIMATIVAS DE AUTOVALORES EM SUB-

VARIEDADES COM CURVATURA M�EDIA LOCALMENTE LIMI-

TADA

De�ni�c~ao 3.2 Uma imers~ao isom�etrica ' : M �! N tem curvatura m�edia

localmente limitada H se para qualquer p 2 M e r > 0, o n�umero h(p; r)

de�nido por

h(p; r) = sup fjH(x)j; x 2 '(M) \BN(p; r)g

for �nito.

Teorema 3.4 Sejam ' :�! N uma imers~ao isom�etrica com curvatura m�edia

localmente limitada H e 
 qualquer componente conexa de '�1BM(p; r), onde

p 2 Nn'(M) e r > 0. Escolhendo r adquadamente, podemos estimar o tom

fundamental de 
 como segue:

i) Se k(p; inj(p)) = k2 <1, escolha r < min
n
inj(p); �

2k
cotg�1

h
h(p; inj(p)

(m�1)k
)
io

ent~ao

��(
) � [(m� 1)kcotg(kr)� h(p; r)]2

4
:

ii) Se limr!1 k(p; r) = 1, considere r(s) = min

�
�

2
p

k(p;s)
;
coth�1[ h(p;s)

(m�1)k(p;s) ]
k(p;s)

�
,

s > 0. Escolha r = max r(s), com s > 0, ent~ao

��(
) � [(m� 1)
p
k(p; r)cotg(r

p
k(p; r))� h(p; r)]2

4
:

iii) Se k(p; in(p)) = 0, escolha r < min
n
inj(p); m

h(p;inj(p))

o
.

Considere m
h(p;inj(p))

=1 se h(p; inj(p)) = 0, ent~ao

��(
) � 1

4

hm
r
� h(p; r)

i
:

iv) Se k(p; inj(p)) = �k2 com h(p; inj(p)) < (m � 1)k, e escolhermos r <

inj(p), ent~ao

��(
) � [(m� 1)k � h(p; r)]2

4
:

v) Se k(p; inj(r)) = �k2 com h(p; inj(p)) � (m � 1)k, e escolhermos r <n
inj(p); 1

k
cotg�1

h
h(p;inj(p))
(m�1)k

io
, ent~ao

��(
) � [(m� 1)k + 1
r
� h(p; r)]2

4
:
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Em ii), se r(s) > 0 para s pequeno, ent~ao r > 0.

Em iv), podemos ter uma estimativa melhor, ou seja:

��(
) �
�
(m� 1)k + 1

r
� h(p; r)

�2
4

se escolhermos X = grad (�2 � ') na prova abaixo.

Demonstra�c~ao:

Seja �(x) = dN(p; x) a fun�c~ao distância em N e fi :M �! R a fun�c~ao de�nida

por

fi = �i � ' para i = 1; 2

onde cada fi �e diferenci�avel em '�1(BN(p; inj(p))).

Seja 
 uma componente conexa de '�1(BN(p; inj(p))), e nesta componente

considere Xi = grad fi.

Usando (1.3) obtem-se

divXi(x) = 4fi(x) =
m�1X
i=1

Hess�i('(x))(ei; ei) + hgrad �i; Hi'(x)

onde fe1; : : : ; e2g �e uma base ortonormal de TxM e H denota a curvatura

m�edia de N em '(x).

Temos que

jhgrad �i; Hij � jgrad �ijjHj � i�i�1h(p; r):

Assim,

�i�i�1h(p; r) � hgrad �i; Hi � i�i�1h(p; r):

Ent~ao

divXi = 4�i(') + hgrad �i; Hi(') � 4�i(')� i�i�1h(p; r);

ou seja:

divXi � 4�i � i�i�1h(p; r):

Aplicando o teorema de compara�c~ao do Hessiano, segue que:

Para i = 1 tem-se

divX1 � 4�� h(p; r) � (m� 1)�(�)� h(p; r):

Para o caso i = 2, usemos o fato de 4�2 = 2�4�+ 2. Assim,

divX2 = 4�2 � 2�h(p; r) � 2(m� 1)��(�) + 2�h(p; r);
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onde consideramos

�(�) =

8>><
>>:

k cot(k�); se k = K2

1
�
; se k = 0

k coth(k�); se k = �K2:

Pelo lema (2.1) e desde que kX1k � 1 e kX2k � 2r, obtemos

��(
) � 1

4

�
inf divX1

kX1k
�
� [(m� 1)�(�)� h(p; r)]2

4

para i = 1.

Logo

��(
) �
8<
:

[(m�1)k cot(kr)�h(p;r)]2
4

; se k = K2

[(m�1)k coth(kr)�h(p;r)]2
4

; se k = �K2:

Na express~ao acima, para o caso k = �K2, segue que

��(
) � [(m� 1)k coth(kr)� h(p; r)]2

4

� [(m� 1)k � h(p; r)]2

4
:

Para i = 2 e k = 0 tem-se

��(
) � 1

4

�
inf divX2

kX2k
�2

=
1

4

"
inf[2(m� 1)�1

�
+ 2� 2�h(p; r)]

2r

#2

=
1

4

�
inf(2m� 2�h(p; r))

2r

�2

� 1

4

�
2m� 2rh(p; r)

2r

�2

� 1

4

hm
r
� h(p; r)

i2
:

Para i = 2 e k = �K2 tem-se

��(
) � 1

4

�
inf divX2

kX2k
�2

� 1

4

�
inf[2(m� 1)�k coth(k�) + 2� 2�h(p; r)

2r

�2

� 1

4

�
(m� 1)r +

1

r
� h(p; r)

�2
:

Usando as condi�c~oes do enunciado do teorema para k(p; inj(p)), h(p; inj(p))

e r, obtemos as estimativas dadas.
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Teorema 3.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa n~ao-compacta.

Se �1(M) > 0, ent~ao existe uma fun�c~ao inteira de Green sobre M .

Demonstra�c~ao:

Encontra-se em [9] pag. 84.

De�ni�c~ao 3.3 Uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa

com curvatura seccional n~ao-positiva �e chamada Variedade de Hadamard.

Um fato padr~ao para variedades de Hadamard �e que a aplica�c~ao exponencial

em qualquer ponto �e um difeomor�smo global.

Agora vejamos uma vers~ao do limite inferior de Cheng para dom��nios sobre

subvariedades com curvatura m�edia localmente limitada.

Corol�ario 3.1 Seja ' : M �! N uma imers~ao isom�etrica com curvatura

m�edia limitada H, onde M �e uma variedade Riemanniana completa n~ao-

compacta m-dimensional e N �e uma variedade Riemanniana simplesmente

conexa n-dimensional com curvatura seccional kN satisfazendo kN � �a2 para
uma constante a > 0. Se kHk � � < (m� 1)a, ent~ao

��(M) =
[(m� 1)a� �]2

4
> 0:

Em particular, existem fun�c~oes inteiras de Green sobre M .

Demonstra�c~ao:

Considere �(x) = dN(p; x) com p 2 Nn'(M), f = � � ' e X = grad f .

Sendo N simplesmente conexa com curvatura negativa, temos que todo ponto

de N �e um polo, ou seja, n~ao possui ponto conjugado. Logo inj(p) =1.

A estimativa para o caso inj(p) = 1 e h(p; r) < (m � 1)a para r > 0 no

teorema (3.4) n~ao depende de r e �e dada por

��(
) � [(m� 1)k � h(p; r)]2

4
:

Como kHk � � � (m� 1)a, temos que

(m� 1)a� � � (m� 1)a� h(p; r):

Assim

��(
) � [(m� 1)a� �]2

4
:
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Desde que qualquer dom��nio 
 �M esteja imerso em uma bola BM(p; r) para

um r su�cientemente grande, teremos

�1(
j) � (m� 1� �)2

4

para qualquer exaust~ao 
j � 
j+1 de M .

A existência de fun�c~oes inteiras de Green sobre M �e uma consequência direta

do teorema (3.5).

Corol�ario 3.2 Seja ' :M �! N uma imers~ao m��nima de uma variedade Ri-

emanniana completa n~ao-compacta m-dimensional em uma variedade de Ha-

damard n-dimensional N com curvatura seccional kN � �a2. Ent~ao M �e

n~ao-parab�olica.

Corol�ario 3.3 Seja ' : M �! N uma imers~ao isom�etrica m��nima de uma

superf��cie completa. Suponha que '(M) � BR3(0; r). Ent~ao

��(M) � 1

4r2
:
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