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Orientador: Prof. Dr. Antonio Gervasio
Colares.

Fortaleza
2006



1

Ao meu tio mestre Leonardo Santos (in memorian).
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RESUMO

O propósito da Dissertação é caracterizar hipersuperf́ıcies na esfera euclidiana
com curvatura média de ordem superior constante. Provamos que se M é
uma variedade Riemanniana de dimensão n e a imagem da aplicação de Gauss
de M está contida num hemisfério fechado da esfera de dimensão n+1, então
M é totalmente umb́ılica.



Sumário

Introdução 7

1 Preliminares 9
1.1 Curvaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano . . . . . . . . . 11
1.3 Imersão Isométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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INTRODUÇÃO 7

O trabalho aqui realizado baseia-se num artigo publicado de autoria de
Hilário Alencar, Harold Rosenberg e Walcy Santos.

Seja x : Mn ↪→ Sn+1(1) uma hipersuperf́ıcie compacta e orientável na es-

fera unitária Sn+1(1). Denotando por N ,∇ e
∼
∇, campo vetorial unitário nor-

mal, conexões Riemannianas de M e Sn+1, respectivamente, são relacionadas
por

∼
∇X Y = ∇XY + 〈AX, Y 〉N,

onde A é o operador linear associado à segunda forma fundamental, definido
por

∼
∇X N = −AX.

Definimos a aplicação de Gauss φ : Mn −→ Sn+1 por

φ(p) = N(p) ∈ Sn+1.

O conjunto φ(M) denotaremos por imagem da aplicação de Gauss
de M . O objetivo principal deste trabalho é estendermos para r-curvatura
média constante o seguinte teorema provado por K. Nomizu e B. Smith [9].

Teorema (Nomizu-Smith). Seja M uma variedade compacta, conexa e ori-
entável de dimensão n ≥ 2 imersa na esfera Sn+1 com curvatura média cons-
tante. Se a imagem da aplicação de Gauss de M estiver contida num hem-
isfério fechado de Sn+1. Então M está contida em uma hiperesfera em Sn+1.

Começaremos com um teorema para o caso Hr = 0.

Teorema A: Seja M ↪→ Sn+1 hipersuperf́ıcie compacta e conexa de Sn+1 com
Hr = 0 para algum r = 1, · · · , n − 1. Suponha que a imagem da aplicação
de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado e Hr−1 não muda de
sinal em M . Então M é totalmente geodésica.
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Em seguida para o caso Hr > 0.

Teorema B: Seja M ↪→ Sn+1 hipersuperf́ıcie compacta e conexa de Sn+1

com Hr+1 constante positiva para algum r = 0, · · · , n − 2. Suponha que a
imagem da aplicação de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado,
Hr ≥ 0 e a seguinte desigualdade vale

H1Hr ≥ Hr+1.

Então M é totalmente umb́ılica.

No caso de curvatura escalar, parte das hipóteses dos teoremas acima são
trivialmente satisfeitas, e obtemos o seguinte resultado.

Teorema C: Seja M ↪→ Sn+1 hipersuperf́ıcie compacta e orientável de Sn+1

com curvatura escalar constante H2 ≥ 0. Se a imagem da aplicação de Gauss
de M estiver sobre um hemisfério fechado de Sn+1. No caso H2 = 0, suponha
também que H1 não muda de sinal. Então M é totalmente umb́ılica.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste trabalho iremos sempre considerar Mn uma variedade Riemanniana
de dimensão n e de classe C∞, X (M) o conjunto dos campos de vetores de
classe C∞ em M , D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em
M , ∇ conexão Riemanniana e TpM o espaço tangente a M em p. A meta
deste caṕıtulo é apresentar conceitos, propriedades e notações a serem usadas
nesta dissertação.

1.1 Curvaturas

Definição 1.1.1 O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana
Mn é uma correspondência que associa a cada par X,Y ∈ X (M) uma
aplicação do tipo R(X,Y ) : X (M) −→ X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z

∀Z ∈ X (M).

Proposição 1.1.1 O tensor curvatura R satisfaz as seguintes propriedades
para todo X,Y, Z, T ∈ X (M):

a) 〈R(X, Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X, T 〉+ 〈R(Z, X)Y, T 〉 = 0;

b) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉;
c) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X,Y )T, Z〉;
d) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X,Y 〉.

9
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Definição 1.1.2 Seja σ ⊂ TpM um plano do espaço tangente gerado pelos
vetores x e y linearmente independentes. Então

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|2

onde |x ∧ y|2 = 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2. K é denominada a curvatura sec-
cional de M em p segundo σ.

Seja agora v ∈ TpM um vetor unitário e {e1, · · · , en−1, en = v} uma base
ortonormal de TpM .

Definição 1.1.3 A curvatura de Ricci de M na direção de v em p é
definida por:

Ricp(v) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

〈R(v, ei)v, ei〉.

Definição 1.1.4 A curvatura escalar de M em p é definida por:

Kp =
1

n

n∑
i=1

Ricp(ei) =
1

n(n− 1)

n∑
i,j

〈R(ei, ej)ei, ej〉.
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1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hes-

siano

Definição 1.2.1 Seja f ∈ D(M). O gradiente de f é um campo de vetores
em M dado pela seguinte condição:

〈gradf, X〉 = X(f)

∀X ∈ X (M).
Obviamente da definição tem-se ∀f, g ∈ D(M);

a) grad(f + g) = gradf + gradg;

b) grad(f · g) = f · gradg + g · gradf .

Definição 1.2.2 Dado X ∈X (M) defina

divX : M −→ R

p 7→ divX(p) := tr(Y → ∇Y X(p)),

ou seja, o divergente de X é o traço do operador linear (Y → ∇Y X).
Decorre da definição que para qualquer X, Y ∈ X (M) e qualquer f ∈ D(M):

a) div(X + Y ) = div(X) + div(Y );

b) div(f ·X) = f · div(X) + 〈gradf, X〉.

Teorema 1.2.1 (Da divergência) Seja X ∈ C1(M), M compacta com bordo.
Então

∫

M

divXdM =

∫

∂M

〈X, ν〉dS

onde ν é o vetor conormal exterior de ∂M .

Definição 1.2.3 Seja f ∈ D(M). O operador ∆ : D(M)−→ R chamado
laplaciano de f , é definido por:

∆f = div(gradf).
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Decorre das propriedades do gradiente e do divergente que:

a) ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

b) ∆(f · g) = f∆g + g∆f + 2〈gradf, gradg〉, para quaisquer f, g ∈ D(M).

Observação 1.2.1 (Referencial Móvel) Seja Mn uma variedade Rieman-
niana de dimensão n, e p ∈ M . Então existe uma vizinhança U ⊂ M de p e
n campos de vetores linearmente indenpendentes e1, · · · , en ∈ X (M) ortogo-
nais, tais que, 〈ei, ej〉 = δij, ∀i, j = 1, · · · , n.

Proposição 1.2.1 Se {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local em M ,
então

gradf =
n∑

i=1

ei(f)ei.

Dem.: Escrevendo gradf =
n∑

i=1

αiei, temos que

ej(f) = 〈gradf, ej〉 = 〈
n∑

i=1

αiei, ej〉 = αj.

Logo,

gradf =
n∑

i=1

ei(f)ei. (1.1)

¤
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Proposição 1.2.2 Se X =
n∑

i=1

Xiei, onde {e1, · · · , en} é um referencial

ortonormal local em M , então

divX =
n∑

i=1

(ei(Xi)− 〈∇ei
ei, X〉).

Dem.: Temos,

divX =
n∑

i=1

〈∇ei
X, ei〉 =

n∑
i=1

〈∇ei
(

n∑
j=1

Xjej), ei〉

=
n∑

i,j=1

〈ei(Xj)ej, ei〉+
n∑

i,j=1

Xj〈∇ei
ej, ei〉.

Como 〈ei, ej〉 = δij, tem-se que
0 = ei〈ei, ej〉 = 〈∇ei

ei, ej〉 + 〈ei,∇ei
ej〉, ou seja, 〈∇ei

ej, ei〉 = −〈∇ei
ei, ej〉.

Dáı,

divX =
n∑

i=1

ei(Xi)−
n∑

i,j=1

Xj〈∇ei
ei, ej〉

=
n∑

i=1

ei(Xi)−
n∑

i=1

〈∇ei
ei,

n∑
j=1

Xjej〉.

Logo,

divX =
n∑

i=1

(ei(Xi)− 〈∇ei
ei, X〉). (1.2)

¤
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Proposição 1.2.3 Se {e1, · · · , en} é um referencial ortonormal local em M ,
então

∆f =
n∑

i=1

(ei(ei(f))− (∇ei
ei)(f)).

Dem.: De fato, por (1.1)

∆f = div(
n∑

i=1

ei(f)ei),

e por (1.2)

∆f =
n∑

i=1

(ei(ei(f))− 〈∇ei
ei, gradf〉).

Finalmente, pela propriedade do gradf , segue-se que

∆f =
n∑

i=1

(ei(ei(f))− (∇ei
ei)(f)). (1.3)

¤

Definição 1.2.4 Seja f ∈ X (M). Definimos o Hessiano de f em p ∈ M
como o operador Hessf : TpM −→ TpM , dado por:

(Hessf)Y = ∇Y gradf , ∀Y ∈ TpM.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos
X, Y ∈ X (M), temos

Hessf(X,Y ) = 〈∇Xgradf, Y 〉.
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1.3 Imersão Isométrica

Considere (Mn, 〈, 〉) e (M
n+k

, (, )) variedades diferenciáveis. Dizemos que
uma aplicação diferenciável f : M −→ M é uma imersão, se a diferencial
dfp : TpM −→ Tf(p)M é injetiva ∀p ∈ M . Observamos que dfp(TpM) é um
subespaço vetorial do Tf(p)M e tem dimensão n.

O teorema da forma local das imersões estabelece que se f é uma imersão,
então dado p ∈ M existe um aberto U 3 p de M tal que f |U : U →M é um
mergulho, ou seja, f(U) é uma subvariedade de M ; por este resultado é
natural identificar os pontos de U com os pontos de f(U) pensando f com
uma inclusão. Com esta identificação, o TpM é identificado com dfp(TpM),
ou seja, identificamos v ∈ TpM com dfp(v).

Quando a M é uma variedade Riemanniana com métrica 〈, 〉 definimos a
métrica induzida em M por:

〈v, w〉p = 〈dfp(v), dfp(w)〉f(p).

Tomando a métrica induzida em M , f torna-se uma isometria local e
f |U torna-se isometria sobre f(U). Com isto a aplicação dfp pode ser conside-
rada como a inclusão ou TpM ser considerado como subespaço euclidiano do
espaço euclidiano Tf(p)M . Para cada p ∈ M tem-se,

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Com isto,
se X ∈ TpM , então X = v+w sendo v ∈ TpM e w ∈ (TP M)⊥ de forma única.

Denote que M com a métrica induzida é variedade Riemanniana e por-
tanto tem uma conexão Riemanniana ∇, ∇ a conexão Riemanniana de M ,

nesse mesmo contexto prova-se que ∇ = ∇>
, ou seja, se X,Y ∈ X (M),

∇XY = (∇XY )> é uma cenexão Riemanniana relativa à métrica induzida de
M .
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Se X, Y ∈ TM , temos que a aplicação α : TM × TM −→ (TM)⊥, dada
por;

α(X, Y ) = ∇XY −∇XY,

e, em cada ponto, α(X, Y ) é um campo local em M normal a M , um tensor,
isto é, α é bilinear e simétrica. Então α é chamada de 2a forma quadrática
de f ou de M em M .

Se ξ é campo normal unitário num aberto U ⊂ M e X,Y ∈ X (U),
definimos uma forma bilinear e simétrica Hξ : TpM × TpM −→ R por

Hξ(X,Y ) = 〈α(X, Y ), ξ〉.

A forma quadrática IIξ, definida em TpM por

IIξ(X) = Hξ(X, Y )

é chamada segunda forma fundamental da imersão f segundo o vetor
normal ξ; à forma Hξ está associada a um operador linear auto-adjunto
Aξ : TpM −→ TpM por

〈Aξ(X), Y 〉 = Hξ(X, Y ).

Obviamente temos se p ∈ M , X ∈ TpM e ξ ∈ (TpM)>, segue-se que:

Aξ(X) = −(∇Xξ)>.

Além disso, a componente normal de ∇Xξ é uma conexão normal ∇> da
imersão. Isto é,

∇⊥
Xξ = (∇Xξ)N = ∇Xξ − (∇Xξ)> = ∇Xξ + Aξ(X).

Observação 1.3.1 Se a codimensão for um podemos dispensar o ı́ndice ξ.
Então,

A(X) = −(∇Xξ)>,

onde A é chamado operador forma.
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Observação 1.3.2 Se a codimensão é um e M = Rn+1, então ξ pode ser
pensado com uma aplicação de M −→ Sn(1) e dξpX = ∇Xξ. Logo,

A(X) = dξ,

onde A é a aplicação normal de Gauss.

Proposição 1.3.1 (Equação de Gauss)

(R(X, Y )Z)> = R(X,Y )Z + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y,

∀ X, Y, Z ∈ TM.

Dem.: Sabemos que ∇XY = ∇XY +α(X, Y ) e ∇⊥
Xξ = ∇Xξ+Aξ(X). Como

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

calculando separadamente os membros da equação acima, obtemos:

∇Y∇XZ = ∇Y (∇XZ + α(X, Z))

= ∇Y∇XZ +∇Y α(X,Z)

= ∇Y∇XZ + α(∇XZ, Y ) +∇⊥
Y α(X,Z)− Aα(X,Z)Y,

∇X∇Y Z = ∇X(∇Y Z + α(Y, Z))

= ∇X∇Y Z +∇Xα(Y, Z)

= ∇X∇Y Z + α(∇Y Z,X) +∇⊥
Xα(Y, Z)− Aα(Y,Z)X,

e

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + α([X,Y ], Z).

Dáı, obtemos:

R(X, Y )Z = R(X,Y )Z + α(∇XZ, Y ) +∇⊥
Y α(X, Z)− (1.4)

− Aα(X,Z)Y − α(∇Y Z,X)−∇⊥
Xα(Y, Z) + (1.5)

+ Aα(Y,Z)X + α([X, Y ], Z). (1.6)
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Por outro lado,

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)> + (R(X,Y )Z)⊥.

Portanto,

(R(X, Y )Z)> = R(X,Y )Z + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y.

¤

Proposição 1.3.2 (Equação de Codazzi)

(R(X, Y )Z)⊥ = (DY α)(X,Z)− (DXα)(Y, Z).

Dem.: De (1.4), (1.5) e (1.6), temos

(R(X, Y )Z)⊥ = α(∇XZ, Y )+∇⊥
Y α(X, Z)−α(∇Y Z, X)−∇⊥

Xα(Y, Z)+α([X, Y ], Z).

Observe que

α([X,Y ], Z) = α(∇XY −∇Y X, Z) = α(∇XY, Z)− α(∇Y X, Z).

Assim,

(R(X, Y )Z)⊥ = {∇⊥
Y α(X,Z)− α(∇Y Z, X)− α(∇Y X,Z)} −

− {∇⊥
Xα(Y, Z)− α(∇XZ, Y )− α(∇XY, Z)}

= (DY α)(Y, Z)− (DXα)(Y, Z).

¤

Observação 1.3.3 Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional cons-
tante, a equação de Codazzi se reduz a:

(DY α)(X, Z) = (DXα)(Y, Z).
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1.4 Os polinômios de Newton

Definição 1.4.1 Seja A um operador auto-adjunto. O r-ésimo polinômio
simétrico associado a A, é a função Sr(A) : Rn −→ R definido como

Sr(A)(κ1, · · · , κn) =





1, se r = 0∑
1≤i1,<···<ir≤n

κi1 · · ·κir , se r ∈ {1, · · · , n}

0, se r > n,

onde κ1, · · · , κn são os auto-valores do operador auto-adjunto A.

Observação 1.4.1 Se A não estiver diagonalizada, definimos A(i1, · · · , ir)
uma submatriz de A = (hij) constituida pelos hij tais que i, j ∈ {i1, · · · , ir}.
Então

Sr =
∑

1≤i1<···<ir≤n

detA(i1, · · · , ir) = F (aij)

Definição 1.4.2 Seja x : Mn ↪→ M
n+1

uma imersão isométrica e A a se-
gunda forma fundamental de x.Definimos os polinômios de Newton Pr(A) :
TpM −→ TpM ,para cada r ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}, são definidos como sendo:

P0(A) = I

P1(A) = S1I − A
...

Pr(A) = SrI − APr−1(A) , r > 1

Observação 1.4.2 Cada Pr comuta com A e se ei um auto-vetor de A as-
sociado a curvatura principal ki, então

P1(e1) = µiei = (S1 − κi)ei.
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Proposição 1.4.1 Seja x : Mn ↪→ M
n+1

uma imersão isométrica entre duas
variedades Riemannianas e seja A o operador linear associado à uma segunda
forma fundamental. Os polinômios de Newton associado a A satisfazem:

a) Pr(ei) = Sr(Ai)ei; para cada 1 ≤ i ≤ n onde Ai é a restrição da
transformação A ao subespaço normal a ei;

b) traço(Pr) = (n− r)Sr =
n∑

i=1

Sr(Ai);

c) traço(APr) = −(r + 1)Sr+1 = −
n∑

i=1

κiSr(Ai);

d) traço(A2Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 =
n∑

i=1

κ2
i Sr(Ai).

Prova: a) Faremos a prova por indução sobre r. Para r = 1, temos
P1 = S1I − A.
Portanto,

P1(ei) = S1ei − Aei

= S1ei − κiei

= (S1 − κi)ei

= (κ1 + · · ·+ κ̂i + · · ·+ κn)

= S1(Ai)ei.

Suponhamos que vale para r − 1. Então

Pr(ei) = Srei − APr−1(ei)

= Srei − A(Sr−1(Ai)ei)

= (Sr − Sr−1(Ai)κi)ei

= Sr(Ai)ei.

b) Considere Sr e Sr(Ai) como polinômios homogêneos nas variáveis κi.
Então.
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traço(Pr) = Sr(A1) + · · ·+ Sr(Ar)

=
∑

i1<···<ir
1/∈{i1,···,in}

κi1 · · ·κir + · · ·+
∑

i1<···<ir
n/∈{i1,···,in}

κi1 · · ·κir

= (n− r)Sr

Exemplo 1.4.1 Considere as seguintes matrizes:

A =




κ1 0 0
0 κ2 0
0 0 κ3


 , P0 = I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

P1 =




κ2 + κ3 0 0
0 κ1 + κ3 0
0 0 κ1 + κ2


 e P2 =




κ2κ3 0 0
0 κ1κ3 0
0 0 κ1κ2


 .

Portanto,
traço(P1) = 2(κ1 + κ2 + κ3) = 2S1

traço(P2) = κ2κ3 + κ1κ3 + κ1κ2 = S2

c) Decorre da identidade APr(A) = −Sr+1(A)I + Pr+1(A). Tem-se:

traço(APr(A)) = −traço(Sr+1(A)I) + traço(Pr+1(A))

= −nSr+1(A) + traço(Pr+1(A)).

Usando a parte (b) obtemos

traço(APr(A)) = −nSr+1(A) + [(n− (r + 1))Sr+1(A)]

= (n− n− r − 1)Sr+1(A)

= −(r + 1)Sr+1(A).

d) Decorre novamente de APr(A) = −Sr+1(A)I + Pr+1(A). Temos que

A2Pr(A) = Sr+1(A)A + APr+1(A).
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Portanto,

traço(A2Pr(A)) = Sr+1(A)traço(A) + traço(APr+1(A))

= Sr+1(A)S1(A)− [(r + 1) + 1]S(r+1)+1(A)

= Sr+1(A)S1(A)− (r + 2)Sr+2(A),

o que completa a demonstração da proposição.
¤
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1.5 O operador Lr

Considere o operador Lu = aij(x)Diju + bi(x)Diu + c(x)u, com aij = aji,
onde x = (x1, · · · , xn) em um domı́nio Ω ⊂ Rn, sendo n ≥ 2, u ∈ C2(Ω),
Dij = ∂2u

∂xi∂xj
e Di = ∂u

∂xi
.

Definição 1.5.1 Dizemos que L é um operador

i) eĺıptico em um ponto x ∈ Ω se o coeficiente da matriz (aij(x)) é
positivo, i.e., se λ(x) e Λ(x) denotam, respectivamente, o menor e o
maior dos autovalores de (aij(x)), então 0 < λ(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤
Λ(x)|ξ|2, para todo ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn − {0};

ii) eĺıptico em Ω se λ > 0 em Ω;

iii) estritamente eĺıptico se λ ≥ λ0 > 0 para alguma constante λ0;

iv) uniformemente eĺıptico em Ω se é estritamente eĺıptico e além dissoΛ/λ
é limitado em Ω.

Definição 1.5.2 Seja x : Mn ↪→ M
n+1

uma imersão isométrica e A sua
segunda forma fundamental. Dada uma função diferenciável f : Mn −→ R e
r ∈ N com 0 ≤ r ≤ n− 1 definimos o operador diferencial de segunda ordem
Lr em Mn por:

Lr(f)(p) = traço[(PrAHess(f))(p)].

Observação 1.5.1 Se r = 0, L0 é o laplaciano que é sempre um operador
eĺıptico.

As duas proposições a seguir dão condições para que o operador Lr seja
eĺıptico e suas demonstrações podem ser encontradas em [1] e [7], respecti-
vamente. Antes, apresentaremos a definição de Hr.

Definição 1.5.3 Definimos a r-ésima curvatura média da imersão x em um
ponto por

Hr =
1(
n
r

)
∑

i1<···<ir

κi1 · · ·κir

1(
n
r

)Sr,
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onde Sr é o r-ésima função simétrica do κ1, · · · , κn. Assim, definimos H0 = 1
e Hr = 0, para todo r ≥ n + 1, para r = 1, H1 = H é a curvatura média
da imersão, no caso r = 2, H2 é a curvatura escalar e para r = n, Hn é a
curvatura de Gauss-Kronecker.

Proposição 1.5.1 Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa, compacta

sem bordo e orientável e seja x : Mn ↪→ M
n+1

uma imersão isométrica com
Hr+1 constante. Se Mn tem um ponto onde todas as curvaturas principais
são positivas, então Lr é um operador eĺıptico.

Proposição 1.5.2 Seja M uma hipersuperf́ıcie em Rn+1 ou Sn+1 com Hr =
0, 2 ≤ r < n. Então o operador Lr−1(f) = div(Pr−1∇f) é eĺıptico em p ∈ M
se e somente se Hr+1(p) 6= 0.

Proposição 1.5.3 Seja M uma hipersuperf́ıcie de Rn+1, Sn+1 e Hn+1 as r-
ésima curvaturas média de M são simetricas atravês da n-upla das curvatu-
ras principais de M , elas são relatadas pela seguinte desigualdade algebrica:

Hi−1Hi+1 ≤ H2
i , ∀i, 1 ≤ i < n (1.7)

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ H

1/3
3 ≥ · · · ≥ H

1/i
i , (1.8)

Se H1, H2, · · · , Hi sejam naõ-negativos. Além disso, a igualdade em (1.7) e
(1.8) vale apenas se κ1 = κ2 = · · · = κn.
Para uma demonstração ver [8].



Caṕıtulo 2

Uma fórmula integral

Neste caṕıtulo apresentaremos uma fórmula integral de suma importância,que
servirá de base para resultados posteriores. Antes, temos a seguinte proposição:

Proposição 2.0.4 Seja x : Mn ↪→ M
n+1

(c) uma imersão, onde M
n+1

(c)
representa Rn+1, a esfera euclidiana Sn+1(1) ou o espaço hiperbólico Hn(−1).
Considere α ∈ Rn+2, um vetor fixo, N um campo de vetroes unitário normal
a M e as funções f, g : Mn −→ R definidas por:

f(p) = 〈N(p), α〉 e g(p) = 〈x(p), α〉
Então,

Lr(g) = −(r + 1)Sr+1f − (n− r)Srg (2.1)

Lr(f) = −[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]f − (r + 1)Sr+1g (2.2)

onde na última equação, Sr+1 é constante.

Prova: Faremos a prova para o caso em que M
n+1

(c), representa a esfera
euclidiana Sn+1(1). Seja {e1, e2, · · · , en} referencial ortonormal tangente a M
numa vizinhança de um ponto p ∈ M . Como,

M
x

↪→ Sn+1 i
↪→ Rn+2

25
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Temos,
Rn+2 = TpM ⊕ [N ]⊕ [x].

Portanto, α ∈ Rn+2 é escrito como α = α>+bN+cx É fácil ver que a = 〈N, α〉
e b = 〈x, α〉, isto é

α = α> + fN + gx.

onde x é o vetor posição de Sn+1. Denotando a conexão em Rn+2 por ∇
e derivando a função g e usando o fato que α é um vetor fixo. Para todo
X ∈ X (M), obtemos

X(g) = X〈x, α〉
= 〈∇Xx, α〉+ 〈x,∇Xα〉
= 〈X, α〉,

Fazendo, α = α> + α⊥ e substituindo na expressão acima, obtemos

X(g) = 〈X, α〉
= 〈X, α> + α⊥〉
= 〈X, α>〉+ 〈X,α⊥〉
= 〈X, α>〉.

Por definição, temos que X(g) = 〈grad(g), X〉, usando isso, temos que

grad(g) = α> = α− fN − gx.

Sejam X e Y ∈ X (M) e N ∈ X (M)⊥ as conexões Riemannianas ∇ e
∼
∇ de

M e Sn+1, respectivamente, são relacionadas por

∼
∇X Y = ∇XY + 〈AX, Y 〉N (2.3)

e

∇XY =
∼
∇X Y − 〈X,Y 〉x, (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4), temos

∇XY = ∇XY + 〈AX, Y 〉N − 〈X,Y 〉x. (2.5)
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Fazendo Y = α> em (2.5), obtemos

∇Xα> = ∇Xα> + 〈AX,α>〉N − 〈X, α>〉x. (2.6)

Então, para α fixo e usando (2.6), temos

0 = ∇Xα = ∇X(α> + fN + gx)

= ∇Xα> + X(f)N + f∇XN + X(g)x +∇Xx

= ∇Xα> + 〈AX,α>〉N − 〈X,α>〉x + X(f)N − fAX + X(g)x + gX,

Assim, a parte tangente nos dá

∇Xα> = ∇Xgrad(g) = fAX − gX. (2.7)

Por definição, temos

Lr(g) = traço[PrHess(g)]

=
n∑

i=1

〈(PrHess(g))ei, ei〉,

Como, (Hess(g))ei = ∇ei
grad(g), temos

Lr(g) =
n∑

i=1

〈Pr∇ei
grad(g), ei〉.

Fazendo, X = ei em (2.7), obtemos

Lr(g) =
n∑

i=1

〈(Pr(fAei − gei), ei〉

= f

n∑
i=1

〈PrAei, ei〉 − g

n∑
i=1

〈Prei, ei〉

= f

n∑
i=1

〈APrei, ei〉 − g

n∑
i=1

〈Prei, ei〉

= ftraço(APr)− traço(Pr).

Pela proposição 1.4.1, obtemos

Lr(g) = ftraço(APr)− gtraço(Pr)

= −f(r + 1)Sr+1 − g(n− r)Sr

= −(r + 1)Sr+1f − (n− r)Srg,
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o que prova o resultado para a função g, agora iremos porvar para a função
f , derivando a função f , obtemos para cada X ∈ X (M) e α ∈ Rn+2 vetor
fixo

〈grad(f), X〉 = X(f) = X〈N, α〉
= 〈∇XN, α〉
= 〈∼∇X N + 〈X,N〉x, α〉
= 〈−AX,α〉
= 〈−AX,α> + fN + gx〉
= 〈−AX,α>〉
= 〈X,−A(α>)〉.

Logo,
grad(f) = −A(α>).

Usando, derivada covariante para tensores e Codazzi, temos

∇Xgrad(f) = −∇X(A(α>))

= −(∇XA)α> − A∇Xα>

= −(∇α>A)X − A∇Xα>

= −(∇α>A)X − fA2X + gAX. (2.8)

Por definição, temos que Lr(f) =
n∑

i=1

〈Pr∇ei
grad(f), ei〉, usando (2.8), temos

Lr(f) = −
n∑

i=1

〈Pr(∇α>A)ei, ei〉 − f

n∑
i=1

〈PrA
2ei, ei〉+ g

n∑
i=1

〈PrAei, ei〉

= −
n∑

i=1

〈Pr(∇α>A)ei, ei〉 − f

n∑
i=1

〈A2Prei, ei〉+ g

n∑
i=1

〈APrei, ei〉

= −
n∑

i=1

〈Pr(∇α>A)ei, ei〉 − ftraço(A2Pr) + gtraço(APr),

Pela proposição (1.4.1), obtemos

Lr(f) = −traço(Pr∇α>A)− [S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]f − (r + 1)Sr+1g. (2.9)
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Afirmamos que traço(Pr∇α>A) = ∇α>(traço(APr)). Com efeito, por definição
e derivada covariante para tensores, temos

traço(Pr∇α>A) =
n∑

i=1

〈(Pr∇α>A)ei, ei〉

=
n∑

i=1

〈Pr∇α>A)ei − PrA∇α>ei, ei〉

=
n∑

i=1

{∇α>〈PrAei, ei〉 − 〈PrAei,∇α>ei〉} −
n∑

i=1

〈PrA∇α>ei, ei〉

= ∇α>

n∑
i=1

〈PrAei, ei〉 − 2
n∑

i=1

〈PrAei, ei〉

= ∇α>

n∑
i=1

〈APrei, ei〉 − 2
n∑

i=1

κi〈Prei, ei〉

= ∇α>(traço(APr))− 2
n∑

i=1

κi〈Srei, ei〉

= ∇α>(traço(APr))− 2
n∑

i=1

κiSr〈ei, ei〉

= ∇α>(traço(APr)).

onde na última parte usarmos o seguinte resultado

〈ei, ei〉 = 1 ⇒ α>〈ei, ei〉 = 0 ⇒ 2〈∇α>ei, ei〉 = 0.

o que prova a afirmação. Assim, (2.9) se escreve como

Lr(f) = −∇α>traço(APr)− [S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]f − (r + 1)Sr+1g

= (r + 1)∇α>Sr+1 − [S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]f − (r + 1)Sr+1g.

Já que Sr+1 é constante, isto implica que ∇α>Sr+1 é zero. Portanto,

Lr(f) = −[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]f − (r + 1)Sr+1g.

¤

Observação 2.0.2 Nas condições desta proposição, se tivermos r = 0, então:

∆(g) = L0(g) = −S1f − nS0g = −S1f − ng (2.10)
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∆(f) = L0(f) = −(S2
1 − 2S2)f − S1g = −‖A‖2f − S1g (2.11)

Proposição 2.0.5 (Fórmula Integral)Seja x : Mn ↪→ Sn+1 uma hipersu-
perf́ıcie isometricamente imersa em Sn+1 compacta e orientável, com Hr+1

constante, para algum r com 0 ≤ r < n− 2. Então:
∫

M

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fdM = 0, (2.12)

Prova: Por hipótese Hr+1 é constante, isso implica que Sr+1 é constante.
Por (2.2) e (2.17), obtemos que:

Lr(f)− (r + 1)

n
Sr+1∆g = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)f − (r + 1)Sr+1g +

+
(r + 1)

n
Sr+1S1f + (r + 1)Sr+1g

= −S1Sr+1f + (r + 2)Sr+2f − (r + 2)Sr+2g +

+
(r + 1)

n
Sr+1S1f + (r + 1)Sr+1g

=
1

n
[−nS1Sr+1f + n(n + 2)Sr+2f + (r + 1)Sr+1S1f ]

=
1

n
[(−n + r + 1)S1Sr+1f + n(n + 2)Sr+2f ]

= − 1

n
[(n− r − 1)S1Sr+1f − n(n + 2)Sr+2]f

Podemos ainda escrever:

(r + 1)Sr+1∆g − nLr(f) = [(n− r − 1)Sr+1S1 − n(r + 2)Sr+2]f

Integrando, tem-se que:
∫

M

[(r + 1)Sr+1∆g − nLrf ]dM =

∫

M

[(n− r − 1)Sr+1S1 − n(r + 2)Sr+2]fdM

Por outro lado, o teorema da divergência nos dá:
∫

M

[(r + 1)Sr+1∆g − nLrf ]dM =

∫

M

(r + 1)Sr+1div(∇g)− ndiv(Pr∇f)]dM

=

∫

M

div((r + 1)Sr+1∇g − nPr∇f)dM

=

∫

∂M

〈(r + 1)Sr+1∇g − nPr∇f, ν〉dS
∂M=∅
= 0.
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Portanto,

∫

M

[(n− r − 1)Sr+1S1 − n(r + 2)Sr+2]fdM = 0

¤



Caṕıtulo 3

Caracterização de
hipersuperf́ıcies umb́ılicas
através da aplicação de Gauss

Neste caṕıtulo iremos provar teoremas de caracterização de hipersuperf́ıcie
com r-curvatura média constante na esfera. Como nos caṕıtulos anteriores

as conexões Riemannianas de M , Sn+1 e Rn+2 são denotadas por ∇,
∼
∇ e ∇,

respectivamente.
Na demonstração do próximo teorema necessitaremos o seguinte

Proposição 3.0.6 Seja Mn ψ
↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e conexa

de Sn+1. Suponha que a imagem da aplicação de Gauss de M esteja contida
num hemisfério fechado tal que existe α ∈ Rn+2 satisfazendo

f = 〈N,α〉 ≡ 0.

Então M é totalmente geodésica.

Prova: De fato, derivando a equação 〈N, α〉 ≡ 0 sobre M , obtemos, para
todo X ∈ TM :

0 = 〈∇XN, α〉
= 〈∼∇X N − 〈X, N〉x, α〉
= −〈AX, α〉.

32
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Seja g = 〈x, α〉. Já que
∼
∇X N = −AX, 〈X, N〉 = 0 e grad(g) = α> =

α − gx, segue que 〈AX, grad(g)〉 = 0 para todo X ∈ TM . Pela simetria de
A(i.e.,〈AX, grad(g)〉 = 〈X, A(grad(g))〉 = 0), temos

α> ∈ KerA.

Além disto,

∇Xgrad(g) =
∼
∇X grad(g)− 〈AX, grad(g)〉N

=
∼
∇X grad(g)

= ∇Xgrad(g) + 〈X, grad(g)〉x
= ∇Xα− gx + 〈X, grad(g)〉x
= −〈x, α〉∇Xx− 〈X, α〉x + 〈X, grad(g)〉x
= −〈x, α〉X − 〈X, α〉x + 〈X,α〉x
= −〈x, α〉X
= −gX. (3.1)

Das equações de Codazzi, temos

(∇grad(g)A)X = (∇XA)grad(g)

= ∇X(A(grad(g)))− A∇Xgrad(g)

= −A(−gX)

= gAX,

Para cada X ∈ TM ; isto é,

∇grad(g)A = gA. (3.2)

Em particular,

grad(g)(traço(A)) = traço(∇grad(g)A) = gtraço(A). (3.3)

Seja {e1, e2, · · · , en, N, x} uma base de Rn+2 tal que

α =
n∑

i=1

〈α, ei〉ei + 〈x, α〉x,
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onde ei ∈ TpM e grad(g) =
n∑

i=1

〈α, ei〉ei. Observamos que os zeros de grad(g)

ocorrem nos pontos onde α é ortogonal ao dψp(TpM) ≈ TpM .
Se grad(g) = 0 sobre M , segue que ψ(M) mergulha em hiperesferas

determinadas por hiperplanos de Rn+2, e por compacidade de M , concluirmos
que M é uma hiperesfera grande de Sn+1.
Suponhmos grad(g) 6= 0 sobre M . Então, por (3.1), temos ∇grad(g)grad(g) =
−〈x, α〉grad(g), e além disto

∇ grad(g)
||grad(g)||

grad(g)

||grad(g)|| =
1

||grad(g)||∇grad(g)
grad(g)

||grad(g)||
=

1

||grad(g)||{grad(g)(
1

||grad(g)||)grad(g) +

+
1

||grad(g)||∇grad(g)grad(g)}

=
1

||grad(g)||2∇grad(g)grad(g)−

− 1

||grad(g)||
1

||grad(g)||2
1

||grad(g)||〈∇grad(g)grad(g), grad(g)〉grad(g)

= 0.

Portanto grad(g)
||grad(g)|| é um campo vetorial geodésico sobre o conjunto U dos pon-

tos p ∈ M onde grad(g) 6= 0. Sejam p0 ∈ U um ponto fixo e γ uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco s e estend́ıvel indefinitivamente em
ambas direções ao longo de M partindo de p0 tangente ao grad(g(p0)). Pela
observação acima, grad(g) é tangente a γ ao longo de γ.

Seja h uma função real definida sobre R por

h(s) = 〈γ′(s), grad(g(γ(s)))〉,

onde γ′(s) é o vetor de γ(s). Seja (a, b) um intervalo maximal contendo 0 da
qual γ((a, b)) mergulha numa componente conexa de U contendo p0. Então

dh

ds
= γ′(s)〈γ′(s), grad(g(γ(s)))〉
= 〈∇γ′(s)γ

′(s), grad(g(γ(s)))〉+ 〈γ′(s),∇γ′(s)grad(g(γ(s))).
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Como γ(s) é uma geodésica ,isto é, ∇γ′(s)γ
′(s) ≡ 0, temos

dh

ds
= 〈γ′(s),−〈x, α〉γ′(s)〉
= −g(γ(s)), s ∈ (a, b). (3.4)

Derivando novamente, temos

d2h

ds2
= − d

ds
〈x(γ(s)), α〉

= 〈∇γ′(s)x(γ(s)), α〉+ 〈x(γ(s)),∇γ′(s)α〉
= −〈γ′(s), α〉
= −〈γ′(s), grad(g(γ(s))) + 〈x(γ(s)), α〉γ(s)〉
= −〈γ′(s), grad(g(γ(s)))〉
= −h(s), s ∈ (a, b). (3.5)

Assim, a solução geral é:

h(s) = c1 cos(s + s0) + c2sen(s + s0).

Para satisfazer as condições iniciais h′(o) = −g(γ(0)) = −g0 e h(0) =√
1− g2

0 = f0, devemos ter

c1 cos s0 + c2sens0 = f0

e
−c1sens0 + c2 cos s0 = −g0.

Resolvendo o sistema de equações, obtemos

c1 = g0sens0 + f0 cos s0

e
c2 = −g0 cos s0 + f0sens0.

onde s0 ∈ (−π
2
, π

2
) é determinada por sens0 = g0. Por outro lado,

cos2 s0 = 1− sen2s0 = 1− g2
0 ⇒ cos s0 = f0.

Então,
c1 = 1
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e
c2 = 0.

Assim, a solução da equação diferencial que satisfaz as condições iniciais
prefixadas é:

h(s) = cos(s + s0), s ∈ (a, b). (3.6)

Além disto, segue de (3.4) que

g(γ(s)) = sen(s + s0), s ∈ (a, b) (3.7)

e de (3.6),temos

grad(g(γ(s))) = cos(s + s0)γ
′(s), s ∈ (a, b) (3.8)

Como h(0) é positivo. Afirmamos que h é positiva em (a, b). De fato, supon-
hamos que existe s ∈ (a, b) tal que h(s) < 0, resulta do Teorema do Valor

Intermediário que deve existir
∼
s∈ (a, b) tal que h(

∼
s) = 0.

Segue-se dáı e (3.8) que

grad(g(γ(
∼
s))) = cos(

∼
s +s0)γ

′(
∼
s)

= h(
∼
s)γ′(

∼
s)

= 0.

que é uma contradição, pois γ(
∼
s) ∈ U . Portanto por (3.6), temos que (a, b)

é um intervalo finito ,isto é, a > −∞ e b < +∞, caso contrário teŕıamos
cos(s + s0) < 0, que é uma contradição, pois virmos que h é positiva em
(a, b). Pela condição maximal sobre (a, b) temos que grad(g(γ(a))) = 0 e
grad(g(γ(b))) = 0. Por (3.8) e continuidade, temos

cos(a + s0) = cos(b + s0) = 0. (3.9)

De (3.2), temos

grad(g)(traçoA2) = traço∇grad(g)A
2 = 2gtraçoA2. (3.10)

Tomando l(s) = (traçoA2)γ(s), podemos reescrever (3.10) como

cos(s + s0)γ
′
(s)(traçoA2)γ(s) = 2g(γ(s))(traçoA2)γ(s)

= 2sen(s + s0)l(s).
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Dáı,

cos(s + s0)
dl

ds
= 2sen(s + s0)l(s).

Para esta equação o fator intergrante µ é dada por

µ(s) = e−
R

2tg(s+s0)ds

= cos2(s + s0), s + s0 ∈ (−π

2
,
π

2
)

Assim, a solução geral é dada por

l(s) =
C

cos2(s + s0)
, s + s0 ∈ (−π

2
,
π

2
),

Para alguma constante C.
Temos uma contradição a menos que C seja zero, e portanto l é zero; então
A = 0 sobre U . Já que f ≡ 0 e grad(g) ≡ 0 em M − U , temos

0 = 〈grad(g), grad(g)〉
= 〈α− gx, α− gx〉
= 〈α, α〉 − g〈α, x〉 − g〈x, α〉+ g2

= 1− 2g2 + g2

= 1− g2.

Portanto, g2 = 1 em M −U ; por (3.2), A = 0 em M −U . Pela compacidade
de M , implica que M mergulha numa hiperesfera grande.

¤

Teorema 3.0.1 (Teorema A da Introdução) Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersu-
perf́ıcie compacta e conexa de Sn+1 com Hr = 0 para algum r = 1, · · · , n− 1.
Suponha que a imagem da aplicação de Gauss de M esteja contida num
hemisfério fechado e Hr−1 não muda sinal em M . Então M é totalmente
geodésica.

Prova: Usando (1.7) e o fato que Hr = 0, segue-se que

Hr−1Hr+1 ≤ 0,

Então, já que Hr−1 não muda de sinal em M , conclúımos também que
Hr+1 não muda de sinal em M . Pela hipótese da imagem da aplicação de



Caracterização de hipersuperf́ıcies umb́ılicas através da aplicação de Gauss38

Gauss de M está contida num hemisfério fechado de Sn+1, existe α em Rn+2

tal que
f = 〈N,α〉,

é não-negativa ao longo de M .
Segue-se dáı que f · Sr+1 não muda de sinal ao longo de M . Por outro lado,
a equação (2.19) em nosso caso vale

∫

M

[(n− r)S1Sr − n(r + 1)Sr+1]fdM = 0,

Mas,
Hr = 0 =⇒ Sr = 0.

Então, a equação acima reduz a:

∫

M

f · Sr+1dM = 0,

Como f · Sr+1 tem sinal fixo, temos

f · Sr+1 = 0. (3.11)

Seja A o conjunto dos pontos de M onde Sr+1 6= 0. Mas, virmos que Sr+1

não muda de sinal em M ; logo Sr+1 ≡ 0 em M −A. Em particular; Sr+1 ≡ 0
em M −A. Por outro lado, f ≡ 0 em A; logo pela continuidade de f , f ≡ 0
em A. Dáı, em M −A

Hr = Hr+1 = 0.

Portanto, vale a igualdade em (1.7). Logo, todos os pontos em M − A são
umb́ılicos; isto é,

κ1 = κ2 = · · · = κn = a.

Então,

0 = Sr =
∑

i1<···<ir

κi1 · · ·κir = ar.

Isto implica M −A é totalmente geodésico e, além disto,

∂i[f ] = 〈∼∇∂i N,α〉+ 〈N,∇∂iα〉.
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Mas,
∼
∇∂i N = −A(∂i) = 0.

e
∇∂iα = 0

Então,
∂i[f ] ≡ 0.

Portanto, f é constante ao longo de cada componente conexa de M −A. Já
que ao longo da fronteira desses conjuntos, f ≡ 0. Logo f ≡ 0 sobre M ; logo
pela proposição acima, M é totalmente geodésica.

¤

Teorema 3.0.2 (Teorema B da Introdução) Seja Mn ↪→ Sn+1 hipersuperf́ıcie
compacta e conexa de Sn+1 com Hr+1 = constante > 0, para algum r =
0, · · · , n − 2. Suponha que a imagem da aplicação de Gauss de M esteja
contida num hemisfério fechado, Hr ≥ 0 e a seguinte desigualdade vale

H1Hr ≥ Hr+1, (3.12)

Então M é totalmente umb́ılica.

Prova: Pela proposição 2.0.2, temos para um α ∈ Rn+2 fixo, a função f(p) =
〈N(p), α〉 satisfazendo

∫

M

[(n− r − 1)Sr+1S1 − n(r + 2)Sr+2]fdM = 0. (3.13)

Mostraremos inicialmente que o integrando tem sinal fixo, para algum vetor
α ∈ Rn+2. Já que a imagem da aplicação de Gauss de M , está contida num
hemisfério fechado, existe um vetor α ∈ Rn+2 tal que

f(p) = 〈N(p), α〉 ≥ 0 ,∀p ∈ M.

Afirmamos que se H1Hr ≥ Hr+1, então H1Hr+1 ≥ Hr+2. De fato, por (1.7),
tem-se que

HrHr+2 ≤ H2
r+1 ≤ HrH1Hr+1. (3.14)

Note que Hr 6= 0; caso contrário teremos Hr+1 = 0, que é uma contradição.
Já que, Hr > 0 e podemos dividir (3.14) por Hr, obtemos

H1Hr+1 ≥ Hr+2. (3.15)
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o que prova a afirmação. Então, por definição de Hi e (3.15), tem-se

S1

n

Sr+1(
n

r+1

) ≥ Sr+2(
n

r+2

) .

Dáı,

(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2 ≥ 0. (3.16)

De (3.16) e o fato que f ≥ 0 em M , temos

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]f ≥ 0.

o que mostra que o integrando tem sinal fixo.
Segue-se dáı e (3.13) que

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]f ≡ 0.

Se f ≡ 0, pela proposição anterior, conclúımos que M é totalmente geodésica,
e portanto Hr = 0 que é uma contradição. Suponhamos B um conjunto
aberto não-vazio de M onde f(p) > 0 ,∀p ∈ M . Assim, ao longo de B,
temos

(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2 ≡ 0.

Isto é, vale a igualdade em (3.16). Equivalentemente, H1Hr+1 = Hr+2. Dáı,
em (3.14), temos

Hr+2 ≤
H2

r+1

Hr

≤ Hr+2,

Donde,
H2

r+1

Hr

= Hr+2 =⇒ H2
r+1 = HrHr+2.

Isto significa que vale também a igualdade em (1.7), já que esta desigualdade
foi usada para obter (3.16). Portanto, todos os pontos de B são umb́ılicos.
Por outro lado, M −B também é um conjunto aberto de M . Afirmamos que
M − B é vazio. De fato, seja x0 ∈ M − B. Então, já que M − B é aberto,
existe uma vizinhança U de x0 contida em M −B tal que f(x) = 0 ,∀x ∈ U ,
segue que A ≡ 0 em U , que implica Hr = 0 , ∀r, que é uma contradição, o
que prova a afirmação. Assim, M = (M − B) ∪ B = B, o que implica que B
é denso em M , isto é, ∀p ∈ M , existe uma sequência {pi}i∈N ⊂ B tal que

pi −→ p



Caracterização de hipersuperf́ıcies umb́ılicas através da aplicação de Gauss41

Já que B é uma subvariedade totalmente umb́ılica, então

κ1(pi) = κ2(pi) = · · · = κn(pi).

Sendo κi funções cont́ınuas, temos

κ1(p) = κ1(limpi)

= limκ1(pi)

= limκn(pi)

= κn(limpi)

= κn(p).

Isto mostra que p ∈ intB. Portanto, B é fechado. Já que é aberto, então é a
variedade M .

¤

Observação 3.0.3 O teorema acima poderia ser provado da seguinte forma:
Já que B é uma subvariedade totalmente umb́ılica de M , isto é, ∀p ∈ B, temos

κ1(p) = · · · = κn(p) = a(p).

onde os a(p) são contantes positivas. Podemos concluir que M tem um ponto
eĺıptico e Sr = constante > 0. Então, pela proposição 1.5.1, operador Lr é
eĺıptico. Dáı, Lr tem as propriedade da continuação única forte. Analisando
os seguintes casos:

i) f > 0 em B
ii) f ≡ 0 em M − B

Por (ii), Hr ≡ 0 em M − B e como Hr > 0 em M , segue-se que apenas o
caso (i) pode ocorrer, ou seja, f > 0 em B. Pela propriedade da continuação
única forte, segue-se que f > 0 em M , logo M = B.

¤
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Corolário 3.0.1 (Teorema C da Introdução) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie
compacta e orientável de Sn+1 com curvatura escalar constante H2 ≥ 0. Se a
imagem da aplicação de Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de
Sn+1. No caso H2 = 0, suponha também que H1 não mude de sinal. Então
M é totalmente umb́ılica.

Prova: No caso H2 = 0, temos pelo teorema 3.1.1, que M é totalmente
geodésica. Para o caso H2 > 0, a hipótese (3.2) no teorema 3.1.2 vale

H2
1 ≥ H2.

O que é sempre verdade por (1.7). A desigualdade acima também diz que H1

é diferente de zero sobre M . Pela orientabilidade de M , podemos ter H1 > 0,
então o resultado segue do teorema 3.1.2

¤

Proposição 3.0.7 Se Hi ≥ 0 para todo i ∈ {1, · · · , r − 1}, então

H1Hi+1 ≥ Hi+2 , ∀i ∈ {1, · · · , r − 1}. (3.17)

Além disso,

(n− i− 1)S1Si+1 − n(i + 2)Si+2 ≥ 0 , ∀i ∈ {0, 1, · · · , r − 1}. (3.18)

Prova: Faremos a prova por indução sobre i. De fato, fazendo i = 1 em
(1.7), temos

H0H2 ≤ H2
1 .

Mas, H0 = 1, obtemos
H2

1 ≥ H0H2 = H2.

Portanto, (3.17) vale para i = 0. Para i = 1, teremos H1H2 ≥ H3. De fato,
fazendo i = 2 em (1.7), temos

H1H3 ≤ H2
2 ≤ H2

1H2.

Se H1 = 0 =⇒ H2 ≤ 0. Já que H2 ≥ 0, implica que H2 = 0. Dáı,

H1 = H2 = 0 ⇒ S1 = S2 = 0 ⇒ ||A||2 = S2
1 − 2S2 = 0.

Ou seja,
A ≡ 0 =⇒ κ1 = · · · = κn = 0.
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Neste caso (3.17) vale. Se H1 > 0 ⇒ H3 ≤ H1H2 ⇒ H1H2 ≥ H3. Suponha
que seja vale para um certo i = k − 1, isto é

H1Hk ≥ Hk+1.

Mostraremos que vale também para i = k, isto é

H1Hk+1 ≥ Hk+2.

De fato, usando (1.7) e a hipótese de indução, temos

HkHk+2 ≤ H2
k+1 ≤ Hk+1H1Hk.

Se Hk = 0 ⇒ Hk+1 ≤ 0. Já que Hk+1 ≥ 0 ⇒ Hk+1 = 0. Então, temos
igualdade em (1.7), que implica que κk = 0. Portanto, (3.17) vale neste caso.
Se Hk > 0 ⇒ Hk+2 ≤ Hk+1H1, isto implica completa a prova de (3.17).
Então, por (3.17), tem-se:

S1

n

Si+1(
n

i+1

) ≥ Si+2(
n

i+2

) .

Isto implica que

(n− i− 1)S1Si+1 − n(i + 2)Si+2 ≥ 0 ,∀i ∈ {1, · · · , r − 1}.
o que completa a demonstração da proposição.

¤

Corolário 3.0.2 Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e conexa
de Sn+1 com r-média curvatura constante positiva Hr, para algum r = 1, · · · , n−
1. Suponha que a imagem da aplicação de Gauss de M esteja contida num
hemisfério fechado e Hi ≥ 0 ,∀i = 1, · · · , r − 1. Então M é totalmente
umb́ılica.

Prova: Como Hi ≥ 0 ,∀i = 1, · · · , r − 1. Então, pela proposição anterior,
H1Hi+1 ≥ Hi+2 ,∀i = 1, · · · , r − 1. Dáı, pelo teorema 3.0.2, temos que M é
totalmente umb́ılica.

¤

Proposição 3.0.8 Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta conexa
e x : Mn ↪→ Sn+1 uma imersão isométrica. Se Hr > 0 e x(M) está sobre um
hemisfério aberto de Sn+1, então Hi > 0 ,∀i = 1, · · · , r − 1.
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Para uma demonstração ver proposição 3.2 em [3].

Corolário 3.0.3 Seja x : Mn ↪→ Sn+1 uma imersão isométrica de uma
hipersuperf́ıcie compacta e conexa de Sn+1 com r-média curvatura constante
positiva Hr, para algum r = 1, · · · , n−1. Suponha que a imagem da aplicação
de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado e x(M) esteja contida
num hemisfério aberto de Sn+1. Então M é totalmente umb́ılica.

Prova: Decorre da proposição anterior e o corolário 3.0.2.
¤
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