UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Elivaldo Rodrigues Macedo

SOBRE A APLICACAO DE GAUSS DE
HIPERSUPERFICIES COM CURVATURA
ESCALAR CONSTANTE EM ESFERAS

Fortaleza
2006



Elivaldo Rodrigues Macedo

SOBRE A APLICACAO DE GAUSS DE
HIPERSUPERFICIES COM CURVATURA
ESCALAR CONSTANTE EM ESFERAS

Dissertacao submetida a Coordenagao do
Curso de Pos-Graduagao em Matematica,
da Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para obtengao do grau
de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Gervasio
Colares.

Fortaleza
2006



Ao meu tio mestre Leonardo Santos (in memorian).
A minha mae Valdenice R. Macedo.



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco a Deus e Nossa Senhora da Penha por mais
uma conquista na minha vida.

A minha familia pelo apoio em todos os momentos dessa jornada.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Antonio Gervasio Colares, pela orientacao
e conselhos de suma importancia para o desenvolvimento nao s6 deste tra-
balho, mas para minha formagao profissional.

A Andrea Costa Dantas pelo desempenho com relagao a servigo burocraticos
e sua simpatia.

Agradeco eternamente a Marcos Rodrigues, Marcelo Régo, Marcelo Melo,
Jeanne, Ulisses e Anderson Fabian pela amizade e a aprendizagem que ob-
tivemos desta a escola de verao 2003.

A todos os alunos da gés-graduacao, estendo meus sinceros agradecimen-
tos.

Aos meus conterraneos e compadre; Marcos Roberto, Roberto Maluf,
Bispo, Onofre, Welbeth, Kleber, Jorginho, Arturo, Mario, George, Nathan e
Sergio Luis pela sélida amizade que serviu de apoio e incentivo nessa jornada.

Agradego ao Francisco Carpegianni pela amizade e paciéncia durante as
correcoes deste trabalho.

Agradego aos professores do departamento de matematica da Universi-
dade Federal do Maranhao pelo apoio e incentivo. Em especial a Maxwell
Mariano de Barros, Marcos Antonio, Mairton, Conceicao Brandao, Luis
Fernando e Hilkias pela formacao que me possibilitou um grande éxito no
mestrado.

Aos professores Luquésio, Lucas, Othon, Jorge Herbert e Lev Birbrair
pelos conhecimentos adqueridos nas disciplinas que me foram de suma im-
portancia.



Agradego a Fernando Espinoza e Feliciano Vitério pelas valiosas con-
tribuicoes que me foram essenciais no desenvolvimento deste trabalho.

Agradego a Fernanda, Erivan e Rocilda pela ajuda e o bom trabalho de-
sempenhado na Biblioteca da Matemaética.

A CAPES que viabilizou esse Mestrado.



”Um passo a frente e vocé nao estd mais
no mesmo lugar.”

Chico Science



RESUMO

O proposito da Dissertacao é caracterizar hipersuperficies na esfera euclidiana
com curvatura média de ordem superior constante. Provamos que se M é
uma variedade Riemanniana de dimensao n e a imagem da aplicagao de Gauss
de M esta contida num hemisfério fechado da esfera de dimensao n+1, entao
M ¢é totalmente umbilica.
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INTRODUCAO 7

O trabalho aqui realizado baseia-se num artigo publicado de autoria de
Hilario Alencar, Harold Rosenberg e Walcy Santos.

Seja x : M™ — S™"!(1) uma hipersuperficie compacta e orientdvel na es-

fera unitdria S"*(1). Denotando por N,V e V, campo vetorial unitério nor-
mal, conexoes Riemannianas de M e S**!, respectivamente, sao relacionadas
por

Vx Y = ViV + (AX,Y)N,

onde A é o operador linear associado a segunda forma fundamental, definido
por

vy N = —AX.

Definimos a aplicagao de Gauss ¢ : M™ — S**! por

¢(p) = N(p) € S"*.

O conjunto ¢(M) denotaremos por imagem da aplicagao de Gauss
de M. O objetivo principal deste trabalho é estendermos para r-curvatura
média constante o seguinte teorema provado por K. Nomizu e B. Smith [9].

Teorema (Nomizu-Smith). Seja M uma variedade compacta, conexa e ori-
entavel de dimensao n > 2 imersa na esfera S™*! com curvatura média cons-
tante. Se a imagem da aplicagao de Gauss de M estiver contida num hem-
isfério fechado de S"*!. Entao M est4 contida em uma hiperesfera em S"*!.

Comecaremos com um teorema para o caso H, = 0.

Teorema A: Seja M — S™*! hipersuperficie compacta e conexa de S"*! com
H,. = 0 para algum r = 1,--- 'n — 1. Suponha que a imagem da aplicagao
de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado e H,_; nao muda de
sinal em M. Entao M é totalmente geodésica.
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Em seguida para o caso H, > 0.

Teorema B: Seja M — S™*! hipersuperficie compacta e conexa de S**!
com H,,; constante positiva para algum r = 0,---,n — 2. Suponha que a
imagem da aplicagao de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado,
H, > 0 e a seguinte desigualdade vale

HlHr 2 HT+1'

Entao M é totalmente umbilica.

No caso de curvatura escalar, parte das hipoteses dos teoremas acima sao
trivialmente satisfeitas, e obtemos o seguinte resultado.

Teorema C: Seja M — S™*! hipersuperficie compacta e orientavel de S**!
com curvatura escalar constante H, > 0. Se a imagem da aplicacao de Gauss
de M estiver sobre um hemisfério fechado de S**!. No caso Hy = 0, suponha
também que H; nao muda de sinal. Entao M é totalmente umbilica.



Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho iremos sempre considerar M"™ uma variedade Riemanniana
de dimensao n e de classe C*°, X(M) o conjunto dos campos de vetores de
classe O em M, D(M) o anel das fungoes reais de classe C*° definidas em
M, V conexao Riemanniana e T,M o espaco tangente a M em p. A meta
deste capitulo é apresentar conceitos, propriedades e notagoes a serem usadas
nesta dissertagao.

1.1 Curvaturas

Definicao 1.1.1 O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana
M™ é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma
aplicagdo do tipo R(X,Y): X(M) — X (M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z

VZ e X(M).

Proposicao 1.1.1 O tensor curvatura R satisfaz as sequintes propriedades
para todo X,Y,Z, T € X(M):

a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,2)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;
b) (R(X,Y)Z,T) = =(R(Y, X) 2, T);

¢) (R(X,Y)Z,T) = —=(R(X,Y)T, Z);

) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

X,Y
X,Y)Z,
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Definicao 1.1.2 Seja o C T,M um plano do espaco tangente gerado pelos
vetores x e y linearmente independentes. Entao

(R(z,y)r,y)

onde |x A y* = (z,z){y,y) — (z,y)>. K €é denominada a curvatura sec-
cional de M em p sequndo o.

Seja agora v € T,M um vetor unitario e {e;,---,e,_1,€, = v} uma base
ortonormal de 7,,M.

Definicao 1.1.3 A curvatura de Ricci de M na direcao de v em p €
definida por:

—_

1 «—
n—1

(R(v,€e;)v,e;).

1

Ric,(v) =

<.
Il

Definicao 1.1.4 A curvatura escalar de M em p € definida por:

n

K, = %ZRicp(ei) = ﬁ Z(R(ei, e;)ei, ;).

i?j
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1.2 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hes-
siano

Definigao 1.2.1 Seja f € D(M). O gradiente de f é um campo de vetores
em M dado pela sequinte condi¢ao:

(gradf, X) = X(f)

VX € X(M).
Obviamente da defini¢ao tem-se Vf, g € D(M);

a) grad(f + g) = gradf + gradg;
b) grad(f-g) = f-gradg+ g - gradf.
Defini¢ao 1.2.2 Dado X €X (M) defina
divX : M — R

p— divX(p) :=tr(Y — VyX(p)),

ou seja, o divergente de X € o trago do operador linear (Y — VyX).
Decorre da definicio que para qualquer X,Y € X(M) e qualquer f € D(M):

a) div(X +Y) = div(X) + div(Y);
b) div(f - X) = f-div(X)+ (gradf, X).

Teorema 1.2.1 (Da divergéncia) Seja X € C'(M), M compacta com bordo.
Entao

/ divXdM = (X,v)dS
M

oM
onde v é o vetor conormal exterior de OM .

Definigao 1.2.3 Seja f € D(M). O operador A : D(M)— R chamado
laplaciano de f, é definido por:

Af = div(gradf).
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Decorre das propriedades do gradiente e do divergente que:
a) A(f+9g)=Af+Ag;
b) A(f-g) = fAg+ gAf+2(gradf, gradg), para quaisquer f,g € D(M).

Observagao 1.2.1 (Referencial Mével) Seja M"™ uma variedade Rieman-
niana de dimensao n, e p € M. Entao existe uma vizinhancald C M dep e

n campos de vetores linearmente indenpendentes ey, -+, e, € X(M) ortogo-
nais, tais que, (e;,e;) = 0;;,Vi,j =1,--- n.

Proposicao 1.2.1 Se{ey,---,e,} é um referencial ortonormal local em M,
entao

gradf = Z ei( f)e.
i=1

Dem.: FEscrevendo gradf = Zaiei, temos que
i=1

e;(f) = (gradf, e;) = <Z aie;, €j) = aj.
Logo, =
gradf = Z ei(f)e. (1.1)
i=1
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Proposicao 1.2.2 Se X = ZX#%, onde {ey,---,e,} € um referencial
=1

ortonormal local em M, entao

divX = Z(ei(x,») — (Ve X)).

Dem.: Temos,

divX = > (Ve X&)=Y (Vo (D Xjej).e)
i=1 i=1 j=1
= > (eilXpej e + Y Xi(Veejer).
ij=1 ij=1

Como (e;, e;) = 0,5, tem-se que
0 = ei(ei,e;) = (Ve e5) + (€, Ve,e5), ou seja, (Ve,ej,e;) = —(Ve,ei,€;).
Daf,

divX = Zez(Xz) - Z Xj<veiei; €j>
i=1 ij=1
= ZGZ(XZ) — Z(Veiei, ZXJ'6]'>.
i=1 i=1 j=1
Logo,
divX =) (e;(X;) = (Vee:, X)) (1.2)
=1
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Proposicao 1.2.3 Se {ey,---,e,} € um referencial ortonormal local em M,
entao

Af = Z(ei(ei(f)) = (Vee)(f))-

Dem.: De fato, por (1.1)

n

Af=div(d_ ei(f)es),

i=1
e por (1.2)

Af = (eieilf) = (Veei, gradf)).
i=1
Finalmente, pela propriedade do gradf, seque-se que
Af =) (eilei) = (Vee(£)). (1.3)
i=1

O

Definigao 1.2.4 Seja f € X(M). Definimos o Hessiano de f em p € M
como o operador Hessf : T,M — T,M, dado por:

(Hessf)Y = Vygradf ,VY € T,M.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos
X, Y € X(M), temos

Hessf(X,Y) = (Vxgradf,Y).
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1.3 Imersao Isométrica

Considere (M™ e WM variedades diferencidveis. Dizemos que
) ) ) ) q.

uma aplicagao diferencidvel f : M — M é uma imersao, se a diferencial
dfy : T,M — Ty M é injetiva Vp € M. Observamos que df,(T,M) é um
subespaco vetorial do T, M e tem dimensao n.

O teorema da forma local das imersoes estabelece que se f é uma imersao,
entdo dado p € M existe um aberto U > p de M tal que fly : U —M é um
mergulho, ou seja, f(U) é uma subvariedade de M; por este resultado é
natural identificar os pontos de U com os pontos de f(U) pensando f com
uma inclusao. Com esta identificagao, o T, M ¢ identificado com df,(T,M),
ou seja, identificamos v € T, M com df,(v).

Quando a M é uma variedade Riemanniana com métrica (,) definimos a
métrica induzida em M por:

(v, w)p = (dfp(v), dfyp(w)) y)-

Tomando a métrica induzida em M, f torna-se uma isometria local e
flu torna-se isometria sobre f(U/). Com isto a aplicacdo df, pode ser conside-
rada como a inclusao ou 7, M ser considerado como subespaco euclidiano do
espaco euclidiano T’ f(p)ﬁ. Para cada p € M tem-se,

TPM = TPM S (TPM)L7

onde (Tp]w_)L é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Com isto,
se X € T,M, entdo X = v+w sendov € T,M ew € (TpM)* de forma tinica.

Denote que M com a métrica induzida é variedade Riemanniana e por-

tanto tem uma conexao Riemanniana V, V a conexao Riemanniana de M,
— T .

nesse mesmo contexto prova-se que V.= V | ou seja, se X|Y € X (M),

VxY = (VxY)T é uma cenexao Riemanniana relativa 4 métrica induzida de
M.
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Se X,Y € TM, temos que a aplicacio a : TM x TM — (T M)+, dada
por;
a(X,Y)=VxY - VyY,

e, em cada ponto, a(X,Y’) é um campo local em M normal a M, um tensor,

isto é, a ¢ bilinear e simétrica. Entao o é chamada de 2* forma quadrética
de f oude M em M.

Se ¢ é campo normal unitdrio num aberto U C M e XY € X (U),
definimos uma forma bilinear e simétrica H¢ : T,M x T,M — R por

He(X,Y) = (a(X,Y),§).
A forma quadratica II¢, definida em T,,M por
II(X) = He(X,Y)

¢ chamada segunda forma fundamental da imersao f segundo o vetor
normal §; a forma H estd associada a um operador linear auto-adjunto
Ae : T,M — T,M por

(Ag(X),Y) = He(X,Y).
Obviamente temos se p € M, X € T,M e £ € (T,M)", segue-se que:
Ae(X) = =(VxO)".

Além disso, a componente normal de V x¢ é uma conexao normal V' da
imersao. Isto é,

Vxé = (Vx&)V =Vxé— (Vx€) ' = Vx&+ Ag(X).

Observagao 1.3.1 Se a codimensao for um podemos dispensar o indice &.
Entao,

A(X) = =(Vx8)",

onde A € chamado operador forma.
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Observacao 1.3.2 Se a codimensio é um e M = R”il, entao & pode ser
pensado com uma aplicagdo de M — S™(1) e d€, X = Vx&. Logo,

A(X) = d,
onde A € a aplicagao normal de Gauss.
Proposicao 1.3.1 (Equagao de Gauss)
(R(X.Y)Z)" = R(X,Y)Z + Aav.y X — Aaix,2)Y,
VXY, ZeTM.
Dem.: Sabemos que VY = VxY +a(X,Y) e V& = Vx&+ A:(X). Como
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VxyZ,
calculando separadamente os membros da equacao acima, obtemos:
YWVxZ = Vy(VxZ+a(X,Z))

VyVxZ+Vya(X, Z)
= VWwVxZ+a(VxZ,Y)+Via(X,Z) — Aux.2)Y,

VXVYZ = vx<VyZ + 04(5/, Z))
= VxVyZ+Vxa(Y,2)
VxVyZ +a(VyZ,X) + VoY, Z) — Asvy X,

v[xjy]z = V[va]Z + a([X, Y], Z).

Dali, obtemos:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+a(VxZY)+Via(X,Z)— (1.4)
— Aax.z)Y —a(VyZ,X) = Vxa(Y,Z) + (1.5)
+ Aa(Y,Z)X + O./([X, Y]7 Z)
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Por outro lado,

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (R(X,Y)Z)*.

Portanto,

(E(X7 Y)Z)T = R(X7 Y)Z + Aa(Y,Z)X - Aa(X,Z)Y-

Proposicao 1.3.2 (Equagio de Codazzi)
(R(X,Y)Z)" = (Dya)(X, Z) — (Dxa)(Y, Z).
Dem.: De (1.4), (1.5) e (1.6), temos
(R(X,Y)2)* = a(VxZ,Y)+Via(X, Z)—a(Vy Z, X)-Vxa(Y, Z)+a([X, Y], Z).

Observe que

o([X, Y], Z) = a(VxY — Vy X, Z) = o(VxY, Z) — a(Vy X, 7).
Assim,

(RIX,Y)Z2): = {Via(X,Z2)—-a(VyZ X)—a(VyX,2)} —
— {Vxa(Y,Z2) = a(VxZ,Y) — a(VxY, Z)}
= (Dya)(Y,Z) — (Dxa)(Y, Z).

O

Observacao 1.3.3 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional cons-
tante, a equacao de Codazzi se reduz a:

(Dya)(X, Z) = (Dxa)(Y, Z).
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1.4 Os polindmios de Newton

Definicao 1.4.1 Seja A um operador auto-adjunto. O r-ésimo polinémio
simétrico associado a A, € a fung¢io S,(A) : R" — R definido como

1, se r=20
S (A) (K, kn) = Z Kiy - Ki,, se re{l,---,n}

1<y, <-<ir<n

0, se 1 >n,
onde Ky, -+, Ky G0 0s auto-valores do operador auto-adjunto A.
Observagao 1.4.1 Se A nao estiver diagonalizada, definimos A(iy, -+, 1)
uma submatriz de A = (h;j) constituida pelos h;; tais que i,j € {i1,---,i,}.
Entao

Se= Y detA(ir,---,i,) = F(ay)

1<iy <--<ir<n
. ~ . n —n+1 . ~ . -
Definicao 1.4.2 Seja x : M™ — M uma imersao isométrica e A a se-

gunda forma fundamental de x.Definimos os polindmios de Newton P.(A) :
T,M — T,M para cada r € {0,1,2,---,n— 1}, sdo definidos como sendo:

P(A) = I
Pl(A) - Slj—A
P.(A) = S1—AP_(A), r>1

Observacao 1.4.2 Cada P, comuta com A e se e; um auto-vetor de A as-
soctado a curvatura principal k;, entao

Pl(el) = W;€; = (Sl - /@',»)ez-.
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.~ . —n+1 R ~ . L.
Proposicao 1.4.1 Sejax : M™ — M wma imersao isométrica entre duas
variedades Riemannianas e seja A o operador linear associado a uma sequnda
forma fundamental. Os polinomios de Newton associado a A satisfazem:

a) P.(e;) = Sy(Ai)e;; para cada 1 < ¢ < n onde A; € a restricio da
transformacao A ao subespaco normal a e;;

b) traco(P,) = (n—1)S, = Z Sy (As);
¢) trago(AP,) = —(r+1)S,11 = — Z KiSy(As);

d) tT’(ZQO(AQPT) = Slsr—f—l - (7” + 2)5r+2 = Z H?Sr(Az)
=1

Prova: a) Faremos a prova por indugdo sobre r. Para r = 1, temos
Pl == Slf - A
Portanto,

Pi(e;) = Sie; — Ae;

S1e; — Kie;

(51 - /fz')ez‘

= (ki+-+Ri+ -+ Kn)
= Si(A)e;.

Suponhamos que vale para r — 1. Entao

P.(e;) = Sye; —AP,._1(e;)
= Sre; — A(Sr—1(A)e;)
= (Sr - Sr—l(Az‘)/fi)ez‘
= S.(A)e;.

b) Considere S, e S,(A;) como polinémios homogéneos nas varidveis x;.
Entao.
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traco(P,) = S.(A1)+---+ S.(A,)

— g /iil.../{:ir+..._|_ g Hil""‘{ir

i< <ipe i< <ipe
1¢{i1, - in} ng¢{iy,in}

= (n—r)S,

Exemplo 1.4.1 Considere as sequintes matrizes:

k1 0 0 1 00
A= 0 Ky 0 . P=I=|010],
0 0 ks 0 01
Ko + K3 0 0 RoK3 0 0
P1: 0 K1+ K3 0 € P2: 0 KR1R3 0
0 0 K1+ Ko 0 0 R1R9

Portanto,
traco(Py) = 2(k1 + ko + K3) = 25

traco(Py) = Koks + K1Kk3 + K1ko = S

c¢) Decorre da identidade AP, (A) = —S,41(A)I + P,+1(A). Tem-se:

traQO(APr(A)> = —trago(STH(A)[) + traQO(Pr+1 (A))
= —nS11(A) + trago(Fr11(A)).

Usando a parte (b) obtemos

traco(AP,(A)) = —nSyar(A) + [(n — (r + 1))Syr (A)
= (n—n—r—15,41(A)
(DS ().

d) Decorre novamente de AP, (A) = —S,11(A)I + P,11(A). Temos que

A2PT(A) - ST_H(A)A + APT+1(A>.

21
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Portanto,

trago(A*P,(A)) = Sppa(A)trago(A) + traco(AP41(A))
Sr41(A)S1(A) = [(r +1) + 1]S¢11)+1(4)
= Sr1(A)S1(A) = (r +2)Sr42(A),

o que completa a demonstracao da proposicao.
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1.5 O operador L,

Considere o operador Lu = a"(z)D;u + b'(x)Diu + ¢(z)u, com a” = a’’,

onde z = (z1,-++,x,) em um dominio Q C R", sendo n > 2, u € C?*(9Q),
D.: — 9%u e D = ou
L/ 8$¢3$]' v Ozt

Definicao 1.5.1 Dizemos que L é um operador

s

i) eliptico em um ponto = € Q se o coeficiente da matriz (a”(x)) €
positivo, i.e., se N(x) e A(x) denotam, respectivamente, o menor e o
maior dos autovalores de (a"(x)), entdo 0 < A(x)|¢{]* < a¥(x)&E; <
A(QJ)‘€|27 para todo g = (flu T 75”) € R" - {O}J

ii) eliptico em Q se A >0 em Q;
iii) estritamente eliptico se A > \g > 0 para alguma constante A\o;

iv) uniformemente eliptico em ) se € estritamente eliptico e além dissoA/\
¢ limitado em ().

Definicao 1.5.2 Seja z : M" — M wma imersio isométrica e A sua
sequnda forma fundamental. Dada uma funcao diferencidvel f: M™ — R e
reN com0<r <n-—1 definimos o operador diferencial de sequnda ordem
L, em M™ por:

L. (f)(p) = trago[(F.AHess(f))(p)]-

Observagao 1.5.1 Ser =0, Ly € o laplaciano que € sempre um operador
eliptico.

As duas proposigoes a seguir dao condigoes para que o operador L, seja
eliptico e suas demonstra¢oes podem ser encontradas em [1] e [7], respecti-
vamente. Antes, apresentaremos a definicao de H,.

Definicao 1.5.3 Definimos a r-ésima curvatura média da imersao x em um
ponto por

1 1
H, = =5 Kiy ** Kip 7oy s
0,2 @

T/ i< <y T
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onde S, € o r-ésima funcdo simétrica do k1, -+, Kk,. Assim, definimos Hy = 1
e H. =0, para todor > n+ 1, parar =1, Hi = H ¢ a curvatura média
da imersao, no caso r = 2, Hy € a curvatura escalar e para r =n, H, € a
curvatura de Gauss-Kronecker.

Proposicao 1.5.1 Seja M"™ uma variedade Riemanniana conexa, compacta
. . . n ——n+1 . ~ . -

sem bordo e orientavel e seja x : M™ — M uma imersao isométrica com

H, .y constante. Se M™ tem um ponto onde todas as curvaturas principais

sao positivas, entao L., € um operador eliptico.

Proposicao 1.5.2 Seja M wma hipersuperficie em Rt ou S"*t com H, =
0, 2 <r <n. Entao o operador L,_1(f) = div(P,_1V f) € eliptico em p € M
se e somente se H,.1(p) # 0.

Proposicao 1.5.3 Seja M uma hipersuperficie de R**!, S"+1 e H* ! gs r-
ésima curvaturas média de M sao simetricas através da n-upla das curvatu-
ras principais de M, elas sdao relatadas pela sequinte desigualdade algebrica:

Hi*lHi+1 < Hg, V/L, 1 S 1<n (17)

H >H"”>H">...>H" (1.8)
Se Hy, Ho,- -+, H; sejam nao-negativos. Além disso, a igualdade em (1.7) e
(1.8) vale apenas se k1 = Ky = -+ = K.

Para uma demonstragao ver [8].



Capitulo 2

Uma férmula integral

Neste capitulo apresentaremos uma formula integral de suma importancia,que
servira de base para resultados posteriores. Antes, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.0.4 Seja x : M" — Mnﬂ(c) uma imersao, onde WH(C)
representa R"™ | a esfera euclidiana S"1(1) ou o espago hiperbolico H™(—1).

Considere o € R"2, um vetor fixro, N um campo de vetroes unitdrio normal
a M e as fungoes f,g: M™ — R definidas por:

Entao,

L(g) = —(r+1)Suf—(n—r)Sg (2.1)

L(f) = —[$1Sm— (r+2Spalf = (r+ DSrng  (2.2)

onde na ultima equagao, S,11 € constante.

——n+1
Prova: Faremos a prova para o caso em que M (c), representa a esfera
euclidiana S"*!(1). Seja {ej, eq, - - -, €, } referencial ortonormal tangente a M
numa vizinhanc¢a de um ponto p € M. Como,

M S gt L R

25
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Temos,
R = T,M @ [N] @ [z].

Portanto, o € R"*2 é escrito como o = o +bN +cx B facil ver que a = (N, a)
eb=(r,a),isto é

a=a' + fN + gz.

onde z é o vetor posicio de S**!'. Denotando a conexdo em R™*? por V
e derivando a funcao g e usando o fato que « é um vetor fixo. Para todo
X € X (M), obtemos

X(g) = Xra)
(Vxz,a) + (x,Vxa)
= <X7a>7

Fazendo, @ = o' 4+ a e substituindo na expressao acima, obtemos

X(g) =

Por defini¢ao, temos que X (g) = (grad(g), X), usando isso, temos que

grad(g) =o' =a — fN — gz.

Sejam X e Y € X (M) e N € X (M)! as conexdes Riemannianas V e v de
M e S™*!, respectivamente, sao relacionadas por

Vx Y = VxV + (AX,Y)N (2.3)

ViY =Vx Y — (X,Y)z, (2.4)
Substituindo (2.3) em (2.4), temos

VxY =VxY + (AX,Y)N — (X, Y)r. (2.5)
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Fazendo Y = a' em (2.5), obtemos
Vxa' =Vxa' +(AX,a")N — (X, a")x. (2.6)
Entao, para « fixo e usando (2.6), temos
0=Vxa = Vx(a' + fN+ gx)
= Vxa' + X(f)N + fVxN + X(g)z + Vxa
= Vxa' +{AX,a")N —(X,a"z+ X(f)N — fAX + X(g)x + gX,
Assim, a parte tangente nos dé
Vxa' =Vxgrad(g) = fAX — gX. (2.7)
Por defini¢ao, temos

L.(9) = trago|P.Hess(g)]

n

— Z<(PTHGSS<Q))€Z',€¢>,

i=1
Como, (Hess(g))e; = Ve, grad(g), temos

n

L.(9) = > (BVegrad(g). ;).

i=1
Fazendo, X = e; em (2.7), obtemos

n

Li(g) = SU(P(fAc; - ge),e)

=1

= f Z<PTA€Z', €i> - 92<Pr6i7 ei>
i=1 i=1

= f> (APei ey —g ) (Preies)
i=1 i=1
= ftraco(AP,) — trago(FP,).
Pela proposicao 1.4.1, obtemos

L.(9) = ftraco(AP;) — gtraco(F;)
= —f(r+1)S1 —g(n—r1)S,
= —(r+1)Sf—(n—-r)Syg,
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o que prova o resultado para a funcao g, agora iremos porvar para a funcao
f, derivando a fungao f, obtemos para cada X € X (M) e a € R"? vetor
fixo

{grad(f), X) = X(f) = X(N,q)

Logo,
grad(f) = —A(a").

Usando, derivada covariante para tensores e Codazzi, temos

Vxgrad(f) = —Vx(A(a"))
= —(VxA)a' —AVxa'
= —(V,tA)X — AVxa'
—(V,rA)X — fA2X 4 gAX. (2.8)

n

Por defini¢ao, temos que L, (f) = Z(Prveigmd(f), e;), usando (2.8), temos

i=1
L(f) = - Z (VarAJes ey — [ (B A% e) +g ) (P Aeie;)
i=1 i=1
= —Z aTA ezyez fZ<A2PTeZ'7€i> +gZ<APr€i,ei>
i=1 i=1
= - Z (VarA)es, ;) — ftraco(A*P,) + gtraco(AP,),

Pela proposigao (1.4.1), obtemos

L,(f) = —trago(P. V41 A) — [S15,11 — (r + 2)Sipo] f — (r +1)S,419. (2.9)
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Afirmamos que trago(P,V,tA) = V7 (trago(AP,)). Com efeito, por defini¢ao
e derivada covariante para tensores, temos

n

traco(P, Vot A) = > ((PV,rA)es ;)
=1

= Y (BV.rA)e; — P AV re; ;)
=1

= > {Var(PAei e) — (PAe;, Vare)} — > (PAV,rese)
i= =1

= V.7 (P.Ae;, e;) 22 (P, Ae;, e;)
i=1

= V.7 (AP,e;, e;) QZ/{Z Pre;, e;)

1=1

= V,7(traco(AP,)) — 2 Z ki (Sres, €)

= V,7(trago(AP,)) — 2 Z kiSr(€;, €;)
i=1

= V,7(trago(APR,)).
onde na ultima parte usarmos o seguinte resultado
(eiei) =1 = a'{ee) =0=2(V,re;,e) = 0.
o que prova a afirmacdo. Assim, (2.9) se escreve como

Lr(f) = _vaTtraQO<APr> - [5157‘+1 - (T + 2)Sr+2]f - (T + 1)Sr+lg
= (r+1)VarSep = [S1Sr41 — (1 +2)Sppof — (r +1)Srag.

Ja que S,;1 é constante, isto implica que V75,1 é zero. Portanto,

Lr(f) = _[Slerrl - (T' + 2)ST+2]f - (7’ + 1)Sr+1g'
U

Observacao 2.0.2 Nas condicoes desta proposicao, se tivermosr = 0, entao:

A(g) = Lo(g) = —5Sif —nSog=—51f —ng (2.10)
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A(f)=Lo(f) = —(5]—28)f—Sig=—l|A|*f—Sig (2.11)

Proposigao 2.0.5 (Férmula Integral)Seja x : M"™ — S"*' uma hipersu-
perficie isometricamente imersa em S*™ compacta e orientdvel, com H,,
constante, para algum r com 0 < r <n — 2. Entao:

/ [(n—7r —1)S1S,41 — n(r +2)Sya] fdM = 0, (2.12)

Prova: Por hipdtese H,,1 é constante, isso implica que S,,; é constante.
Por (2.2) e (2.17), obtemos que:

+1
L.(f) — r )Sr+1Ag = —(S1841— (r+2)Sr2)f = (r+1)S,19 +
1
+ (r + )Sr+151f + (T -+ 1)Sr+1g
= =515 f+ (1 +2)Sqof — (r+2)S420 +
1
+ (r+ )Sr+151f +(r+1)Sr 19

[=nS1Sria f +n(n +2)Seyof + (1 +1)S, 41151 f]

SI—3 |+

[(—n+7r+1)S1S41f +n(n+2)S, 4o f]
= —%[(n —Tr— 1)Slsr+1f - n(n + 2)5r+2]f

Podemos ainda escrever:
(1" -+ 1)Sr+1Ag — nLr(f) = [(TL - 7T — 1)Sr+181 — n(r + 2)57«+2]f

Integrando, tem-se que:

[ 10418180 =L, flaM = [ (=1 = DS.018 = o+ 2)S, 2l M

Por outro lado, o teorema da divergéncia nos da:

/M[(r +1)S,11Ag —nL, fldM = /M(r +1)S,11div(Vg) — ndiv(P,V f)|dM
_ /M div((r +1)S,41Vg — nP,V f)dM

= / ((r +1)8,;1Vg — nP,V f,v)dS “"=7 0.
oM
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Portanto,

/ [(n -—r—= 1>Sr+151 - 71(7" + 2)ST+2]fdM =0
M

31



Capitulo 3

Caracterizacao de
hipersuperficies umbilicas
através da aplicacao de Gauss

Neste capitulo iremos provar teoremas de caracterizagao de hipersuperficie
com r-curvatura média constante na esfera. Como nos capitulos anteriores

as conexoes Riemannianas de M, S**! e R"*2 sao denotadas por V, V e V,
respectivamente.
Na demonstracao do proximo teorema necessitaremos o seguinte

Proposicao 3.0.6 Seja M™ &, S™* uma hipersuperficie compacta e conexa
de S"*1. Suponha que a imagem da aplicacao de Gauss de M esteja contida
num hemisfério fechado tal que existe o € R™"*2 satisfazendo

Entao M ¢ totalmente geodésica.

Prova: De fato, derivando a equacao (N,«) = 0 sobre M, obtemos, para
todo X € TM:

N, a)
N —(X,N)z,a)
X, ).

(Vx
(Vx
= —(4A

32
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Seja g = (z,a). Ja que Vx N = —AX, (X,N) = 0e grad(g) = a' =
a — gz, segue que (AX, grad(g)) = 0 para todo X € T M. Pela simetria de
A(ie ,(AX, grad(g)) = (X, A(grad(g))) = 0), temos

a' € KerA.

Além disto,

Vxgrad(g) = Vx grad(g) — (AX, grad(g))N
= %X grad(g)
= Vxgrad(g) + (X, grad(g))x
= Vxa— gz + (X, grad(g))z
= —(z,a)Vxz — (X, a)z + (X, grad(g))z
= —(r,a)X — (X, a)z+ (X, o)z
= —(r,a)X
= —gX. (3.1)

Das equacoes de Codazzi, temos

(vgrad(g)A)X - (VXA>gTad(g)
= Vx(A(grad(g))) — AVxgrad(g)

= —A(-gX)
gAX,
Para cada X € T'M; isto é,
VgradgyA = gA. (3.2)
Em particular,
grad(g)(traco(A)) = traco(Vgrade)A) = gtraco(A). (3.3)
Seja {ey, e, , €, N, x} uma base de R"*2 tal que

n

o= Z(a, eive; + (z, a)x,

=1
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onde ¢; € T,M e grad(g) = Z(a, ei)e;. Observamos que os zeros de grad(g)
i=1
ocorrem nos pontos onde « é ortogonal ao di,(T,M) ~ T,M.

Se grad(g) = 0 sobre M, segue que (M) mergulha em hiperesferas
determinadas por hiperplanos de R"*2, e por compacidade de M, concluirmos
que M é uma hiperesfera grande de S"*!.

Suponhmos grad(g) # 0 sobre M. Entao, por (3.1), temos V g,qa(g)grad(g) =
—(z,a)grad(g), e além disto

v grad(g) 1 grad(g)
grad(g) TT—— =

—V ra g NI
Toradeon || grad(g)]] lgrad(g)|] * " *““{[grad(g)|]

1 1
— m{gmd(g) (m)grad(g) +

1

T Tgradig)] ¥ redor9rad9)}

1

= ——————=V g grad(g) —
Tgradg) 097 )

1 1 1

|lgrad(g)|| [lgrad(g)|[* |lgrad
— 0.

ol (Vgrad(g)grad(g), grad(g))grad(g)

grad(g)
Portanto Tgrad(o)ll

tos p € M onde grad(g) # 0. Sejam py € U um ponto fixo e v uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco s e estendivel indefinitivamente em
ambas dire¢oes ao longo de M partindo de py tangente ao grad(g(po)). Pela
observagao acima, grad(g) é tangente a v ao longo de .

Seja h uma funcao real definida sobre R por

h(s) = (7'(s), grad(g(v(s)))),

onde 7/(s) é o vetor de (s). Seja (a,b) um intervalo maximal contendo 0 da
qual v((a, b)) mergulha numa componente conexa de U contendo py. Entao

¢ um campo vetorial geodésico sobre o conjunto U dos pon-

dh

o = 7Y (8)(7/(s), grad(g(v(s))))

= (Vy@/(s),grad(g(v(s)))) + (¥(s), Vs grad(g(v(s))).
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Como 7(s) é uma geodésica ,isto é, V. (57'(s) = 0, temos
dh
o = ),z a(s)
= —9(7(s)),s € (a,0). (3-4)

Derivando novamente, temos

= —alrls),
= (Voar((s)),a) + (@1(5)), Vo)

= —(s).0)

=~ ((s)grad(gy(s))) + (x(r(s), ahr ()
= —(¥(s),grad(gls(s))

— —h(s),s € (a,b). (3.5)

Assim, a solugao geral é:

a)

h(s) = ¢1 cos(s + sg) + casen(s + sp).

Para satisfazer as condigoes iniciais h'(0) = —g(7(0)) = —go e h(0) =

V1 —g¢ = fo, devemos ter

€1 COS S + casensy = fy

—C18€nSsg + €2 COs Sg = —(p.

Resolvendo o sistema de equacgoes, obtemos

c1 = gosensy + fo cos sg

Co = — (o COS Sg + fosensg.

onde sy € (—%,5) ¢ determinada por sensy = go. Por outro lado,
cos’sp=1—sen?sy =1 — 90 = cos sg = fo.

Entao,
C1 = 1
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CQZO.

Assim, a solugao da equacao diferencial que satisfaz as condicoes iniciais
prefixadas é:

h(s) = cos(s + s9), s € (a,b). (3.6)
Além disto, segue de (3.4) que

g(7(s)) = sen(s + so), s € (a,b) (3.7)

e de (3.6),temos

grad(g(v(s))) = cos(s + s0)7'(s), s € (a,b) (3.8)

Como h(0) é positivo. Afirmamos que h é positiva em (a,b). De fato, supon-
hamos que existe 5 € (a,b) tal que h(3) < 0, resulta do Teorema do Valor

Intermedidrio que deve existir s€ (a, b) tal que h(s) = 0.
Segue-se dai e (3.8) que

grad(g(1(s))) = cos(s +s0)7'(5)
= h(s)y'(s)
= 0.
que é uma contradicdo, pois v(s) € U. Portanto por (3.6), temos que (a, b)
é um intervalo finito isto é, a > —o0 e b < +o00, caso contrario teriamos
cos(s + sp) < 0, que é uma contradigdo, pois virmos que h é positiva em

(a,b). Pela condigdo maximal sobre (a,b) temos que grad(g(y(a))) = 0 e
grad(g(v(b))) = 0. Por (3.8) e continuidade, temos

cos(a + sg) = cos(b+ s9) = 0. (3.9)
De (3.2), temos
grad(g)(tragoA®) = tragoV graa(y) A° = 2gtragoA”. (3.10)
Tomando [(s) = (tragoA?)v(s), podemos reescrever (3.10) como

cos(s + 5o (s) (bracoA%)y(s) = 2g((s))(tracoA%)y(s)
= 2sen(s + s0)l(s).
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Dai,

cos(s + so)% = 2sen(s + sp)l(s).

Para esta equacao o fator intergrante pu é dada por

/'L(S> _ 6—f2tg(s+so)ds
= cos’(s+8),5+ 50 € (—g, g)
Assim, a solucao geral é dada por
C T
l T e Lo\’ cel—z:35)
(5) cos?(s + sp) s+ € 2 2)

Para alguma constante C'.
Temos uma contradicao a menos que C' seja zero, e portanto [ é zero; entao
A =0 sobre . Ja que f =0e grad(g) =0 em M —U, temos

0 = (grad(g),grad(g))
= (a—gz,a—gz)
= <Oé,Oé> —g<Oé,I> —g<$,04> +g2
- 1= 292 + 92
= 1—4%
Portanto, g2 = 1 em M —U; por (3.2), A=0em M —U. Pela compacidade

de M, implica que M mergulha numa hiperesfera grande.

O

Teorema 3.0.1 (Teorema A da Introdugdo) Seja M™ — S™' uma hipersu-
perficie compacta e conexa de S*™* com H, = 0 para algumr =1,---,n— 1.
Suponha que a imagem da aplicacao de Gauss de M esteja contida num
hemisfério fechado e H,_1 ndo muda sinal em M. FEntao M ¢€ totalmente
geodésica.

Prova: Usando (1.7) e o fato que H, = 0, segue-se que
Hr—lHr—i—l S 07

Entao, ja que H,_; nao muda de sinal em M, concluimos também que
H, 1 nao muda de sinal em M. Pela hipdtese da imagem da aplicacao de
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Gauss de M esté contida num hemisfério fechado de S*™!, existe v em R"*2
tal que

f= <N,O¢>,

¢ nao-negativa ao longo de M.
Segue-se dai que f - .S,.1 nao muda de sinal ao longo de M. Por outro lado,
a equagao (2.19) em nosso caso vale

[ 160 =1)815, = n(r -+ 1)S,) b1 =0,

Mas,
H =0=5,.=0.

Entao, a equacao acima reduz a:

/ f . ST+1dM = O)
M
Como f - S, tem sinal fixo, temos
£ S =0. (3.11)

Seja A o conjunto dos pontos de M onde S,,; # 0. Mas, virmos que S, 1
nao muda de sinal em M; logo S,.1 = 0 em M — A. Em particular; S.,; =0
em M — A. Por outro lado, f = 0 em A; logo pela continuidade de f, f =0
em A. Daf, em M — A

H.=H,,=0.

Portanto, vale a igualdade em (1.7). Logo, todos os pontos em M — A sdo
umbilicos; isto é,
R = Rg == Rp = Q.

Entao,

0=25, = E Kiy =+ K, = a'.

i1 <<ty

Isto implica M — A é totalmente geodésico e, além disto,

alf] = <%8i N, a) + (N, Vya).
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Mas,
Voi N = —A(di) = 0.
e
Vaa=0
Entao,
o[f] = 0.

Portanto, f é constante ao longo de cada componente conexa de M — A. J&
que ao longo da fronteira desses conjuntos, f = 0. Logo f = 0 sobre M; logo

pela proposigao acima, M ¢é totalmente geodésica.
O

Teorema 3.0.2 (Teorema B da Introdugdo) Seja M™ — S™! hipersuperficie
compacta e conera de S com H,,, = constante > 0, para algum r =
0,---,m — 2. Suponha que a imagem da aplicacio de Gauss de M esteja
contida num hemisfério fechado, H, > 0 e a sequinte desiqualdade vale

HH. > H, 4, (3.12)
Entao M € totalmente umbilica.

Prova: Pela proposigao 2.0.2, temos para um « € R" fixo, a fungao f(p) =
(N(p), o) satisfazendo

/ [(n—7r—1)S,4151 — n(r + 2)S,42] fdM = 0. (3.13)

Mostraremos inicialmente que o integrando tem sinal fixo, para algum vetor
a € R"2. J4 que a imagem da aplicacao de Gauss de M, estd contida num
hemisfério fechado, existe um vetor a € R"*2 tal que

f(p) = (N(p),a) >0 ,¥p e M.

Afirmamos que se H1H, > H, .1, entdao HiH, ;1 > H,5. De fato, por (1.7),
tem-se que

H.H,» < H?\, < H.HyH, . (3.14)

Note que H, # 0; caso contrario teremos H,.; = 0, que é uma contradicao.
Ja que, H, > 0 e podemos dividir (3.14) por H,, obtemos

HiHyoy > Hyyo. (3.15)
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o que prova a afirmagao. Entao, por definicao de H; e (3.15), tem-se
& SrnJrl > 51:2.
n (1) T Gle)
Dali,
(n — T — 1)8157«_;,_1 - n(r + 2)ST+2 Z 0. (316)
De (3.16) e o fato que f > 0 em M, temos
[(n—7r —1)S1S41 — n(r+2)S,42]f > 0.

o que mostra que o integrando tem sinal fixo.
Segue-se daf e (3.13) que

[(n =7 —1)S1S41 — n(r+2)S,42]f = 0.

Se f = 0, pela proposicao anterior, concluimos que M é totalmente geodésica,
e portanto H, = 0 que é uma contradicao. Suponhamos B um conjunto
aberto nao-vazio de M onde f(p) > 0,¥p € M. Assim, ao longo de B,
temos

(n—1r—1)5154+1 —n(r+2)S,42 =0.

Isto é, vale a igualdade em (3.16). Equivalentemente, HyH, 1 = H, . Dali,
em (3.14), temos

H, 5 < Iy < H, o,

T

Donde,

H?

Hr

Isto significa que vale também a igualdade em (1.7), ja que esta desigualdade
foi usada para obter (3.16). Portanto, todos os pontos de B sdao umbilicos.
Por outro lado, M — B também é um conjunto aberto de M. Afirmamos que
M — B é vazio. De fato, seja zo € M — B. Entdo, j& que M — B é aberto,
existe uma vizinhanca U de zy contida em M — B tal que f(z) =0 ,Vr € U,
segue que A = 0 em U, que implica H, = 0 ,Vr, que é uma contradicao, o
que prova a afirmacdo. Assim, M = (M — B) U B = B, o que implica que B
é denso em M, isto é, Vp € M, existe uma sequéncia {p; }ien C B tal que

2
== HT+2 — HT+1 = HTH7«+2.

bi — D
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Ja que B é uma subvariedade totalmente umbilica, entao

/11(]%) = "432(]%) == ’in(pz')-

Sendo k; fungoes continuas, temos

ki(p) = rkp(limp;)
= limk; (p;
= limk,(p;)
= Ky(limp;)

Hn(p)~

Isto mostra que p € intB. Portanto, B é fechado. Ja que é aberto, entao é a
variedade M.

O

Observacao 3.0.3 O teorema acima poderia ser provado da sequinte forma:
Jd que B € uma subvariedade totalmente umbilica de M, isto €, Vp € B, temos

k1(p) = -+ = kn(p) = a(p).

onde 0s a(p) sao contantes positivas. Podemos concluir que M tem um ponto
eliptico e S, = constante > 0. Entdao, pela proposicao 1.5.1, operador L, €
eliptico. Dai, L, tem as propriedade da continuagao unica forte. Analisando
0s sequintes casos:

i) f>0emB
i) f=0em M —B

Por (i1), H. =0 em M — B e como H, >0 em M, seque-se que apenas o
caso (i) pode ocorrer, ou seja, f >0 em B. Pela propriedade da continuag¢do
unica forte, seque-se que f >0 em M, logo M = B.

OJ
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Corolério 3.0.1 (Teorema C da Introdugao) Seja M™ uma hipersuperficie
compacta e orientdvel de S*™' com curvatura escalar constante Hy > 0. Se a
imagem da aplicacdo de Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de
S"*tt. No caso Hy = 0, suponha também que H, ndo mude de sinal. Entdo
M ¢ totalmente umbilica.

Prova: No caso Hy = 0, temos pelo teorema 3.1.1, que M é totalmente
geodésica. Para o caso Hy > 0, a hipdtese (3.2) no teorema 3.1.2 vale

H? > H,.

O que é sempre verdade por (1.7). A desigualdade acima também diz que H;
é diferente de zero sobre M. Pela orientabilidade de M, podemos ter H; > 0,

entao o resultado segue do teorema 3.1.2
OJ

Proposicao 3.0.7 Se H; > 0 para todo i € {1,---,r — 1}, entao
HiHiy > Hio M€ {1, r—1}. (3.17)
Além disso,
(n—i—1)8181 —nli +2)Siss >0 Vie {0,1,---,r —1}.  (3.18)

Prova: Faremos a prova por inducao sobre i. De fato, fazendo i = 1 em
(1.7), temos
HyH, < H}.

Mas, Hy = 1, obtemos
H? > HyH, = H,.

Portanto, (3.17) vale para ¢ = 0. Para i = 1, teremos H;Hy > Hj. De fato,
fazendo i = 2 em (1.7), temos

H\Hy < H; < H?H,.
Se HH = 0= H, <0. Ja que Hy > 0, implica que Hy = 0. Dali,
H1:H2:0:>81:SQZO:>|’AH2:S%—ZSQZO

Ou seja,
A=0= K1 ==k, =0.
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Neste caso (3.17) vale. Se H; > 0 = Hs < H{H, = H;H, > Hj. Suponha
que seja vale para um certo i = k — 1, isto é

H\Hy, > Hpq.
Mostraremos que vale também para ¢ = k, isto é
HiHyp 1 > Hypo.
De fato, usando (1.7) e a hip6tese de inducao, temos
HyHy» < Hp , < Hy1Hy Hy,.

Se H, = 0 = Hyyy < 0. Jad que Hypy > 0 = Hipyy = 0. Entao, temos
igualdade em (1.7), que implica que k; = 0. Portanto, (3.17) vale neste caso.
Se H, > 0 = Hyio < Hpy1H;, isto implica completa a prova de (3.17).
Entao, por (3.17), tem-se:

i Sit1 > Siy2
n () ()
Isto implica que
(n — 17— 1)515}“ - n(z+2)52+2 2 0 ,VZ c {1, e, T — 1}

o que completa a demonstracao da proposicao.
O

Corolério 3.0.2 Seja M™ — S"*! uma hipersuperficie compacta e conexa
de S™* com r-média curvatura constante positiva H,., para algumr =1,--- n—
1. Suponha que a imagem da aplicacio de Gauss de M esteja contida num
hemisfério fechado e H; > 0 Vi = 1,---,r — 1. FEntao M ¢€ totalmente
umbilica.

Prova: Como H; > 0 ,Vi =1,---,r — 1. Entao, pela proposicao anterior,
H\H, .1 > Hiyo ,Vi=1,---,r— 1. Dai, pelo teorema 3.0.2, temos que M é
totalmente umbilica.

O

Proposicao 3.0.8 Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta conexa
ex: M™ — S"™ uma imersao isométrica. Se H,. > 0 e x(M) estd sobre um
hemisfério aberto de S**1, entio H; >0 ,Vi=1,---,r — 1.
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Para uma demonstracao ver proposi¢ao 3.2 em [3].

Corolério 3.0.3 Seja v : M™ — S""! uma imersdao isométrica de uma
hipersuperficie compacta e conexa de S*™' com r-média curvatura constante
positiva H,., para algumr =1,---,n—1. Suponha que a imagem da aplicacao
de Gauss de M esteja contida num hemisfério fechado e x(M) esteja contida
num hemisfério aberto de S*™'. Entdo M € totalmente umbilica.

Prova: Decorre da proposi¢ao anterior e o corolario 3.0.2.
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