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RESUMO

Ao definir uma 1-forma diferencial em R™ por w, = >, z'(p)dp;,
e ao consideramos uma funcao r : R™ — R™, satisfazendo a condicao
St 2 (p)pi = 1. Investigamos condigOes necessdrias e suficientes para a
existéncia de funcoes reais A : R™ — R e V : R™ — R tais que w = AdV. In-
vestigamos, também, para dada uma 1-forma diferencial w, encontrar fungoes
reais diferenciaveis @, 1, U e V tais que w = ¢ dU + ¢ dV, e encontrar, para
uma dada 1-forma diferencial w em um aberto U de R", funcoes concavas
u, v e fungoes positivas a, b tais que w = adu + bdv.
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Introducao

Em uma série de trabalhos iniciada em meados nos anos 90 préximos
passados, Ivar Ekeland e colaboradores empregaram métodos de Geome-
tria Diferencial no estudo de problemas analiticos em Microeconomia. O
programa sugerido por I. Ekeland parte da premissa epistemoldgica de que
métodos analiticos possam ser Uteis na compreensao de fendomenos economicos,
reproduzindo, em alguma medida, a eficacia das ferramentas matematicas em
Fisica. Concretamente, trata-se de utilizar estratégias combinando equagoes
diferenciais parciais, sobretudo em sua versao livre de coordenadas que de-
nominamos correntemente sistemas diferenciais exteriores.

Um dos capitulos da Microeconomia, a Teoria do Consumidor tem por ob-
jetivo descrever e estabelecer fundamentos tedricos para a escolha racional de
consumidores em um mercado, sujeita a restrigdes orcamentdrias. A questao
abordada, neste ponto, é o de encontrar-se condi¢oes necessarias e suficientes
para uma certa aplicagao representar a demanda por um conjunto dado de
bens, a precos fixados, fixada uma funcao utilidade que ordena quantitativa-
mente as preferéncias de um consumidor tomado isoladamente.

A solucao deste problema é uma perfeita ilustragao de como um resultado
classico em Geometria Diferencial, o Teorema de Frobenius, pode ser reinter-
pretado em termos da linguagem de Analise Economica como a igualmente
classica condicao de Slutsky.

No Capitulo 2, descrevemos como a obtencao da demanda x, a partir
de uma funcao de utilidade indireta V' é reformulada como a existéncia de
solucoes para a equacao diferencial exterior

w=\dV, (1)

onde w = x'dp; e A é um multiplicador de Lagrange positivo. Neste caso, V
¢ uma funcao com certas propriedades de concavidade.

As duas versoes do Teorema de Frobenius, enunciadas e demonstradas
neste capitulo nos Teoremas 1 e 2, redundam no Teorema 3, em que a
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condigao de integrabilidade de Frobenius ¢ reescrita como a condic¢ao de Slut-
sky sobre o jacobiano de x.

Pela manifesta proximidade dos problemas de otimizacao de que trata-
mos com a notacao usual em Geometrias Simplética e de Contato, dedicamos
uma breve se¢ao do Capitulo 1 a apresentacao de condigoes de resolucao da
equacao eiconal, expostas no Teorema 4, utilizando o método das carac-
teristicas apresentado, aqui, na linguagem do calculo exterior.

Outro resultado fundamental da teoria de sistemas diferenciais exteriores,
o Teorema de Pfaff, que estabelece, na apresentacao particular que lhe é
conferida no Teorema 5 do Capitulo 3, condigoes suficientes e necessarias
para escrever-se uma dada forma w como combinacao linear de diferenciais
exatas, a exemplo de

w=fdU + gdV, (2)

é utilizado, apods sucessivas modificagoes, na dedugao das condigoes necessérias
encontradas por Chiappori e Ekeland. Este conjunto de condigoes permite
decidir quando uma dada funcao x representa, desta vez, a demanda agregada
de dois consumidores de um conjunto de bens ptblicos, a precos discrimina-
dos.

Um refinamento deste resultado, o Teorema 6 do Capitulo 3, obtido
empregando-se o Teorema de Cartan-Kaehler, garante que, se w é analitica
real, as funcoes f, g, u e v na decomposi¢ao acima sao positivas e, ademais,
as duas ultimas sao concavas. Estas restricoes tornam o problema relevante,
do ponto de vista de aplicacoes a Economia, pois, deste modo, as funcoes
representam utilidades e o problema de otimizagao subjacente reduz-se a
encontrar um 6timo no sentido de Pareto.

O Capitulo 1 agrupa diversas nocoes e fatos basicos sobre formas difer-
enciais. Omitimos, em parte por questoes de brevidade, uma exposigao por-
menorizada do instrumental basico de Otimizacao de que fizemos uso. Uma
outra omissao refere-se ao Teorema de Cartan-Kaehler, cuja complexidade
técnica seria, certamente, objeto de um outro texto, de dimensao ainda su-
perior a este.

Os artigos de pesquisa em que nos baseamos para a elaboracao desta
dissertacao, em sua maioria assinados por Ekeland e colaboradores, estao
devidamente enumerados nas referéncias e ao longo do texto.
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Capitulo 1

Formas Diferenciais

1.1 Vetores e Covetores

1.1.1 Vetores

Denotamos o espaco euclidiano n-dimensional por R”, ou seja, definimos
R"={z=(2,...,2") 2" €R, 1 <i<n}. (1.1)

O espago tangente a R™ em um dado ponto x € R"™ é, por defini¢ao, o espago

vetorial
T.R" = {(z,v) : v € R"}. (1.2)

Dizemos que (z,v) é um vetor tangente a R™ em x. Intuitivamente, (z,v) €
T, R™ pode ser entendido como o vetor com origem em x obtido pela translagao
do vetor v € R™ para o ponto z. Em vista disto, denotamos

vy = (z,v)

e, por vezes, omitimos o indice x. As operacoes vetoriais em T,R"™ sao
definidas como

(z,0) + (z,w) = (z,v+w), ofzr,v)=(z,av), aeR, z,0,weR"
(1.3)
Com respeito as coordenadas naturais z',...,2" em R", destaca-se a base
canonica 5 p
— e, — (1.4)
Ox? oxn
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em R" definida por

0
oxt

=(0,...,.1 ,...,0), 1<i<n.

Esta colegao de vetores determina, em cada ponto x € R", uma base de

T,R™, a saber
0 0

gz = @ g

Deste modo, se v € R™ é decomposto na base canonica como

(1.5)

v=ovl == +.. . "

ox! oz’

o vetor correspondente em 7T, R™ é escrito em componentes como

0
e +...+ 0"

v oz -

1
=1V —

Ox?
A razao para denotar-se como acima a base canonica provém do fato de
que cada um dos vetores na base correspondente em T,R™ pode ser visto
como uma derivac¢do: dada uma fungao real, diferenciavel em uma vizinhanca
aberta de z € R", definimos

9 _of
oclelf] = 5l (16)

Mais geralmente, dado v, = (z,v) € T,R™, pomos

of

v f] = %L’m

(1.7)
onde o lado direito denota a derivada direcional de f no ponto x relativamente
a direcao v,. Como sabemos do Calculo,

of 1 Of

- =y —
o' Oxt"”

o,

Sabemos, igualmente, que a derivada direcional acima pode ser calculada
como a taxa de variagao de f ao longo de uma curva

TR R () = (a'(t),...,2"(t),



com v(0) = z,z'/(0) = v, ou seja,

= ol (41, (19)

B natural definirmos o vetor velocidade desta curva em ¢ = 0 como o vetor
tangente 7/(0) € T,R™ dado por

, ~ o 0
7'(0) = ;x (0)@’%

que, por construgao, coincide com v,.

Portanto, concluimos que um dado vetor v, € T,R"™ pode ser alterna-
tivamente considerado como uma derivagao de fungoes reais ou como vetor
velocidade de uma curva passando por x em ¢t = 0.

Utilizando as coordenadas cartesianas e as bases fixadas acima, podemos
associar a cada vetor v, = (z,v) € T,R" um ponto em R*" segundo a regra

n

.0
(z,v) € T,R™ — (z',... 2™ v, ... ,0"), se v= UZF, (1.10)
l»l
i=1
o que permite identificar globalmente o fibrado tangente
TR" = |_| T,R" = {(z,v) : s € R",v € R"} (1.11)
zeR?

ao espaco vetorial R?". Segundo este formalismo, um campo vetorial em R"
é visto como uma aplicagao diferenciavel

X :R"—>TR" (1.12)
satisfazendo a propriedade
X(x) € T,R™.

A diferenciabilidade, por defini¢ao, requer que as componentes v¢(z), 1 < i <
n, definidas por

X(@) = Y o) e

sejam diferenciaveis. Equivalentemente, diz-se que X ¢ diferenciavel quando,
dada uma funcao real diferencidvel f, a funcao X f definida por

z— Xf(x) = X(z)[f]

é também diferenciavel.
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1.1.2 Covetores

Fixado x € R", ao espaco tangente T, R™ é associado um espaco vetorial
dual TR", cujos elementos, ditos 1-formas ou covetores sao, por definicao,
os funcionais lineares

w: T,R* - R (1.13)

em T,R™.
Um exemplo fundamental de covetor em = € R™ é a diferencial de uma
funcao diferenciavel f no ponto x, definida por

df(@)-v = vlf] (1.14)

Em particular, dada a funcao coordenada z° : R* — R, 1 < i < n, que
associa a um ponto de R" sua i-ésima coordenada, temos

Todavia, caso
segue que

i '8i_n'axi_n'i_i
dx(m)w:ZvJ@[x]— UJ%—ZU](%—U.

J=1 J=1 J=1

3

Logo, em suma, a diferencial da’ em T*R™ associa a cada vetor v, € T,R"
sua ¢-ésima componente na base {% « . Isto significa que as diferenciais

dat,. .. da"

constituem, em z, uma base em T*R", dual a base {2 |,}7_; em T,R". Dado
um covetor w € T;R", escrito nesta base como

w=adz! + ...+ a,dz"”,

temos

0 & 0 & ;
w(aa:i) = Zajdx](&vi) = Za]ﬁf = ;.

=1 j=1
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Por fim, aplicando w a v, obtemos um nimero real (um escalar)
n
w-v:alvl—i-...%—ani)”:Zaivl. (1.15)
i=1

Esta operacao ¢é igualmente denominada contragao ou emparelhamento e
denotamo-la também por
(w[v).

De maneira analoga a que expusemos acima, consideramos o fibrado cotan-
gente
T*R"= | | TR" = {(z,w) : 2 € R", w € T;R"}. (1.16)
zeR?

Uma 1-forma diferencial em R™ é uma aplicagao diferenciavel
r€R"— w(x) € T/R", (1.17)

de modo que, escrevendo-se em coordenadas
w(z) = Z a;(r)dz(z), (1.18)
i=1

as funcoes componentes
r—a(z), 1<i<mn, (1.19)

sao diferenciaveis. Equivalentemente, para cada campo vetorial X em R", a
funcao real (w|X) definida por

€ R s (w(2)| X (2))

¢ diferenciavel.
E possivel definirmos, no espaco vetorial 7 R", uma algebra, dita exterior
ou de Grassmann. Definimos o produto exterior de 1-formas

wh oW (1.20)
como a operacao multi-linear
(W) o (W)
WAL AW, ) = : : : (1.21)
(Wrhlvy) oo (W)

16



definida sobre vetores vy, ...,v; em T,R". Observamos que w' A ... A wF,
além de multi-linear, é alternante, ou seja, dada uma permutacao o de k
elementos, temos

WA AG (s ,) = (1T AL AWE (v, ), (1.22)

onde (—1)7 indica o sinal da permutagao. Observamos que a multilinearidade
e a alternancia refletem apenas as conhecidas propriedades de determinantes
quanto a combinacao linear e a permutacao de linhas. Estas propriedades
implicam, em particular, que

WAL AW =0

quando as formas w’, 1 < i < k, sdo linearmente dependentes em T R™.
Concluimos que o produto exterior de k£ formas é nulo quando k > n.
No caso particular em que

wh =dz®, ... Wk = da,
para um dado multi-indice
[:(7;17"'7ik)7 1§Z]§n71§]§ka

o produto exterior
da! = dz™ AL A da

tem uma importante interpretacao geométrica. De fato, dados vetores

n n
) . 9
=S 0 0 = Y v,
: oxJ : oxJ
J=1 J=1

em T,R" o determinante

<
[l

<
=

dz™ Ao oAda™(vg, . vp) = || 0 L (1.23)

(VA

B
ENEoE

corresponde, a menos de sinal, ao k-volume do paralelepipedo gerado pelas

projecoes
k

k
9
z:: 16 ] ,f)k:Zvi%h

J=1
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k

dos vetores v!, ..., v* no subespaco linear k-dimensional em 7, R" gerado por

O vl
Ox1'™ T Ok
Deduzimos que, caso as projecoes 0, ..., 9" sejam linearmente dependentes,

o k-volume é nulo, o que condiz com o fato de que o determinante é também
nulo.

[lustragoes deste fato geral sao tomadas de empréstimo a Algebra Vetorial
em R3. Lembramos que o volume do paralelepipedo (possivelmente degener-
ado) determinado por vetores u,v, w em R?, tangentes a um dado ponto z,
¢é calculado pelo chamado produto misto

expressao que, facilmente, vé-se ser igual a

dzt A da? A dz?(u, v, w).

1.2 Aplicacoes Diferenciaveis

Uma aplicacao F : U C R™ — R"”, definida em um aberto U de R™, é
escrita em termos de coordenadas cartesianas {z'};2; e {y/}7_; em R™ e R",
respectivamente, como uma lista de n fungoes reais de m variaveis

y'l=FYa' . 2™,y = (e a™). (1.24)

Dizemos que F ¢é diferencidvel quando cada uma das funcoes coordenadas F*,
1 <12 < n, o for. Neste caso, a diferencial de F' em um dado ponto x € U é,
por definicao, a aplicacao linear dF'(z) : T,R™ — TrR"™, cuja matriz nas

bases canonicas { % noe {a%j "1 de T,R™ e Tr(;)R", respectivamente, é a
matriz jacobiana

J

OF?! OF!
ozl  ° 9xm

: . ;
oF™ OF™
ozl fxm
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as derivadas parciais sendo calculadas em x. Geometricamente, dado um
vetor tangente v, € T,R™, velocidade em ¢t = 0 de uma dada curva v : R —
R™ com v(0) = x, temos

AF () v = SleoF (1)

Denotamos, em varias ocasioes, dF'(z) = F.(z).

Distinguimos trés casos com respeito ao posto da aplicagao F,(z). Sendo
bijetiva, necessariamente temos m = n e, neste caso, existem vizinhancas
abertas U’ e V', respectivamente em torno de x e F(z), tais que a restri¢ao
Fly : U — V' é um difeomorfismo, ou seja, possui uma inversa também
diferencidvel. Diz-se, entao, que (1.24) define uma mudanga (local) de co-
ordenadas. Portanto, aplicagoes diferencidveis em que F,(z) é bijetiva, para
todo ponto x em U, sao difeomorfismos locais.

Se a diferencial Fi(x) é injetiva, para todo ponto x € U, dizemos que
F é uma imersao. A imagem S = F(U) é, entdo, uma subvariedade m-
dimensional imersa em R™. Ocorre que, para cada x € U, existem um aberto
V' de R™ contendo a imagem F'(z) € S e um difeomorfismo ¢ : V' — R sobre
um aberto W = ¢(V') contendo a origem tais que

o(VNS)=Wn{uecR": v =... =u" =0}

Dizemos que F' : U C R™ — S C R" é uma parametrizacio de S. O
espago tangente a S em um ponto y = F(x) é, por definigao, o subespago
m-~dimensional

7,8 = F,(z) - T,R™ C T,R". (1.25)

Geometricamente, T, S consiste das velocidades em ¢t = 0 de curvas em R"
da forma t — F(v(t)), onde v : R — R™ é uma curva passando por x € U
em t = 0. Abreviadamente, dizemos que curvas deste tipo sao curvas em S,
uma vez que seu traco é um subconjunto de S.

Campos vetoriais ao longo de F' sao aplicacoes da forma

X(x)=> a (x)ayl. |F), €U,
=1

em que as componentes a' : U — R sao funcoes diferencidveis. No caso em
que
X(x) S Tp(x)S, S U,
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dizemos que X é um campo vetorial (tangente) em S e indicamos
condigao por X € X(5). Neste caso, podemos escrever

X() = Y v @F) - o

E conveniente, doravante, denotarmos

0

O = Fu(x) - %‘xv

1<e<m,

de sorte que um campo vetorial X tangente a S pode ser expresso por

Definimos o fibrado tangente

esta

TS = |_| T,S = |_|{(y,v) rye S, veT,S}. (1.26)

yes yeSs

Em cada ponto y € 5, o espago cotangente TS ¢ o espago dos funcionais

lineares em 7},S. Denotamos

TS =| |T;5. (1.27)

yeSs

Consideramos a decomposi¢ao em soma direta R” = R™ x R"™™.

O

grafico de uma funcao f: U C R™ — R"™™, expressa em coordenadas por

™= Yyt y™), Ly = Y y™),

¢é a subvariedade definida por

Sf:{<y17"'7ym7f1(y17"'7ym)7"'7fn7m(y17"'7ym>> : (y17"'7ym) E U}'

Os espacos tangentes a Sy sao gerados, em cada ponto, pelos vetores

m—+n 8f7 ‘
E 1<t <m.
ay ﬁyf

20



Fixado um ponto y em uma subvariedade imersa S, supomos, sem perda de
generalidade, que 7},S tem projecao bijetiva sobre o subespago m-dimensional

de T,R"™ gerado por
0 0

8y17...,8:y_m.

Sendo assim, demonstra-se que, escrevendo-se
n __ m n—m
R" = R™ x R"™™,

existem uma vizinhanca de y na forma U; x Us e uma funcao f : Uy — U,
tais que
SN U1 X U2 = Sf.

Supomos, por fim, que a diferencial Fi(x) seja sobrejetiva, para todo
x € U. Sendo assim, fixado um ponto y € F(U), o conjunto de nivel

SV={xelU: F(z)=y}

¢ uma subvariedade (m — n)-dimensional imersa em U C R™. Observamos
que, dada uma curva v : R — S, com 7(0) = z, temos F(y(t)) = y, para
todo valor do parametro t € R. Deste modo, concluimos que

F.(z)-+'(0) = 0. (1.28)

Portanto, o espago tangente a SY em um ponto x esta contido no nicleo de
F.(z). Comparando-se as dimensoes dos dois espagos, constatamos que, de
fato,

T,.5Y = ker F,(z). (1.29)

Em componentes, vemos que vetores v € T,.5Y sao solucoes do seguinte sis-
tema de equacoes lineares

dFt(z)-v=0, ..., dF"(z)-v =0, (1.30)

cujo posto é n.

Em vérios trechos da exposi¢ao, consideramos subvariedades imersas em
R™ nao necessariamente parametrizadas por uma tunica imersao. Assim, é
indispensavel verificarmos que os conceitos e resultados a seguir sejam inde-
pendentes das parametrizacoes e, portanto, das coordenadas utilizadas.
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1.2.1 Fluxos e Derivadas de Lie

Um campo vetorial X em um aberto U C R" é gerador de um fluxo, o
qual, por definicao, é uma aplicacao diferenciavel T : I xV — U, onde I C R
¢ um intervalo aberto centado em 0 e V' é um subconjunto aberto de U, de
modo que a curva definida por

t— Y(t,x)

é uma curva integral de X com condigao inicial Y(0,z) = x. Isto significa
que

)
5, X(t.2) = X(T(t,).

E conveniente denotarmos
Ti(z) = Y(t, ).

Estas definicoes podem ser reescritas para campos vetoriais tangentes em S.
Dados dois campos vetoriais X,Y € X(5), seja T o fluxo gerado por X.
Definimos a derivada de Lie de Y com respeito a X por

£ () = T (L) - YT )).

isto é, inicialmente restringimos Y a curva integral ¢t — T;(y) de X com
condigao inicial y - isto define Y (Yy(y)); em seguida, aplicamos o “push-
forward” a Y (T;(y)) transladando-o para o espago tangente T;,S via a aplicacao
linear

T,t*(Tt(y)) : TTt(y)M — TyS

A curva resultante
t—= T . (Te(y)) - Y (Tily))

esta contida no espaco vetorial T},S e, sendo assim, pode ser diferenciada da
maneira usual, componente a componente.
Para fixarmos notacao, definimos a derivada de Lie de fungoes como

£xfly) =df(y) - X(y).

A funcao £xf obtida por este procedimento é denotada simplesmente por
Xf.
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Uma maneira equivalente de definir £xY é
Loy =L£xYf=XYf-YXF,

isto é, £xY mede a falha de comutatividade das segundas derivadas de f
quando calculadas com respeito a X e Y. Em termos de coordenadas, es-

crevemos
m m
X = E u’@,-, Y = E v’@i,
i=1 i=1

donde segue que

" < , o vt O’
_ i Vailo — j g .
£XY—Z(XU Yu )3, ”ZI (u 5 v axj)&

=1

Denotamos, doravante,

£xY =[X,Y],
o colchete de Lie de X e Y. Observamos que

[aia a]] = 0.

1.3 Formas Diferenciais em R"

Fixado 1 < k < n, consideramos o espago vetorial A’“T;]R” de dimensao
n!/(n — k)'k! gerado por

de’ =da™ A Ada™, 1<id; < ... <ip<n. (1.31)

Portanto, um elemento arbitrario w € A*TYR", que denominamos uma k-
forma ou k-covetor, é uma combinacao linear da forma

w= Z ail_.ikdx“ A Adat = Za]dxl,

I 1

cuja acao sobre listas de k vetores é definida de modo ébvio. As componentes
de w sao dadas por

9, 0

%’...,M). (1.32)

Ay .4 = w(
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Dados uma permutacao o de k elementos e vetores vy, ..., v, em T, R", temos
(dx't|vy,) ... (dz™|vs,)
w(vgl,...,vok):Zailmik 'f 'f
I (dz™|vg,) ... (dz"™|v,,)
Portanto, permutando-se as colunas do determinante, deduz-se que
(dz|vy) ... (da'|ug)

W(Ucru---vvok) = (_1>Uzai1--~ik : " :
I (dz' vy ... (dx'™|vg)

= (=D)%w(vy...,v).
Um célculo similar permite verificar que, dado v € TR",

w..,v,...,0,...)=0.

Em particular, se o multi-indice J = (jy,. .., ji) resulta de uma permutagao
de I = (i1,...,1ix), temos
0 0 s , 0 0

e, caso J tenha indices repetidos, ou seja, caso j, = j, para 1 < p,qg < k
distintos, temos

0 0
amjlw"’ax]’k)
Neste ponto, é conveniente introduzirmos o delta de Kronecker generalizado:
dados dois multi-indices

I:<i17"'7ik)7 J:(jb"‘?jk)’

= 0. (1.34)

w(

denotamo-lo por

of = gl (1.35)

J1-Jk

e definimo-lo, no caso em que I e J nao tém indices repetidos e .J é obtido
a partir de I por uma permutacao, como o sinal da permutacao. Nos casos
em que um dos dois multi-indices tenha indices repetidos ou em que J nao
resulta de uma permutacao de I, pomos

§h=0.
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Verifica-se que
<dx“|ax]1) o (de 55 &L
o = : : =i | (1.36)
<dm“€|am]1) (dx’k|am%) oF ... 0

Observamos que, se escrevemos uma k-forma

W= Zailmikdxil Adz, 1<ii<...<ip<n
I

com respeito ao conjunto de geradores
de* A Ada?k, 1<5,<n, 1<I<k,

em que os indices no multi-indice J nao estao necessariamente ordenados,
devemos ter

1 , .
=4 Z aj, . dx? AL A dak,
U

onde

0 0
xit’ " Qi
De fato, em vista de (1.34), descartamos as parcelas correspondentes a multi-
indices J com indices repetidos. Agrupamos os termos restantes, em multi-
indices J obtidos por permutacao de um mesmo multi-indice / em ordem
crescente, o que resulta em

w—Z(;'Zah ]k5]1 J’“)dx“/\ A dztE,

onde consideramos, a partir da segunda igualdade, apenas multi-indices I em
ordem crescente. Por outro lado, (1.33) implica que

). (1.37)

Ajy. g = w(

P — GRRY
Ajy..jy = iy Zk5j1 Jk°

Uma vez que 6% e §7 sdo os sinais de permutagoes inversas uma da outra,
concluimos que

1 1.0k £J1-- ]k k‘
E Za“ Z’C(Sjl ]k511 = k?‘ Qiy iy = iy i
T
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visto que a cardinalidade do conjunto de permutagoes de k elementos é k!.
Fixados * € R™ e um inteiro k entre 1 e n, as operagoes vetoriais em
AFTFR™ sdo naturalmente definidas por

(w+oz17) (Ul,...,vk) = w(vl,...,vk) + an(vy, ..., vg),

para w,n € A*T*R" o € Rev; € R", 1 <i < k. Denotamos a soma direta
destes espagos por

AT!R" = A"T*R" @ ... ® A"T'R™, (1.38)

em que, por convencao, definimos A’T*R™ = R". Dadas
1 * n 1 * n
w = HZa[dxl e N'T'R™ e 5= ﬁZdex‘] e A'T'R
I J

(note que consideramos multi-indices arbitrarios desta vez), o produto exte-
rior w A n é, por definigdo, (k + [)-forma em 2z dada por

1 7 7 1 j
WA= > ai by g dat AL Ada Ada AL Ada. (1.39)
1,J

Reagrupando os multi-indices em ordem crescente, escrevemos

1
WA= Zzan...ikb LOPLPERL L da P AL A daPE A

AR ) R ST 535 S R 1]
P I,J
AT A LA dzP

Por outro lado, agrupando os multi-indices I e J a cada vez como per-
mutagoes de multi-indices em ordem crescente, temos

WA = ﬁ DD b Sk SRR daP AL A da
PQR I,J
AP A LA daPRH
= Z Agy...q,Ory Oy R Pt Ao A Ao
PQ.R
AdxPrE A LA daPR

Portanto, se escrevemos w A n em componentes

wAn= Zcpl...ledJ/‘pl A N daPRr
3
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entao
E Pl -Pk+1
Cp1~--Pk+l aq1 qk 7“1 Tl q1 qEri...T1” (14())

De maneira livre de coordenadas, o produto exterior pode ser definido como

WAV, oy Uy Vg1 -+ Ukt l{;'l‘g wvgl,...,vak)n(vgkﬂ,...,vgkl).
ocESk

De fato, as defini¢oes sao equivalentes, posto que

) o . 1 po O ) ) )
(WAM(G s g = 7 ;;51 g o) g )
]‘ 1een 1---
= /{J_ Z 5)1 ..z‘iiql qlaplu-Pkbqu-tIz (1'41)
PQ

onde I = (i1,...,ik41) € P = (p1,...,pk), Q@ = (¢1,- -, q) sdo multi-indices

e, por defini¢ao, PQ := (p1, .., Prs Q15 - - - @1)-

A &lgebra exterior em x € R" a que aludimos acima consiste do espago
vetorial ATR", munido do produto exterior. Entre as propriedades funda-
mentais deste produto, mencionamos

Proposicao 1. As sequintes propriedades sao vdlidas para o produto exterior:
i wAn=(=1)MnAw,
ii. wA(MANO)=(wAn) N,
iWi. wA(N+60)=wAn+wAb,
onde w € AFT*R", n € A'TIR™ e § € AT R™.

A exemplo das secoes anteriores, definimos o simile global de k-formas.
Para tanto, definimos o fibrado exterior

AT'R" = | | AT;R" = {(z,w) : 2 € R", w € AT;R"}. (1.42)

z€R™

Uma k-forma diferencial em um aberto U C R™ é uma correspondéncia

1
relwuw|, = EZC”(I)dI] c AT R™,
I
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em que as fungoes componentes ay : U — R sao diferenciaveis. Dito de outro
modo, w é uma seccao local do fibrado

AMNTR" = | | ATIR™
xER"
O médulo de k-formas diferenciais sobre C*°(U) em U ¢ denotado por QF(U).
Voltando ao exemplo da secdao anterior, uma 2-forma em R? pode ser

equiparada ao produto vetorial. Dados vetores u,v tangentes a um dado
ponto de R?, temos

2 2 3,3
u® v u’ v
de? Ada?(u,v) = || 5 4|, de*Adat(u,v)=1 ,
u’ v u' v
¢ 1,1
u' v
de' Ada?(u,v) = | 4 o |,
u® v

que correspondem as trés componentes do produto vetorial u x v, de modo
que, dada a 2-forma

w = wydz? A dz? + woda® A dzt 4 wsdzt A dz?,
segue que
w(u,v) = [u,v,w),
onde w ¢é o vetor dual a w, isto é, com mesmas componentes que w:

0 0 0
w=w'— +w— + w—.

ozt 0x? ox3
1.3.1 “Pull-backs”

Dadas uma aplicacao diferenciavel F' : U C R™ — R" e uma k-forma
diferencial w em R", definimos o pull-back de w por F' a k-forma diferencial
definida em U por

Fro(Xy,..., Xy) =w(F Xy, ..., F.X}), (1.43)
onde X1,..., X} sao campos vetoriais em U.
Em coordenadas, calculamos
0 0 0 0 Oyt Oyt 0 0
F* I F*—.,..., * - - - Ty e ey -
w(ﬁx“ T (%Zk) o Oxi 890%) Brin " Qg Oy 8y3k)
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Esta operacao de pull-back permite, em particular, restringir formas difer-
enciais em R™ a subvariedades m-dimensionais S imersas em R". Caso
S = F(U), definimos

0 0
8:6"1""’856%)
onde i : S — R" é a inclusao natural de S em R".

Definimos, entdo, A*(T,S), AF(T*S) e Q*(S) de modo andlogo ao exposto

acima. Denotamos, ainda,

Q*(9) =Q%S) @ ... Q"(S), (1.45)

onde Q°(S) = C>(S) ¢ o anel das fungdes diferencidveis em S.
E facil verificarmos que

F*(wAn)=FwA Fn,

o que assegura a naturalidade das definicoes acima e a consequente in-
variancia por mudangas de coordenadas.

A nocao de derivada de Lie pode ser estendida a formas diferenciais.
Definimos, para tanto, dada uma k-forma diferencial, sua derivada de Lie
com respeito a um campo vetorial X por

d
£xw(r) = E|t:0T:w(T,§(m)). (1.46)
Em particular, calculamos
0 0 d 0 0
£X(U(a PEER ,%) = ahzow(’rt* . %, ce ,Tt* . axlk)
_i| o ar{kw( 0 o )
T dt"TO\ orin T Gxie Qi Qi
o d
:53'1' 5g:dt’t 0Ws .. ]k(Tt< )
k
o aT”’"
+Zéqu . ’t 08 ir 53: J1.. Jk<x>
r=1
_d o dYy :
|t =0Wi; .. Zk Tt Z (5]1 .. i d—tt|t:0 . §f:wj1mjk (LU)

OX Ir
wzl Zk —1—2 8X:1 oo
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Por outro lado,

).

0 0 0 oXr 0 0 0
w(ax“ o X aw“]’ ’ 61’%) Dair Gz Qg 895%)
e, portanto,
) ) L ) )
- ) = G101 ) —.,...,X, Ty ey -
£Xw(a i1’ ’ 8141@) £X(w Lo k) ;w(axu [ 8xlr] Oxtk
Observamos que
d . d
Exw(...,fY,...) = —|limoYiw(...,fY,...) = —|imow(..., Ve - fY,..)
dt dt
d d
= Ehzofw(...,'ft*-Y,...) = dt|t OW( TmK)
e, deste modo,
Lxw(...,fY,...)=fLxw(...,Y,...). (1.47)
Assim, concluimos que
£xw(X, Xp) = X' X L xw( 0 i)
Y ! Oxir’ 7 Qriw
e, portanto,
£XW<X17 R )Xk) -
k
= Ex(XT L XPwi ) = > XXX X,
r=1
0 0 0
— X, X““ — X, =],..., =
Z 8:1:“ X 81:“]’ ’ 8:6%)
- )
= £x(w(X1,..., Xp) — ;w(Xl, X(X“)ax“, LX)
k
0
— X, XX
;w( 1) [ aCL’Z’"] ) )
k
= £x(w(Xy, )= w(X, XX X).
r=1



1.3.2 Derivada Exterior

Dada uma forma diferencial de grau k, expressa localmente por
W = Z ail,._ikda:“ A Adate,
I

definimos, segundo as mesmas coordenadas,

dw = Z dai, i, A dz A oA da (1.48)
I

ou, equivalentemente,

dw = Z Z 0. et Ada® AL A dat, (1.49)

Verificamos a seguir que as expressoes (1.48) e (1.49) ndo dependem, de
fato, das coordenadas locais adotadas. Para tanto, escrevemos, em um outro
sistema de coordenadas,

w = Zdjlmjkdyjl AN dyj’“.
J

Uma vez que w é um tensor covariante, suas componentes nos dois sistemas
de coordenadas sao relacionadas por

. ox't Oz
Além disso, é certo que
dy’' AoAdyt = oo o " qah A A date (1.51)

Em vista destas equagoes, calculamos, em termos das coordenadas (y)"

dw—zzaa‘“ e dyd A dyt A LA dyE

Jj=b

Todavia, usando a relagéo (1.50)

a0 L i i1 i
0aj, i, _ da;, .., 0x' Ox ox'

ox™ 9% xim Ox'*
+  aq.q, Z ayﬂl Dy Dy
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Substituindo esta equacao na expressao imediatamente anterior, obtemos
dois somatorios

§ " My 0TI iy
W, ox? 8y] ayjl ayjk

oz O xim Oz :

J Ji Jk

+ E E @iy ..oy E 8y31“ Dy oy Oy dy’ Adyt AL A dyF,
I.J i,

o segundo dos quais é nulo, uma vez que a hessiana ¢é simétrica nos indices
7 € Jm, a0 passo que o produto exterior é anti-simétrico com respeito a estes
mesmos indices. Resta, portanto,

_ day, . 4, 0’ dx" dx™ i i
dw = ZZ pps 8yj8yjl'”0yjkdy Adyt AL A dy*
1J iy

= Z Z 8a“ Uk Qi Adz AL LA da'™,

0 que assegura que as expressoes de dw coincidem nos dois sistemas de coor-
denadas.
Mencionamos algumas propriedades importantes da diferencial exterior

Proposicao 2. A diferenciacdo exterior determina um operador R-linear
d: Q"U) — Q") (1.52)
satisfazendo as sequintes propriedades
i. df € a diferencial de f, caso f seja uma O-forma.

#i. d’w = ddw = 0.

. d(wAn) =dwAn+ (=1)kw Adn.

iv. d(w + An) = dw + Adn.
Além disso, estas propriedades definem por completo o operador d.

Fixado um campo vetorial X € X(U), definimos a contragdo tx sobre
formas diferenciais w € QF(U) segundo a regra

LXu)(Xl,...,kal) ZW(X,Xl,...,kal), X,L E%(U), (153)

Informagoes importantes sao obtidas relacionando-se a derivada exterior,
a derivada covariante e a derivada de Lie de formas diferencias.
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Proposicao 3. As sequintes propriedades sao vdlidas para formas diferenci-
ais w € Q*(U),n € QYU) e campos vetoriais X,Y € X(U):

i ix(WAN) =1xwAn+ (=1)Fw A xn,
1. £xdw = d£f xyw,
iih. Lxtyw — by Lxw = ([x,y],

w. £Lxw = dexw + txdw

v. £x(WAN)=ELxwAn+wA £xn.
vi. £xLy — L£yLx = Lixy.

Expressamos a invariancia da diferencial exterior também invocando a
seguinte formula livre de coordenadas:

Proposigao 4. Dados uma forma diferencial w € Q*(U) e campos vetoriais
Xi,..., Xpr1 em U, temos

k+1

d{.U(Xl, . 7Xk+1) = Z(-l)lJrle ((.U(Xh ce ,Xi, Ce 7Xk+1))

i=1

+Z(—1)i+jw([Xi,Xj],X1, PN ,Xi, PN ,Xj, PN 7ch+1)-

i<j
Aplicada a 1-formas, esta formula equivale a

dw(X,Y) = XwY —YwX —w[X,Y], X,Y € X(U). (1.54)

As operacoes de “pull-back” e diferenciacao exterior comutam no seguinte
sentido: dada uma k-forma diferencial w em R", temos

dFfw = F*dw, (1.55)

onde F': U C R™ — R" é uma aplicacao diferenciavel.
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Capitulo 2

Teorema de Frobenius

Uma distribuicao D de posto k definida em um aberto U C R™ é uma
correspondencia
reUCR"— D, C T,R", (2.1)

em que D, é um subespaco linear k-dimensional de T,R", de modo que,
para cada r € R", existem campos vetoriais Xi,..., X definidos em uma
vizinhanca V' C U de z tais que

Dy = [Xi(y),.. ., Xp(v)], yeEV. (2.2)

Em outros termos, D é uma aplicacao diferenciavel D : U C R" — G, com
imagens na grassmaniana Gy, ,,, variedade dos subpespacos k-dimensionais de
R™.

Uma distribuicao D é dita involutiva quando, dados campos vetoriais
X,Y em U tais que X (x),Y (z) € D,, para todo x € U, entao

[X,Y]|, € D.. (2.3)

Uma subvariedade m-dimensional S C R" é uma wvariedade integral de D
quando

1.5 CcD,, zel. (2.4)

Dizemos que D é (completamente) integrdvel quando, para cada = € U,
existe uma variedade integral k-dimensional S contendo x. Neste caso, nos
referimos também a S como uma folha integral da distribuigao.

Como apontamos na Sec¢ao 1.2 acima, dado um ponto x em uma variedade
integral k-dimensional S de D, existem um aberto V' C R" contendo x e um
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difeomorfismo ¢ : V.— W C R" tais que
e(VNS)=Wn{uecR": " = =u"=0}. (2.5)

Denotando também por u! as funcoes coordenadas u® : V — R, deduzimos
que esta forma local das variedades integrais acarreta, em particular, que

D, = ﬂ kerdu'(z) x €V NS, (2.6)
i=k+1
uma vez que as diferenciais du**!, ..., du™ sao linearmente independentes.

Uma outra consequéncia é que dados campos vetoriais X, Y tangentes a 5,
podemos escrever localmente

0 que nos permite concluir que

(X, Y]le =D (X(w') - Y(vi))aii €D, z€b,

i=1

ou seja, uma distribuicao integravel é involutiva.
Um fato verdadeiramente surpreendente é o de que a involutividade de
uma distribui¢ao implica sua integrabilidade.

Teorema 1. (Frobenius) Uma distribuicdo é involutiva se, e somente se, €
integrdavel.

Demonstracao. Fixamos, em uma vizinhanca V' de x € U, campos vetoriais
Y1, ..., Y, tais que

Dy, =My),.... Y%y, veV

Escrevemos, em termos de coordenadas arbitrarias ', ..., 2",

"0
g J
n=2 < Qi
]:
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Uma vez que, em cada ponto y € U, os vetores Yi(y), ..., Yr(y) sdo linear-
mente independentes, existe um menor £ x k nao- smgular da matriz (a!)¥ iy
o qual, sem perda de generalidade, podemos considerar como sendo

ik
(ai)i,jzl'
Denotando-se a matriz inversa deste menor por (b7);,_;, definimos
k k o k
Xio= Y Y=Y bai-—+) Ejbﬂ 1 0
2 a 7 0a 1 9o
j=1 gil=1 j=1 I=k+1
n
0 0
Ot + KEr
I=k+1
o que resulta em novos campos vetoriais X1, ..., X}, tais que, em cada ponto

reU,
D, = [Xi(z),..., Xp(2)],

uma vez que estes vetores sao obtidos a partir de Y;(z),...,Yi(x) por uma
combinagao linear nao-singular.

Com estes novos geradores locais da distribuicao, todavia, calcula-se mais
facilmente o colchete. De fato, temos

0 i act Y\ 0
[Xi7Xj] - 61’7’ + Z Za YR alL‘] Z Cj@xr] o T‘;‘l (8[EZ B 8xﬂ) 0$T'

I=k+1 r=k+1

Por outro lado, em vista da hipdtese de involutividade, existem funcoes reais
2]7 l=1,...,k, tais que

k

(X3, X1 = ey X,
=1

ou seja, temos

k

(X, Xj] Zciﬂal—i_zzcwlar

=1 r=k+1

Comparando-se estas duas expansoes do colchete, concluimos que

v
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e, deste modo, que
[X:, X;] = 0.

Portanto, a involutividade implica que existem k campos vetoriais X1, ..., X,
tangentes a distribuicao, os quais comutam dois a dois. Verificamos, a seguir,
que isto implica que seus fluxos também comutam.

Fixados 1 < 4,57 < k, denotamos, por comodidade, X = X; e Y =
X;. Sejam T e W, respectivamente, os fluxos locais de X e Y. Devemos
demonstrar que

TtO\I/S = \I/SOTt. (27)

A identidade (2.7) equivale, por definigao, ao fato de que, fixados = € U e
s € R, a curva
t— Uy (Ty(x))

é curva integral de X passando por Vy(z) em ¢t = 0. Temos
U (To(x)) = Ug(z).
Além disso,

e WalT4(2)) = Wy (1)) it o) = W () - X (T ()

dt
(2.8)

Para concluirmos, basta demonstrarmos que
Vo (T (2)) - X (T (2)) = X (5T, (2))),

ou, em outros termos, que o campo X é invariante ao longo das linhas de
fluxo de Y. Calculamos

d \IIS s*'X_\Ijs*'X
_’s:so\Ijs* - X = lim (ote) .
ds s—0 S
U, X —X
= lim¥,, =
s—0 S
= V.. Y, X]=0,

do que concluimos a comutatividade (2.7) dos fluxos.
Tendo em conta que os campos X7, ..., X, comutam dois a dois, fixado
x € U, definimos a aplicacao

F:U cCcRfF - R" (2.9)

37



por

F(t',...,t") =T o... 0V} (2), (2.10)
onde U’ é uma vizinhanca suficientemente pequena da origem, e ¥# é o fluxo
local de X;, 7 =1,..., k. Observamos que

o d . i k d i
F*<O)% = % tiZO‘IJOO' . .o\IItio. . .0‘1/0(.7)) = % ti:O\I[ L(Z‘) = Xz(l') (211)
e portanto
F.(0)-RF = D,.
Em geral, a comutatividade dos fluxos implica que
1 w0 d o 1 i—1 i+1 k
F.(t,...t )% = %\Iftioklltlo...o\IJti,lo\IftiHo...o\Iftk(m)

= X,(ULhoW o...oW oWt o, 0Tk)
= X;(Tho...olio.. . oWk)
= X;(F(t, ..., t),

0 que assegura que

Sendo assim, o conjunto S = F(U’) é uma subvariedade integral k-dimensional
de D.
UJ

2.1 Formulacao Dual do Teorema de Frobe-
nius
Um subespago linear I C Q*(S) de formas diferenciais em S é um ideal
algébrico se, dados a € I e uma forma diferencial w € Q*(S) em S, temos
aNwel.
1 I

Um ideal algébrico I é gerado por uma cole¢cao de formas a-,...,a’ se,
para toda forma a € I, existem formas 3',..., 3" em S tais que

!
o= Zo/ A 3
i=1
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Neste caso, denotamos
I=[a',. .., o). (2.12)

O ideal I é um ideal diferencial se é fechado com respeito a diferenciacao
exterior, isto é, se dada uma forma « € I, temos da € I. O ideal diferencial
gerado por a',...,a* é, por definicdo, o ideal algébrico gerado por

ol al daet . L dod

Naturalmente, este ideal é fechado segundo diferenciacao exterior. Denota-
mos o ideal diferencial gerado por o!,. .., o' por

[, ..., o] (2.13)
Verificamos facilmente que, dadas formas diferenciais linearmente indepen-
dentes !, ..., a! e uma forma diferencial w qualquer,

weal ..., ol

se e somente se
wAar AL A =0.

De fato, supondo vélida esta ultima equacao, concluimos que as formas

sao linearmente dependentes em cada ponto. Portanto, existem funcoes
a;, 0 <1 <[, nao todas nulas, tais que

a0w+a1a1—|—...+a5al20.

l

A funcao ag jamais se anula, uma vez que as formas o', . . ., ! sdo linearmente

independentes e, deste modo,

ar 4 ar 1 !
w=——a —...——a €fa,...,0 .
Qo Qo

A prova da afirmacao reciproca é imediata.

Ainda supondo a',...,a! linearmente independentes, o ideal algébrico
I=[al,...,al]ag é um ideal diferencial se e somente se
i 1 !
da' € o, ..., 0 ag
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ou seja, se e somente se, existem formas 3 para as quais vale

I
do’ = Zﬁ; Ao (2.14)
j=1

Alternativamente, devemos ter
do' Nat AL Aol =0. (2.15)

Dada uma colegao de 1-formas linearmente independentes

definimos uma distribuicao de posto k =n — [ em U C R" por
!
D, = ﬂkerai(x), reUCR"
i=1

ou seja, um vetor v € T,R"™ satisfaz v € D, se e somente se

o que determina um sistema de [ equagoes linearmente independentes em n
variaveis. Portanto, a correspondéncia

zelUw— D, eT,R"

define uma distribuicao diferenciavel de subespacos afins k-dimensionais em
R™. A diferenciabilidade advém do fato de que as formas o', . .., a! definindo
esta distribuicao tem componentes diferenciaveis.

Reciprocamente, dada uma distribuicao de posto k em U C R", definimos
o ideal anulador de D por

I={weQ(U):w,(v)=0, veD,, xeU}. (2.16)
Podemos verificar que I é ideal algébrico localmente gerado por [ = n — k
formas diferenciais de grau 1. De fato, dados campos X1, ..., X, geradores
locais de D, estendemos esta colecao de campos a Xy, ..., Xg, Xpi1, ..., Xpy
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de modo que, em cada ponto y de uma vizinhanga V de x € U, estes cam-
pos vetoriais determinam uma base de T, R". Deste modo, considerando as
formas duais o', ..., a* o ... aF*! temos

I = [ak+1, . ,ak+l]a1g

em pontos de V.
Dada uma subvariedade integral k-dimensional S de D, temos, por definicao,

ot =0,.. . o =0,
onde i : S — R™ é a inclusao natural. Sendo assim, infere-se que
*do*tt = ditafT =0, ... it doT = ditaf T = 0,
ou seja, que o ideal I é um ideal diferencial. Portanto, localmente, escrevemos
[ =[aF o a" = [0 o g, (2.17)

condicao que, como vimos, é expressa pela existéncia de formas ﬁ; tais que
l
daftt = § BN =1 (2.18)
j=1

Vimos, desta forma, que a condicao

I =" o, = [0 o g, (2.19)

Y

ou, sucintamente, que
dl C 1, (2.20)

é necessaria para a integrabilidade da distribuicao. Reciprocamente, supomos
que dada uma 1-forma w € I, temos

da € 1.
Assim, dados X, Y campos vetoriais em D, resulta que
da(X,Y) =0.
Por outro lado,

da(X,Y) = X(aY)) = Y(a(X)) = o([X,Y]) = —a([X, Y]),
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donde deduzimos que
o([X,)Y]), ael.

Isto implica que [X,Y] é também um campo em D, ou seja, que esta dis-
tribuicao é involutiva.
Provamos, entao, a seguinte formulacao dual do Teorema de Frobenius:

Teorema 2. Dadas 1-formas diferenciais o', ..., o' linearmente indepen-
dentes em cada ponto de U C R"™, a distribuicao de posto k =n — [

!
D= ﬂ ker o’ (2.21)

i=1
¢ integravel se e somente se a condi¢ao de Frobenius

da' €la',. .. aluy, i=1,...,1, (2.22)
é satisfeita.

Demonstracao. Para efeito de ilustracao, apresentamos uma prova alterna-

tiva do Teorema de Frobenius, inteiramente em termos de formas diferenciais.
A nocgao de integrabilidade é reformulada como a existéncia de coorde-

nadas locais u!, ..., 4™ em uma vizinhanca aberta de x € U, para as quais

(ot .. Al = [du" L duF T, (2.23)

onde k = n — [. Observamos que, nestes termos, uma subvariedade integral
é descrita nestas coordenadas como um slice da forma

onde ¢ sao constantes.

A demonstracao procede por inducao sobre k. Para k = 1, temos n — 1
formas o', ..., !, linearmente independentes em cada ponto, de modo que
as formas

ol o et =oAL AT

determinam, em cada ponto x € U, base em T;R". Consideramos campos
vetoriais Xy, ..., X, X,,11 de sorte que

(') X;) = 8.
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Sendo assim, o campo & := X,,; determina o campo de direcoes em U dado
pela distribuicao D, uma vez que

(@'€) =0, i=1,...,n.

O fluxo local ¥ gerado por £ permite definir coordenadas tais como no enun-
ciado do teorema. De fato, consideramos coordenadas z!,...,2" em uma
vizinhanga V de z € U de forma que a hipersuperficie S = {y € V : 2"(y) =
x™(z)} satisfaz

§(x) & T.S,

ou seja, de modo que
D, T, S =T,R".

Consideramos, assim, a seguinte aplicacao
1 n—1 o 1 n—1
F(z,...,2" " t) = Uy(z,...,2",0).

Logo, calcula-se

9 d i 9
F0.0) o = 2 00(0,. 2ty 0,0) = |,
¢ o d
F0.0)- 2 = L 0....00) =,
0,0) 2 = Lw,0,..,0.0)=¢

Concluimos que F,(0,0) é um isomorfismo linear. Pelo Teorema da Aplicagao
Inversa,

sao coordenadas em uma vizinhanca de x € U, com a propriedade

0 0 d
= —F(',..., 2" ) = =Wzt 2" = (Wt 2]
oun ot ($ ) L 7t) dt t(x ) » L ,t) 5( t($ ) y L 7t))

= f(ul, . ,u"_l,u”),

ou seja, curvas integrais de £ sao determinadas por
du'(¢) = ... =du" (&) = 0.

Isto encerra a demonstracao para o caso k = 1.
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Suponhamos, agora, que o teorema ¢é valido para distribuicoes de posto
k — 1. Dada uma distribuicao de posto k, correspondente ao ideal anulador
das 1-formas diferenciais

1 n—=k
a,...,a

fixamos uma diferencial exata du de uma dada funcao u : U — R tal que
o' AL ANQTE A du # 0.

Assim, o ideal
! 1 n—k
I'=la",...,a" ", dulag

define uma distribuicao D’ de posto k — 1. Pela hipdtese de indugao, existem
coordenadas locais y!, ..., y" tais que

I' = [dyl, . ,dynfk, dyn7k+1]alg7

as variedades integrais (k—1)—dimensionais de D’ sendo localmente descritas
como slices da forma

n—k , n—(k—1)

yl — Cl, o ’ynfk = Ly nf(kfl).

=c
Sendo assim, existem funcoes ¢

j7aj,i:1,...,n—k’j:17"'7n_k+17
tals que

n—k
i § (A ) n—k+1
@ = dey +Cn—k:+ldy )
Jj=1
n—k
_ j n—k+1
du = § ajdyj +anfk+1dy )
=1

onde supomos, reindexando coordenadas, sem perda de generalidade, que
an_x+1 7 0. Logo, podemos escrever

n—k
ol —Zc dy? 4 =L ‘n- k“ du—Za]dy =: Z cdy’ + b'du,

Ap—k+1

n—k

onde a matriz (&);;5, ¢ invertivel, com inversa (b?);

definir um novo conjunto de geradores de I por

n—k

ij=1- Logo, podemos

n—k
N = Z bia" = dy' + b'du,

r=1
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o que garante, utilizando a hipétese de que [ satisfaz (2.22), que

db' A du =da' € 1.

Assim, existem funcoes a’, B;, 1=1,....n—k,j=1,...,n—k, tais que
n—k
db' = a'du+ > bidy,
j=1
o que implica que as funcdes b’ dependem apenas das varidveis u, y', . .., y" .

Logo, as formas &' dependem igualmente apenas destas varidveis. Todavia,
uma vez que
du € I'=[dy', ... dy" ",

concluimos que as formas &’ dependem apenas das coordenadas ¢!, ..., y"*+!.
Portanto, formas em I sao completamente expressas em termos apenas destas
coordenadas.

Consideramos, por fim, a subvariedade S’ de dimensao n — k+ 1 dada por

n—k+2 — n—k+2 n n

Y c sy =cC.

O ideal I|g/ define uma distribuigao de codimensao um satisfazendo a condicao
de Frobenius. De fato, denotando a inclusao natural de S” em R™ por 7, temos

k1 ok
Ig =[i"a", ..., i"a" g
e, portanto,
e . j 1 % aj 1
dzaj—@daj—zgﬁl/\a—glﬁl/\zoz.
1 !

Como vimos no inicio da demonstracao, isto garante a existéncia de coorde-

nadas 9, .... 9" %t em S, de modo que
) b b

Ils = [dy", ..., dj" " ag.

Concluimos que

~1 ~n—k+1 , n—k+2 n
Yy,...,y Y yeees Y

¢é o sistema de coordenadas desejado.
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De fato, as componentes das formas o', ..., a* nao variam ao mudarmos

de um slice (n — k + 1)-dimensional S” para outro. O ideal anulador deter-
minado pela restricao destas formas a um destes slices define ai um campo
de direcdes, com curvas integrais dadas pela curva coordenada, §" %+ = ¢,
digamos. Variando-se de um slice para outro, obtemos subvariedades de
dimensdao k =1+ (n— (n—k+1)).

O

A versao mais apropriada aos nossos propositos do Teorema de Frobenius
pode ser formulada como segue. Escrevemos

w=aydz! + ...+ a,dz",

com a, # 0. Portanto, kerw define uma distribuigdo (n — 1)—dimensional.
Neste caso, folhas integrais desta distribuigao sao graficos da forma

com vetores tangentes dados por

0 of o0
0; = — ,
ox? + ox' Oz
Entao,
of
) =a;ta, 5= =0
w(d;) =a;+a Bt
o que produz o sistema de equacoes de primeira ordem
of _ a
ot ay

As condigoes de compatibilidade

0 f B o0 f
0xidxi  Oxiox
para este sistema implicam que
8ai+%6f _8aj+8anﬂ
drd  Oxd Oxt Oxt Ozt O

e, portanto,

da; Oa, da;  Oay,
— 50 =0y

Ay — .
"Oxi O

ort Ozt

a;

46



ou, equivalentemente,

an(@ai 8(1]-) _ Oay, da,,

- — — )| = —a; — —aj,
oxi  Oxt oxi " Oxt
equacao que pode ser reescrita como
g 0 0 0 0 ) o 0

n (g ) = Yol ) — don(gs)lga) = dan Nl )

e, deste modo,
da,,

dw=— Aw,
Qp,

o que equivale a condicao de Frobenius.
Uma aplicacao importante do Teorema de Frobenius diz respeito a sis-
temas de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem da forma

dy

n .
c‘%i_ai(x s xmy), i=1,...,n.

Solugoes y = f(z!,...,z") descrevem gréaficos os quais, por sua vez, sao
folhas integrais da distribuicao D = ker 6, onde

0 =dy— iaidxi.
i=1

Diferenciando exteriormente, obtemos, médulo o ideal gerado por 6

~ : "L dat . x= Oay :
do = —z;damdx = —Z:l%d:vj/\dx —Z; aydy/\dx
= i,j= =
- _ (8% + ozjaai)d:cj N
= Ox; dy

Portanto, a condicao de Frobenius
df € [0]ag

é equivalente a simetria da matriz

80@ i aj 3041-
Oz, oy
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ou seja, a condi¢ao

8041' _ (906]' 00@
Or; Ox; dy oy

Um exemplo de distribuicao nao-integravel aparece, deste modo, vincu-
lada a nao-existéncia de solugoes para o sistema de equagoes diferenciais
parciais em R?"?

of _ i of _
8$i_y7 ayz__x7

relacionado a forma de contato em R?***! definida por

0=dz+ i ( — 2'dy’ + yzdxz)
2.2 Uma Aplicacao

Nesta secao, identificamos os espagos vetoriais R” e R™*, indicando esta
identificacdo ao denotar pontos em R™ por p e suas coordenadas por

P1y---Dn,

0 que realca o carater covariante das coordenadas.
Consideramos uma funcao z : R™ — R"™ satisfazendo a condigao

> 2 (p)pi = 1. (2.24)
i=1
Definimos, entao, uma 1-forma diferencial em R™ por
wp =Y @' (p)dp. (2.25)
i=1

Investigamos, doravante, condi¢oes necessarias e suficientes para a existéncia
de fungoes reais A : R™ — R e V : R™ — R tais que

w=AdV. (2.26)

Observamos que, em funcao de (2.24), a forma w jamais se anula e, portanto,
o coeficiente A nao tem zeros. Da mesma forma, a diferencial dV é sempre
nao-nula, o que implica, em particular, sua sobrejetividade.
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Iniciamos supondo que existam A e V' como desejado. Sendo assim, ao

longo das subvariedades de nivel
SY={peR"™:V(p) =y},

temos

JdV =0

e, portanto,
fw =0,

0 que acarreta, como sabemos,
Udw = dv*w = 0.
Isto implica existir uma 1-forma diferencial « tal que

dw =a Aw,

(2.27)

(2.28)

o que pode ser facilmente verificado diferenciando (2.26), do que resulta

1
dwo=dAAdV + AV = —dA\Aw =a Aw,

A

onde denotamos o = %.

A equacgao (2.28) é justamente a condigao de Frobenius que vimos acima
no Teorema 2. Logo, é uma condicao suficiente para resolver-se o problema
(2.26). Escrevamo-la em termos das componentes de w, ou seja, em termos

da funcgao z.
A hipétese (2.24) pode ser reescrita como

onde P é o (co)vetor

- 0
P= i—.
izlp Op;

Combinando (2.29) e (2.28), temos, para um vetor arbitrario &,

dw(P,§) = a(Pw(§) — a(§w(P) = a(Plw(§) — a(f).

Portanto,

a(§) = a(P)w(§) — dw(P, )
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e, pela arbitrariedade de &, segue que
a= (tpa)w — tpdw.
Uma vez que
aAw=(a— (tpa)w) Aw,

concluimos ser possivel substituir « por
ap = a — (tpa)w = —1pdw

na expressao (2.28). Temos, por definigao,

n

ox’
dw = Z %dpj A dp;
ij=1 *J

e, em particular,
a )
dw(P,§) = Z 7y, (s (P)dpi(€) = dp;()dpi(P))
j

ij=1

"ort, .
= Y (e - p).

4,j=1 ap]

Com isto, calculamos, em um par de vetores &, n arbitrariamente fixado,

ap Aw(&,n) = —dw(P, §w(n) + dw(P, n)w(§),
obtendo

Q /\W(faﬁ) = - Z _Pkgj - _’S]pk an

7,k=1
+ Z 0x x]
" 9xt . Ok 891:1 orkF .
— _ :L»J _|_ _ o J
”Zk; ( apkpk p; Dk r Pk , )&

Todavia, diferenciando a expressao (2.24), verificamos que

akz
a—pk+x]—0
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0 que assegura que

_ oxt . oI ) o
ap ANw(&,n) = prr! —x'x? — —ppxt + '’ )
(&) ”;1 (3]% Opr, )
"9t . Oxd .
= Y (5w’ — ).
ikl Ok Ok

Por outro lado, temos

"o, . o
dw(e,n) = Y (& —pe)

Comparando estas expressoes, deduzimos que a condi¢ao (2.28) equivale ao
conjunto de equacgoes
ort  O0xt . Oz 0x)

8193' Opx

ou, equivalentemente, ao fato de que a matriz de substituicao

oxt ozt

ij _
3193' Opk

e’ (2.31)

é simétrica.
E ilustrativo refazermos estes calculos de modo livre de coordenadas. A
condicao (2.24), como mencionamos hé pouco, pode ser escrita como
tpw = (w, P) = 1.
Utilizando a férmula (iv) na Proposi¢ao 3, concluimos que

tpdw = £pw — dtpw = £ pw.

Entretanto, o fluxo gerado pelo campo P é facilmente determinado pela
férmula
Ui(p) =e'p, teER, peR™,
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Dai, calculamos explicitamente a derivada de Lie de w. Temos, dado £ &€
T*R’I”L*
p 9

(Vf W) € = Wyp) - Yiel€) = wy, () - (€7€) = €'wy, () - €

= ¢ le(wt@))f

Portanto,

d d LI
Lpwy-§ = &|t=0¢:w¢t(p) = E\tzoet PERCANS

i=1

= Zx @+Z =0 (V1 ())&
= wp-§+ZPp[a:
=1

— w4 (@) P €,

onde

(@.(p) - P), = Pla'ldps = pig-dp

é a 1-forma metricamente equivalente ao vetor x.(p) - P. Concluimos, deste
modo, que
ap = —tpdw = —w — (z.(p) - P)p.

A condigao de Frobenius
dw—agAw =0

passa a ser, entao, reescrita como
dw + (2.(p) - P), Aw = 0.
Esta tdltima equacao é expressa em coordenadas como

" /0 L T
22 dp; Adp; =0,
z( A+;pk8pkx)pj »

i,j=1 Op;

equagao que, por sua vez, é automaticamente verificada se

é um tensor (cartesiano) simétrico.
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2.2.1 Condicao de Slutsky

Esta secao concerne um problema de otimizacao procedente da Economia
Matematica. Consideramos uma fungao U continuamente diferenciavel e
fortemente quase-concava definida em

R? ={z=(z',...,2") e R" : 2' > 0}, (2.32)
e definimos
V(p) =maxU(z), p-z=1 (2.33)
zERY
No jargao da Microeconomia, um vetor z = (z', ..., z") representa a escolha
por um consumidor de quantidades de n bens. O vetor p = (p1,...,pn)

discrimina o prego unitario de cada um destes bens. Fixada a renda da
consumidor em uma unidade monetaria, o conjunto de vetores de consumo
vidveis é
{zxeR} :z-p <1}

A funcgao U representa uma medida ordinal da utilidade conferida pelo con-
sumidor a cada escolha x. O problema posto acima é, portanto, a maxi-
mizacao da utilidade tendo em conta a restricao orcamentaria imposta pela
renda do consumidor. A cada vetor de precos fixado, a escolha 6tima define
a funcao de utilidade indireta V.

Utilizando multiplicadores de Lagrange, verificamos facilmente que, fix-
ada a renda 1, temos, a cada valor do parametro preco p, uma escolha otima
x = z(p). A existéncia e a unicidade desta escolha provém do fato de que U é
quase-concava. A escolha 6tima é implicitamente determinada pela condigao

oU

De fato, considerando, para p fixado, a Lagrangiana

calculamos, no ponto critico,
oL oU
0 ozt oz 1P (2:36)

Geometricamente, na escolha 6tima x = x(p), o hiperplano or¢amentario

H(z,p)=2-p—1=0 (2.37)
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é tangente a subvariedade de nivel U(z) = U(z(p)) = V (p), dita subvariedade
de indiferenca.

Definimos, entao, a subvariedade das escolhas étimas, ou, mais apropri-
adamente, subvariedade de preco-consumo

x = z(p). (2.38)

Entao

Vi(p) = U(z(p)). (2.39)
Diferenciando, temos

oV oU 0z*

— = 2.40

o, ~ 0uF o, (240
Consideramos, entao, a fungao

em que V(p) é definida por (2.39). Entdo, o lugar geométrico das escolhas
otimas é descrito por
O(z,p) =0,

uma subvariedade © = x(p) dada de forma implicita. Observe que, por
definicao, ® = 0 define uma familia de subvariedades de indiferenca

parametrizadas por p. Observe que = = z(p) é o envelope destas subvar-
iedades. De fato, cada ponto da subvariedade esta contida em uma subvar-
iedade desta familia. Além disso,

_0d  oU ok OV

0= — = —|oeu(p) — — —.
p; Dk l7==0) Op;  Opi

(2.42)

Por outro lado, segue da condicao de otimizacao de primeira ordem que

ou
Substituindo acima, temos
0= od ozk oV
a Ipi B dp;  Opi
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Todavia, diferenciando a restri¢ao
prat =1 =0,

com respeito a p; nos pontos z = x(p), temos

0" +2'=0
Tr =
ou seja,
oz ;
= —a".
Pk Opi
Substituindo acima, encontramos
0= od o oV
 Opi s op;i’
Concluimos, entao, que
ov ;
= —uz'.
Ipi :
Portanto
VpV = —pu(p)z(p). (2.43)

Considerando esta linguagem, demonstramos, na se¢ao anterior, o seguinte
teorema de Anadlise Economica.

Teorema 3. Seja x : R™ — R" satisfazendo
z(p)-p=1, peR™ (2.44)

Tal funcao representa uma funcdao de demanda inversa se e somente se saf-
isfaz a condi¢ao de Slutsky, ou seja, se a matriz de substitui¢ao

02t " oxt
CE R J 2.4
o o, Di: T (2.45)

¢ simétrica e positiva-definida.
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2.3 Equacao Eiconal

A nogao de envelope de curvas surge também na Otica Geométrica e na
Geometria Diferencial, vinculada a frentes de onda, ou seja, a superficies de
nivel de solugoes u : U C R™ — R da equacao eiconal

F(z,du) =0, zeU, (2.46)

onde F' é uma funcao diferencidvel definida no fibrado cotangente T*R".
Consideramos em T*R" = R?" subvariedades n-dimensionais A dadas por

graficos
reUw (r,5(z)), E(r)eT;R"

Temos, entao, o seguinte resultado fundamental

Lema 1. (Poincaré) A subvariedade A € localmente o grdfico de du, para
alguma fungao diferenciavel u : U — R, se e somente se d= =

Em T*R" definimos a seguinte 1-forma global

c=3 pidi, (2.47)
i=1
em termos das coordenadas naturais globais (z!,..., 2" py, ..., p,) em T*R™.

A diferencial desta forma define a estrutura simplética canonica em T*R", a
saber,

o= Z dp; A dx’. (2.48)
i=1
Verifica-se que a 2-forma diferencial o é fechada e nao-degenerada, isto é,
do =0
e, para todo (z,v) € TR™, a aplicagao
v o,(v,-) € ThR"

¢ nao-singular. Ademais, o elemento de volume usual em T*R™ = R?*" ¢ dado
por

De posse destes conceitos, reapresentamos o Lema de Poincaré com o
seguinte enunciado
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Proposicao 5. A subvariedade A € localmente grafico de uma diferencial
exata du se e somente se ¢ lagrangiana, isto €, se e somente se, tem dimensao
n e satisfaz oy = 0.

Demonstracao. Os campos vetoriais

0 ”8351

ox7 + — ox' Op;

expandem, em cada ponto, o espago tangente ao grafico A. Calculamos,
entao,

0=, 0z,
o(Xi, X;) = (’33:3  Oad’

O
No intuito de resolver a equagao eiconal, fixamos uma subvariedade S de
dimensao n — 1, cuja projecao em R"™ podemos supor contida no hiperplano
R"! = {2" = 0}. Supomos, ainda, que S é o grafico da diferencial exata
¢ = dv de uma funcao v : V Cc R" ! — R.
Por fim, devemos impor a seguinte condicao inicial

Fls=F(z,...,2"",0,p1,...,pn1,0) = 0. (2.49)

Além disso, exigimos a condicao de que S seja nao-caracteristica, no sentido
de que

OF

£ 2.50

o # (2.50)
em algum ponto de S.

A forma simplética o permite associar a diferencial de F' um campo Hp,
chamado gradiente simplético de F', segundo a correspondéncia

W(X,Hp) = dF(X), X € X(T*R"). (2.51)

Um fato fundamental é de que o fluxo gerado por Hp preserva a forma
simplética. Em coordenadas, se escrevemos uma linha de fluxo de Hr como

ts (2(t), ..., 2"(t), pi(t),...pa(t)),
temos, ao longo desta linha de fluxo,

;0 L 0
ox' pi@pi'

HF:.TZ
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Portanto,

0 o, _0OF 9 o OF
a(@,ﬂp)—dF(ﬁ)—@, U(@7HF)—dF(@)_a_pj
e, por outro lado,
a o 8 a o / 8 . i a a B i

Comparando as expressoes acima, vemos que o fluxo gerado por Hp satisfaz
as equacoes de Hamilton

Z/_@F /__aF
-~ Op;’ Pi = "5z

A preservacao de o pelo fluxo de Hy é expressa por

£HFO' =0.

Xz

Usando a férmula de Cartan (iv) na Proposi¢ao 3 acima, temos
Lrpo =dig,o + tg,do.
Todavia, pela propria definicao de Hp
dig,o =do(Hp, ) = —ddF(-) =0
e, uma vez que o é fechada, concluimos que
Lo =0.

Observamos, finalmente, que F' é constante ao longo das linhas de fluxo de
Hp, uma vez que

Voltando a construcao acima, definimos a subvariedade A como a uniao
das curvas integrais do campo Hp passando pela subvariedade (n — 1)-
dimensional S. A condi¢ao de que S é nao-caracteristica asssegura que Hp
¢é transversal a S, de modo que, para valores suficientemente pequenos do
parametro do fluxo de Hp, o conjunto A é, de fato, uma subvariedade n-
dimensional. Podemos descrevé-la, para pontos proximos de .S, como grafico
de uma funcao Z. Ademais, visto que F' é constante ao longo das linhas de
fluxo de Hp, temos F' =0 em A.

Demonstramos, entao, o seguinte teorema sobre existéncia de solugoes
para um problema de valor inicial para a equacgao eiconal.
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Teorema 4. A subvariedade A construida acima é localmente grdfico de uma
diferencial exata, solucao de

F(z,du) = 0.

com condi¢cao inicial
U|S = .

Demonstracao. O fato de que A define uma subvariedade provém da condi¢ao
(2.50). De fato, parametrizando S por

1 -1 ov Jv

— (.. Bl BT

constatamos que o espaco tangente a S é gerado por

0),

Ei= 8x’ Zf)xlax’“ opi’

ao passo que o vetor tangente as linhas de fluxo é, obviamente,
Z oF 0 3F 0 Z oF 0
Ops (‘31:’“ Op,, Ox™ Oz Opy
Assim, em vista da condi¢do (2.50), concluimos que os campos vetoriais
Ey, ..., E, 1, Hr determinam, em cada ponto de S, vetores linearmente in-
dependentes. Além disso, o subespago n-dimensional gerado por estes vetores
projeta-se bijetivamente sobre R" = {x = (2',...,2") : 2 € R}. Logo, A é
uma subvariedade n-dimensional, ao menos em uma vizinhanca de S. Nestes
pontos, ademais, A é grafico de uma funcao definida em um aberto de R”.
Verifacamos, por fim, que A é uma subvariedade lagrangiana. Para tanto,

denotando o fluxo de Hr por ¥, calculamos, utilizando o fato de que o fluxo
preserva o,

O'(\I/t*Ei, \Ijt*Ej) = \IJ:U(E“ E]) = O-(Ei, EJ)

- Z":d (D P99 v o
N — Pr Oxt  Ox'0xk Op,” Oxd  Oxidx! Opy

9% 5 9%v

T T

Oridxr 7’ 6’x18xr(5i
= 0.
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Além disso, usando o fato de que as linhas de fluxo preservam Hp

o(Hp, V. E;) = Vio(Hp, E;) =o0(Hp, E;)
id nagr(PE 0 OF 0 i_'_@—%i)
a — br Op, Ox*  Oxk Op,, Ozt Oxi0x! Op

B oF 5 — 0*v OF |
T 90 9ridxT Oz
— 0,

onde utilizamos a condigao inicial F'|g = 0.
Finalmente, temos
O'(HF, HF) = 0.

Concluimos, desta forma, que o]y = 0, ou seja, que A é lagrangiana. O
Em Geometria Riemanniana, a equacao eiconal na forma

|Vu| =1 (2.52)
diz respeito a existéncia de fungoes distancia. Neste caso, a s linhas de fluxo

sao geodésicas que atravessam perpendicularmente as subvariedades de nivel
de u.
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Capitulo 3

Teorema de Pfaff

O problema abordado neste capitulo é o de, dada uma 1-forma diferencial
w, encontrar fungoes reais diferencidveis ¢, ¥, U e V tais que

w=pdU+ydV. (3.1)
Diferenciando exteriormente (3.1), obtemos
dw=dpANdU +dyp AdV
e, deste modo, resulta que

doANdw = (dpAdU+dy AdV) A (dp AdU 4 dgp AdV)
= 2dp AdU Ady AdV.

Tomando o produto exterior com w, deduzimos
wAdwAw=0. (3.2)

Esta equagao implica que a forma diferencial dw A dw esta contida no ideal
algébrico gerado por w. De fato, demonstra-se a seguinte

Proposicao 6. As sequintes condigoes sobre uma 2-forma diferencial sao
equivalentes:

7. w A Adw Adw=0.

1. Fxiste uma 3-forma diferencial o tal que dw N dw = a A w.
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1i. Eristem uma 2-forma diferencial § e uma 1-forma diferencial v tais
quedw=0F+vANwelBAF=0.

Estamos, entao, aptos a enunciar e demonstrar o seguinte resultado classico.

Teorema 5 (Pfaff). Seja w uma 1-forma diferencial definida em um aberto
U C R”™ satisfazendo as condigoes

wAdw # 0, (3.3)
wAdwAdw = 0. (3.4)

Entao, existem um aberto V. C WU e fungoes reais diferencidveis p, vy, U e V
definidas em V tais que

w=@dU+ ¢ dV. (3.5)

Demonstragao. A hipétese (3.3) assegura, pela Proposicao 6, a existéncia de
formas w' e o tais que
dw=wAW + o0, (3.6)

com
ocANo=0.

Afirmamos que existem 1-formas v, tais que
o=7A7Y. (3.7)

De fato, seja & um vetor para o qual

eo=o0(§,-) #0.
Assim, calculamos
OIL{(O’/\O’) =10 NT—0Nigo =210 N0,
ou seja,

teo No = 0.

1 1

Fixamos uma base o', ...,a" de 1-formas de modo que «
mos, com respeito a esta base,

o= E st Ao,

1<i<j<n

= 1¢0. BEscreve-
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Uma vez que o' A o = 0, temos

n
Z sijaiAOzj Aol =0,

2<i<j<2

do que deduzimos que s;; = 0 quando 7, j < 2. Logo,

n
o= Zsljal ANod =o' Ay = eo N7
=2

Estas decomposicoes permitem escrever
do=wAW +yA7Y.
Consideramos, agora, o ideal algébrico J
J=la:aAhwAdw= 0]
Demonstra-se que J é um ideal diferencial. De fato, calculamos

0 = d(aAwAdw)
= daAwAdw —aAdw A dw.

Por outro lado, temos

doAdw = 2WAWAYAY =20AW A (WAW +7AY)
= 2wAWAdw.

Deste modo, segue que
daoANwAdw=aAdwAdw =20 AwAdwAw =0.

Portanto,
da AwAdw =0,

o que significa que da € J. Concluimos que J é um ideal diferencial.
As formas w,~y e 7 pertencem a .J, uma vez que

wAwAdw = 0,
YAwA (WAL +yAY) = 0,
YAwA (WAW +yAY) = 0.
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Logo, o subespago vetorial gerado E por w,v,v" estd contido em J. Afir-
mamos que estas formas sao linearmente independentes. De fato,

YAy =0 #0.
Portanto, v e 4/ sdo linearmente independentes. Ademais
WAYAY =wA (dw—w/\w/) =wAdw #0,

o que prova a afirmacdo. Fixamos, entdao, uma base 3,..., 3" de 1-formas
de modo que

1 _ 2 3 _ !
ﬁ = w, ﬁ =7 ﬁ =7
Dada uma forma « € J, escrevemos, relativamente a esta base,
a= s
e, sendo assim,

0 = a/\w/\dw:Zszﬂi/\w/\v/\v'
i—1

= Zﬁi/\w/\y/\y/.
i—4

Logo, s; = 0, para ¢+ < 4, ou seja,
o = S1w + S9y + 837,

o que demonstra que as formas em J estao contidas em F. Portanto, £ = J,
ou seja, F é um ideal diferencial.

Pelo Teorema de Frobenius, existem coordenadas locais u
que

Lo ., u™ tais

[wa v P)/I]alg = [dula du27 du3]a1g-
Em particular, existem funcgoes Ai, Ay e A3, tais que
w = \du' + gdu® + Aadu®.

Supomos A; # 0, sem perda de generalidade. Neste caso, o ideal gerado por
w e dy' é dado por

(W, dy'ag = [0 @ Aw Adyt = 0], = J'.
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Verifica-se, como antes, que J’ é um ideal diferencial. Portanto, aplicando-se
novamente o Teorema de Frobenius, garante-se a existéncia de coordenadas
locais v!,. .., v" satisfazendo

[wv dyl]alg = [d'Ul, dUZ]alg.

Sendo assim, temos
dy' = pdv' + podv?

/\gdy2 + /\3dy3 = w— Aldyl = v1dvt + adv?,

para certas fungoes i1, po, 1 € v5. Logo, deduzimos que existem fungoes f, g
tais que
w = fdv' + gdv®.

Isto encerra a demonstracao. ([l

3.1 Teorema de Chiappori-Ekeland

Lidamos, nesta secao, com o problema de encontrar, para uma dada 1-forma
diferencial w em um aberto U de R™, fungoes concavas u, v e fungoes positivas
a, b tais que

w = adu + bdv. (3.8)

Deduzimos, como na se¢ao anterior, algumas condi¢oes necessérias a solugao
deste problema. Iniciamos observando que

wAdw = (adu+bdv) A (daAdu+ dbAdv)
(adb—bda)du A dv # 0.

Entretanto

wAdw ANdw = (adu+bdv) A (da Adu+dbAdv)A(daAdu+dbAdo)
= (adu+bdv) A (dbAda—daAdb) AduAdv=0.

Portanto, as condigoes

wAdw # 0, (3.9)
wAdwAdw = 0 (3.10)
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sao necessarias para a solucao da equagao (3.8).

Um dos resultados cldssicos na teoria de Sistemas Diferenciais Exteriores,
o Teorema de Pfaff, assegura, como vimos, que tais condicoes sao, de fato,
suficientes para a existéncia de uma decomposi¢ao de w nos moldes de (3.8).
Todavia, o teorema, em sua versao usual, nada garante sobre a positividade
de a e b ou a concavidade de u e v.

Com a finalidade de assegurar estas condigoes sobre a, b, u e v, essenciais
a aplicagoes em Microeconomia, P.-A. Chiappori e I. Ekeland demonstraram
em [6] o seguinte resultado, nomeado pelos autores Teorema de Darboux
Convexo.

Teorema 6. (Chiappori-Ekeland) Considere uma 1-forma analitica

w= Zw@-dxi, (3.11)
i=1

definida em um aberto W de R™, satisfazendo

wAdw # 0, (3.12)
wAdwAdw = 0. (3.13)
Seja 0 a matriz dada por
Qi = % (3.14)
Y Ot '
sobre a qual supomos que
Q=0Q+R, (3.15)

onde Q) é uma matriz simétrica e negativa-definida e R € uma matriz de posto
dois.

Entao, existem um aberto V. C U, e func¢oes analiticas concavas u,v e
fungoes analiticas positivas a e b tais que, em pontos de 'V, temos

w=adu+ bdv. (3.16)

A prova deste teorema segue de uma elaborada aplicacao da teoria de Cartan-
Kaehler. Precisamos enunciar e demonstrar uma série de lemas para apresen-
tar sua demonstracao. Em particular, um lema fundamental para as etapas
seguintes é o seguinte.
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Lema 2. Suponha as condigoes (3.9) e (3.10) satisfeitas. Entao, existem
1-formas analiticas W', o e o' tais que

dv=wAW +oANd. (3.17)
Demonstracao. A primeira parte da prova do Teorema de Pfaff consiste deste

lema. Basta verificarmos que todos os procedimentos garantem a analitici-
dade das formas na decomposicao.

O
3.1.1 O Sistema Diferencial Exterior Associado
Seja w uma 1-forma definida em um aberto U de R™ satisfazendo
wAdw # 0, (3.18)
wAdwAdw = 0. (3.19)
Supomos que, dadas 1-formas « e (3, é possivel decompor w como
w = Ao+ up. (3.20)
Diferenciando esta equacgao, obtemos
dv = dAAa+dp A B+ AMda + pdg.
Se o e J sao exatas, isto é, caso existam funcoes U e V tais que
a=dU, p=dV,
temos
dw=dA\ANa+duApB. (3.21)

As equagdes (3.20) e (3.21) implicam que w e dw sao algebricamente geradas
por « e (3, ou seja,

wAaANG = 0, (3.22)
dwAhaNp = 0, (3.23)

onde a segunda equagao deriva, como vimos, do fato de que « e [ sao formas
exatas. Em particular, temos

da=0, d3=0. (3.24)
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Formulamos, entao, o problema de decomposicao de w como a obtencao de
solugoes para o sistema diferencial exterior

da = 0, (3.25)
dg = 0, (3.26)
de' A Ada™ # 0, (3.27)

onde a ultima linha expressa a condicao de inpendendéncia das variaveis

xl, ..., 2", que denotamos doravante simplesmente por dz # 0. Impomos as

seguintes restricoes ao espago em que procuramos solugoes: considera-se um
par (a, 3) de 1-formas admissivel quando

wAaANpB = 0, (3.28)
dwAhaAp = 0. (3.29)

Escrevemos em coordenadas locais

o= Z a;dz’, (3.30)
=1

B=>" pdal. (3.31)
j=1

Localmente, o espago dos pares de formas («, ) corresponde ao espago eu-
clidiano 3n-dimensional

E={(a;,Bj,2%) 11 <i,j k <n}. (3.32)
Em termos de coordenadas locais, a restri¢do (3.28) acima ¢ escrita como

0 = Z wkaiﬁjdxk Adat A da?

i,,k=1
= > ( > 5;{1’;wkaiﬂj> dz" A da? Ada? =0
1<r<p<q<n 1<i,j,k<n

ou, componente a componente,

par
1<i,j,k<n
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o que corresponde a um conjunto de C? equagoes independentes. A segunda
restrigao (3.29) pode ser escrita como

Ow* , .
0 = Z waiﬁjdxl Ada® A dat A da?
1<i,j,k,l<n

= Z ( Z 5;2’;291@,1%5]') dxz® Adx” A daP A daf,

1<s<r<p<q<n 1<4,5,k,l<n

0 que, expresso em componentes

> M OB =0, 1<s<r<p<g<n, (3.34)

pgrs
1<i,jkl<n

produz outras C? equagoes independentes. Visto que as restrigoes (3.28) e
(3.29) sao linearmente independentes, segue que, de fato, temos um conjunto
de C? + Cp = Cpt, | equagdes.

Dentro do conjunto M de pares de formas admissiveis (a(z), 8(x)), z € U,
consideramos o aberto

A={(a,f,2) e M : a # w, §#w}. (3.35)

Denotamos, por fim,

M=MnA. (3.36)

Temos, entao, o seguinte teorema de estrutura.

Lema 3. O conjunto M € uma subvariedade (n + 5)-dimensional em E
definida pelas equacoes

wAaANpf = 0, (3.37)
wAoANd ANa = 0, (3.38)
wAoANd NG = 0. (3.39)

Em particular, as restrigoes (3.28)-(3.29) e as restrigoes (3.37)-(3.39) de-
finem igualmente a variedade M.

Demonstracao. A equagao (3.28) implica que existem fungoes f e g tais que
0= fa+ gw. (3.40)
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Supomos, inicialmente, validas as equagoes (3.38) e (3.39). Neste caso, temos,
em vista do Lema 2,

dwonhanf = (WAL +aAd)ANaAp
= WAV +oANd)NaA(fa+ gw)
= glwAW +oANd)NaAw
= goANd ' NaAhw
0.

Podemos obter a mesma conclusao, utilizando (3.39) ao invés de (3.38).

Inversamente, suponhamos vélida a equacao (3.29). Sendo assim, efetu-
amos, a partir do fato de que w é algebricamente gerada por a e (3, ou seja,
que existem funcgoes s e t tais que

w = sa + tf,
o seguinte calculo

ocNd Nahw = (WAW +oAd)NaAw
= wAdwAa
= (sa+tf)ANdwA
= fAdw A«
= 0.

De modo similar, calculamos

oA ANBAw = (WAW +0 AN )AB AW
= wAdw AP
= (sa+tf) ANdwA B
= saAdwAS
= 0.

Estes cdlculos demonstram a equivaléncia entre as restrigoes (3.28)-(3.29) e
o conjunto de restrigoes (3.37)-(3.39).
Por fim, observamos que a equacao (3.63) implica que

0 = dwhaAf=dwAaA (fa+ gw)
gdw N\ a A w.
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Similarmente, escrevendo, para certas fungoes h, k,
a=hp+kw, (3.41)
obtemos

0 = dwAaAf=dwA (hB+ kw)AS
kdw AwApB.
Portanto, a nao ser no caso em que « e [ sao linearmente dependentes (ou
seja, quando g = k = 0), concluimos que
dw AwAa=0, (3.42)
dw AwA B =0. (3.43)

Observamos que o sistema (3.37), (3.42) e (3.43) equivale ao sistema (3.37)-
(3.39). De fato, novamente a partir do Lema 2, depreende-se que

oNd NaAw=dwAaAw,

oA ANBANw=dwA B Aw.
Investigando, desta vez, a dimensao de M, observamos que a equagao (3.38)
implica que « é gerado algebricamente por 0,0’ e w. Além disso, dado «, a

forma g é gerada por « e w, gragas a equacgao (3.63). Contando dimensdes,
concluimos que M é, como afirmado, (n + 5)-dimensional. 0

O sistema diferencial exterior em M

da = 0, (3.44)
a8 = o, (3.45)
dr # 0 (3.46)

¢ fechado, visto que d> = 0. Devemos, em seguida, determinar a existéncia
de elementos integrais. Para tanto, é mister escrever o sistema (3.44)-(3.46)
em uma forma equivalente.

Lema 4. FExistem 1-formas analiticas linearmente independentes X\, u, v, 0,y
tais que o sistema (3.44)-(3.46) € equivalente a

ANw+phNo+rvAa = 0, (3.47)
ONw+yANa = 0, (3.48)
dr # 0. (3.49)
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Demonstracao. Segundo a demonstracao do Lema 3, vimos que o conjunto
de restrigoes (3.28)-(3.29) é equivalente a

wAaNp = 0, (3.50)
dwAwAa = 0, (3.51)
dwAwAp = 0. (3.52)

Diferenciamos a equagao (3.51), obtendo

0 = —dwANdwAa+dwAwAda
= —(WAWFHoA)N(WAW +oN)Na+ (wWAW +0ANd)ANwAda
= JAwAoAd NatoAhd ANwohaAw' +o Ao’ AwAda
= oAd AwAda

Portanto,
da=AANw+puAo+pu No' (3.53)

Entretanto, (3.38) assegura que ¢’ é gerado algebricamente por w,o e «.
Assim, concluimos que

da=AANw+puNo+vAa. (3.54)
Agora, diferenciamos a equacao (3.50), o que resulta em

0 = dwAhaAf—wAdaAB+wAaANdb
= (WAW +oA)YNaAB—wAdaAB+wAaAdf
oA ANaAB—wAdaAB+wAhaAdp.

Todavia, as formas « e 3 sdo algebricamente geradas por w, o e ¢’ em funcao
das equagdes (3.38) e (3.39). Portanto, concluimos que

—wAdaAB+wAaANdF=0.

Ademais, a equagao (3.50) implica que 3 é gerada algebricamente por o e w
e que, portanto, vale a equagao (3.63). Deste modo,

—wAdaA fa+wANaANdf =0,
ou seja,

wAaA (df— fda) =0.
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Portanto,
df — fda=0Aw+yANa,
donde deduzimos que
df = fda+0ANw+vAa. (3.55)

Isto encerra a demonstracao do lema. O

A forma equivalente do sistema diferencial exterior (3.44)-(3.46) exposta no
Lema 4 permite demonstrar a existéncia de elementos integrais e o computo
da dimensao do espaco de elementos integrais na grassmaniana G, de n-
planos em M.

Com este propésito, escrevemos a diferencial exterior das fungoes a; e b;
em (3.30) e (3.31) como

dO[i = Z Ai,j dZEj, (356)
j=1

dp;=>_ Bi;da’. (3.57)
j=1

Empregando esta notagao, vemos que as equagoes (3.44) e (3.45) no sistema
diferencial exterior sao expressas respectivamente por

D Aijdat Ada? =0, (3.58)
2%
Y Bijda' Ada? =0. (3.59)
2%
Deste modo, um par de vetores v, w tangentes a um dado ponto («, 3,z) € M
faz parte de um elemento integral do sistema neste ponto se

da(v,w) =0, df(v,w)=0. (3.60)

Completamos o conjunto linearmente independente {w,o,a} a uma base
{w=0who=0wa=ww!. . . W'} doespago cotangente R™ de modo
que, decompondo A, i1, v, 0 e v nesta base, obtemos a partir de (3.47)

()\2—,Ltl)O'/\w—i-()\3—Vl)Oé/\u)+(/ng—Vg)Oé/\O"i‘Z)\iwi/\w
i=4

n n
—i—z,uiwi/\ajtzyiwi/\cw:(),
1=4 1=4
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o que resulta em 3 + 3(n — 3) = 3n — 6 equagdes. De modo similar, a
equagao (3.48), quando expandida nesta base, equivale a um conjunto de
2n — 3 equagoes. Uma vez que as equagoes (3.47) e (3.49) sao linearmente
independetes, equivalem a um sistema de 5n — 9 equagoes cujas solucoes
descrevem um elemento integral na grassmaniana de n-planos em M. Esta
grassmaniana tem dimensao 5n, visto que M tem dimensao n + 5. Portanto,
a variedade de elementos integrais na grassmaniana tem dimensao 5n— (5n —
9) =09.

Um argumento similar aqueles apresentados em [7] e [10] permite mostrar
que os elementos integrais sao regulares, no sentido da Definicao 7.1.11 em
3].

Deste modo, aplicando-se o teste de Cartan (Theorem 7.4.1 em [3]) e,
em seguida, o Teorema de Cartan-Kaehler (Theorem 7.3.1 e Theorem 7.3.2
em [3]), garantimos a existéncia de uma variedade integral deste sistema,
passando por um ponto (Z, @, 3) € M arbitrério.

Em virtude da condicao (3.49), uma variedade integral é descrita local-
mente como grafico de uma aplicacao da forma

z = (a(z), 6(x)).

Temos, entao,
da =0, dg=0.

O Lema de Poincaré assegura a existéncia local de funcoes u, v tais que
a=du, f=dv.
Uma vez que M ¢ definida pela condig¢ao
wAaAp=0,
concluimos que existem fungoes a, b tais que
w = adu ~+ bdv. (3.61)

Para finalizarmos a demonstracao, consideramos, agora, fungoes f,g,h e k e
definimos

a = fw+gdu, (3.62)
B = hw+ kdu. (3.63)
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Estas formas satisfazem as condigoes que definem formas em M, a saber
(3.37)-(3.39). Assim, as matrizes

9Bi \

P\n aai n
A= (A) %)i,j:l

j)ij=1 — (@)i,j:l:

B= (B =

Jj/i,=1

(3.64)

definem um plano n-dimensional em M no ponto (z, a(z), 3(x)). Este plano
é um elemento integral do sistema diferencial exterior se e somente se as
matrizes A e B sao simétricas.

Diferenciando (3.62)-(3.63), obtemos

Ow; 0*u of dg Ou

A= om0 T et Gwi o (3.65)
: Ow; 0*v oh ok Ou
Bi = o T amiaw T o T o o (3.66)

Pela hipétese no enunciado do teorema, temos

Gwi
ol

= Qij + Rij,

onde () é uma matriz simétrica, negativa-definida e R é uma matriz de posto
dois. Portanto,

; 0*u of dg Ou

Aj - leJ+ga Za]+fRZ]+a] z+m@:ﬁ (367)
. 8%v oh ok Ou

B = hQ+ ka 507 T hRi; + —— 927 T 9 9t (3.68)

Calculamos

dw = 3 Z(aaﬂ i )dx Adx' = Z Rijdz? N\ dx (3.69)

i?j

e, por outro lado,

db
dw = da/\du—i—db/\dvzda/\du—ky/\(w—adu) (3.70)

= —Céb/\w—k(da——bb)/\du
1 0b da  a Ob . Ou » ;
— . R, J (3
- (b B T (8zj b@xj)ﬁxi)dx A dz’. (3.71)
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Comparando-se estas duas expressoes, temos

1 0b da a Ob _ Ou

By =309t G~ vaw o (8:72)
Portanto, cumpre escolhermos f, g, h e k£ de modo que
B of dg Ou
0 = Jhs+ 93 " * Oxd Ox’
B 10b Of da  a 0b dg \ Ou
= 1Gaw o)+ 1 (Go 550 * o) w87
e
of Ok Ou
0 = Mt 554 oui o

1 0b oh da a Ob ok \ Ou
- e ~ i o T - il . 4
Mo+ 90)o MG 390 F o) aer BTY

Para tanto, basta fixarmos

of Oh 100

or' Ozt box (375)
e
dg ok da  a 0b
Ozt Ozt Ozt boat (8.76)
Com estas escolhas e fixando-se f(z) = h(z) = 1 e g(z) = —k(z) = ¢,
obtemos, no ponto z,
A=0Q +¢el, (3.77)
B=Q-—cl. (3.78)

Uma vez que () é negativa-definida, o mesmo é valido para A e B caso
escolhamos ¢ suficientemente pequeno. Ademais, substituindo estas escolhas
de valores para f, g, h e k no ponto x nas expressoes (3.62) e (3.63), chegamos
a

a(x) = w(x) + edu(x), (3.79)
B(x) = w(x) — edu(x), (3.80)
o que implica a independéncia linear de a(x) e (z) e
1
olr) = L (ala) + B()),
o que permite concluir a prova do teorema. 0]
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3.2 Uma Aplicacao: Demanda Agregada

Fixamos p € R’. Consideramos funcoes Uy, U, definidas em R’ e uma
funcao real p : R} — R,. Formulamos, entao, o seguinte problema de
otimizagao

max (U (z) + p(p)Us(z)) (3.81)

z€RT

sujeito a
p-x<1, peR]. (3.82)

Seja V' C R™ um subconjunto aberto. Uma aplicagao X:VcR"— R% ¢
dita admissivel quando existe uma funcao A : V" — R tal que

o p-X(p)=1,
d 621' (Ul +:u(p)U2)|)2 =Appi;, i=1,...,n,

o Xi(p)>0, j=1,....n,¢e\p) #0.

Estas sao condigbes necessarias para que X (p) seja solugao do problema
de maximizacao descrito acima. Sao, ademais, condicoes suficientes caso
U,, U, sejam concavas e o multiplicador p seja positivo.

Proposicao 7 (Condigao de Chiappori-Ekeland). ﬁe existem Uy, Uy, p1, V-
e X admissivel, entao a matriz de Slutsky associada a X é soma de uma ma-
triz simétrica e uma matriz com posto um.

Demonstracao. Vide Secao 2.2.

Lema 5. Seja X:VCcR"— R . Se existem funcoes (Uy,Us, ) com X
admissivel, entao existem funcgoes diferencidveis p,, f e g tais que

> X'dp; = pdf + ¢ dg. (3.83)
=1

Reciprocamente, se existem abertos Ve W C R e um difeomorfismo local
X:V > W tais que (3.83) € vdlido para dadas fungoes .1, f e g e caso

d Xippi=1, peV, (3.84)
=1

entao existem funcgoes Uy, Uy tais que X ¢ (Uy, Uy, p, V') -admissivel.
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Demonstra¢ao. Supomos que X 6 admissivel. Entao, definindo-se

A

Us(p) = Us(X(p)), i=1,2 (3.85)

e

A~ A A~

U(p) = Ur(p)+p(p)Us(p) = max (Uy(x)+pu(p)Uz(z)+A(p)(1—z-p)). (3.86)

r€eR™

Pelo Teorema do Envelope, temos

ou o - .
= Uy — \X" 3.87
Opi  Op; ? ’ ( )
o que implica que
L 10U  Us = Ou
X’L i = — - Mi v -~ Vi 388
2 A== 30 5 R 2 gp? (3.88)
=1 =1 =1
ou, ainda, A
L U, 1 .
X'dp; = —dp — —dU, .
Z pi = ~dp — dU (3.89)
o que assegura a necessidade da condigdo no enunciado, se definimos
Uy - 1

Reciprocamente, dadas fungoes f, g, p e ¢ tais que

com .
> Xpi =1,
i=1
definimos
N S/ AL (3.91)
wa ) 2 wa .
e A A A
1= U — ,LLUQ (392)



Por fim, utilizando o difermorfismo local X, definimos
U(x) = Uy(X Hz)), i=1,2. (3.93)

Devemos, entao, demonstrar que Xé (Uy, Uy, pi, V')-admissivel. Por definigao,
temos

A ~ ~

Ulp) = U(X(p) + pp)U2(X(p)) + Mp)(1 — X (p) - p)

A~

= Uilp) + u(p)U2(p) + Ap)(1 — X(p) - p),

equacao que, diferenciada, resulta em

J

Por outro lado, temos
. 1 /e~ . L .
a0 =dg = ( 3 Xidp, - <pdf> =AY Xidp, + Uadpe (3.95)
=1 =1

Comparando-se estas expressoes, obtém-se

8pj
ou seja, R R
oUy oU, 0X?
ap; " op; Ip; (397)

donde concluimos que

oU, 0X' oU, O X' 0X?

. : — A\p; =0, 3.98
o' Op; uaaﬂ Op; P Op; ( )
o que resulta, finalmente, em
oUy oU,
. - — \p; =0, 3.99
ot T Hgg ~ AP (3.99)

uma das condicoes de admissibilidade de X. As demais condigoes sao facil-
mente verificadas. H
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Combinando a Proposicao 7 e o Lema 5 acima, deduzimos que a Condicao
de Chiappori-Ekeland é necesaria para a existéncia de uma aplicagao difer-
enciavel (Uy, Uy, p, V')-admissivel X.

Reciprocamente, o Teorema de Pfaff implica a existéncia de uma decom-
posicao nos moldes de 3.83 e, portanto, o Lema 5 garante a existéncia de tal
aplicagao. Assim, a Condi¢ao de Chiappori-Ekeland é também suficiente.

De fato, esta condigao, escrita na forma

o =s"4+a't,

implica que

<8Xi 0X'

L Xj)di/\d':aijdi/\d-:aidi/\b-du 3.100
o, 2 Fope p; A\ dp; p; A dp; p; A bidp;. ( )

Portanto, denotando-se
n
w=Y_ X'dp,
i=1

deduzimos que

dw=yANw+aAb, (3.101)
onde ox
v =—m——dp;, a= aidpi, b= bjdpj.
Opr

Todavia, a equacao 3.101 implica que
wAdw A dw = 0. (3.102)

Com isto, aplicamos o Teorema de Pfaff ou o Teorema de Chiappori-Eekeland,

seguidos de Lema 7, para concluirmos a suficiéncia da condigao de Chiappori-
Ekeland.
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