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Econômica

Fortaleza
2008
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RESUMO

Ao definir uma 1-forma diferencial em Rn∗ por ωp =
∑n

i=1 x
i(p)dpi,

e ao consideramos uma função x : Rn∗ → Rn∗, satisfazendo a condição∑n
i=1 x

i(p)pi = 1. Investigamos condições necessárias e suficientes para a
existência de funções reais λ : Rn∗ → R e V : Rn∗ → R tais que ω = λ dV. In-
vestigamos, também, para dada uma 1-forma diferencial ω, encontrar funções
reais diferenciáveis ϕ, ψ, U e V tais que ω = ϕ dU + ψ dV, e encontrar, para
uma dada 1-forma diferencial ω em um aberto U de Rn, funções côncavas
u, v e funções positivas a, b tais que ω = a du+ b dv.
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Introdução

Em uma série de trabalhos iniciada em meados nos anos 90 próximos
passados, Ivar Ekeland e colaboradores empregaram métodos de Geome-
tria Diferencial no estudo de problemas anaĺıticos em Microeconomia. O
programa sugerido por I. Ekeland parte da premissa epistemológica de que
métodos anaĺıticos possam ser úteis na compreensão de fenômenos econômicos,
reproduzindo, em alguma medida, a eficácia das ferramentas matemáticas em
F́ısica. Concretamente, trata-se de utilizar estratégias combinando equações
diferenciais parciais, sobretudo em sua versão livre de coordenadas que de-
nominamos correntemente sistemas diferenciais exteriores.

Um dos caṕıtulos da Microeconomia, a Teoria do Consumidor tem por ob-
jetivo descrever e estabelecer fundamentos teóricos para a escolha racional de
consumidores em um mercado, sujeita a restrições orcamentárias. A questão
abordada, neste ponto, é o de encontrar-se condições necessárias e suficientes
para uma certa aplicação representar a demanda por um conjunto dado de
bens, a preços fixados, fixada uma função utilidade que ordena quantitativa-
mente as preferências de um consumidor tomado isoladamente.

A solução deste problema é uma perfeita ilustração de como um resultado
clássico em Geometria Diferencial, o Teorema de Frobenius, pode ser reinter-
pretado em termos da linguagem de Análise Econômica como a igualmente
clássica condição de Slutsky.

No Caṕıtulo 2, descrevemos como a obtenção da demanda x, a partir
de uma função de utilidade indireta V é reformulada como a existência de
soluções para a equação diferencial exterior

ω = λ dV, (1)

onde ω = xidpi e λ é um multiplicador de Lagrange positivo. Neste caso, V
é uma função com certas propriedades de concavidade.

As duas versões do Teorema de Frobenius, enunciadas e demonstradas
neste caṕıtulo nos Teoremas 1 e 2, redundam no Teorema 3, em que a
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condição de integrabilidade de Frobenius é reescrita como a condição de Slut-
sky sobre o jacobiano de x.

Pela manifesta proximidade dos problemas de otimização de que trata-
mos com a notação usual em Geometrias Simplética e de Contato, dedicamos
uma breve seção do Caṕıtulo 1 a apresentação de condições de resolução da
equação eiconal, expostas no Teorema 4, utilizando o método das carac-
teŕısticas apresentado, aqui, na linguagem do cálculo exterior.

Outro resultado fundamental da teoria de sistemas diferenciais exteriores,
o Teorema de Pfaff, que estabelece, na apresentação particular que lhe é
conferida no Teorema 5 do Caṕıtulo 3, condições suficientes e necessárias
para escrever-se uma dada forma ω como combinação linear de diferenciais
exatas, a exemplo de

ω = f dU + g dV, (2)

é utilizado, após sucessivas modificações, na dedução das condições necessárias
encontradas por Chiappori e Ekeland. Este conjunto de condições permite
decidir quando uma dada função x representa, desta vez, a demanda agregada
de dois consumidores de um conjunto de bens públicos, a preços discrimina-
dos.

Um refinamento deste resultado, o Teorema 6 do Caṕıtulo 3, obtido
empregando-se o Teorema de Cartan-Kaehler, garante que, se ω é anaĺıtica
real, as funções f, g, u e v na decomposição acima são positivas e, ademais,
as duas últimas são côncavas. Estas restrições tornam o problema relevante,
do ponto de vista de aplicações a Economia, pois, deste modo, as funções
representam utilidades e o problema de otimização subjacente reduz-se a
encontrar um ótimo no sentido de Pareto.

O Caṕıtulo 1 agrupa diversas noções e fatos básicos sobre formas difer-
enciais. Omitimos, em parte por questões de brevidade, uma exposição por-
menorizada do instrumental básico de Otimização de que fizemos uso. Uma
outra omissão refere-se ao Teorema de Cartan-Kaehler, cuja complexidade
técnica seria, certamente, objeto de um outro texto, de dimensão ainda su-
perior a este.

Os artigos de pesquisa em que nos baseamos para a elaboração desta
dissertação, em sua maioria assinados por Ekeland e colaboradores, estão
devidamente enumerados nas referências e ao longo do texto.
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Caṕıtulo 1

Formas Diferenciais

1.1 Vetores e Covetores

1.1.1 Vetores

Denotamos o espaço euclidiano n-dimensional por Rn, ou seja, definimos

Rn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}. (1.1)

O espaço tangente a Rn em um dado ponto x ∈ Rn é, por definição, o espaço
vetorial

TxRn = {(x, v) : v ∈ Rn}. (1.2)

Dizemos que (x, v) é um vetor tangente a Rn em x. Intuitivamente, (x, v) ∈
TxRn pode ser entendido como o vetor com origem em x obtido pela translação
do vetor v ∈ Rn para o ponto x. Em vista disto, denotamos

vx = (x, v)

e, por vezes, omitimos o ı́ndice x. As operações vetoriais em TxRn são
definidas como

(x, v) + (x,w) = (x, v + w), α(x, v) = (x, αv), α ∈ R, x, v, w ∈ Rn.
(1.3)

Com respeito as coordenadas naturais x1, . . . , xn em Rn, destaca-se a base
canônica

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
(1.4)
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em Rn, definida por

∂

∂xi
= (0, . . . , 1︸︷︷︸

i

, . . . , 0), 1 ≤ i ≤ n.

Esta coleção de vetores determina, em cada ponto x ∈ Rn, uma base de
TxRn, a saber

∂

∂xi
|x = (x,

∂

∂xi
). (1.5)

Deste modo, se v ∈ Rn é decomposto na base canônica como

v = v1 ∂

∂x1
+ . . .+ vn

∂

∂xn
,

o vetor correspondente em TxRn é escrito em componentes como

vx = v1 ∂

∂x1
|x + . . .+ vn

∂

∂xn
|x.

A razão para denotar-se como acima a base canônica provém do fato de
que cada um dos vetores na base correspondente em TxRn pode ser visto
como uma derivação: dada uma função real, diferenciável em uma vizinhança
aberta de x ∈ Rn, definimos

∂

∂xi
|x[f ] =

∂f

∂xi
|x. (1.6)

Mais geralmente, dado vx = (x, v) ∈ TxRn, pomos

vx[f ] =
∂f

∂v
|x, (1.7)

onde o lado direito denota a derivada direcional de f no ponto x relativamente
a direção vx. Como sabemos do Cálculo,

∂f

∂v
|x = v1 ∂f

∂x1
|x + . . .+ vn

∂f

∂xn
|x. (1.8)

Sabemos, igualmente, que a derivada direcional acima pode ser calculada
como a taxa de variação de f ao longo de uma curva

γ : R → Rn, γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)),
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com γ(0) = x, xi ′(0) = vi, ou seja,

∂f

∂v
|x =

d

dt
|t=0f(γ(t)). (1.9)

É natural definirmos o vetor velocidade desta curva em t = 0 como o vetor
tangente γ′(0) ∈ TxRn dado por

γ′(0) =
n∑
i=1

xi ′(0)
∂

∂xi
|x,

que, por construção, coincide com vx.
Portanto, conclúımos que um dado vetor vx ∈ TxRn pode ser alterna-

tivamente considerado como uma derivação de funções reais ou como vetor
velocidade de uma curva passando por x em t = 0.

Utilizando as coordenadas cartesianas e as bases fixadas acima, podemos
associar a cada vetor vx = (x, v) ∈ TxRn um ponto em R2n segundo a regra

(x, v) ∈ TxRn 7→ (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn), se v =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
, (1.10)

o que permite identificar globalmente o fibrado tangente

TRn =
⊔
x∈Rn

TxRn =
{
(x, v) : x ∈ Rn, v ∈ Rn

}
(1.11)

ao espaço vetorial R2n. Segundo este formalismo, um campo vetorial em Rn

é visto como uma aplicação diferenciável

X : Rn → TRn (1.12)

satisfazendo a propriedade

X(x) ∈ TxRn.

A diferenciabilidade, por definição, requer que as componentes vi(x), 1 ≤ i ≤
n, definidas por

X(x) =
n∑
i=1

vi(x)
∂

∂xi
|x,

sejam diferenciáveis. Equivalentemente, diz-se que X é diferenciável quando,
dada uma função real diferenciável f , a função Xf definida por

x 7→ Xf(x) = X(x)[f ]

é também diferenciável.
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1.1.2 Covetores

Fixado x ∈ Rn, ao espaço tangente TxRn é associado um espaço vetorial
dual T ∗xRn, cujos elementos, ditos 1-formas ou covetores são, por definição,
os funcionais lineares

ω : TxRn → R (1.13)

em TxRn.
Um exemplo fundamental de covetor em x ∈ Rn é a diferencial de uma

função diferenciável f no ponto x, definida por

df(x) · v = vx[f ]. (1.14)

Em particular, dada a função coordenada xi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ n, que
associa a um ponto de Rn sua i-ésima coordenada, temos

dxi(x) · v = vx[x
i].

Todavia, caso

vx =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj
,

segue que

dxi(x) · v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj
[xi] =

n∑
j=1

vj
∂xi

∂xj
=

n∑
j=1

vjδij = vi.

Logo, em suma, a diferencial dxi em T ∗xRn associa a cada vetor vx ∈ TxRn

sua i-ésima componente na base { ∂
∂xi |x}ni=1. Isto significa que as diferenciais

dx1, . . . , dxn

constituem, em x, uma base em T ∗xRn, dual a base { ∂
∂xi |x}ni=1 em TxRn. Dado

um covetor ω ∈ T ∗xRn, escrito nesta base como

ω = a1dx
1 + . . .+ andx

n,

temos

ω(
∂

∂xi
) =

n∑
j=1

ajdx
j(
∂

∂xi
) =

n∑
j=1

ajδ
j
i = ai.
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Por fim, aplicando ω a v, obtemos um número real (um escalar)

ω · v = a1v
1 + . . .+ anv

n =
n∑
i=1

aiv
i. (1.15)

Esta operação é igualmente denominada contração ou emparelhamento e
denotamo-la também por

〈ω|v〉.
De maneira análoga a que expusemos acima, consideramos o fibrado cotan-
gente

T ∗Rn =
⊔
x∈Rn

T ∗xRn =
{
(x, ω) : x ∈ Rn, ω ∈ T ∗xRn

}
. (1.16)

Uma 1-forma diferencial em Rn é uma aplicação diferenciável

x ∈ Rn 7→ ω(x) ∈ T ∗xRn, (1.17)

de modo que, escrevendo-se em coordenadas

ω(x) =
n∑
i=1

ai(x)dx
i(x), (1.18)

as funções componentes

x 7→ ai(x), 1 ≤ i ≤ n, (1.19)

são diferenciáveis. Equivalentemente, para cada campo vetorial X em Rn, a
função real 〈ω|X〉 definida por

x ∈ Rn 7→ 〈ω(x)|X(x)〉

é diferenciável.
É posśıvel definirmos, no espaço vetorial T ∗xRn, uma álgebra, dita exterior

ou de Grassmann. Definimos o produto exterior de 1-formas

ω1, . . . , ωk (1.20)

como a operação multi-linear

ω1 ∧ . . . ∧ ωk(v1, . . . , vk) =

∥∥∥∥∥∥∥
〈ω1|v1〉 . . . 〈ω1|vk〉

...
. . .

...
〈ωk|v1〉 . . . 〈ωk|vk〉

∥∥∥∥∥∥∥ , (1.21)
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definida sobre vetores v1, . . . , vk em TxRn. Observamos que ω1 ∧ . . . ∧ ωk,
além de multi-linear, é alternante, ou seja, dada uma permutação σ de k
elementos, temos

ω1 ∧ . . . ∧ ωk(vσ1 , . . . , vσk
) = (−1)σω1 ∧ . . . ∧ ωk(v1, . . . , vk), (1.22)

onde (−1)σ indica o sinal da permutação. Observamos que a multilinearidade
e a alternância refletem apenas as conhecidas propriedades de determinantes
quanto a combinação linear e a permutação de linhas. Estas propriedades
implicam, em particular, que

ω1 ∧ . . . ∧ ωk = 0

quando as formas ωi, 1 ≤ i ≤ k, são linearmente dependentes em T ∗xRn.
Conclúımos que o produto exterior de k formas é nulo quando k > n.

No caso particular em que

ω1 = dxi1 , . . . , ωk = dxik ,

para um dado multi-́ındice

I = (i1, . . . , ik), 1 ≤ ij ≤ n, 1 ≤ j ≤ k,

o produto exterior
dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

tem uma importante interpretação geométrica. De fato, dados vetores

v1 =
n∑
j=1

vj1
∂

∂xj
|x, . . . , vk =

n∑
j=1

vjk
∂

∂xj
|x

em TxRn, o determinante

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik(v1, . . . , vk) =

∥∥∥∥∥∥∥
v1

1 . . . v1
k

...
. . .

...
vk1 . . . vkk

∥∥∥∥∥∥∥ (1.23)

corresponde, a menos de sinal, ao k-volume do paraleleṕıpedo gerado pelas
projeções

v̂1 =
k∑
j=1

vj1
∂

∂xj
|x, . . . , v̂k =

k∑
j=1

vjk
∂

∂xj
|x
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dos vetores v1, . . . , vk no subespaço linear k-dimensional em TxRn gerado por

∂

∂x1
|x, . . . ,

∂

∂xk
|x.

Deduzimos que, caso as projeções v̂1, . . . , v̂k sejam linearmente dependentes,
o k-volume é nulo, o que condiz com o fato de que o determinante é também
nulo.

Ilustrações deste fato geral são tomadas de empréstimo a Álgebra Vetorial
em R3. Lembramos que o volume do paraleleṕıpedo (possivelmente degener-
ado) determinado por vetores u, v, w em R3, tangentes a um dado ponto x,
é calculado pelo chamado produto misto

[u, v, w] =

∥∥∥∥∥∥
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∥∥∥∥∥∥ ,
expressão que, facilmente, vê-se ser igual a

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3(u, v, w).

1.2 Aplicações Diferenciáveis

Uma aplicação F : U ⊂ Rm → Rn, definida em um aberto U de Rm, é
escrita em termos de coordenadas cartesianas {xi}mi=1 e {yj}nj=1 em Rm e Rn,
respectivamente, como uma lista de n funções reais de m variáveis

y1 = F 1(x1, . . . , xm), . . . , yn = F n(x1, . . . , xm). (1.24)

Dizemos que F é diferenciável quando cada uma das funções coordenadas F i,
1 ≤ i ≤ n, o for. Neste caso, a diferencial de F em um dado ponto x ∈ U é,
por definição, a aplicação linear dF (x) : TxRm → TF (x)Rn, cuja matriz nas
bases canônicas { ∂

∂xi}mi=1 e { ∂
∂yj }nj=1 de TxRm e TF (x)Rn, respectivamente, é a

matriz jacobiana  ∂F 1

∂x1 . . . ∂F 1

∂xm

...
. . .

...
∂Fn

∂x1 . . . ∂Fn

∂xm

 ,

18



as derivadas parciais sendo calculadas em x. Geometricamente, dado um
vetor tangente vx ∈ TxRm, velocidade em t = 0 de uma dada curva γ : R →
Rm com γ(0) = x, temos

dF (x) · v =
d

dt
|t=0F (γ(t)).

Denotamos, em várias ocasiões, dF (x) = F∗(x).
Distinguimos três casos com respeito ao posto da aplicação F∗(x). Sendo

bijetiva, necessariamente temos m = n e, neste caso, existem vizinhanças
abertas U ′ e V ′, respectivamente em torno de x e F (x), tais que a restrição
F |U ′ : U ′ → V ′ é um difeomorfismo, ou seja, possui uma inversa também
diferenciável. Diz-se, então, que (1.24) define uma mudança (local) de co-
ordenadas. Portanto, aplicações diferenciáveis em que F∗(x) é bijetiva, para
todo ponto x em U , são difeomorfismos locais.

Se a diferencial F∗(x) é injetiva, para todo ponto x ∈ U , dizemos que
F é uma imersão. A imagem S = F (U) é, então, uma subvariedade m-
dimensional imersa em Rn. Ocorre que, para cada x ∈ U , existem um aberto
V de Rn contendo a imagem F (x) ∈ S e um difeomorfismo ϕ : V → Rn sobre
um aberto W = ϕ(V ) contendo a origem tais que

ϕ(V ∩ S) = W ∩ {u ∈ Rn : um+1 = . . . = un = 0}.

Dizemos que F : U ⊂ Rm → S ⊂ Rn é uma parametrização de S. O
espaço tangente a S em um ponto y = F (x) é, por definição, o subespaço
m-dimensional

TyS = F∗(x) · TxRm ⊂ TyRn. (1.25)

Geometricamente, TyS consiste das velocidades em t = 0 de curvas em Rn

da forma t 7→ F (γ(t)), onde γ : R → Rm é uma curva passando por x ∈ U
em t = 0. Abreviadamente, dizemos que curvas deste tipo são curvas em S,
uma vez que seu traço é um subconjunto de S.

Campos vetoriais ao longo de F são aplicações da forma

X(x) =
n∑
i=1

ai(x)
∂

∂yi
|F (x), x ∈ U,

em que as componentes ai : U → R são funções diferenciáveis. No caso em
que

X(x) ∈ TF (x)S, x ∈ U,
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dizemos que X é um campo vetorial (tangente) em S e indicamos esta
condição por X ∈ X(S). Neste caso, podemos escrever

X(x) =
m∑
i=1

ui(x)F∗(x) ·
∂

∂xi
|x.

É conveniente, doravante, denotarmos

∂i = F∗(x) ·
∂

∂xi
|x, 1 ≤ i ≤ m,

de sorte que um campo vetorial X tangente a S pode ser expresso por

X(x) =
m∑
i=1

ui(x)∂i.

Definimos o fibrado tangente

TS =
⊔
y∈S

TyS =
⊔
y∈S

{(y, v) : y ∈ S, v ∈ TyS}. (1.26)

Em cada ponto y ∈ S, o espaço cotangente T ∗y S é o espaço dos funcionais
lineares em TyS. Denotamos

T ∗S =
⊔
y∈S

T ∗y S. (1.27)

Consideramos a decomposição em soma direta Rn = Rm × Rn−m. O
gráfico de uma função f : U ⊂ Rm → Rn−m, expressa em coordenadas por

ym+1 = f 1(y1, . . . , ym), . . . , yn = fn−m(y1, . . . , ym),

é a subvariedade definida por

Sf = {(y1, . . . , ym, f1(y1, . . . , ym), . . . , fn−m(y1, . . . , ym)) : (y1, . . . , ym) ∈ U}.

Os espaços tangentes a Sf são gerados, em cada ponto, pelos vetores

∂

∂yi
+

m+n∑
j=m+1

∂f j

∂yi
∂

∂yj
, 1 ≤ i ≤ m.
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Fixado um ponto y em uma subvariedade imersa S, supomos, sem perda de
generalidade, que TyS tem projeção bijetiva sobre o subespaçom-dimensional
de TyRn gerado por

∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂ym
.

Sendo assim, demonstra-se que, escrevendo-se

Rn = Rm × Rn−m,

existem uma vizinhança de y na forma U1 × U2 e uma função f : U1 → U2

tais que
S ∩ U1 × U2 = Sf .

Supomos, por fim, que a diferencial F∗(x) seja sobrejetiva, para todo
x ∈ U . Sendo assim, fixado um ponto y ∈ F (U), o conjunto de ńıvel

Sy = {x ∈ U : F (x) = y}

é uma subvariedade (m − n)-dimensional imersa em U ⊂ Rm. Observamos
que, dada uma curva γ : R → S, com γ(0) = x, temos F (γ(t)) = y, para
todo valor do parâmetro t ∈ R. Deste modo, conclúımos que

F∗(x) · γ′(0) = 0. (1.28)

Portanto, o espaço tangente a Sy em um ponto x está contido no núcleo de
F∗(x). Comparando-se as dimensões dos dois espaços, constatamos que, de
fato,

TxS
y = kerF∗(x). (1.29)

Em componentes, vemos que vetores v ∈ TxS
y são soluções do seguinte sis-

tema de equações lineares

dF 1(x) · v = 0, . . . , dF n(x) · v = 0, (1.30)

cujo posto é n.
Em vários trechos da exposição, consideramos subvariedades imersas em

Rn não necessariamente parametrizadas por uma única imersão. Assim, é
indispensável verificarmos que os conceitos e resultados a seguir sejam inde-
pendentes das parametrizações e, portanto, das coordenadas utilizadas.
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1.2.1 Fluxos e Derivadas de Lie

Um campo vetorial X em um aberto U ⊂ Rn é gerador de um fluxo, o
qual, por definição, é uma aplicação diferenciável Υ : I×V → U , onde I ⊂ R
é um intervalo aberto centado em 0 e V é um subconjunto aberto de U , de
modo que a curva definida por

t 7→ Υ(t, x)

é uma curva integral de X com condição inicial Υ(0, x) = x. Isto significa
que

∂

∂t
Υ(t, x) = X(Υ(t, x)).

É conveniente denotarmos

Υt(x) = Υ(t, x).

Estas definições podem ser reescritas para campos vetoriais tangentes em S.
Dados dois campos vetoriais X, Y ∈ X(S), seja Υ o fluxo gerado por X.
Definimos a derivada de Lie de Y com respeito a X por

£XY (y) =
d

dt
|t=0Υ−t ∗(Υt(y)) · Y (Υt(y)),

isto é, inicialmente restringimos Y à curva integral t 7→ Υt(y) de X com
condição inicial y - isto define Y (Υt(y)); em seguida, aplicamos o “push-
forward” a Y (Υt(y)) transladando-o para o espaço tangente TyS via a aplicação
linear

Υ−t ∗(Υt(y)) : TΥt(y)M̄ → TyS.

A curva resultante
t 7→ Υ−t ∗(Υt(y)) · Y (Υt(y))

está contida no espaço vetorial TyS e, sendo assim, pode ser diferenciada da
maneira usual, componente a componente.

Para fixarmos notação, definimos a derivada de Lie de funções como

£Xf(y) = df(y) ·X(y).

A função £Xf obtida por este procedimento é denotada simplesmente por
Xf .
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Uma maneira equivalente de definir £XY é

££XY f = £XY f = XY f − Y Xf,

isto é, £XY mede a falha de comutatividade das segundas derivadas de f
quando calculadas com respeito a X e Y . Em termos de coordenadas, es-
crevemos

X =
m∑
i=1

ui∂i, Y =
m∑
i=1

vi∂i,

donde segue que

£XY =
m∑
i=1

(
Xvi − Y ui

)
∂i =

m∑
i,j=1

(
uj
∂vi

∂xj
− vj

∂ui

∂xj
)
∂i

Denotamos, doravante,
£XY = [X, Y ],

o colchete de Lie de X e Y . Observamos que

[∂i, ∂j] = 0.

1.3 Formas Diferenciais em Rn

Fixado 1 ≤ k ≤ n, consideramos o espaço vetorial ΛkT ∗xRn de dimensão
n!/(n− k)!k! gerado por

dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. (1.31)

Portanto, um elemento arbitrário ω ∈ ΛkT ∗xRn, que denominamos uma k-
forma ou k-covetor, é uma combinação linear da forma

ω =
∑
I

ai1...ikdx
i1 ∧ . . . ∧ dxik =

∑
I

aIdx
I ,

cuja ação sobre listas de k vetores é definida de modo óbvio. As componentes
de ω são dadas por

ai1...ik = ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
). (1.32)
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Dados uma permutação σ de k elementos e vetores v1, . . . , vk em T ∗xRn, temos

ω(vσ1 , . . . , vσk
) =

∑
I

ai1...ik

∥∥∥∥∥∥∥
〈dxi1|vσ1〉 . . . 〈dxi1|vσk

〉
...

. . .
...

〈dxik |vσ1〉 . . . 〈dxik |vσk
〉

∥∥∥∥∥∥∥ .
Portanto, permutando-se as colunas do determinante, deduz-se que

ω(vσ1 , . . . , vσk
) = (−1)σ

∑
I

ai1...ik

∥∥∥∥∥∥∥
〈dxi1|v1〉 . . . 〈dxi1|vk〉

...
. . .

...
〈dxik |v1〉 . . . 〈dxik |vk〉

∥∥∥∥∥∥∥
= (−1)σω(v1 . . . , vk).

Um cálculo similar permite verificar que, dado v ∈ T ∗xRn,

ω(. . . , v, . . . , v, . . .) = 0.

Em particular, se o multi-́ındice J = (j1, . . . , jk) resulta de uma permutação
de I = (i1, . . . , ik), temos

ω(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk
) = (−1)σω(

∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
) (1.33)

e, caso J tenha ı́ndices repetidos, ou seja, caso jp = jq para 1 ≤ p, q ≤ k
distintos, temos

ω(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk
) = 0. (1.34)

Neste ponto, é conveniente introduzirmos o delta de Kronecker generalizado:
dados dois multi-́ındices

I = (i1, . . . , ik), J = (j1, . . . , jk),

denotamo-lo por

δIJ = δi1...ikj1...jk
(1.35)

e definimo-lo, no caso em que I e J não têm ı́ndices repetidos e J é obtido
a partir de I por uma permutação, como o sinal da permutação. Nos casos
em que um dos dois multi-́ındices tenha ı́ndices repetidos ou em que J não
resulta de uma permutação de I, pomos

δIJ = 0.
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Verifica-se que

δi1...ikj1...jk
=

∥∥∥∥∥∥∥
〈dxi1 | ∂

∂xj1
〉 . . . 〈dxi1 | ∂

∂xjk
〉

...
. . .

...
〈dxik | ∂

∂xj1
〉 . . . 〈dxik | ∂

∂xjk
〉

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
δi1j1 . . . δi1jk
...

. . .
...

δikj1 . . . δikjk

∥∥∥∥∥∥∥ . (1.36)

Observamos que, se escrevemos uma k-forma

ω =
∑
I

ai1...ikdx
i1 ∧ dxik , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

com respeito ao conjunto de geradores

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk , 1 ≤ jl ≤ n, 1 ≤ l ≤ k,

em que os ı́ndices no multi-́ındice J não estão necessariamente ordenados,
devemos ter

ω =
1

k!

∑
J

aj1...jkdx
j1 ∧ . . . ∧ dxjk ,

onde

aj1...jk = ω(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk
). (1.37)

De fato, em vista de (1.34), descartamos as parcelas correspondentes a multi-
ı́ndices J com ı́ndices repetidos. Agrupamos os termos restantes, em multi-
ı́ndices J obtidos por permutação de um mesmo multi-́ındice I em ordem
crescente, o que resulta em

ω =
∑
I

( 1

k!

∑
J

aj1...jkδ
j1...jk
i1...ik

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

onde consideramos, a partir da segunda igualdade, apenas multi-́ındices I em
ordem crescente. Por outro lado, (1.33) implica que

aj1...jk = ai1...ikδ
i1...ik
j1...jk

.

Uma vez que δIJ e δJI são os sinais de permutações inversas uma da outra,
conclúımos que

1

k!

∑
J

ai1...ikδ
i1...ik
j1...jk

δj1...jki1...ik
=
k!

k!
ai1...ik = ai1...ik ,
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visto que a cardinalidade do conjunto de permutações de k elementos é k!.
Fixados x ∈ Rn e um inteiro k entre 1 e n, as operações vetoriais em

ΛkT ∗xRn são naturalmente definidas por

(ω + αη
)(
v1, . . . , vk

)
= ω

(
v1, . . . , vk

)
+ αη(v1, . . . , vk),

para ω, η ∈ ΛkT ∗xRn, α ∈ R e vi ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ k. Denotamos a soma direta
destes espaços por

ΛT ∗xRn = Λ0T ∗xRn ⊕ . . .⊕ ΛnT ∗xRn, (1.38)

em que, por convenção, definimos Λ0T ∗xRn = Rn. Dadas

ω =
1

k!

∑
I

aIdx
I ∈ ΛkT ∗xRn e η =

1

l!

∑
J

bJdx
J ∈ ΛlT ∗xRn

(note que consideramos multi-́ındices arbitrários desta vez), o produto exte-
rior ω ∧ η é, por definição, (k + l)-forma em x dada por

ω ∧ η =
1

k!l!

∑
I,J

ai1...ikbj1...jldx
i1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl . (1.39)

Reagrupando os multi-́ındices em ordem crescente, escrevemos

ω ∧ η =
1

k!l!

∑
P

∑
I,J

ai1...ikbj1...jlδ
p1...pk+l

i1...ikj1...jl
dxp1 ∧ . . . ∧ dxpk ∧

∧dxpk+1 ∧ . . . ∧ dxpk+l .

Por outro lado, agrupando os multi-́ındices I e J a cada vez como per-
mutações de multi-́ındices em ordem crescente, temos

ω ∧ η =
1

k!l!

∑
P,Q,R

∑
I,J

aq1...qkbr1...rlδ
i1...ik
q1...qk

δj1...jlr1...rl
δ
p1...pk+l

i1...ikj1...jl
dxp1 ∧ . . . ∧ dxpk

∧dxpk+1 ∧ . . . ∧ dxpk+l

=
∑
P,Q,R

aq1...qkbr1...rlδ
p1...pk+l
q1...qkr1...rl

dxp1 ∧ . . . ∧ dxpk

∧dxpk+1 ∧ . . . ∧ dxpk+l .

Portanto, se escrevemos ω ∧ η em componentes

ω ∧ η =
∑
P

cp1...pl+k
dxp1 ∧ . . . ∧ dxpk+l ,
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então
cp1...pk+l

=
∑
Q,R

aq1...qkbr1...rlδ
p1...pk+l
q1...qkr1...rl

. (1.40)

De maneira livre de coordenadas, o produto exterior pode ser definido como

ω ∧ η(v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk

ω(vσ1 , . . . , vσk
)η(vσk+1

, . . . , vσkl
).

De fato, as definições são equivalentes, posto que

(ω ∧ η)( ∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik+l
) =

1

k ! l !

∑
P,Q

δPQI ω(
∂

∂xp1
, . . . ,

∂

∂xpk
) η(

∂

∂xq1
. . . ,

∂

∂xql
)

=
1

k ! l !

∑
P,Q

δp1...pkq1...ql
i1...ik+l

ap1...pk
bq1...ql (1.41)

onde I = (i1, . . . , ik+l) e P = (p1, . . . , pk), Q = (q1, . . . , ql) são multi-́ındices
e, por definição, PQ := (p1, . . . , pk, q1, . . . , ql).

A álgebra exterior em x ∈ Rn a que aludimos acima consiste do espaço
vetorial ΛT ∗xRn, munido do produto exterior. Entre as propriedades funda-
mentais deste produto, mencionamos

Proposição 1. As seguintes propriedades são válidas para o produto exterior:

i. ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω,

ii. ω ∧ (η ∧ θ) = (ω ∧ η) ∧ θ,

iii. ω ∧ (η + θ) = ω ∧ η + ω ∧ θ,

onde ω ∈ ΛkT ∗xRn, η ∈ ΛlT ∗xRn e θ ∈ ΛrT ∗xRn.

A exemplo das seções anteriores, definimos o śımile global de k-formas.
Para tanto, definimos o fibrado exterior

ΛT ∗Rn =
⊔
x∈Rn

ΛT ∗xRn = {(x, ω) : x ∈ Rn, ω ∈ ΛT ∗xRn}. (1.42)

Uma k-forma diferencial em um aberto U ⊂ Rn é uma correspondência

x ∈ U 7→ ω|x =
1

k!

∑
I

aI(x)dx
I ∈ ΛkT ∗xRn,
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em que as funções componentes aI : U → R são diferenciáveis. Dito de outro
modo, ω é uma secção local do fibrado

ΛkT ∗Rn =
⊔
x∈Rn

ΛkT ∗xRn.

O módulo de k-formas diferenciais sobre C∞(U) em U é denotado por Ωk(U).
Voltando ao exemplo da seção anterior, uma 2-forma em R3 pode ser

equiparada ao produto vetorial. Dados vetores u, v tangentes a um dado
ponto de R3, temos

dx2 ∧ dx3(u, v) =

∥∥∥∥ u2 v2

u3 v3

∥∥∥∥ , dx3 ∧ dx1(u, v) =

∥∥∥∥ u3 v3

u1 v1

∥∥∥∥
e

dx1 ∧ dx2(u, v) =

∥∥∥∥ u1 v1

u2 v2

∥∥∥∥ ,
que correspondem as três componentes do produto vetorial u × v, de modo
que, dada a 2-forma

ω = w1dx
2 ∧ dx3 + w2dx

3 ∧ dx1 + w3dx
1 ∧ dx2,

segue que
ω(u, v) = [u, v, w],

onde w é o vetor dual a ω, isto é, com mesmas componentes que ω:

w = w1 ∂

∂x1
+ w2 ∂

∂x2
+ w3 ∂

∂x3
.

1.3.1 “Pull-backs”

Dadas uma aplicação diferenciável F : U ⊂ Rm → Rn e uma k-forma
diferencial ω em Rn, definimos o pull-back de ω por F a k-forma diferencial
definida em U por

F ∗ω(X1, . . . , Xk) = ω(F∗X1, . . . , F∗Xk), (1.43)

onde X1, . . . , Xk são campos vetoriais em U .
Em coordenadas, calculamos

F ∗ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
) = ω(F∗

∂

∂xi1
, . . . , F∗

∂

∂xik
) =

∂yj1

∂xi1
. . .

∂yj1

∂xi1
ω(

∂

∂yj1
, . . . ,

∂

∂yjk
)
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Esta operação de pull-back permite, em particular, restringir formas difer-
enciais em Rn a subvariedades m-dimensionais S imersas em Rn. Caso
S = F (U), definimos

i∗ω(∂i1 , . . . , ∂ik) = F ∗ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
) (1.44)

onde i : S → Rn é a inclusão natural de S em Rn.
Definimos, então, Λk(TyS), Λk(T ∗S) e Ωk(S) de modo análogo ao exposto

acima. Denotamos, ainda,

Ω∗(S) = Ω0(S)⊕ . . .⊕ Ωn(S), (1.45)

onde Ω0(S) = C∞(S) é o anel das funções diferenciáveis em S.
É fácil verificarmos que

F ∗(ω ∧ η) = F ∗ω ∧ F ∗η,

o que assegura a naturalidade das definições acima e a consequente in-
variância por mudanças de coordenadas.

A noção de derivada de Lie pode ser estendida a formas diferenciais.
Definimos, para tanto, dada uma k-forma diferencial, sua derivada de Lie
com respeito a um campo vetorial X por

£Xω(x) =
d

dt
|t=0Υ

∗
tω(Υt(x)). (1.46)

Em particular, calculamos

£Xω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
) =

d

dt
|t=0ω(Υt∗ ·

∂

∂xi1
, . . . ,Υt∗ ·

∂

∂xik
)

=
d

dt
|t=0

(
∂Υj1

t

∂xi1
. . .

∂Υjk
t

∂xik
ω(

∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk
)

)
= δj1i1 . . . δ

jk
ik

d

dt
|t=0ωj1...jk(Υt(x))

+
k∑
r=1

δj1i1 . . .
d

dt
|t=0

∂Υjr
t

∂xir
. . . δjkikωj1...jk(x)

=
d

dt
|t=0ωi1...ik(Υt(x)) +

k∑
r=1

δj1i1 . . .
∂

∂xir
dΥjr

t

dt
|t=0 . . . δ

jk
ik
ωj1...jk(x)

= £X(ωi1...ik) +
k∑
r=1

∂Xjr

∂xi1
ωi1...jr...ik .
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Por outro lado,

ω(
∂

∂xi1
, . . . , [X,

∂

∂xir
], . . . ,

∂

∂xik
) = −∂X

jr

∂xir
ω(

∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xjr
, . . . ,

∂

∂xik
)

e, portanto,

£Xω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
) = £X(ωi1...ik)−

k∑
r=1

ω(
∂

∂xi1
, . . . , [X,

∂

∂xir
], . . . ,

∂

∂xik
).

Observamos que

£Xω(. . . , fY, . . .) =
d

dt
|t=0Υ

∗
tω(. . . , fY, . . .) =

d

dt
|t=0ω(. . . ,Υt∗ · fY, . . .)

=
d

dt
|t=0fω(. . . ,Υt∗ · Y, . . .) = f

d

dt
|t=0ω(. . . ,Υt∗ · Y, . . .)

e, deste modo,

£Xω(. . . , fY, . . .) = f£Xω(. . . , Y, . . .). (1.47)

Assim, conclúımos que

£Xω(X1, . . . , Xk) = X i1
1 . . . X ik

k £Xω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik
)

e, portanto,

£Xω(X1, . . . , Xk) =

= £X(X i1
1 . . . X ik

k ωi1...ik)−
k∑
r=1

X i1
1 . . . X(X ir

r ) . . . X ik
k ωi1...ik

−
k∑
r=1

X i1
1 . . . X ik

k ω(
∂

∂xi1
, . . . , [X,

∂

∂xir
], . . . ,

∂

∂xik
)

= £X(ω(X1, . . . , Xk))−
k∑
r=1

ω(X1, . . . , X(X ir
r )

∂

∂xir
, . . . , Xk)

−
k∑
r=1

ω(X1, . . . , X
ir
r [X,

∂

∂xir
], . . . , Xk)

= £X(ω(X1, . . . , Xk))−
k∑
r=1

ω(X1, . . . , [X,Xr], . . . , Xk).
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1.3.2 Derivada Exterior

Dada uma forma diferencial de grau k, expressa localmente por

ω =
∑
I

ai1...ikdx
i1 ∧ . . . ∧ dxik ,

definimos, segundo as mesmas coordenadas,

dω =
∑
I

dai1...ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik (1.48)

ou, equivalentemente,

dω =
∑
I

∑
i

∂ai1...ik
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . (1.49)

Verificamos a seguir que as expressões (1.48) e (1.49) não dependem, de
fato, das coordenadas locais adotadas. Para tanto, escrevemos, em um outro
sistema de coordenadas,

ω =
∑
J

ãj1...jkdy
j1 ∧ . . . ∧ dyjk .

Uma vez que ω é um tensor covariante, suas componentes nos dois sistemas
de coordenadas são relacionadas por

ãj1...jk = ai1...ik
∂xi1

∂yj1
. . .

∂xik

∂yjk
(1.50)

Além disso, é certo que

dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk =
∂yj1

∂xl1
. . .

∂yjk

∂xlk
dxl1 ∧ . . . ∧ dxlk (1.51)

Em vista destas equações, calculamos, em termos das coordenadas (yj)nj=1,

dω =
∑
J

∑
j

∂ãj1...jk
∂yj

dyj ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk .

Todavia, usando a relação (1.50)

∂ãj1...jk
∂yj

=
∂ai1...ik
∂xi

∂xi

∂yj
∂xi1

∂yj1
. . .

∂xik

∂yjk

+ ai1...ik

k∑
m=1

∂xi1

∂yj1
. . .

∂2xim

∂yjm∂yj
. . .

∂xik

∂yjk
.
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Substituindo esta equação na expressão imediatamente anterior, obtemos
dois somatórios

dω =
∑
I,J

∑
i,j

∂ai1...ik
∂xi

∂xi

∂yj
∂xi1

∂yj1
. . .

∂xik

∂yjk
dyj ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk

+
∑
I,J

∑
i,j

ai1...ik

k∑
m=1

∂xi1

∂yj1
. . .

∂2xim

∂yjm∂yj
. . .

∂xik

∂yjk
dyj ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk ,

o segundo dos quais é nulo, uma vez que a hessiana é simétrica nos ı́ndices
j e jm, ao passo que o produto exterior é anti-simétrico com respeito a estes
mesmos ı́ndices. Resta, portanto,

dω =
∑
I,J

∑
i,j

∂ai1...ik
∂xi

∂xi

∂yj
∂xi1

∂yj1
. . .

∂xik

∂yjk
dyj ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk

=
∑
I

∑
i

∂ai1...ik
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

o que assegura que as expressões de dω coincidem nos dois sistemas de coor-
denadas.

Mencionamos algumas propriedades importantes da diferencial exterior

Proposição 2. A diferenciação exterior determina um operador R-linear

d : Ωk(U) → Ωk+1(U) (1.52)

satisfazendo as seguintes propriedades

i. df é a diferencial de f , caso f seja uma 0-forma.

ii. d2ω = ddω = 0.

iii. d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

iv. d(ω + λη) = dω + λdη.

Além disso, estas propriedades definem por completo o operador d.

Fixado um campo vetorial X ∈ X(U), definimos a contração ιX sobre
formas diferenciais ω ∈ Ωk(U) segundo a regra

ιXω(X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1), Xi ∈ X(U), (1.53)

Informações importantes são obtidas relacionando-se a derivada exterior,
a derivada covariante e a derivada de Lie de formas diferencias.
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Proposição 3. As seguintes propriedades são válidas para formas diferenci-
ais ω ∈ Ωk(U), η ∈ Ωl(U) e campos vetoriais X,Y ∈ X(U):

i. ιX(ω ∧ η) = ιXω ∧ η + (−1)kω ∧ ιXη,

ii. £Xdω = d£Xω,

iii. £XιY ω − ιY£Xω = ι[X,Y ],

iv. £Xω = dιXω + ιXdω

v. £X(ω ∧ η) = £Xω ∧ η + ω ∧£Xη.

vi. £X£Y −£Y£X = £[X,Y ].

Expressamos a invariância da diferencial exterior também invocando a
seguinte fórmula livre de coordenadas:

Proposição 4. Dados uma forma diferencial ω ∈ Ωk(U) e campos vetoriais
X1, . . . , Xk+1 em U , temos

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1)

)
+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1).

Aplicada a 1-formas, esta fórmula equivale a

dω(X, Y ) = XωY − Y ωX − ω[X, Y ], X, Y ∈ X(U). (1.54)

As operações de “pull-back” e diferenciação exterior comutam no seguinte
sentido: dada uma k-forma diferencial ω em Rn, temos

dF ∗ω = F ∗dω, (1.55)

onde F : U ⊂ Rm → Rn é uma aplicação diferenciável.
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Caṕıtulo 2

Teorema de Frobenius

Uma distribuição D de posto k definida em um aberto U ⊂ Rn é uma
correspondência

x ∈ U ⊂ Rn 7→ Dx ⊂ TxRn, (2.1)

em que Dx é um subespaço linear k-dimensional de TxRn, de modo que,
para cada x ∈ Rn, existem campos vetoriais X1, . . . , Xk definidos em uma
vizinhança V ⊂ U de x tais que

Dy = [X1(y), . . . , Xk(y)], y ∈ V. (2.2)

Em outros termos, D é uma aplicação diferenciável D : U ⊂ Rn → Gk,n, com
imagens na grassmaniana Gk,n, variedade dos subpespaços k-dimensionais de
Rn.

Uma distribuição D é dita involutiva quando, dados campos vetoriais
X, Y em U tais que X(x), Y (x) ∈ Dx, para todo x ∈ U , então

[X, Y ]|x ∈ Dx. (2.3)

Uma subvariedade m-dimensional S ⊂ Rn é uma variedade integral de D

quando
TxS ⊂ Dx, x ∈ U. (2.4)

Dizemos que D é (completamente) integrável quando, para cada x ∈ U ,
existe uma variedade integral k-dimensional S contendo x. Neste caso, nos
referimos também a S como uma folha integral da distribuição.

Como apontamos na Seção 1.2 acima, dado um ponto x em uma variedade
integral k-dimensional S de D, existem um aberto V ⊂ Rn contendo x e um
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difeomorfismo ϕ : V → W ⊂ Rn tais que

ϕ(V ∩ S) = W ∩ {u ∈ Rn : uk+1 = . . . = un = 0}. (2.5)

Denotando também por ui as funções coordenadas ui : V → R, deduzimos
que esta forma local das variedades integrais acarreta, em particular, que

Dx =
n⋂

i=k+1

ker dui(x) x ∈ V ∩ S, (2.6)

uma vez que as diferenciais duk+1, . . . , dun são linearmente independentes.
Uma outra consequência é que dados campos vetoriais X, Y tangentes a S,
podemos escrever localmente

X(x) =
k∑
i=1

vi
∂

∂ui
, Y (x) =

k∑
i=1

wi
∂

∂ui
,

o que nos permite concluir que

[X, Y ]|x =
k∑
i=1

(
X(wi)− Y (vi)

) ∂
∂ui

∈ Dx, x ∈ S,

ou seja, uma distribuição integrável é involutiva.
Um fato verdadeiramente surpreendente é o de que a involutividade de

uma distribuição implica sua integrabilidade.

Teorema 1. (Frobenius) Uma distribuição é involutiva se, e somente se, é
integrável.

Demonstração. Fixamos, em uma vizinhança V de x ∈ U , campos vetoriais
Y1, . . . , Yk tais que

Dy = [Y1(y), . . . , Yk(y)], y ∈ V.

Escrevemos, em termos de coordenadas arbitrárias x1, . . . , xn,

Yi =
n∑
j=1

aji
∂

∂xj
.
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Uma vez que, em cada ponto y ∈ U , os vetores Y1(y), . . . , Yk(y) são linear-
mente independentes, existe um menor k×k não-singular da matriz (aji )

k,n
i,j=1,

o qual, sem perda de generalidade, podemos considerar como sendo

(aji )
k
i,j=1.

Denotando-se a matriz inversa deste menor por (bji )
k
i,j=1, definimos

Xi =
k∑
j=1

bjiYj =
k∑

j,l=1

bjia
l
j

∂

∂xl
+

k∑
j=1

n∑
l=k+1

bjia
l
j

∂

∂xl

=
∂

∂xi
+

n∑
l=k+1

cli
∂

∂xl
,

o que resulta em novos campos vetoriais X1, . . . , Xk, tais que, em cada ponto
x ∈ U ,

Dx = [X1(x), . . . , Xk(x)],

uma vez que estes vetores são obtidos a partir de Y1(x), . . . , Yk(x) por uma
combinação linear não-singular.

Com estes novos geradores locais da distribuição, todavia, calcula-se mais
facilmente o colchete. De fato, temos

[Xi, Xj] = [
∂

∂xi
+

n∑
l=k+1

cli
∂

∂xl
,
∂

∂xj
+

n∑
r=k+1

crj
∂

∂xr
] =

n∑
r=k+1

(
∂crj
∂xi

− ∂cri
∂xj

)
∂

∂xr
.

Por outro lado, em vista da hipótese de involutividade, existem funções reais
clij, l = 1, . . . , k, tais que

[Xi, Xj] =
k∑
l=1

clijXl,

ou seja, temos

[Xi, Xj] =
k∑
l=1

clij
∂

∂xl
+

k∑
l=1

n∑
r=k+1

clijc
r
l

∂

∂xr
.

Comparando-se estas duas expansões do colchete, conclúımos que

clij = 0
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e, deste modo, que
[Xi, Xj] = 0.

Portanto, a involutividade implica que existem k campos vetoriaisX1, . . . , Xk,
tangentes à distribuição, os quais comutam dois a dois. Verificamos, a seguir,
que isto implica que seus fluxos também comutam.

Fixados 1 ≤ i, j ≤ k, denotamos, por comodidade, X = Xi e Y =
Xj. Sejam Υ e Ψ, respectivamente, os fluxos locais de X e Y . Devemos
demonstrar que

Υt ◦Ψs = Ψs ◦Υt. (2.7)

A identidade (2.7) equivale, por definição, ao fato de que, fixados x ∈ U e
s ∈ R, a curva

t 7→ Ψs(Υt(x))

é curva integral de X passando por Ψs(x) em t = 0. Temos

Ψs(Υ0(x)) = Ψs(x).

Além disso,

d

dt
|t=t0Ψs(Υt(x)) = Ψs∗(Υt0(x)) ·

d

dt
|t=t0Υt(x) = Ψs∗(Υt0(x)) ·X(Υt0(x)).

(2.8)
Para concluirmos, basta demonstrarmos que

Ψs∗(Υt0(x)) ·X(Υt0(x)) = X(Ψs(Υt0(x))),

ou, em outros termos, que o campo X é invariante ao longo das linhas de
fluxo de Y . Calculamos

d

ds
|s=s0Ψs∗ ·X = lim

s→0

Ψ(s0+s)∗ ·X −Ψs0∗ ·X
s

= lim
s→0

Ψs0∗
Ψs∗ ·X −X

s
= Ψs0∗ · [Y,X] = 0,

do que conclúımos a comutatividade (2.7) dos fluxos.
Tendo em conta que os campos X1, . . . , Xk comutam dois a dois, fixado

x ∈ U , definimos a aplicação

F : U ′ ⊂ Rk → Rn (2.9)
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por
F (t1, . . . , tk) = Ψ1

t1
◦ . . . ◦Ψk

tk
(x), (2.10)

onde U ′ é uma vizinhança suficientemente pequena da origem, e Ψi é o fluxo
local de Xi, i = 1, . . . , k. Observamos que

F∗(0)·
∂

∂ti
=

d

dti
|ti=0Ψ

1
0◦. . .◦Ψi

ti◦. . .◦Ψk
0(x) =

d

dti
|ti=0Ψ

i
ti(x) = Xi(x) (2.11)

e portanto
F∗(0) · Rk = Dx.

Em geral, a comutatividade dos fluxos implica que

F∗(t
1, . . . , tk) · ∂

∂ti
=

d

dti
Ψi
ti ◦Ψ1

t1
◦ . . . ◦Ψi−1

ti−1 ◦Ψi+1
ti+1 ◦ . . . ◦Ψk

tk(x)

= Xi(Ψ
i
ti ◦Ψ1

t1
◦ . . . ◦Ψi−1

ti−1 ◦Ψi+1
ti+1 ◦ . . . ◦Ψk

tk)

= Xi(Ψ
1
t1 ◦ . . . ◦Ψi

ti ◦ . . . ◦Ψk
tk)

= Xi(F (t1, . . . , tk)),

o que assegura que

F∗(t
1, . . . , tk) · Rk = DF (t1,...,tk).

Sendo assim, o conjunto S = F (U ′) é uma subvariedade integral k-dimensional
de D.

�

2.1 Formulação Dual do Teorema de Frobe-

nius

Um subespaço linear I ⊂ Ω∗(S) de formas diferenciais em S é um ideal
algébrico se, dados α ∈ I e uma forma diferencial ω ∈ Ω∗(S) em S, temos
α ∧ ω ∈ I.

Um ideal algébrico I é gerado por uma coleção de formas α1, . . . , αl se,
para toda forma α ∈ I, existem formas β1, . . . , βl em S tais que

α =
l∑

i=1

αi ∧ βi.
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Neste caso, denotamos
I = [α1, . . . , αl]alg. (2.12)

O ideal I é um ideal diferencial se é fechado com respeito a diferenciação
exterior, isto é, se dada uma forma α ∈ I, temos dα ∈ I. O ideal diferencial
gerado por α1, . . . , αk é, por definição, o ideal algébrico gerado por

α1, . . . , αl, dα1, . . . , dαl.

Naturalmente, este ideal é fechado segundo diferenciação exterior. Denota-
mos o ideal diferencial gerado por α1, . . . , αl por

[α1, . . . , αl]dif. (2.13)

Verificamos facilmente que, dadas formas diferenciais linearmente indepen-
dentes α1, . . . , αl e uma forma diferencial ω qualquer,

ω ∈ [α1, . . . , αl]alg

se e somente se
ω ∧ α1 ∧ . . . ∧ αl = 0.

De fato, supondo válida esta última equação, conclúımos que as formas

ω, α1, . . . , αl

são linearmente dependentes em cada ponto. Portanto, existem funções
ai, 0 ≤ i ≤ l, não todas nulas, tais que

a0ω + a1α
1 + . . .+ alα

l = 0.

A função a0 jamais se anula, uma vez que as formas α1, . . . , αl são linearmente
independentes e, deste modo,

ω = −a1

a0

α1 − . . .− al
a0

αl ∈ [α1, . . . , αl]alg.

A prova da afirmação rećıproca é imediata.
Ainda supondo α1, . . . , αl linearmente independentes, o ideal algébrico

I = [α1, . . . , αl]alg é um ideal diferencial se e somente se

dαi ∈ [α1, . . . , αl]alg
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ou seja, se e somente se, existem formas βij para as quais vale

dαi =
l∑

j=1

βij ∧ αj. (2.14)

Alternativamente, devemos ter

dαi ∧ α1 ∧ . . . ∧ αl = 0. (2.15)

Dada uma coleção de 1-formas linearmente independentes

α1, . . . , αl,

definimos uma distribuição de posto k = n− l em U ⊂ Rn por

Dx =
l⋂

i=1

kerαi(x), x ∈ U ⊂ Rn

ou seja, um vetor v ∈ TxRn satisfaz v ∈ Dx se e somente se

α1(v) = 0, . . . , αl(v) = 0,

o que determina um sistema de l equações linearmente independentes em n
variáveis. Portanto, a correspondência

x ∈ U 7→ Dx ∈ TxRn

define uma distribuição diferenciável de subespaços afins k-dimensionais em
Rn. A diferenciabilidade advém do fato de que as formas α1, . . . , αl definindo
esta distribuição tem componentes diferenciáveis.

Reciprocamente, dada uma distribuição de posto k em U ⊂ Rn, definimos
o ideal anulador de D por

I = {ω ∈ Ω∗(U) : ωx(v) = 0, v ∈ Dx, x ∈ U}. (2.16)

Podemos verificar que I é ideal algébrico localmente gerado por l = n − k
formas diferenciais de grau 1. De fato, dados campos X1, . . . , Xk geradores
locais de D, estendemos esta coleção de campos a X1, . . . , Xk, Xk+1, . . . , Xk+l
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de modo que, em cada ponto y de uma vizinhança V de x ∈ U , estes cam-
pos vetoriais determinam uma base de TyRn. Deste modo, considerando as
formas duais α1, . . . , αk, αk+1, . . . , αk+l, temos

I = [αk+1, . . . , αk+l]alg

em pontos de V .
Dada uma subvariedade integral k-dimensional S de D, temos, por definição,

i∗αk+1 = 0, . . . , i∗αk+l = 0,

onde i : S → Rn é a inclusão natural. Sendo assim, infere-se que

i∗dαk+1 = di∗αk+1 = 0, . . . , i∗dαk+l = di∗αk+l = 0,

ou seja, que o ideal I é um ideal diferencial. Portanto, localmente, escrevemos

I = [αk+1, . . . , αk+l]alg = [αk+1, . . . , αk+l]dif, (2.17)

condição que, como vimos, é expressa pela existência de formas βij tais que

dαk+i =
l∑

j=1

βij ∧ αk+j, i = 1, . . . , l. (2.18)

Vimos, desta forma, que a condição

I = [αk+1, . . . , αk+l]alg = [αk+1, . . . , αk+l]dif, (2.19)

ou, sucintamente, que
dI ⊂ I, (2.20)

é necessária para a integrabilidade da distribuição. Reciprocamente, supomos
que dada uma 1-forma ω ∈ I, temos

dα ∈ I.

Assim, dados X, Y campos vetoriais em D, resulta que

dα(X, Y ) = 0.

Por outro lado,

dα(X, Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X, Y ]) = −α([X,Y ]),
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donde deduzimos que
α([X,Y ]), α ∈ I.

Isto implica que [X, Y ] é também um campo em D, ou seja, que esta dis-
tribuição é involutiva.

Provamos, então, a seguinte formulação dual do Teorema de Frobenius:

Teorema 2. Dadas 1-formas diferenciais α1, . . . , αl linearmente indepen-
dentes em cada ponto de U ⊂ Rn, a distribuição de posto k = n− l

D =
l⋂

i=1

kerαi (2.21)

é integrável se e somente se a condição de Frobenius

dαi ∈ [α1, . . . , αl]alg, i = 1, . . . , l, (2.22)

é satisfeita.

Demonstração. Para efeito de ilustração, apresentamos uma prova alterna-
tiva do Teorema de Frobenius, inteiramente em termos de formas diferenciais.

A noção de integrabilidade é reformulada como a existência de coorde-
nadas locais u1, . . . , un em uma vizinhança aberta de x ∈ U , para as quais

[α1, . . . , αl]alg = [duk+1, . . . , duk+l]alg, (2.23)

onde k = n − l. Observamos que, nestes termos, uma subvariedade integral
é descrita nestas coordenadas como um slice da forma

uk+1 = ck+1, . . . , uk+l = ck+l,

onde ci são constantes.
A demonstração procede por indução sobre k. Para k = 1, temos n − 1

formas α1, . . . , αn−1, linearmente independentes em cada ponto, de modo que
as formas

α1, . . . , αn−1, αn := α1 ∧ . . . ∧ αn−1

determinam, em cada ponto x ∈ U , base em T ∗xRn. Consideramos campos
vetoriais X1, . . . , Xn, Xn+1 de sorte que

〈αi|Xj〉 = δij.
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Sendo assim, o campo ξ := Xn+1 determina o campo de direções em U dado
pela distribuição D, uma vez que

〈αi|ξ〉 = 0, i = 1, . . . , n.

O fluxo local Ψ gerado por ξ permite definir coordenadas tais como no enun-
ciado do teorema. De fato, consideramos coordenadas x1, . . . , xn em uma
vizinhança V de x ∈ U de forma que a hipersuperf́ıcie S = {y ∈ V : xn(y) =
xn(x)} satisfaz

ξ(x) /∈ TxS,

ou seja, de modo que
Dx ⊕ TxS = TxRn.

Consideramos, assim, a seguinte aplicação

F (x1, . . . , xn−1, t) = Ψt(x
1, . . . , xn−1, 0).

Logo, calcula-se

F∗(0, 0) · ∂

∂xi
=

d

dxi
Ψ0(0, . . . , x

i, . . . , 0, 0) =
∂

∂xi
|x

e

F∗(0, 0) · ∂
∂t

=
d

dt
Ψt(0, . . . , 0, 0) = ξx.

Conclúımos que F∗(0, 0) é um isomorfismo linear. Pelo Teorema da Aplicação
Inversa,

u1 = x1, . . . , un−1 = xn−1, un = t

são coordenadas em uma vizinhança de x ∈ U , com a propriedade

∂

∂un
=

∂

∂t
F (x1, . . . , xn−1, t) =

d

dt
Ψt(x

1, . . . , xn−1, t) = ξ(Ψt(x
1, . . . , xn−1, t))

= ξ(u1, . . . , un−1, un),

ou seja, curvas integrais de ξ são determinadas por

du1(ξ) = . . . = dun−1(ξ) = 0.

Isto encerra a demonstração para o caso k = 1.
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Suponhamos, agora, que o teorema é válido para distribuições de posto
k − 1. Dada uma distribuição de posto k, correspondente ao ideal anulador
das 1-formas diferenciais

α1, . . . , αn−k,

fixamos uma diferencial exata du de uma dada função u : U → R tal que

α1 ∧ . . . ∧ αn−k ∧ du 6= 0.

Assim, o ideal
I ′ = [α1, . . . , αn−k, du]alg

define uma distribuição D′ de posto k−1. Pela hipótese de indução, existem
coordenadas locais y1, . . . , yn tais que

I ′ = [dy1, . . . , dyn−k, dyn−k+1]alg,

as variedades integrais (k−1)−dimensionais de D′ sendo localmente descritas
como slices da forma

y1 = c1, . . . , yn−k = cn−k, yn−(k−1) = cn−(k−1).

Sendo assim, existem funções cij, aj, i = 1, . . . , n − k, j = 1, . . . , n − k + 1,
tais que

αi =
n−k∑
j=1

cijdy
j + cin−k+1dy

n−k+1,

du =
n−k∑
j=1

ajdy
j + an−k+1dy

n−k+1,

onde supomos, reindexando coordenadas, sem perda de generalidade, que
an−k+1 6= 0. Logo, podemos escrever

αi =
n−k∑
j=1

cijdy
j +

cin−k+1

an−k+1

(
du−

n−k∑
j=1

ajdy
j
)

=:
n−k∑
j=1

c̄ijdy
j + bidu,

onde a matriz (c̄ij)
n−k
i,j=1 é invert́ıvel, com inversa (bij)

n−k
i,j=1. Logo, podemos

definir um novo conjunto de geradores de I por

ᾱi =
n−k∑
r=1

birα
r = dyi + b̄idu,
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o que garante, utilizando a hipótese de que I satisfaz (2.22), que

db̄i ∧ du = dᾱi ∈ I.

Assim, existem funções āi, b̄ij, i = 1, . . . , n− k, j = 1, . . . , n− k, tais que

db̄i = āidu+
n−k∑
j=1

b̄ijdy
j,

o que implica que as funções bi dependem apenas das variáveis u, y1, . . . , yn−k.
Logo, as formas ᾱi dependem igualmente apenas destas variáveis. Todavia,
uma vez que

du ∈ I ′ = [dy1, . . . , dyn−k+1]alg,

conclúımos que as formas ᾱi dependem apenas das coordenadas y1, . . . , yn−k+1.
Portanto, formas em I são completamente expressas em termos apenas destas
coordenadas.

Consideramos, por fim, a subvariedade S ′ de dimensão n−k+1 dada por

yn−k+2 = cn−k+2, . . . , yn = cn.

O ideal I|S′ define uma distribuição de codimensão um satisfazendo a condição
de Frobenius. De fato, denotando a inclusão natural de S ′ em Rn por i, temos

I|S′ = [i∗α1, . . . , i∗αk]alg

e, portanto,

di∗αj = i∗dαj = i∗
∑
l

βjl ∧ α
l =
∑
l

i∗βjl ∧ i
∗αl.

Como vimos no ińıcio da demonstração, isto garante a existência de coorde-
nadas ŷ1, . . . , ŷn−k+1 em S ′, de modo que

I|S = [dŷ1, . . . , dŷn−k]alg.

Conclúımos que
ŷ1, . . . , ŷn−k+1, yn−k+2, . . . , yn

é o sistema de coordenadas desejado.
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De fato, as componentes das formas α1, . . . , αk não variam ao mudarmos
de um slice (n − k + 1)-dimensional S ′ para outro. O ideal anulador deter-
minado pela restrição destas formas a um destes slices define áı um campo
de direções, com curvas integrais dadas pela curva coordenada, ŷn−k+1 = t,
digamos. Variando-se de um slice para outro, obtemos subvariedades de
dimensão k = 1 + (n− (n− k + 1)).

�

A versão mais apropriada aos nossos propósitos do Teorema de Frobenius
pode ser formulada como segue. Escrevemos

ω = a1dx
1 + . . .+ andx

n,

com an 6= 0. Portanto, kerω define uma distribuição (n − 1)−dimensional.
Neste caso, folhas integrais desta distribuição são gráficos da forma

xn = f(x1, . . . , xn−1),

com vetores tangentes dados por

∂i =
∂

∂xi
+
∂f

∂xi
∂

∂xn

Então,

ω(∂i) = ai + an
∂f

∂xi
= 0

o que produz o sistema de equações de primeira ordem

∂f

∂xi
= − ai

an
.

As condições de compatibilidade

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi

para este sistema implicam que

∂ai
∂xj

+
∂an
∂xj

∂f

∂xi
=
∂aj
∂xi

+
∂an
∂xi

∂f

∂xj

e, portanto,

an
∂ai
∂xj

− ∂an
∂xj

ai = an
∂aj
∂xi

− ∂an
∂xi

aj
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ou, equivalentemente,

an

( ∂ai
∂xj

− ∂aj
∂xi

)
=
∂an
∂xj

ai −
∂an
∂xi

aj,

equação que pode ser reescrita como

andω(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = dan(

∂

∂xi
)ω(

∂

∂xj
)− dan(

∂

∂xj
)ω(

∂

∂xi
) = dan ∧ ω(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

e, deste modo,

dω =
dan
an

∧ ω,

o que equivale à condição de Frobenius.
Uma aplicação importante do Teorema de Frobenius diz respeito a sis-

temas de equações diferenciais parciais de primeira ordem da forma

∂y

∂xi
= αi(x

1, . . . , xn, y), i = 1, . . . , n.

Soluções y = f(x1, . . . , xn) descrevem gráficos os quais, por sua vez, são
folhas integrais da distribuição D = ker θ, onde

θ = dy −
n∑
i=1

αidx
i.

Diferenciando exteriormente, obtemos, módulo o ideal gerado por θ

dθ = −
n∑
i=1

dαi ∧ dxi = −
n∑

i,j=1

∂αi

∂xj
dxj ∧ dxi −

n∑
i=1

∂αi
∂y

dy ∧ dxi

= −
n∑

i,j=1

(∂αi
∂xj

+ αj
∂αi
∂y

)
dxj ∧ dxi.

Portanto, a condição de Frobenius

dθ ∈ [θ]alg

é equivalente à simetria da matriz

∂αi
∂xj

+ αj
∂αi
∂y
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ou seja, à condição

∂αi
∂xj

− ∂αj
∂xi

+ αj
∂αi
∂y

− αi
∂αj
∂y

= 0

Um exemplo de distribuição não-integrável aparece, deste modo, vincu-
lada a não-existência de soluções para o sistema de equações diferenciais
parciais em R2n

∂f

∂xi
= yi,

∂f

∂yi
= −xi,

relacionado a forma de contato em R2n+1 definida por

θ = dz +
n∑
i=1

(
− xidyi + yidxi

)
.

2.2 Uma Aplicação

Nesta seção, identificamos os espaços vetoriais Rn e Rn∗∗, indicando esta
identificação ao denotar pontos em Rn∗ por p e suas coordenadas por

p1, . . . , pn,

o que realça o cárater covariante das coordenadas.
Consideramos uma função x : Rn∗ → Rn∗, satisfazendo a condição

n∑
i=1

xi(p)pi = 1. (2.24)

Definimos, então, uma 1-forma diferencial em Rn∗ por

ωp =
n∑
i=1

xi(p)dpi. (2.25)

Investigamos, doravante, condições necessárias e suficientes para a existência
de funções reais λ : Rn∗ → R e V : Rn∗ → R tais que

ω = λ dV. (2.26)

Observamos que, em função de (2.24), a forma ω jamais se anula e, portanto,
o coeficiente λ não tem zeros. Da mesma forma, a diferencial dV é sempre
não-nula, o que implica, em particular, sua sobrejetividade.
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Iniciamos supondo que existam λ e V como desejado. Sendo assim, ao
longo das subvariedades de ńıvel

Sy = {p ∈ Rn∗ : V (p) = y}, (2.27)

temos
ι∗dV = 0

e, portanto,
ι∗ω = 0,

o que acarreta, como sabemos,

ι∗dω = dι∗ω = 0.

Isto implica existir uma 1-forma diferencial α tal que

dω = α ∧ ω, (2.28)

o que pode ser facilmente verificado diferenciando (2.26), do que resulta

dω = dλ ∧ dV + λd2V =
1

λ
dλ ∧ ω = α ∧ ω,

onde denotamos α = dλ
λ

.
A equação (2.28) é justamente a condição de Frobenius que vimos acima

no Teorema 2. Logo, é uma condição suficiente para resolver-se o problema
(2.26). Escrevamo-la em termos das componentes de ω, ou seja, em termos
da função x.

A hipótese (2.24) pode ser reescrita como

ω(P ) = 1, (2.29)

onde P é o (co)vetor

P =
n∑
i=1

pi
∂

∂pi
.

Combinando (2.29) e (2.28), temos, para um vetor arbitrário ξ,

dω(P, ξ) = α(P )ω(ξ)− α(ξ)ω(P ) = α(P )ω(ξ)− α(ξ).

Portanto,
α(ξ) = α(P )ω(ξ)− dω(P, ξ)
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e, pela arbitrariedade de ξ, segue que

α = (ιPα)ω − ιPdω.

Uma vez que
α ∧ ω =

(
α− (ιPα)ω

)
∧ ω,

conclúımos ser posśıvel substituir α por

α0 = α− (ιPα)ω = −ιPdω

na expressão (2.28). Temos, por definição,

dω =
n∑

i,j=1

∂xi

∂pj
dpj ∧ dpi

e, em particular,

dω(P, ξ) =
n∑

i,j=1

∂xi

∂pj

(
dpj(P )dpi(ξ)− dpj(ξ)dpi(P )

)
=

n∑
i,j=1

∂xi

∂pj

(
pjξ

i − ξjpi
)
.

Com isto, calculamos, em um par de vetores ξ, η arbitrariamente fixado,

α0 ∧ ω(ξ, η) = −dω(P, ξ)ω(η) + dω(P, η)ω(ξ),

obtendo

α0 ∧ ω(ξ, η) = −
n∑

j,k=1

(∂xj
∂pk

pkξ
j − ∂xk

∂pj
ξjpk

) n∑
i=1

ηix
i

+
n∑

i,k=1

(∂xi
∂pk

pkη
i − ∂xk

∂pi
ηipk

) n∑
j=1

ξjx
j

=
n∑

i,j,k=1

(∂xi
∂pk

pkx
j +

∂xk

∂pj
pkx

i − ∂xj

∂pk
pkx

i − ∂xk

∂pi
pkx

j
)
ξjηi.

Todavia, diferenciando a expressão (2.24), verificamos que

n∑
k=1

∂xk

∂pj
pk + xj = 0,
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o que assegura que

α0 ∧ ω(ξ, η) =
n∑

i,j,k=1

(∂xi
∂pk

pkx
j − xixj − ∂xj

∂pk
pkx

i + xixj
)
ξjηi

=
n∑

i,j,k=1

(∂xi
∂pk

pkx
j − ∂xj

∂pk
pkx

i
)
ξjηi.

Por outro lado, temos

dω(ξ, η) =
n∑

i,j=1

∂xi

∂pj

(
ξjηi − ηjξi

)
=

n∑
i,j=1

(∂xi
∂pj

− ∂xj

∂pi

)
ξjηi.

Comparando estas expressões, deduzimos que a condição (2.28) equivale ao
conjunto de equações

∂xi

∂pj
− ∂xi

∂pk
pkx

j =
∂xj

∂pi
− ∂xj

∂pk
pkx

i (2.30)

ou, equivalentemente, ao fato de que a matriz de substituição

σij =
∂xi

∂pj
− ∂xi

∂pk
pkx

j (2.31)

é simétrica.
É ilustrativo refazermos estes cálculos de modo livre de coordenadas. A

condição (2.24), como mencionamos há pouco, pode ser escrita como

ιPω = 〈ω, P 〉 = 1.

Utilizando a fórmula (iv) na Proposição 3, conclúımos que

ιPdω = £Pω − dιPω = £Pω.

Entretanto, o fluxo gerado pelo campo P é facilmente determinado pela
fórmula

ψt(p) = etp, t ∈ R, p ∈ Rn∗.
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Dáı, calculamos explicitamente a derivada de Lie de ω. Temos, dado ξ ∈
T ∗pRn∗,

(ψ∗tωψt(p)) · ξ = ωψt(p) · ψt∗(ξ) = ωψt(p) · (etξ) = etωψt(p) · ξ

= et
n∑
i=1

xi(ψt(p))ξi.

Portanto,

£Pωp · ξ =
d

dt
|t=0ψ

∗
tωψt(p) · ξ =

d

dt
|t=0e

t

n∑
i=1

xi(ψt(p))ξi

=
n∑
i=1

xi(p)ξi +
n∑
i=1

d

dt
|t=0x

i(ψt(p))ξi

= ωp · ξ +
n∑
i=1

Pp[x
i]ξi

= ωp · ξ + (x∗(p) · P )[ · ξ,

onde

(x∗(p) · P )[ = P [xi]dpi = pk
∂xi

∂pk
dpi

é a 1-forma metricamente equivalente ao vetor x∗(p) · P . Conclúımos, deste
modo, que

α0 = −ιPdω = −ω − (x∗(p) · P )[.

A condição de Frobenius
dω − α0 ∧ ω = 0

passa a ser, então, reescrita como

dω + (x∗(p) · P )[ ∧ ω = 0.

Esta última equação é expressa em coordenadas como
n∑

i,j=1

(
∂xi

∂pj
+

n∑
k=1

pk
∂xj

∂pk
xi
)

dpj ∧ dpi = 0,

equação que, por sua vez, é automaticamente verificada se

σij =
∂xi

∂pj
+

n∑
k=1

pk
∂xj

∂pk
xi

é um tensor (cartesiano) simétrico.
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2.2.1 Condição de Slutsky

Esta seção concerne um problema de otimização procedente da Economia
Matemática. Consideramos uma função U continuamente diferenciável e
fortemente quase-côncava definida em

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi ≥ 0}, (2.32)

e definimos
V (p) = max

x∈Rn
+

U(x), p · x = 1. (2.33)

No jargão da Microeconomia, um vetor x = (x1, . . . , xn) representa a escolha
por um consumidor de quantidades de n bens. O vetor p = (p1, . . . , pn)
discrimina o preço unitário de cada um destes bens. Fixada a renda da
consumidor em uma unidade monetária, o conjunto de vetores de consumo
viáveis é

{x ∈ Rn
+ : x · p ≤ 1}.

A função U representa uma medida ordinal da utilidade conferida pelo con-
sumidor a cada escolha x. O problema posto acima é, portanto, a maxi-
mização da utilidade tendo em conta a restrição orçamentária imposta pela
renda do consumidor. A cada vetor de preços fixado, a escolha ótima define
a função de utilidade indireta V .

Utilizando multiplicadores de Lagrange, verificamos facilmente que, fix-
ada a renda 1, temos, a cada valor do parâmetro preço p, uma escolha ótima
x = x(p). A existência e a unicidade desta escolha provêm do fato de que U é
quase-côncava. A escolha ótima é implicitamente determinada pela condição

∂U

∂xi
|x=x(p) = µ(p)pi. (2.34)

De fato, considerando, para p fixado, a Lagrangiana

L(x, λ) = U(x)− µ(p · x− 1), (2.35)

calculamos, no ponto cŕıtico,

0 =
∂L

∂xi
=
∂U

∂xi
− µpi. (2.36)

Geometricamente, na escolha ótima x = x(p), o hiperplano orçamentário

H(x, p) = x · p− 1 = 0 (2.37)
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é tangente a subvariedade de ńıvel U(x) = U(x(p)) = V (p), dita subvariedade
de indiferença.

Definimos, então, a subvariedade das escolhas ótimas, ou, mais apropri-
adamente, subvariedade de preço-consumo

x = x(p). (2.38)

Então
V (p) = U(x(p)). (2.39)

Diferenciando, temos
∂V

∂pi
=
∂U

∂xk
∂xk

∂pi
. (2.40)

Consideramos, então, a função

Φ(x, p) = U(x)− V (p), (2.41)

em que V (p) é definida por (2.39). Então, o lugar geométrico das escolhas
ótimas é descrito por

Φ(x, p) = 0,

uma subvariedade x = x(p) dada de forma impĺıcita. Observe que, por
definição, Φ = 0 define uma famı́lia de subvariedades de indiferença

U(x) = V (p)

parametrizadas por p. Observe que x = x(p) é o envelope destas subvar-
iedades. De fato, cada ponto da subvariedade está contida em uma subvar-
iedade desta famı́lia. Além disso,

0 =
∂Φ

∂pi
=
∂U

∂xk
|x=x(p)

∂xk

∂pi
− ∂V

∂pi
. (2.42)

Por outro lado, segue da condição de otimização de primeira ordem que

∂U

∂xk
= µpk.

Substituindo acima, temos

0 =
∂Φ

∂pi
= µpk

∂xk

∂pi
− ∂V

∂pi
.
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Todavia, diferenciando a restrição

pkx
k − 1 = 0,

com respeito a pi nos pontos x = x(p), temos

pk
∂xk

∂pi
+ xi = 0,

ou seja,

pk
∂xk

∂pi
= −xi.

Substituindo acima, encontramos

0 =
∂Φ

∂pi
= −µxi − ∂V

∂pi
.

Conclúımos, então, que
∂V

∂pi
= −µxi.

Portanto
∇pV = −µ(p)x(p). (2.43)

Considerando esta linguagem, demonstramos, na seção anterior, o seguinte
teorema de Análise Econômica.

Teorema 3. Seja x : Rn∗ → Rn satisfazendo

x(p) · p = 1, p ∈ Rn∗. (2.44)

Tal função representa uma função de demanda inversa se e somente se saf-
isfaz a condição de Slutsky, ou seja, se a matriz de substituição

σij =
∂xi

∂pj
−

n∑
k=1

pk
∂xi

∂pk
xj (2.45)

é simétrica e positiva-definida.
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2.3 Equação Eiconal

A noção de envelope de curvas surge também na Ótica Geométrica e na
Geometria Diferencial, vinculada a frentes de onda, ou seja, a superf́ıcies de
ńıvel de soluções u : U ⊂ Rn → R da equação eiconal

F (x, du) = 0, x ∈ U, (2.46)

onde F é uma função diferenciável definida no fibrado cotangente T ∗Rn.
Consideramos em T ∗Rn = R2n subvariedades n-dimensionais Λ dadas por

gráficos
x ∈ U 7→ (x,Ξ(x)), Ξ(x) ∈ T ∗xRn.

Temos, então, o seguinte resultado fundamental

Lema 1. (Poincaré) A subvariedade Λ é localmente o gráfico de du, para
alguma função diferenciável u : U → R, se e somente se dΞ = 0.

Em T ∗Rn definimos a seguinte 1-forma global

ς =
n∑
i=1

pidx
i, (2.47)

em termos das coordenadas naturais globais (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) em T ∗Rn.
A diferencial desta forma define a estrutura simplética canônica em T ∗Rn, a
saber,

σ =
n∑
i=1

dpi ∧ dxi. (2.48)

Verifica-se que a 2-forma diferencial σ é fechada e não-degenerada, isto é,

dσ = 0

e, para todo (x, v) ∈ TRn, a aplicação

v 7→ σx(v, ·) ∈ T ∗xRn

é não-singular. Ademais, o elemento de volume usual em T ∗Rn = R2n é dado
por

σ ∧ . . . ∧ σ︸ ︷︷ ︸
n

De posse destes conceitos, reapresentamos o Lema de Poincaré com o
seguinte enunciado
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Proposição 5. A subvariedade Λ é localmente gráfico de uma diferencial
exata du se e somente se é lagrangiana, isto é, se e somente se, tem dimensão
n e satisfaz σ|Λ = 0.

Demonstração. Os campos vetoriais

Xi =
∂

∂xj
+

n∑
l=1

∂Ξl
∂xi

∂

∂pl

expandem, em cada ponto, o espaço tangente ao gráfico Λ. Calculamos,
então,

σ(Xi, Xj) =
∂Ξj
∂xi

− ∂Ξi
∂xj

.

�
No intuito de resolver a equação eiconal, fixamos uma subvariedade S de

dimensão n− 1, cuja projeção em Rn podemos supor contida no hiperplano
Rn−1 = {xn = 0}. Supomos, ainda, que S é o gráfico da diferencial exata
ξ = dv de uma função v : V ⊂ Rn−1 → R.

Por fim, devemos impor a seguinte condição inicial

F |S = F (x1, . . . , xn−1, 0, p1, . . . , pn−1, 0) = 0. (2.49)

Além disso, exigimos a condição de que S seja não-caracteŕıstica, no sentido
de que

∂F

∂pn
6= 0 (2.50)

em algum ponto de S.
A forma simplética σ permite associar à diferencial de F um campo HF ,

chamado gradiente simplético de F , segundo a correspondência

ω(X,HF ) = dF (X), X ∈ X(T ∗Rn). (2.51)

Um fato fundamental é de que o fluxo gerado por HF preserva a forma
simplética. Em coordenadas, se escrevemos uma linha de fluxo de HF como

t 7→ (x1(t), . . . , xn(t), p1(t), . . . pn(t)),

temos, ao longo desta linha de fluxo,

HF = xi
′ ∂

∂xi
+ p′i

∂

∂pi
.
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Portanto,

σ(
∂

∂xj
, HF ) = dF (

∂

∂xj
) =

∂F

∂xj
, σ(

∂

∂pj
, HF ) = dF (

∂

∂pj
) =

∂F

∂pj

e, por outro lado,

σ(
∂

∂xj
, HF ) = p′iσ(

∂

∂xj
,
∂

∂pi
) = −p′j, σ(

∂

∂pj
, HF ) = xi

′
σ(

∂

∂pj
,
∂

∂xi
) = xi

′
.

Comparando as expressões acima, vemos que o fluxo gerado por HF satisfaz
as equações de Hamilton

xi
′
=
∂F

∂pi
, p′i = −∂F

∂xi
.

A preservação de σ pelo fluxo de HF é expressa por

£HF
σ = 0.

Usando a fórmula de Cartan (iv) na Proposição 3 acima, temos

£HF
σ = dιHF

σ + ιHF
dσ.

Todavia, pela própria definição de HF

dιHF
σ = dσ(HF , ·) = −ddF (·) = 0

e, uma vez que σ é fechada, conclúımos que

£HF
σ = 0.

Observamos, finalmente, que F é constante ao longo das linhas de fluxo de
HF , uma vez que

dF (HF ) = σ(HF , HF ) = 0.

Voltando a construção acima, definimos a subvariedade Λ como a união
das curvas integrais do campo HF passando pela subvariedade (n − 1)-
dimensional S. A condição de que S é não-caracteŕıstica asssegura que HF

é transversal a S, de modo que, para valores suficientemente pequenos do
parâmetro do fluxo de HF , o conjunto Λ é, de fato, uma subvariedade n-
dimensional. Podemos descrevê-la, para pontos próximos de S, como gráfico
de uma função Ξ. Ademais, visto que F é constante ao longo das linhas de
fluxo de HF , temos F = 0 em Λ.

Demonstramos, então, o seguinte teorema sobre existência de soluções
para um problema de valor inicial para a equação eiconal.
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Teorema 4. A subvariedade Λ constrúıda acima é localmente gráfico de uma
diferencial exata, solução de

F (x, du) = 0.

com condição inicial
u|S = v.

Demonstração. O fato de que Λ define uma subvariedade provém da condição
(2.50). De fato, parametrizando S por

(x1, . . . , xn−1) 7→ (x1, . . . , xn−1, 0,
∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xn−1
, 0),

constatamos que o espaço tangente a S é gerado por

Ei =
∂

∂xi
+

n−1∑
k=1

∂2v

∂xi∂xk
∂

∂pk
, i = 1, . . . , n− 1,

ao passo que o vetor tangente as linhas de fluxo é, obviamente,

HF =
n−1∑
k=1

∂F

∂pk

∂

∂xk
+
∂F

∂pn

∂

∂xn
−

n∑
k=1

∂F

∂xk
∂

∂pk
.

Assim, em vista da condição (2.50), conclúımos que os campos vetoriais
E1, . . . , En−1, HF determinam, em cada ponto de S, vetores linearmente in-
dependentes. Além disso, o subespaço n-dimensional gerado por estes vetores
projeta-se bijetivamente sobre Rn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R}. Logo, Λ é
uma subvariedade n-dimensional, ao menos em uma vizinhança de S. Nestes
pontos, ademais, Λ é gráfico de uma função definida em um aberto de Rn.

Verifacamos, por fim, que Λ é uma subvariedade lagrangiana. Para tanto,
denotando o fluxo de HF por Ψ, calculamos, utilizando o fato de que o fluxo
preserva σ,

σ(Ψt∗Ei,Ψt∗Ej) = Ψ∗
tσ(Ei, Ej) = σ(Ei, Ej)

=
n∑
r=1

dpr ∧ dxr(
∂

∂xi
+

∂2v

∂xi∂xk
∂

∂pk
,
∂

∂xj
+

∂2v

∂xj∂xl
∂

∂pl
)

=
∂2v

∂xi∂xr
δrj −

∂2v

∂xj∂xr
δri

= 0.
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Além disso, usando o fato de que as linhas de fluxo preservam HF

σ(HF ,Ψt∗Ei) = Ψ∗
tσ(HF , Ei) = σ(HF , Ei)

=
n∑
r=1

dpr ∧ dxr(
∂F

∂pk

∂

∂xk
− ∂F

∂xk
∂

∂pk
,
∂

∂xi
+

∂2v

∂xi∂xl
∂

∂pl
)

=
∂F

∂xi
|Σ −

∂2v

∂xi∂xr
∂F

∂xr
|Σ

= 0,

onde utilizamos a condição inicial F |S = 0.
Finalmente, temos

σ(HF , HF ) = 0.

Conclúımos, desta forma, que σ|Λ = 0, ou seja, que Λ é lagrangiana. �

Em Geometria Riemanniana, a equação eiconal na forma

|∇u| = 1 (2.52)

diz respeito a existência de funções distância. Neste caso, a s linhas de fluxo
são geodésicas que atravessam perpendicularmente as subvariedades de ńıvel
de u.
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Caṕıtulo 3

Teorema de Pfaff

O problema abordado neste caṕıtulo é o de, dada uma 1-forma diferencial
ω, encontrar funções reais diferenciáveis ϕ, ψ, U e V tais que

ω = ϕ dU + ψ dV. (3.1)

Diferenciando exteriormente (3.1), obtemos

dω = dϕ ∧ dU + dψ ∧ dV

e, deste modo, resulta que

dω ∧ dω =
(
dϕ ∧ dU + dψ ∧ dV

)
∧
(
dϕ ∧ dU + dψ ∧ dV

)
= 2 dϕ ∧ dU ∧ dψ ∧ dV.

Tomando o produto exterior com ω, deduzimos

ω ∧ dω ∧ ω = 0. (3.2)

Esta equação implica que a forma diferencial dω ∧ dω está contida no ideal
algébrico gerado por ω. De fato, demonstra-se a seguinte

Proposição 6. As seguintes condições sobre uma 2-forma diferencial são
equivalentes:

i. ω ∧ dω ∧ dω = 0.

ii. Existe uma 3-forma diferencial α tal que dω ∧ dω = α ∧ ω.
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iii. Existem uma 2-forma diferencial β e uma 1-forma diferencial γ tais
que dω = β + γ ∧ ω e β ∧ β = 0.

Estamos, então, aptos a enunciar e demonstrar o seguinte resultado clássico.

Teorema 5 (Pfaff). Seja ω uma 1-forma diferencial definida em um aberto
U ⊂ Rn satisfazendo as condições

ω ∧ dω 6= 0, (3.3)

ω ∧ dω ∧ dω = 0. (3.4)

Então, existem um aberto V ⊂ U e funções reais diferenciáveis ϕ, ψ, U e V
definidas em V tais que

ω = ϕ dU + ψ dV. (3.5)

Demonstração. A hipótese (3.3) assegura, pela Proposição 6, a existência de
formas ω′ e σ tais que

dω = ω ∧ ω′ + σ, (3.6)

com
σ ∧ σ = 0.

Afirmamos que existem 1-formas γ, γ′ tais que

σ = γ ∧ γ′. (3.7)

De fato, seja ξ um vetor para o qual

ιξσ = σ(ξ, ·) 6= 0.

Assim, calculamos

0 = ιξ
(
σ ∧ σ

)
= ιξσ ∧ σ − σ ∧ ιξσ = 2ιξσ ∧ σ,

ou seja,
ιξσ ∧ σ = 0.

Fixamos uma base α1, . . . , αn de 1-formas de modo que α1 = ιξσ. Escreve-
mos, com respeito a esta base,

σ =
∑

1≤i<j≤n

sijα
i ∧ αj.
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Uma vez que α1 ∧ σ = 0, temos

n∑
2≤i<j≤2

sijα
i ∧ αj ∧ α1 = 0,

do que deduzimos que sij = 0 quando i, j ≤ 2. Logo,

σ =
n∑
j=2

s1jα
1 ∧ αj = α1 ∧ γ′ = ιξσ ∧ γ′.

Estas decomposições permitem escrever

dω = ω ∧ ω′ + γ ∧ γ′.

Consideramos, agora, o ideal algébrico J

J = [α : α ∧ ω ∧ dω = 0]alg

Demonstra-se que J é um ideal diferencial. De fato, calculamos

0 = d
(
α ∧ ω ∧ dω

)
= dα ∧ ω ∧ dω − α ∧ dω ∧ dω.

Por outro lado, temos

dω ∧ dω = 2ω ∧ ω′ ∧ γ ∧ γ′ = 2ω ∧ ω′ ∧
(
ω ∧ ω′ + γ ∧ γ′

)
= 2ω ∧ ω′ ∧ dω.

Deste modo, segue que

dα ∧ ω ∧ dω = α ∧ dω ∧ dω = 2α ∧ ω ∧ dω ∧ ω′ = 0.

Portanto,
dα ∧ ω ∧ dω = 0,

o que significa que dα ∈ J . Conclúımos que J é um ideal diferencial.
As formas ω, γ e γ′ pertencem a J , uma vez que

ω ∧ ω ∧ dω = 0,

γ ∧ ω ∧
(
ω ∧ ω′ + γ ∧ γ′

)
= 0,

γ′ ∧ ω ∧
(
ω ∧ ω′ + γ ∧ γ′

)
= 0.
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Logo, o subespaço vetorial gerado E por ω, γ, γ′ está contido em J . Afir-
mamos que estas formas são linearmente independentes. De fato,

γ ∧ γ′ = σ 6= 0.

Portanto, γ e γ′ são linearmente independentes. Ademais

ω ∧ γ ∧ γ′ = ω ∧
(
dω − ω ∧ ω′

)
= ω ∧ dω 6= 0,

o que prova a afirmação. Fixamos, então, uma base β1, . . . , βn de 1-formas
de modo que

β1 = ω, β2 = γ, β3 = γ′.

Dada uma forma α ∈ J , escrevemos, relativamente a esta base,

α = siβ
i

e, sendo assim,

0 = α ∧ ω ∧ dω =
n∑
i=1

siβ
i ∧ ω ∧ γ ∧ γ′

=
n∑
i=4

βi ∧ ω ∧ γ ∧ γ′.

Logo, si = 0, para i ≤ 4, ou seja,

α = s1ω + s2γ + s3γ
′,

o que demonstra que as formas em J estão contidas em E. Portanto, E = J ,
ou seja, E é um ideal diferencial.

Pelo Teorema de Frobenius, existem coordenadas locais u1, . . . , un tais
que

[ω, γ, γ′]alg = [du1, du2, du3]alg.

Em particular, existem funções λ1, λ2 e λ3, tais que

ω = λ1du
1 + λ2du

2 + λ3du
3.

Supomos λ1 6= 0, sem perda de generalidade. Neste caso, o ideal gerado por
ω e dy1 é dado por

[ω, dy1]alg = [α : α ∧ ω ∧ dy1 = 0]alg =: J ′.

64



Verifica-se, como antes, que J ′ é um ideal diferencial. Portanto, aplicando-se
novamente o Teorema de Frobenius, garante-se a existência de coordenadas
locais v1, . . . , vn satisfazendo

[ω, dy1]alg = [dv1, dv2]alg.

Sendo assim, temos
dy1 = µ1dv

1 + µ2dv
2

e
λ2dy

2 + λ3dy
3 = ω − λ1dy

1 = ν1dv
1 + ν2dv

2,

para certas funções µ1, µ2, ν1 e ν2. Logo, deduzimos que existem funções f, g
tais que

ω = fdv1 + gdv2.

Isto encerra a demonstração. �

3.1 Teorema de Chiappori-Ekeland

Lidamos, nesta seção, com o problema de encontrar, para uma dada 1-forma
diferencial ω em um aberto U de Rn, funções côncavas u, v e funções positivas
a, b tais que

ω = a du+ b dv. (3.8)

Deduzimos, como na seção anterior, algumas condições necessárias à solução
deste problema. Iniciamos observando que

ω ∧ dω = (a du+ b dv) ∧ (da ∧ du+ db ∧ dv)

= (a db− b da) du ∧ dv 6= 0.

Entretanto

ω ∧ dω ∧ dω = (a du+ b dv) ∧ (da ∧ du+ db ∧ dv) ∧ (da ∧ du+ db ∧ dv)

= (a du+ b dv) ∧ (db ∧ da− da ∧ db) ∧ du ∧ dv = 0.

Portanto, as condições

ω ∧ dω 6= 0, (3.9)

ω ∧ dω ∧ dω = 0 (3.10)
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são necessárias para a solução da equação (3.8).
Um dos resultados clássicos na teoria de Sistemas Diferenciais Exteriores,

o Teorema de Pfaff, assegura, como vimos, que tais condições são, de fato,
suficientes para a existência de uma decomposição de ω nos moldes de (3.8).
Todavia, o teorema, em sua versão usual, nada garante sobre a positividade
de a e b ou a concavidade de u e v.

Com a finalidade de assegurar estas condições sobre a, b, u e v, essenciais
a aplicações em Microeconomia, P.-A. Chiappori e I. Ekeland demonstraram
em [6] o seguinte resultado, nomeado pelos autores Teorema de Darboux
Convexo.

Teorema 6. (Chiappori-Ekeland) Considere uma 1-forma anaĺıtica

ω =
n∑
i=1

ωi dx
i, (3.11)

definida em um aberto U de Rn, satisfazendo

ω ∧ dω 6= 0, (3.12)

ω ∧ dω ∧ dω = 0. (3.13)

Seja Ω a matriz dada por

Ωi,j =
∂ωi
∂xi

, (3.14)

sobre a qual supomos que
Ω = Q+R, (3.15)

onde Q é uma matriz simétrica e negativa-definida e R é uma matriz de posto
dois.

Então, existem um aberto V ⊂ U, e funções anaĺıticas côncavas u, v e
funções anaĺıticas positivas a e b tais que, em pontos de V, temos

ω = a du+ b dv. (3.16)

A prova deste teorema segue de uma elaborada aplicação da teoria de Cartan-
Kaehler. Precisamos enunciar e demonstrar uma série de lemas para apresen-
tar sua demonstração. Em particular, um lema fundamental para as etapas
seguintes é o seguinte.
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Lema 2. Suponha as condições (3.9) e (3.10) satisfeitas. Então, existem
1-formas anaĺıticas ω′, σ e σ′ tais que

dω = ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′. (3.17)

Demonstração. A primeira parte da prova do Teorema de Pfaff consiste deste
lema. Basta verificarmos que todos os procedimentos garantem a analitici-
dade das formas na decomposição.

�

3.1.1 O Sistema Diferencial Exterior Associado

Seja ω uma 1-forma definida em um aberto U de Rn satisfazendo

ω ∧ dω 6= 0, (3.18)

ω ∧ dω ∧ dω = 0. (3.19)

Supomos que, dadas 1-formas α e β, é posśıvel decompor ω como

ω = λα+ µβ. (3.20)

Diferenciando esta equação, obtemos

dω = dλ ∧ α+ dµ ∧ β + λdα+ µdβ.

Se α e β são exatas, isto é, caso existam funções U e V tais que

α = dU, β = dV,

temos
dω = dλ ∧ α+ dµ ∧ β. (3.21)

As equações (3.20) e (3.21) implicam que ω e dω são algebricamente geradas
por α e β, ou seja,

ω ∧ α ∧ β = 0, (3.22)

dω ∧ α ∧ β = 0, (3.23)

onde a segunda equação deriva, como vimos, do fato de que α e β são formas
exatas. Em particular, temos

dα = 0, dβ = 0. (3.24)
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Formulamos, então, o problema de decomposição de ω como a obtenção de
soluções para o sistema diferencial exterior

dα = 0, (3.25)

dβ = 0, (3.26)

dx1 ∧ . . . ∧ dxn 6= 0, (3.27)

onde a última linha expressa a condição de inpendendência das variáveis
x1, . . . , xn, que denotamos doravante simplesmente por dx 6= 0. Impomos as
seguintes restrições ao espaço em que procuramos soluções: considera-se um
par (α, β) de 1-formas admisśıvel quando

ω ∧ α ∧ β = 0, (3.28)

dω ∧ α ∧ β = 0. (3.29)

Escrevemos em coordenadas locais

α =
n∑
i=1

αidx
i, (3.30)

β =
n∑
j=1

βjdx
j. (3.31)

Localmente, o espaço dos pares de formas (α, β) corresponde ao espaço eu-
clidiano 3n-dimensional

E = {(αi, βj, xk) : 1 ≤ i, j, k ≤ n}. (3.32)

Em termos de coordenadas locais, a restrição (3.28) acima é escrita como

0 =
n∑

i,j,k=1

ωkαiβjdx
k ∧ dxi ∧ dxj

=
∑

1≤r<p<q≤n

( ∑
1≤i,j,k≤n

δijkpqrωkαiβj

)
dxr ∧ dxp ∧ dxq = 0

ou, componente a componente,∑
1≤i,j,k≤n

δijkpqrωkαiβj = 0, 1 ≤ r < p < q ≤ n, (3.33)
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o que corresponde a um conjunto de C3
n equações independentes. A segunda

restrição (3.29) pode ser escrita como

0 =
∑

1≤i,j,k,l≤n

∂ωk

∂xl
αiβjdx

l ∧ dxk ∧ dxi ∧ dxj

=
∑

1≤s<r<p<q≤n

( ∑
1≤i,j,k,l≤n

δijklpqrsΩk,lαiβj

)
dxs ∧ dxr ∧ dxp ∧ dxq,

o que, expresso em componentes∑
1≤i,j,k,l≤n

δijklpqrsΩk,lαiβj = 0, 1 ≤ s < r < p < q ≤ n, (3.34)

produz outras C4
n equações independentes. Visto que as restrições (3.28) e

(3.29) são linearmente independentes, segue que, de fato, temos um conjunto
de C3

n + C4
n = C4

n+1 equações.
Dentro do conjuntoM de pares de formas admisśıveis (α(x), β(x)), x ∈ U,

consideramos o aberto

A = {(α, β, x) ∈M : α 6= ω, β 6= ω}. (3.35)

Denotamos, por fim,
M = M ∩A. (3.36)

Temos, então, o seguinte teorema de estrutura.

Lema 3. O conjunto M é uma subvariedade (n + 5)-dimensional em E
definida pelas equações

ω ∧ α ∧ β = 0, (3.37)

ω ∧ σ ∧ σ′ ∧ α = 0, (3.38)

ω ∧ σ ∧ σ′ ∧ β = 0. (3.39)

Em particular, as restrições (3.28)-(3.29) e as restrições (3.37)-(3.39) de-
finem igualmente a variedade M.

Demonstração. A equação (3.28) implica que existem funções f e g tais que

β = fα + gω. (3.40)
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Supomos, inicialmente, válidas as equações (3.38) e (3.39). Neste caso, temos,
em vista do Lema 2,

dω ∧ α ∧ β = (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α ∧ β
= (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α ∧ (fα + gω)

= g(ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α ∧ ω
= gσ ∧ σ′ ∧ α ∧ ω
= 0.

Podemos obter a mesma conclusão, utilizando (3.39) ao invés de (3.38).
Inversamente, suponhamos válida a equação (3.29). Sendo assim, efetu-

amos, a partir do fato de que ω é algebricamente gerada por α e β, ou seja,
que existem funções s e t tais que

ω = sα + tβ,

o seguinte cálculo

σ ∧ σ′ ∧ α ∧ ω = (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α ∧ ω
= ω ∧ dω ∧ α
= (sα + tβ) ∧ dω ∧ α
= tβ ∧ dω ∧ α
= 0.

De modo similar, calculamos

σ ∧ σ′ ∧ β ∧ ω = (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ β ∧ ω
= ω ∧ dω ∧ β
= (sα + tβ) ∧ dω ∧ β
= sα ∧ dω ∧ β
= 0.

Estes cálculos demonstram a equivalência entre as restrições (3.28)-(3.29) e
o conjunto de restrições (3.37)-(3.39).

Por fim, observamos que a equação (3.63) implica que

0 = dω ∧ α ∧ β = dω ∧ α ∧ (fα + gω)

= gdω ∧ α ∧ ω.
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Similarmente, escrevendo, para certas funções h, k,

α = hβ + kω, (3.41)

obtemos

0 = dω ∧ α ∧ β = dω ∧ (hβ + kω) ∧ β
= k dω ∧ ω ∧ β.

Portanto, a não ser no caso em que α e β são linearmente dependentes (ou
seja, quando g = k = 0), conclúımos que

dω ∧ ω ∧ α = 0, (3.42)

dω ∧ ω ∧ β = 0. (3.43)

Observamos que o sistema (3.37), (3.42) e (3.43) equivale ao sistema (3.37)-
(3.39). De fato, novamente a partir do Lema 2, depreende-se que

σ ∧ σ′ ∧ α ∧ ω = dω ∧ α ∧ ω,
σ ∧ σ′ ∧ β ∧ ω = dω ∧ β ∧ ω.

Investigando, desta vez, a dimensão de M, observamos que a equação (3.38)
implica que α é gerado algebricamente por σ, σ′ e ω. Além disso, dado α, a
forma β é gerada por α e ω, graças à equação (3.63). Contando dimensões,
conclúımos que M é, como afirmado, (n+ 5)-dimensional. �

O sistema diferencial exterior em M

dα = 0, (3.44)

dβ = 0, (3.45)

dx 6= 0 (3.46)

é fechado, visto que d2 = 0. Devemos, em seguida, determinar a existência
de elementos integrais. Para tanto, é mister escrever o sistema (3.44)-(3.46)
em uma forma equivalente.

Lema 4. Existem 1-formas anaĺıticas linearmente independentes λ, µ, ν, θ, γ
tais que o sistema (3.44)-(3.46) é equivalente a

λ ∧ ω + µ ∧ σ + ν ∧ α = 0, (3.47)

θ ∧ ω + γ ∧ α = 0, (3.48)

dx 6= 0. (3.49)
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Demonstração. Segundo a demonstração do Lema 3, vimos que o conjunto
de restrições (3.28)-(3.29) é equivalente a

ω ∧ α ∧ β = 0, (3.50)

dω ∧ ω ∧ α = 0, (3.51)

dω ∧ ω ∧ β = 0. (3.52)

Diferenciamos a equação (3.51), obtendo

0 = −dω ∧ dω ∧ α+ dω ∧ ω ∧ dα

= −(ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α+ (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ ω ∧ dα

= ω′ ∧ ω ∧ σ ∧ σ′ ∧ α+ σ ∧ σ′ ∧ ω ∧ α ∧ ω′ + σ ∧ σ′ ∧ ω ∧ dα

= σ ∧ σ′ ∧ ω ∧ dα.

Portanto,
dα = λ ∧ ω + µ ∧ σ + µ′ ∧ σ′. (3.53)

Entretanto, (3.38) assegura que σ′ é gerado algebricamente por ω, σ e α.
Assim, conclúımos que

dα = λ ∧ ω + µ ∧ σ + ν ∧ α. (3.54)

Agora, diferenciamos a equação (3.50), o que resulta em

0 = dω ∧ α ∧ β − ω ∧ dα ∧ β + ω ∧ α ∧ dβ

= (ω ∧ ω′ + σ ∧ σ′) ∧ α ∧ β − ω ∧ dα ∧ β + ω ∧ α ∧ dβ

= σ ∧ σ′ ∧ α ∧ β − ω ∧ dα ∧ β + ω ∧ α ∧ dβ.

Todavia, as formas α e β são algebricamente geradas por ω, σ e σ′ em função
das equações (3.38) e (3.39). Portanto, conclúımos que

−ω ∧ dα ∧ β + ω ∧ α ∧ dβ = 0.

Ademais, a equação (3.50) implica que β é gerada algebricamente por α e ω
e que, portanto, vale a equação (3.63). Deste modo,

−ω ∧ dα ∧ fα + ω ∧ α ∧ dβ = 0,

ou seja,

ω ∧ α ∧ (dβ − fdα) = 0.
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Portanto,
dβ − fdα = θ ∧ ω + γ ∧ α,

donde deduzimos que

dβ = fdα+ θ ∧ ω + γ ∧ α. (3.55)

Isto encerra a demonstração do lema. �

A forma equivalente do sistema diferencial exterior (3.44)-(3.46) exposta no
Lema 4 permite demonstrar a existência de elementos integrais e o cômputo
da dimensão do espaço de elementos integrais na grassmaniana Gn de n-
planos em M.

Com este propósito, escrevemos a diferencial exterior das funções ai e bj
em (3.30) e (3.31) como

dαi =
n∑
j=1

Ai,j dxj, (3.56)

dβi =
n∑
j=1

Bi,j dxj. (3.57)

Empregando esta notação, vemos que as equações (3.44) e (3.45) no sistema
diferencial exterior são expressas respectivamente por∑

i,j

Ai,j dxi ∧ dxj = 0, (3.58)∑
i,j

Bi,j dxi ∧ dxj = 0. (3.59)

Deste modo, um par de vetores v, w tangentes a um dado ponto (α, β, x) ∈ M

faz parte de um elemento integral do sistema neste ponto se

dα(v, w) = 0, dβ(v, w) = 0. (3.60)

Completamos o conjunto linearmente independente {ω, σ, α} a uma base
{ω = ω1, σ = ω2, α = ω3, ω4, . . . , ωn} do espaço cotangente Rn∗, de modo
que, decompondo λ, µ, ν, θ e γ nesta base, obtemos a partir de (3.47)

(λ2 − µ1)σ ∧ ω + (λ3 − ν1)α ∧ ω + (µ3 − ν2)α ∧ σ +
n∑
i=4

λiω
i ∧ ω

+
n∑
i=4

µiω
i ∧ σ +

n∑
i=4

νiω
i ∧ α = 0,
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o que resulta em 3 + 3(n − 3) = 3n − 6 equações. De modo similar, a
equação (3.48), quando expandida nesta base, equivale a um conjunto de
2n − 3 equações. Uma vez que as equações (3.47) e (3.49) são linearmente
independetes, equivalem a um sistema de 5n − 9 equações cujas soluções
descrevem um elemento integral na grassmaniana de n-planos em M. Esta
grassmaniana tem dimensão 5n, visto que M tem dimensão n+ 5. Portanto,
a variedade de elementos integrais na grassmaniana tem dimensão 5n−(5n−
9) = 9.

Um argumento similar àqueles apresentados em [7] e [10] permite mostrar
que os elementos integrais são regulares, no sentido da Definição 7.1.11 em
[3].

Deste modo, aplicando-se o teste de Cartan (Theorem 7.4.1 em [3]) e,
em seguida, o Teorema de Cartan-Kaehler (Theorem 7.3.1 e Theorem 7.3.2
em [3]), garantimos a existência de uma variedade integral deste sistema,
passando por um ponto (x̄, ᾱ, β̄) ∈ M arbitrário.

Em virtude da condição (3.49), uma variedade integral é descrita local-
mente como gráfico de uma aplicação da forma

x 7→ (α(x), β(x)).

Temos, então,
dα = 0, dβ = 0.

O Lema de Poincaré assegura a existência local de funções u, v tais que

α = du, β = dv.

Uma vez que M é definida pela condição

ω ∧ α ∧ β = 0,

conclúımos que existem funções a, b tais que

ω = adu+ bdv. (3.61)

Para finalizarmos a demonstração, consideramos, agora, funções f, g, h e k e
definimos

α = fω + gdu, (3.62)

β = hω + kdu. (3.63)
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Estas formas satisfazem as condições que definem formas em M, a saber
(3.37)-(3.39). Assim, as matrizes

A = (Aij)
n
i,j=1 = (

∂αi
∂xj

)ni,j=1, B = (Bi
j)
n
i,j=1 = (

∂βi
∂xj

)ni,j=1 (3.64)

definem um plano n-dimensional em M no ponto (x, α(x), β(x)). Este plano
é um elemento integral do sistema diferencial exterior se e somente se as
matrizes A e B são simétricas.

Diferenciando (3.62)-(3.63), obtemos

Aij = f
∂ωi
∂xj

+ g
∂2u

∂xi∂xj
+
∂f

∂xj
ωi +

∂g

∂xj
∂u

∂xi
, (3.65)

Bi
j = h

∂ωi
∂xj

+ k
∂2v

∂xi∂xj
+
∂h

∂xj
ωi +

∂k

∂xj
∂u

∂xi
. (3.66)

Pela hipótese no enunciado do teorema, temos

∂ωi
∂xj

= Qij +Rij,

onde Q é uma matriz simétrica, negativa-definida e R é uma matriz de posto
dois. Portanto,

Aij = fQij + g
∂2u

∂xi∂xj
+ fRij +

∂f

∂xj
ωi +

∂g

∂xj
∂u

∂xi
, (3.67)

Bi
j = hQij + k

∂2v

∂xi∂xj
+ hRij +

∂h

∂xj
ωi +

∂k

∂xj
∂u

∂xi
. (3.68)

Calculamos

dω =
1

2

∑
i,j

(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

)dxj ∧ dxi =
∑
i,j

Rijdx
j ∧ dxi (3.69)

e, por outro lado,

dω = da ∧ du+ db ∧ dv = da ∧ du+
db

b
∧ (ω − adu) (3.70)

=
db

b
∧ ω + (da− db

b
) ∧ du

=
(1

b

∂b

∂xj
ωi + (

∂a

∂xj
− a

b

∂b

∂xj
)
∂u

∂xi

)
dxj ∧ dxi. (3.71)
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Comparando-se estas duas expressões, temos

Rij =
1

b

∂b

∂xj
ωi + (

∂a

∂xj
− a

b

∂b

∂xj
)
∂u

∂xi
. (3.72)

Portanto, cumpre escolhermos f, g, h e k de modo que

0 = fRij +
∂f

∂xj
ωi +

∂g

∂xj
∂u

∂xi

= f
(1

b

∂b

∂xj
+
∂f

∂xj

)
ωi + f

(
(
∂a

∂xj
− a

b

∂b

∂xj
) +

∂g

∂xj

) ∂u
∂xi

(3.73)

e

0 = hRij +
∂f

∂xj
ωi +

∂k

∂xj
∂u

∂xi

= h
(1

b

∂b

∂xj
+
∂h

∂xj

)
ωi + h

(
(
∂a

∂xj
− a

b

∂b

∂xj
) +

∂k

∂xj

) ∂u
∂xi

. (3.74)

Para tanto, basta fixarmos

∂f

∂xi
=

∂h

∂xi
= −1

b

∂b

∂xi
(3.75)

e
∂g

∂xi
=

∂k

∂xi
= − ∂a

∂xi
− a

b

∂b

∂xi
. (3.76)

Com estas escolhas e fixando-se f(x) = h(x) = 1 e g(x) = −k(x) = ε,
obtemos, no ponto x,

A = Q+ εU, (3.77)

B = Q− εU. (3.78)

Uma vez que Q é negativa-definida, o mesmo é válido para A e B caso
escolhamos ε suficientemente pequeno. Ademais, substituindo estas escolhas
de valores para f, g, h e k no ponto x nas expressões (3.62) e (3.63), chegamos
a

α(x) = ω(x) + εdu(x), (3.79)

β(x) = ω(x)− εdu(x), (3.80)

o que implica a independência linear de α(x) e β(x) e

ω(x) =
1

2

(
α(x) + β(x)

)
,

o que permite concluir a prova do teorema. �
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3.2 Uma Aplicação: Demanda Agregada

Fixamos p ∈ Rn
+. Consideramos funções U1, U2 definidas em Rn

+ e uma
função real µ : Rn

+ → R+. Formulamos, então, o seguinte problema de
otimização

max
x∈Rn

+

(
U1(x) + µ(p)U2(x)

)
(3.81)

sujeito a
p · x ≤ 1, p ∈ Rn

+. (3.82)

Seja V ⊂ Rn um subconjunto aberto. Uma aplicação X̂ : V ⊂ Rn → Rn
+ é

dita admisśıvel quando existe uma função λ : V → R tal que

• p · X̂(p) = 1,

• ∂
∂xi

(
U1 + µ(p)U2

)
|X̂ = λ(p)pi, i = 1, . . . , n,

• X̂ i(p) > 0, j = 1, . . . , n, e λ(p) 6= 0.

Estas são condições necessárias para que X̂(p) seja solução do problema
de maximização descrito acima. São, ademais, condições suficientes caso
U1, U2 sejam côncavas e o multiplicador µ seja positivo.

Proposição 7 (Condição de Chiappori-Ekeland). Se existem U1, U2, µ, V
e X̂ admisśıvel, então a matriz de Slutsky associada a X̂ é soma de uma ma-
triz simétrica e uma matriz com posto um.

Demonstração. Vide Seção 2.2.

Lema 5. Seja X̂ : V ⊂ Rn → Rn
+. Se existem funções (U1, U2, µ) com X̂

admisśıvel, então existem funções diferenciáveis ϕ, ψ, f e g tais que

n∑
i=1

X̂ idpi = ϕdf + ψ dg. (3.83)

Reciprocamente, se existem abertos V e W ⊂ Rn
+ e um difeomorfismo local

X̂ : V → W tais que (3.83) é válido para dadas funções ϕ, ψ, f e g e caso

n∑
i=1

X̂ i(p)pi = 1, p ∈ V, (3.84)

então existem funções U1, U2 tais que X̂ é (U1, U2, µ, V )-admisśıvel.
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Demonstração. Supomos que X̂ é admisśıvel. Então, definindo-se

Ûi(p) = Ui(X̂(p)), i = 1, 2 (3.85)

e

Û(p) = Û1(p)+µ(p)Û2(p) = max
x∈Rn

(
U1(x)+µ(p)U2(x)+λ(p)(1−x·p)

)
. (3.86)

Pelo Teorema do Envelope, temos

∂Û

∂pi
=
∂µ

∂pi
Û2 − λX̂ i, (3.87)

o que implica que

n∑
i=1

X̂ ipi = −1

λ

n∑
i=1

∂Û

∂pi
pi +

Û2

λ

n∑
i=1

∂µ

∂pi
pi, (3.88)

ou, ainda,
n∑
i=1

X̂ idpi =
Û2

λ
dµ− 1

λ
dÛ, (3.89)

o que assegura a necessidade da condição no enunciado, se definimos

f = µ, ϕ =
Û2

λ
, g = Û , ψ = −1

λ
. (3.90)

Reciprocamente, dadas funções f, g, ϕ e ψ tais que

n∑
i=1

X̂ idpi = ϕdf + ψdg,

com
n∑
i=1

X̂ ipi = 1,

definimos

λ = − 1

ψ
, Û = g, Û2 = −ϕ

ψ
, µ = f (3.91)

e
Û1 = Û − µÛ2. (3.92)
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Por fim, utilizando o difermorfismo local X̂, definimos

Ui(x) = Ûi(X̂
−1(x)), i = 1, 2. (3.93)

Devemos, então, demonstrar que X̂ é (U1, U2, µ, V )-admisśıvel. Por definição,
temos

Û(p) = U1(X̂(p)) + µ(p)U2(X̂(p)) + λ(p)(1− X̂(p) · p)
= Û1(p) + µ(p)Û2(p) + λ(p)(1− X̂(p) · p),

equação que, diferenciada, resulta em

dÛ = dÛ1 + µdÛ2 + Û2dµ− λX̂ idpi − λpi
∂X̂ i

∂pj
dpj + (1− X̂(p) · p)dλ. (3.94)

Por outro lado, temos

dÛ = dg =
1

ψ

( n∑
i=1

X̂ idpi − ϕdf
)

= −λ
n∑
i=1

X̂ idpi + Û2dµ. (3.95)

Comparando-se estas expressões, obtém-se

dÛ1 + µdÛ2 − λpi
∂X̂ i

∂pj
dpj = 0 (3.96)

ou seja,
∂Û1

∂pj
+ µ

∂Û2

∂pj
− λpi

∂X̂ i

∂pj
= 0, (3.97)

donde conclúımos que

∂U1

∂xi
∂X̂ i

∂pj
+ µ

∂U2

∂xi
∂X̂ i

∂pj
− λpi

∂X̂ i

∂pj
= 0, (3.98)

o que resulta, finalmente, em

∂U1

∂xi
+ µ

∂U2

∂xi
− λpi = 0, (3.99)

uma das condições de admissibilidade de X̂. As demais condições são facil-
mente verificadas. �
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Combinando a Proposição 7 e o Lema 5 acima, deduzimos que a Condição
de Chiappori-Ekeland é necesária para a existência de uma aplicação difer-
enciável (U1, U2, µ, V )-admisśıvel X̂.

Reciprocamente, o Teorema de Pfaff implica a existência de uma decom-
posição nos moldes de 3.83 e, portanto, o Lema 5 garante a existência de tal
aplicação. Assim, a Condição de Chiappori-Ekeland é também suficiente.

De fato, esta condição, escrita na forma

σij = sij + aibj,

implica que(∂X i

∂pj
−
∑
k

πk
∂X i

∂pk
Xj
)
dpi ∧ dpj = σijdpi ∧ dpj = aidpi ∧ bjdpj. (3.100)

Portanto, denotando-se

ω =
n∑
i=1

X idpi,

deduzimos que
dω = γ ∧ ω + a ∧ b, (3.101)

onde

γ = −πk
∂X i

∂pk
dpi, a = aidpi, b = bjdpj.

Todavia, a equação 3.101 implica que

ω ∧ dω ∧ dω = 0. (3.102)

Com isto, aplicamos o Teorema de Pfaff ou o Teorema de Chiappori-Eekeland,
seguidos de Lema 7, para concluirmos a suficiência da condição de Chiappori-
Ekeland.
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