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RESUMO

Com os avanços recentes nas técnicas de fabricação de materiais bidimensionais (2D), a variedade

desses materiais que se tornaram disponíveis para estudos experimentais aumentou muito nos

últimos anos. A possibilidade de manipular o número de camadas nesses materiais também

traz novas perspectivas para explorar as propriedades físicas de suas versões em multicamadas.

Isso é interessante porque as propriedades físicas de alguns materiais 2D, como massas efetivas

de quasi-partículas, energia de ligação de excitons e o gap de energia, podem ser ajustadas

pelo número de camadas. Pode-se explorar o sistema de multicamadas de duas maneiras: o

empilhamento de camadas do mesmo material ou combinando camadas de diferentes materiais.

Neste trabalho, trataremos do primeiro caso, onde o material é o fósforo negro (BP).

Motivado por recentes observações experimentais de absorção de luz em poucas camadas de

BP, desenvolvemos um modelo teórico para explicar a origem de uma série de picos de alta

intensidade, intercalados por um par de picos de baixa intensidade, observados em experimentos

de espectro de absorção de luz. O modelo consiste em descrever estados excitônico em poucas

camadas de BP através da aproximação de massa efetiva, que lida com as coordenadas no plano

do elétron e do buraco, enquanto que o acoplamento intercamada se dá através de um modelo

tight-binding unidimensional. Esse modelo fornece transições de excitons entre diferentes

combinações de subbandas, criadas pelo acoplamento de camadas de BP, que leva a essa série

de picos com altas e baixas intensidades, as quais estão relacionadas à força do oscilador dos

estados excitônicos. Esses estados de alta e baixa intensidade são muitas vezes referidos na

literatura como estados bright (claro) e dark (escuro) de excitons, respectivamente. A energia e

a força do oscilador dos estados de excitons de subbandas podem ser controlados através de um

campo elétrico perpendicular e do número de camadas.

Os resultados obtidos pelo modelo estão consistentes com o que é observado no experimento,

além de elucidar aspectos que o experimento não considerou acerca dos estados de excitons de

subbandas. Entre eles estão: a hibridização entre estados de excitons e a dependência do shift

diamagnético com o campo elétrico para diferentes estados.

Palavras-chave: Excitons; Bandas de energia; Fósforo negro; Semicondutores bidimensionais.



ABSTRACT

With the recent advances in two-dimensional (2D) materials fabrication techniques, the variety

of these materials that became available for experimental studies has increased substantially over

the past few years. The possibility of manipulating the number of layers in these materials also

brings new perspectives to explore the physical properties of multilayer 2D materials. This is

interesting because the physical properties of some 2D materials, such as the band alignment

between layers, quasi-particle effective masses, and optical band gaps, can be tuned by the

number of layers. One can explore such a multilayer semiconductor system in two ways: with a

stack of layers of the same material, or combining layers of different materials. In this work, we

consider the first case, where the material is black phosphorus (BP).

Motivated by recent experimental observations of light absorption in few-layer BP, we develop

a theoretical model to explain the origin of a series of high-intensity peaks interspersed by

pairs of low-intensity peaks, in the experimental absortion spectra of BP. The model consists in

describing excitonic states in a few-layer of BP through the effective mass approximation, which

deals with the electron and hole in-plane coordinates, along with a unidimensional tight-binding

approximation that accounts for inter-layer couplings. This yields excitonics transitions between

different combinations of the sub-bands created by the coupled BP layers, which leads to a series

of high and low-intensity peaks that are related to the oscillator strength of the excitonic states

involved. These high and low-intensity states are referred in the literature as bright and dark

excitons states, respectively. The energy and oscillator strength of the sub-bands exciton states

can be controlled through a perpendicular electric field and the number of layers.

The results obtained by this model are consistent with what is observed in the experiment and,

in addition, they help elucidating aspects that the experiment did not consider about subband

excitonic states. Among them, are the hybridization between excitonic states and the dependency

of diamagnetic shift with an electric field for different states.

Keywords: Excitons; Energy bands; Black phosphorus; Bidimensional semiconductors.
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1 INTRODUÇÃO

A Física da matéria condensada tem como objetivo o estudo da matéria nas suas

mais diferentes formas. A estrutura da matéria é formada por átomos que se orientam espaci-

almente dando origem a materiais cristalinos ou amorfos. A disposição espacial dos átomos

em materiais cristalinos é ordenada e simétrica, enquanto que em materiais amorfos os átomos

estão dispostos de forma aleatória. Os materiais cristalinos podem ser classificados como sendo

metal, semicondutor e isolante. Nos metais, os elétrons são livres para se moverem sobre o

cristal, enquanto que nos isolantes os elétrons estão fortemente ligados aos seus átomos e, por

consequência, não são permitidos transitarem através do cristal. Essa propriedade faz dos metais

bons condutores de corrente elétrica e térmica, enquanto que os isolantes são mau condutores

dessas correntes. Os semicondutores podem ser considerados como um caso intermediário entre

metais e isolantes, de forma que os elétrons de valência não são fortemente ligados aos seus

átomos de origem, podendo assim ser arrancados sem muita dificuldade, movendo-se livremente

no cristal. Isso faz com que semicondutores sejam mais sensíveis a dopagem, o que significa que

se pode alterar a estrutura cristalina e as propriedades físico-químicas desses semicondutores

através de impurezas (átomos/moléculas adicionados, que não fazem parte da estrutura original).

As pesquisas com os primeiros semicondutores remetem a meados do século XIX

[1, 2, 3], mas os primeiros estudos com semicondutores dopados só tiveram início nos anos 1940

[4, 5, 6, 7]. Os semicondutores dopados tiveram um impacto profundo em como os dispositivos

eletrônicos atuais seriam fabricados. Isso se deve ao fato de que ao modificarem suas estruturas

cristalinas com determinadas impurezas (por exemplo, a adição de um novo átomo no cristal),

esses semicondutores ficariam ou com excesso de carga positiva (receptores) ou carga negativa

(doadores). Isso teve grande influência nas propriedades óticas e de transporte eletrônico, dando

início a um novo campo de estudos, o da eletrônica de semicondutores. O entendimento do

comportamento do elétron em um semicondutor dopado com impurezas, resultou em uma das

maiores descobertas do século XX, o desenvolvimento dos primeiros transistores [8, 9, 10, 11].

Os transistores funcionam como amplificadores e interruptores de sinais electrônicos,

dessa forma, eles foram de grande importância no desenvolvimento dos dispositivos eletrônicos

nas últimas décadas. Os primeiros transistores eram compostos de Gêrmanio (Ge) [8]. Note,

porém, que as aplicações de semicondutores em dispositivos eletrônicos vão além dos famosos

transistores, entre elas estão: células fotovoltáicas (dispositivo que converte energia proveniente

da luz solar em energia elétrica), LASERs (dispositivo que emite luz através da amplificação da
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luz), LEDs (dispotivo que emite luz quando um corrente elétrica passa através dele), componentes

eletrônicos de computadores, etc.

Devido a sua versatilidade em aplicações tecnológicas, estudos em semicondutores

são de grande importância. Os estudos em semicondutores podem ser divididos em duas

principais eras: a primeira era é a dos semicondutores que iremos definir como convencionais,

que se extendeu dos anos de 1940 até começo de 2000, apesar de que é possível encontrar estudos

nos dias atuais; a segunda era é dos semicondutores 2Ds, que remete a poucos anos depois do

surgimento do grafeno até os dias atuais. Entre os semicondutores convencionais estão: Silício,

Germânio, GaAs (Arseneto de gálio) [12], InAs (Arseneto de Índio) [13], InSb (Antimoneto

de Índio) [14], ZnSe (Seleneto de zinco), GaSe (Seleneto de Gálio) [15], entre outros. Entre

os semicondutores 2Ds estão: Fósforo negro (BP), MoS2 (disseleneto de molibdênio), WS2

(disseleneto de tungstênio), MoSe2 (dissulfeto de molibdênio) e WSe2 (dissulfeto de tungstênio),

entre outros [16, 17].

1.1 Materiais bidimensionais

Antes mesmo da sintetização do grafeno (monocamada da grafite) já havia estudos

teorizando sua estrutura e algumas de suas propriedades. Basicamente, esses estudos foram

usados principalmente para a modelagem, de forma aproximada, das propriedades eletrônicas da

grafite [18]. Houve até uma teoria atribuida a Landau e Peierls, de que materiais bidimensionais

não seriam termodinamicamente estáveis, de forma que não seria possível obtê-los em tempera-

tura finita [19, 20]. Mas em 2004, o grafeno foi sintetizado pela primeira vez por pesquisadores

da universidade de Manchester, Andre Geim e Konstantin Novoselov [21].

O grafeno é um alótropo do carbono e é um material 2D que tem a espessura de um

átomo, veja a Fig. 1. Esses átomos de carbono estão fortemente ligados no plano através de

hibridização do tipo sp2. Os átomos de carbono formam uma rede hexagonal do tipo favo de mel,

onde os átomos de carbono estão localizados nos vértices de cada hexágono da rede. Foi obtido

através do processo de clivagem micromecânica [22, 23], que consiste em exfoliar uma amostra

de grafite através de uma fita adesiva, não em qualquer amostra de grafite, mas uma amostra com

as camadas bem orientadas, diferente da grafite encontrada no lápis comum. Isso só pode ser

feito porque as camadas de grafeno que formam a grafite estão ligadas fracamente através da

interação de Van der Waals. Por essa razão, os materiais com essa característica são comumente

referidos como estruturas de Van der Waals [24].
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Figura 1 – À esquerda, uma monocamada de grafeno e à direita, moncamadas de grafeno
empilhadas para formar a grafite [25].

Apesar de suas incríveis propriedades físicas [25], o grafeno, como qualquer outro

material já estudado ou que o venha a ser, têm suas limitações. Por exemplo, por ser um ótimo

condutor elétrico, existe uma grande dificuldade em "desligá-lo"(cortar o fluxo da corrente

elétrica), o que dificulta sua aplicação em eletrônica. Isso vem do fato de não ser possível

controlar o fluxo dos elétrons através de potenciais eletrostáticos devido ao tunelamento de Klein

[26, 27]. Adicionalmente, devido a ausência de um gap 1 de energia igual a zero, o grafeno não

é um bom material no estudo de excitons, como veremos mais adiante.

Já os dicalcogenetos de metais de transição (TMDs, do inglês Transition Metal

Dichalcogenides) formam uma família de materiais semicondutores 2D, pelo menos boa parte

deles, que apresentam a fórmula: MX2, onde M é um metal e X é um calcogênio, como ilustrado

na Fig. 2. Entre os TMDs mais estudados estão: MoS2, MoSe2, WS2 e WSe2. Esses materiais,

assim como a grafite, são materiais compostos pelo empilhamento de "infinitas"monocamadas

e, da mesma forma que o grafeno, podem ser exfoliados através da clivagem micromecânica.

Na forma de bulk 2, esses materiais apresentam gap indireto enquanto que suas versões em

monocamada apresentam gap direto [28].

Assim como o grafeno, os TMDs apresentam dois pontos não equivalentes na zona

de Brillouin, K e K
′
, que são conectados por simetria de reversão temporal. Mas, diferente do

grafeno, os TMDs apresentam uma quebra espontânea de simetria de inversão, o que gera uma

regra de seleção ótica entre os vales K e K
′
. Isso significa que uma luz com uma determinada

polarização (circular ou linear) pode excitar elétrons em um vale específico [29, 30]. Outra

característica dos TMDs é que devido ao acoplamento spin-órbita, há uma separação das bandas
1 distância entre o fundo da banda de condução ao topo da banda de valência
2 termo que se refere ao volume do material, mais precisamente materiais cujo as propriedade não são influenciadas

pela área de sua superfície
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de diferentes spins, que são então spin-polarizadas [31].

(a)

(b)

M

x

x
Figura 2 – Estrutura hexagonal de uma monocamada de TMD, onde os átomos amarelos e pretos
representam átomos da família dos calcogênios e dos metais, respectivamente. (a) vista de cima
e (b) vista lateral.

1.2 Fósforo negro

O fósforo negro (BP, do inglês Black Phosphorus) um alótropo do fósforo, é a forma

mais estável desse elemento sob pressão e temperatura ambiente, e foi obtido pela primeira vez

em 1914 [32]. O BP possui uma estrutura cristalina do tipo ortorrômbica, com 8 átomos na

célula unitária para o bulk [33], e no caso de uma momocamada (estrutura favo de mel), 4 átomos

na célula unitária. O BP é um semicondutor de gap direto [34] de cerca de 0.3 eV , que tende a se

tornar metálico em altas pressões e um supercondutor [32, 34, 35, 36, 37]. Similar à grafite e aos

TMDs, o BP é um material formado pelo empilhamento de muitas camadas que são mantidas por

força de Van der Waals, veja Fig. 3(a), e da mesma forma, uma única camada ou poucas camadas

de BP podem ser obtidas através de clivagem micromêcanica, ou por algum outro método de

fabricação que forneça poucas camadas [38, 39]. As propriedades optoeletrônicas e estruturais

do bulk de BP já são conhecidadas há bastante tempo, mas a obtenção de uma monocamada só

foi alcançada pela primeira vez em 2014 [40]. Em uma monocamada de BP, cada átomo está

ligado aos três átomos mais próximos por ligações covalentes, os quais estão dispostos de forma

rugosa, que vem do fato da hibridização entre os átomos ser do tipo sp3.
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(b)(a) (b)

Figura 3 – Estrututa atômica do fósforo negro (BP). (a) Poucas camadas de BP empilhadas [41] e
(b) monocamada de BP com suas direções armchair e zigzag nas direções x e y, respectivamente.
As direções armchair e zigzag são formadas quando átomos se organizam em uma rede do tipo
favo de mel, que é o caso dos átomos de fósforo que formam a monocamada de BP.

Devido à sua forma "enrugada"(puckered, no inglês), veja a Fig. 3(b), o BP é um

material anisotrópico, o que significa que suas propriedades dependem fortemente da direção

tomada no cristal de BP. Essa anisotropia apresentada pelo BP se reflete em muitas de suas

propriedades, como por exemplo, na massa efetiva de portadores de carga [42], na absorção

de luz [43], na condutividade (ótica, elétrica e térmica) [44, 45], na tensão mecânica [46, 47],

etc. A Fig. 4 ressalta o caráter anisotrópico do BP, onde Fig. 4(a) é uma medida de corrente

elétrica (direta) , a Fig. 4(b) é uma mediada de extinção ótica, a Fig. 4(c) é uma medida de

fotoluminescência e Fig. 4(d) é uma mediada do módulo de Young. As Figs. 4(a)-(c) têm os

seus máximos na direção x e os mínimos na direção y, equanto que a Fig. 4(d) é o contrário.

Outra característica que faz do BP interessante é que seu gap depende fortemente do número de

camadas e se mantém direto em torno do ponto Γ na primeira zona de Brillouin para qualquer

número de camadas [48], veja a Fig. 5. Essa mudança no gap de energia varia em um extenso

espectro de energia se comparado com outros materiais lamelares ou semicondutores tradicionais,

veja Fig. 6. Isso faz do BP um material extremamente atrativo do ponto de vista ótico, pois se

comporta como um semicondutor mesmo para diferente número de camadas.
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Figura 4 – Propriedades físicas do BP no plano. Dependência angular (a) condutância elétrica
(corrente contínua), (b) taxa de extinção ótica (adaptado da Ref. [44]), (c) fotoluminescência
fornecida por uma luz de λ = 532 nm polarizada na direção zigzag, armchair e 45◦ (adaptado
da Ref. [49]) e (d) módulo de Young. Os círculos concêntricos representam valores específicos,
e variam de forma crescente com o raio [50].

Figura 5 – Estruturas de bandas do fósforo negro para a monocamada, bicamada, tricamada
e o bulk, da esquerda para a direita respectivamente. As linhas vermelhas para os estados de
condução mais baixo e o de valência mais alto servem de guia para acompanhar a mudança no
gap à medida que o número de camadas aumenta. O gap de energia se situa em torno do ponto
Γ e é mantido direto para todos os casos. O gap de energia depende fortemente do número de
camadas [40].
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Há um problema intrínsico que surge quando amostras de BP têm sua superfície

exposta ao oxigênio. Quando isso ocorre, a amostra de BP se oxida e o efeito da oxidação

degrada sua superfície, e esse efeito se torna mais forte com o tempo de exposição. Isso afeta

diretamete as propriedades óticas, eletrônicas e mecânicas do BP [40, 50]. Uma maneira de

contornar esse problema seria evitar que a superfície da amostra de BP tenha contato com o

ar, e isso é feito encapsulando a amostra de BP com algum material que não se oxida. Um

dos materiais mais utilizados é o nitreto de boro hexagonal (hBN) [51, 52, 53], e é utilizado no

presente trabalho junto com Al2O3 (Safira) [54].

Figura 6 – Comparação do gap de energia de uma grande variedade de materiais semicondutores
2D e convensionais dentro do espectro eletromagnético [50].
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1.3 Excitons

Os semicondutores apresentam gap de energia (Eg) no espectro do infravermelho

e do visível, como pode ser visto na Fig. 6. Um fóton com energia h̄ω maior que Eg pode

promover (excitar) um elétron da banda de valência para a banda de condução, deixando um

estado desocupado na banda de valência. Esse processo é considerado uma transição interbanda,

e muitas das propriedades óticas estão relacionadas a esse tipo de transição. Se os elétrons

que sobraram da banda de valência fossem submetidos a um campo elétrico, eles iriam ganhar

momentum em uma determinada direção (representada pela Fig. 7(a)), de forma que o estado

desocupado se movimentaria efetivamente na direção oposta no espaço recíproco. Isso significa

que o movimento coletivo dos elétrons remanescentes na banda de valência se comporta como

se esse estado desocupado, um "buraco"(é assim que chamaremos esse estado desocupado daqui

por diante), estivesse se propagando na direção oposta, como uma carga positiva, representado

pela Fig. 7(b).

k

E

F < 0

k

F < 0

vh

(a)

(b)

Figura 7 – Representação de estados eletrônicos na banda de valência sob a influência de um
campo elétrico F . (a) Os estados eletrônicos ocupados (em preto) se movem fazendo com que
em (b) o estado desocupado se mova efetivamente na direção oposta em uma banda com apenas
um estado ocupado [55].
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O elétron que foi promovido para a banda de condução, devido à interação da luz com

a máteria, interage com o buraco através de uma força de Coulomb. Esse par elétron-buraco tem

grande influência nas propriedades óticas de um semicondutor e é chamado de exciton. Excitons

não transportam carga, pois são eletricamente neutros. A energia que o elétron absorve, e que

leva a formação do exciton, normalmente se dá através de uma absorção ótica 3, e permanece no

semicondutor por um tempo finito, que está relacionado com o próprio tempo de vida do exciton.

Excitons também podem ser indiretos, o que significa que o elétron promovido para a banda de

condução apresenta momento diferente do que tinha na banda de valência, o que num primeiro

momento parece violar o princípio da conservação do momento. Nesse processo há o surgimento

de uma quasipartícula devido à quantização da vibração dos átomos da rede, que é chamada de

fônon [56]. Incluindo o fônon nesse processo, o momento é conservado. O breve comentário a

respeito da transição indireta é dado visando apenas um aspecto de completeza, pois o resultados

apresentados no Cap. 3 se devem todos a transições diretas.

Figura 8 – Representação qualitativa dos picos de absorção que se formam logo abaixo do gap
de energia. Em um experimento de absorção o topo da banda de valência é o zero, enquanto que
o fundo da banda de condução é Eg. Picos de absorção representam estados de excitons.

Excitons podem ser detectados através de um experimento de fotoluminescência

[57, 58], ou algum outro método de interação da luz com a matéria [59]. Nesses experimentos,

surgem o que se chamam de picos de absorção ou emissão, veja Fig. 8, e eles aparecem sempre

em torno de certos valores de energia. Tanto o formato e a altura dos picos quanto suas posições,

que são as energias absorvidas, dependem fortemente do material no qual o exciton foi criado.
3 o elétron conserva seu momento quando promovido para a banda de condução, e é dito ser um exciton direto
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A posição desses picos de absorção surge logo abaixo do fundo da banda de condução, como

ilustrado na Fig 9. As posições desses picos são nada mais do que os próprios níveis de energias

dos excitons, e a suas intensidades, que é altura do pico, representam o que é comumente chamado

de força do oscilador. Essa é uma grandeza adimensional que expressa a probabilidade de ocorrer

transições entre níveis de energia através da absorção ou emissão de radiação eletromagnética. A

energia de transição do exciton é dada por Eg - En
b, onde En

b é a energia de ligação do n-ésimo

estado exitônico. Todas essas definições estão representadas no diagrama da Fig. 9. A energia de

ligação é a energia necessária para desfazer a ligação elétron-buraco.

Niveis de Excitons Energia de ligação

}Gap de energia

Eg

banda de condução

banda de valência

bE

Eg- E

0

b

Figura 9 – Representação dos níveis de energia de excitons livres criados em um processo direto.
Transições óticas são mostradas através de setas do topo da banda de valência ao estado em
questão [56].

Na literatura existem dois limites para excitons: o exciton de Wannier-Mott e o

exciton de Frenkel. O exciton de Wannier-Mott ocorre quando elétrons e buracos estão separados

por distâncias de muitas vezes o espaçamento entre átomos vizinhos (parâmetro de rede), de

forma que elétron e buraco são fracamente ligados, similar a uma ligação entre elétron e próton

num átomo de Hidrogênio. Como a distância média entre o elétron e o buraco é de muitas células

unitárias, a interação coulombiana entre eles é alterada, pois as cargas são blindadas pelo meio

no qual estão imersas, e essa influência na interação é dada pela constante dielétrica ε . Dessa

forma é dito que esse exciton possui um raio grande, no qual o elétron e o buraco orbitam-se

multuamente. O exciton de Frenkel ocorre quando o elétron e o buraco estão fortemente ligados e

se limitam em distância, tendo um raio de interação entre eles bem pequeno, indo desde distâncias

da ordem de uma célula unitária (em um material cristalino), localizados na mesma molécula,

até no mesmo átomo. Esse tipo de exciton pode ser encontrado em haletos alcalino e cristais

moleculares (H2O, CO2, O2) [56]. A ligação é forte o suficente para que o par elétron-buraco se

mova de forma compacta, se propagando juntos entre os átomo do cristal, o que não é esperado

para o primeiro caso. No presente trabalho, lidaremos apenas com excitons de Wannier-Mott, e a
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definição do exciton de Frenkel foi apresentada por questão de completeza.

Excitons ocorrem apenas em semicondutores e isolantes, devido ao gap de energia

desses materiais. Dessa forma, vale uma análise rápida acerca de excitons nas duas principais

classes de semicondutores, são elas: os semicondutores convencionais e os bidimensionais (2D)

, veja a Fig. 6. Semicondutores convencionais, como Si, Ge e GaAs, têm altas constantes

dielétricas. Existe uma relação entre a constantes dielétricas e a interação elétron-buraco. Essa

relação nos diz que quanto maior a constante dielétrica menor a interação. Como consequência,

a energia de ligação entre elétron e buraco é praticamente negligenciável em comparação com as

própria flutuações térmicas (a menos que a temperatura seja muito baixa) experimentadas por

semicondutores convencionais na forma de bulk. Isso quer dizer que excitons em semicondutores

convencionais são improváveis de ocorrerem em certas temperaturas, por exemplo, em tempera-

tura ambiente. Por outro lado, a dimensionalidade reduzida de materiais 2D cercado por um meio

com constante dielétrica menor, produz uma forte interação de Coulomb entre elétrons e buracos,

devido à blindagem dielétrica reduzida [60, 61]. Mas à medida que o número de camadas empi-

lhadas aumentam (chegando no limite do bulk), há uma diminuição na interação coulombiana

entre elétron e buraco, pois o ambiente se torna uniforme, fazendo com que a constante dielétrica

do material prevaleça sobre a do meio em torno do material. Isso é representado pela Fig.10,

onde a densidade de linhas representa a intensidade da interação coulombiana. Em materiais 2D,

energias de ligação da ordem de centenas de meV são possíveis, permitindo assim a medição

de estados de excitons à temperatura ambiente [62, 63], por meio de fotoluminescência (PL)

e espectroscopia de absorção. Para um determinado material com constante dielétrica fixa, é

possível alterar a energia de ligação do exciton através da mudança da constante dielétrica do

ambiente. Isso se dá através do encapsulamento com diferentes materiais, como pode ser visto

na Tabela 1. Essa tabela mostra os resultados para a energia de ligação do exciton em um sistema

de N camadas de BP para diferentes meios dielétricos, dentre eles: vácuo, hBN e safira. Os

resultados da Tabela 1 são referentes aos sistemas estudados no presente trabalho e é apresentado

nesta seção como um guia no entendimento de como a energia de ligação de excitons depende

do meio no qual está inserido [61].
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Tabela 1 – Energia de ligação de poucas camadas de BP para os casos em que o substrato é hBN
e o superestrato é dado por: vácuo, hBN e safira.

Energia de ligação para o estado fundamental (meV)
superestrato 5-BP 6-BP 7-BP 8-BP 9-BP
Vácuo 109.86 99.09 94.25 85.06 81.29
hBN 77.39 71.78 67.11 64.40 59.46
Safira 52.13 48.92 49.69 44.82 45.35

Figura 10 – Representação do efeito de blindagem na interação elétron-buraco em uma monoca-
mada e no bulk do BP [64].

1.4 Massa efetiva

Para entender como elétrons e buracos se comportam em qualquer estrutura cristalina,

é necessário investigar como essas partículas são afetadas por tais estruturas. Para isso, é

importante achar uma relação entre algo que caracterize uma estrutura cristalina com alguma

grandeza física que caracterize elétrons e buracos. Para esse fim vale uma breve discussão acerca

da estrutura de bandas de cristais.

Nós sabemos que átomos isolados possuem níveis de energia, e quando outro átomo é

trazido para a sua próximidade, passa a existir interação entre eles, resultando na alteração desses

níveis de energia. Então, à medida que mais e mais átomos são trazidos para as proximidades

uns dos outros, e havendo a formação de uma estrutura cristalina (periódica), os níveis de energia

são modificados de tal maneira que surgem faixas continuas de energia, espaçadas por regiões

de energia proibidas. A essas faixas de energia dá-se o nome de bandas de energia, que dá a

relação entre os momentos e as energias permitidas e não permitidas aos elétrons. Essas bandas

de energia são classificadas em bandas de valência e condução. Para mais detalhes acerca das
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bandas de energia, veja Ref. [56, 65, 66]. Elétrons podem ser representados como pacotes de

onda com velocidade de grupo dado por vg = ∂ω/∂k, e sabendo que E = h̄ω , podemos escrever:

vg =
1
h̄

∂E
∂k

. (1.1)

Se levassemos em conta que a energia E descreve a estrutura de bandas de algum

cristal, então consiguiríamos atribuir uma grandeza física que dá informação sobre a partícula,

a velocidade vg, com a estrutura de bandas (mais precisamente sua variação com respeito ao

momento k) do cristal. Adicionado a isso, se considerarmos que um elétron esteja sujeito a uma

força, por exemplo, devido a um campo elétrico, a contribuição na energia pode ser escrita como

dE = Fdx, onde dF é a variação da energia no intervalo dx. Considerando a Eq. (1.1), podemos

escrever

Fdx = h̄vgdk ∴ F = h̄
dk
dt

, (1.2)

onde essa expressão pode ser derivada de maneira formal, veja o apêndice E da Ref. [56].

Considerando que p = h̄k, a equação acima satisfaz a segunda lei de Newton. Para esse caso, a

aceleração é dada por a = dvg/dt, e usando a Eq. (1.1), temos

a =
1
h̄

∂ 2E
∂k∂ t

=
1
h̄

∂ 2E
∂k2

dk
dt

. (1.3)

Sabendo que dk/dt = F/h̄ da Eq. (1.2), e usando a expressão que acabamos de

encontrar para a aceleração, obtemos a força como sendo

F =
h̄2(

∂ 2E
∂k2

)a, (1.4)

que comparada com a segunda lei de Newton na forma F = ma, nos diz que um elétron em um

cristal sob a influência de uma força externa se comporta como uma partícula livre de massa

m =
h̄2(

∂ 2E
∂k2

) , (1.5)

onde m é chamada de massa efetiva. Mais uma vez obtemos uma grandeza física de uma partícula,

a massa, em termos da estrutura de bandas de um cristal, mais precisamente da curvatura da

banda de energia. Vemos que a estrutura do cristal influencia na massa do portador de carga, e é

comum encontrar na literatura a massa efetiva como sendo m = bm0, onde b é um número real
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que nos dá quantas vezes a massa do elétron m0 está contida em m. Esse resultado foi obtido

supondo que a energia E depende apenas do módulo de k, mas a energia pode depender também

da direção de k. E em geral, a massa não é um escalar, mas uma quantidade tensorial que é

representada por:

mi j =
h̄2(

∂ 2E
∂ki∂k j

) , (1.6)

onde os índices i e j estão relacionados às direções espaciais x, y e z. A Eq. (1.6) pode ser

derivada de uma maneira mais formal; para mais detalhes veja Ref. [66]. Toda essa discussão

também é valida para buracos e, dessa forma, pode-se tratar excitons do ponto de vista da massa

efetiva. As curvaturas das bandas de condução e valência estão relacionadas diretamente com as

massas efetivas do elétron e do buraco, respectivamente.

1.5 Experimentos recentes de absorção em poucas camadas de BP

Nesta seção, discutiremos brevemente os resultados do experimento que motivou o

presente trabalho [67]. O experimento se propõe a mostrar a influência do número de camadas

de BP no espectro ótico, mais precisamente nas transições óticas entre subbandas de energia que

surgem devido à interação entre as camadas empilhadas de BP. Em adição a essas transições,

observa-se transições que não são esperadas para aparecer no espectro ótico. Por ser um material

anisotrópico, o BP apresenta um espectro de absorção dependente das direções zigzag (ZZ) e

armchair (AC) [? ? ], como veremos mais adiante. Tenha em mente que esta seção tem como

objetivo apresentar de forma limitada os aspectos gerais dos resultados experimentais, servindo

apenas de guia no entendimento e na motivação dos resultados apresentados no Cap. 3 desse

trabalho.

As amostras de BP são depositadas em um substrato de polidimetilsiloxano (PDMS),

com sua parte superior exposta ao ar, sendo que as medidas são feita de tal meneira que a amostra

não fica exposta ao ar por muito tempo. Nessa configuração, é medido o coeficiente de extinção

ótico 4 (1−T/T0), onde T e T0 são respectivamente a transmitância 5 com e sem a amostra de

BP no substrato, como pode ser visto na Fig. 11. Vale ressaltar que para materiais da espessura

de um átomo em um substrato transparente, como é o caso do experimento aqui exposto, quando
4 é a medida do amortecimento da onda eletromagnética à medida que ela passa por um meio
5 fração da intensidade da luz que atravessa um determinado material
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Figura 11 – Representação da transmitância T (essa quantidade passa pela amostra de BP e
pelo substrato) e T0 (essa quantidade passa apenas pelo substrato) que compõe o coeficiente de
extinção, quantidade proporcional à parte real da condutância ótica, responsável pelo espectro de
absorção. Há um campo elétrico oscilante E no plano da amostra devido à luz incidente [70].

a parte real da condutividade ótica não é tão grande, o coeficiente de extinção é proporcional

à condutividade ótica σ(h̄ω) [68, 69]. Não entraremos no mérito da técnica empregada para

obter os resultados que serão visto mais adiante, caso tenha interesse a respeito, veja a Ref.

[63, 67, 70, 71, 72].

E 11E22 E 21E12

c1

c2

v2

v1

(a) (b) (c)

Figura 12 – (a) Representação das subbandas de valência e condução que surgem devido a
interação entre camadas de BP, onde à esquerda estão representadas as transições de mesmo
índices (E11 e E22) e à direita as transições híbridas (E12 e E21). (b) Parte real da condutividade
ótica σ em unidades da condutividade ótica universal σ0 = πe2/2h para uma amostra de 6
camadas de BP, para luz com polarizações lineares que variam de 15◦ a 90◦ (em passos de
15◦). E11 e E22 representam a primeira e a segunda transição de subbandas, enquanto que o
asterisco (*) representa uma transição híbrida. (c) Gráfico polar dos valores da parte real da
condutividade ótica. Os valores aumentam na direção do aumento do raio para os picos E11 e
E22 com polarizações de 0◦ a 360◦[67].

Devido ao empilhamento entre as camadas de BP, há um confinamento na direção

z, e como consequência, as bandas de condução e valência se dividem em multiplas subbandas

dependendo do número de camadas. Portanto, há uma quantização das subbandas, que é

semelhante aos tradicionais poços quânticos. Dessa forma, os picos que surgem no espectro de
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absorção são adotados como provenientes de transições interbandas v1(2)→ c1(2), onde v1(2) e

c1(2) representam a banda de valência e a de condução de índice 1(2), respectivamente, como

pode ser visto na Fig. 12 (a). A Fig. 12 (b) representa o espectro para uma amostra de 6 camadas

de BP (6-BP) devido a uma luz polarizada em diferentes direções, variando de 15◦ a 90◦. A

dependência dos picos E11 e E22 com a polarização da luz é mostrado no gráfico polar na Fig.

12 (c), onde as curvas de nível representam valores da condutividade ótica σ .

a b c

d e f

g h

Figura 13 – Dependência do espectro de extinção (1−T/T0) com o número de camadas (a-g)
de BP, para o número de camadas N = 5−9,13 e 15. Os picos rotulados por E11,E22,E33 e E44
denotam a primeira, segunda, terceira e a quarta transição de subbandas de mesmo índices, com
os asteriscos (*) representando transições híbridas. (h) O Espectro de extinção para o bulk de BP.
As curvas preta e vermelha representam o espectro para as polarizações nas direções armchair
(AC) e zigzag (ZZ), respectivamente [67].

A Fig. 13 mostra a dependência do espectro de absorção com o número de camadas

de BP, onde o espectro na direção ZZ é inexpressivo, como pode ser visto pelas curvas vermelhas.
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Se acompanharmos E11 à medida que o número de camadas aumenta, vemos que há um desvio

monotônico para o vermelho, que varia de 0.63 eV (5 camadas) a 0.38 eV (15 camadas), e

eventualmente 0.34 eV no limite do bulk. Em adição ao pico E11, surgem uma série de picos de

altas energias, E22, E33 e E44, que compartilham da mesma dependência na polarização da luz e

no desvio para o vermelho com o aumento do número de camadas. Uma característica interessante

do espectro de absorção apresentado na Fig. 13, são os picos de baixa intensidade (representados

por asteríscos) que surgem entre os picos E11 e E22. Esses picos de baixa intensidade são

atribuidos à transições híbridas, que são transições entre as subbandas de valência e de condução

de diferentes índices, como por exemplo v1(2)→ c2(1) (E12(21)), como ilustrado na Fig. 12 (a).

Para um sistema de N camadas de BP, as bandas de condução e valência se dividem

em 2N subbandas devido à interação entre as camadas [73]. Essa interação entre as camadas

mais próximas funciona como uma espécie de potencial de confinamento para um elétron/buraco

que esteja em uma camada específica, podendo eventualmente saltar entre camadas próximas,

revelando uma estrutura de bandas do tipo poço quântico. Dessa forma, um modelo tight-binding

unidimensional, aplicado na direção de confinamento, é adequado para descrever as transições

óticas em N camadas de BP. Portanto, a energia de transição entre subbandas de valência e

condução com o mesmo índice n = 1, 2, 3, ..., N no modelo tight-binding é dada por:

EN
nn = Eg0−2(γc− γv)cos(

nπ

N +1
), (1.7)

onde Eg0 é o gap de energia de uma monocamada de BP, γc e γv representam o acoplamento

entre as camadas mais próximas para a banda de condução e valência, respectivamente. A Fig.

14 mostra os picos de energia E11,E22,E33 e E44 (símbolos) em função do número de camadas.

Esses 4 picos em função do número de camadas podem ser descritos através da Eq. (1.7) com

Eg0 = 2.12 eV e γc− γv = 0.88 eV. Com o aumento do número de camadas, o espaçamento entre

subbandas adjacentes dentro das bandas de condução e valência diminuem monotonicamente,

eventualmente caindo no limite do bulk, onde as subbandas são tão próximas umas das outras

que tornam as bandas quasi contínua. Esse limite pode ser observado através do espectro na Fig.

13 (h), onde os picos não são mais visíveis, em vez disso, fazem parte de um contínuo. A Eq.

(1.7) se limita a descrever apenas a dependência dos picos de transição das subbandas de mesmo

índice, deixando de lado outros aspectos dos resultados experimentais, como por exemplo: o

surgimento das transições híbridas e sua intensidade, a igualdade nas médias (como será visto

mais adiante) e a energia de ligação, já que essas transições óticas são provenientes de excitons
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[63, 75, 76, 77]. O modelo teórico desenvolvido no presente trabalho consegue capturar esses

aspectos, como veremos no Cap. 3.

Figura 14 – Picos de energia das transições de subbandas representados por E11,E22,E33 e E44
como função do número de camadas N. As linhas sólidas representam um modelo tight-binding
unidimensional [67].

Figura 15 – A média das transições híbridas (E21 +E12)/2 como função da média das transições
das subbandas de mesmo índices (E11 +E22)/2. A linha vermelha é a igualdade entre as médias,
e serve de guia aos olhos [67].

No diagrama de subbandas da Fig. 12 (a), é fácil ver que (E11 +E22)/2 = (E21 +
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E12)/2. Esse resultado nos diz que a posição média dos picos E21 e E12 está no meio dos picos

E11 e E22. Isso pode ser visto na Fig. 15, que calcula a média das posições dos picos de transições

híbridas (E21 +E12)/2 em função de (E11 +E22)/2. A linha sólida representa a igualdade da

médias (E11 +E22)/2 = (E21 +E12)/2, onde cada símbolo representa o valor das médias para

um valor específico do número de camadas. A medida que os valores das médias diminuem, o

número de camadas aumenta.

Figura 16 – O espectro de extinção para uma amostra de 9 camadas de BP antes (preto) e depois
(vermelho) de uma dopagem química [67].

Figura 17 – Ampliação da Fig. 16 em torno dos picos representandos pelos asteriscos (*) [67].

A origem dessas transições híbridas merecem algumas considerações. Como jus-
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tificamos o uso de um modelo tight-binding unidimensional através do paralelo entre poços

quânticos e o confinamento em poucas camadas de BP devido ao empilhamento entre elas,

podemos usar as propriedades óticas dos poços quânticos para explicar o surgimento dessas

transições híbridas. Portanto, espera-se que transições híbridas sejam óticamente inativas em

poços quânticos simétricos [78], de forma que a força do oscilador seja zero. A probabilidade de

ocorrer transições óticas em poços quânticos é proporcional aos elementos da matriz de momento

de dipolo elétrico, que por sua vez é proporcional à integral de superposição entre elétron e

buraco, de forma que surge uma regra de seleção devido à ortogonalidade das suas funções

de onda. Para poços quânticos simétricos, a regra de seleção está associada a transições que

preservam o índice (vn→ cn). Para transições do tipo vn→ cn′ (n 6= n′) o momento de dipolo

deve ser igual à zero já que a integral de superposição é zero devido à paridade das funções de

onda, tornando transições híbridas proibidas. Quando há uma quebra de simetria, por exemplo,

através de um campo elétrico na direção do confinamento, as transições proibidas passam a ser

observáveis em poços quânticos [79]. Isso nós leva a concluir que os resultados mostrados na

Fig. 13 são provenientes da quebra de simetria na direção do empilhamento das camadas de BP

(regularmente referida como direção z) devido à dopagem não intencional do substrato e/ou o

ar. Para verificar de fato o papel da dopagem, foi realizado uma dopagem de forma intencional

em uma amostra composta de 9 camadas de BP. A Fig. 16 mostra o espectro de extinção antes

(curva preta) e depois (curva vermelha) da dopagem. Fica claro que a intensidade dos picos

responsáveis pelas transições híbridas aumentam após a dopagem, que pode ser visto mais

precisamente na Fig. 17, que é a ampliação da Fig. 16 em torno dos picos representados pelos

asteriscos (*). Esses resultados nos mostram que a quebra de simetria através da dopagem pode

acessar transições antes consideradas proibidas. A dopagem também leva E11 à sofrer um desvio

para o vermelho e uma drastica queda da força do oscilador, que é entendido como a redução da

superposição entre as funções de onda para estados na banda de valência e condução. O papel

da degradação nas amostras de BP quando expostas ao ar no efeito da influência da dopagem

nas transições híbridas também é levada em conta no experimento. Como esses resultados não

interferem no objetivo desta seção, veja a Ref. [67] para mais detalhes.

A partir desse momento seremos capazes de juntar os resultados experimentais

expostos aqui com os resultados que serão apresentados no Cap. 3 desta tese, e assim seremos

capazes de verificar a validade do nosso modelo teórico.
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2 MODELO TEÓRICO

Neste capítulo, nós descreveremos um modelo teórico para lidar com sistemas de

multicamadas de materiais 2D. Particularmente, esse modelo é aplicado para lidar com excitons

sob a influência de um campo elétrico no BP. Nós consideramos um modelo que consiste em

fazer uso da aproximação da massa efetiva (AME) para lidar com as coordenadas no plano junto

com um modelo tight-binding (TB) unidimensional, que leva em conta o acoplamento entre

as camadas (coordenadas fora do plano). Esse modelo captura com sucesso as características

básicas dos estados bright e dark 1 de excitons na presença de um campo elétrico perpendicular.

A dependência da superposição elétron-buraco nas transições excitônicas, como uma medida

indireta da força do oscilador, com o número de camadas e a intensidade do campo elétrico são

também capturadas pelo modelo.

Em geral, para um semicondutor tridimensional (3D), o Hamiltoniano de um par

elétron-buraco dentro da AME é escrito como:

H = ∑
i=e,h

[
− h̄2

2m‖i
∇

2
‖,i−

h̄2

2m⊥i
∇

2
⊥,i +Vi(zi)

]
+V (~re−~rh), (2.1)

onde a massa efetiva é assumida para ser diferente no plano (m‖i ) e fora do plano (m⊥i ), e o índice

i = e(h) representa o elétron (buraco). Vi(zi) é o potencial eletrostático que o elétron ou o buraco

experimenta devido a um campo elétrico e V (~re−~rh) o potencial de interação entre elétron e

buraco. Considerando apenas coordenadas no plano, a energia cinética fica

T‖ =−
h̄2

2me
x

∂ 2

∂x2
e
− h̄2

2me
y

∂ 2

∂y2
e
− h̄2

2mh
x

∂ 2

∂x2
h
− h̄2

2mh
y

∂ 2

∂y2
h
. (2.2)

As coordenadas no plano podem ser escritas em termos das coordenadas relativas ~ρ = ~ρe− ~ρh e

as coordenadas do centro de massa ~R = (m‖e~ρe +m‖h~ρh)/(m
‖
e +m‖h). As coordenadas do elétron e

do buraco podem ser postas em função das coordenadas relativas, tal que xe(h) = xe(h)(ρx,Rx)

e ye(h) = ye(h)(ρy,Ry). Logo, as derivadas primeiras da coordenada x do elétron e do buraco

podem ser escritas como:
∂

∂xe
= ∂ρx

∂xe

∂

∂ρx
+ ∂Rx

∂xe

∂

∂Rx
= ∂

∂ρx
+

me
x

(me
x+mh

x)
∂

∂Rx
,

∂
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∂

∂ρx
+ ∂Rx

∂xh

∂

∂Rx
=− ∂

∂ρx
+

mh
x

(me
x+mh

x)
∂

∂Rx
,

(2.3)

1 Os estados bright são estados que podem absorver/emitir fótons, e são ditos para serem óticamente ativos.
Diferentemente, os estados dark não absorvem/emitem fótons, e são ditos para serem óticamente inativos. Os
estados dark podem se tornar óticamente ativos, se tornando bright, com a quebra de simetria do sistema, como
por exemplo um campo elétrico perpendicular ao sistema.
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e suas respectivas derivadas segundas são dadas por:
∂ 2
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x
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(2.4)

onde as derivadas primeira e segunda são feitas em relação a xe(h) e são facilmente reescritas

para ye(h), por isso essas últimas serão omitidas aqui. As derivadas segunda que são cruzadas nas

coordenadas relativas com as coordenadas do centro de massa (∂ 2/∂ρx∂Rx) são eliminadas entre

si quado estão inseridas na Eq. (2.2). Portanto, a energia cinética em termos das coordenadas

relativas e das coordenadas do centro de massa pode ser escrita como:
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Manipulando a Eq. (2.5), podemos reescrevê-la da seguinte forma:
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que pode ser simplificado por

T‖ =−

(
h̄2

2µx

∂ 2
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onde Mx(y) = me
x(y)+mh

x(y) e 1/µx(y) = 1/me
x(y)+ 1/mh

x(y) é respectivamente a massa total e o

inverso da massa reduzida do sistema elétron-buraco. Os termos de energia cinética que estão

relacionados ao centro de massa podem ser ignorados, pois são considerados bons números

quânticos devido à invariância translacional do sistema, então os termos no segundo parêntese da

Eq. (2.7) podem ser eliminados. Portanto, a energia cinética no plano pode ser escrita de forma

simplificada como:

T‖ =−

(
h̄2

2µx

∂ 2

∂ρ2
x
+

h̄2

2µy

∂ 2

∂ρ2
y

)
. (2.8)

No caso de N camadas de BP, a direção fora do plano não tem simetria translacional,

portanto isso requer uma representação no espaço real em termos das coordenadas discretas

zi do elétron e do buraco. Com todos esses ingredientes, podemos escrever o Hamiltoniano
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para o exciton em um sistema de N camadas de BP sobre a influência de um campo elétrico

perpendicular F , da seguinte forma:

HexcΨi j(~ρ) =

[
− h̄2

2µx
i j

∂ 2

∂ρ2
x
− h̄2

2µ
y
i j

∂ 2

∂ρ2
y
+Vi j(ρ)

]
Ψi j(~ρ)

−te
[
Ψi+1 j(~ρ)+Ψi−1 j(~ρ)

]
−th
[
Ψi j+1(~ρ)+Ψi j−1(~ρ)

]
+ eFd(i− j)Ψi j(~ρ) (2.9)

onde i( j) = 1,2, ....,N representa a camada ocupada pelo elétron (buraco), µ
x(y)
i j é a massa

reduzida, e d é a distância entre camadas (assumido para ser o mesmo que a espessura da

camada). Na Eq. (2.9), fica claro a mistura da AME com o modelo TB, onde o primeiro termo

do lado direito é a equação de Schrödinger (AME) para o par elétron-buraco, com Vi j sendo

a interaçao entre eles. Os outros dois termos são as contribuições do acomplamento entre as

camadas (TB), onde te(h) (o valor é dado mais adiante) é o parâmetro de hopping que acopla

duas camadas vizinhas de BP. O último termo é a contribuição do campo elétrico que é diferente

de zero quando F 6= 0 ou quando o elétron e o buraco estão em diferentes camadas.

Nós assumimos uma baixa densidade de carga, tal que os efeitos de blindagem no

campo elétrico através das camadas possam ser negligenciáveis [80]. O potencial de interação

Vi j(ρ) entre um elétron na i-ésima camada e um buraco na j-ésima camada de um sistema de N

camadas de BP é obtido através do método Electrostatic Transfer Matrix (ETM) [81], que é uma

generalização do potencial de Rytova-Keldysh [82, 83], que lida com elétron e buraco na mesma

camada encapsulado por um meio dielétrico. No limite de muitas camadas, por exemplo, em um

material na forma de bulk, o método descreve o comportamento coulombiano do potencial de

interação elétron-buraco, como é esperado. Há uma abordagem simplificada desse método para

o presente trabalho, veja a Seção seguinte. De agora em diante, a menos que seja afirmado o

contrário, nós assumiremos que a multicamada de BP é encapsulada por nitreto de boro (hBN),

já que muitas amostras na literatura são feitas dessa maneira. Isto é principalmente devido ao

fato de que o BP quando exposto ao ar reage com o ambiente e muda suas propriedades com

o tempo [84, 85]. Na base (Ψ11 Ψ12 ... Ψ1N Ψ21 Ψ22 ... ΨNN), o Hamiltoniano do exciton é
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escrito como uma matriz de blocos

Hexc =



A1 B 0 0 ...

B A2 B 0 ...

0 B A3 B ...

0 0 . . . . . . . . .

0 0 ... B AN


(2.10)

onde os 0’s estão para matrizes blocos N×N com elementos iguais a zero, B é uma matriz

diagonal N×N, dada por:

B =



-te 0 0 0 ...

0 -te 0 0 ...

0 0 -te 0 ...

0 0 . . . . . . . . .

0 0 ... 0 -te


, (2.11)

e Ai’s são matrizes tridiagonais N×N, dadas por:

Ai =



Hi1 + eFd(i−1) −th 0 0 ...
−th Hi2 + eFd(i−2) −th 0 ...
0 −th Hi3 + eFd(i−3) −th ...

0 0
. . . . . . . . .

0 0 ... −th HiN + eFd(i−N)


, (2.12)

onde Hi j é dado por:

Hi j =−
h̄2

2µx
i j

∂ 2

∂x2 −
h̄2

2µ
y
i j

∂ 2

∂y2 +Vi j(ρ). (2.13)

Esse modelo não leva em conta a possibilidade de modificação da curvatura da banda

(e consequentemente a massa efetiva) ao longo das direções no plano com o aumento no número

de camadas. O efeito do empilhamento de camadas de BP em nosso modelo modifica os niveis

de energia do elétron e buraco, mas não sua massa efetiva. Entretanto, observa-se que as massas

efetivas no BP não mudam significativamente para N ≥ 5 [86]. Portanto, nesse trabalho nós

investigamos apenas sistemas com 5 camadas ou mais, de tal forma que nós descrevemos isto

com o mesmo te(h) e a massa efetiva no plano.

A discretização das coordenadas no plano em um grid com Nx×Ny pontos em

diferenças finitas permite a diagonalização total do Hamiltoniano da Eq. (2.10), que fornece de
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forma exata os autovalores do problema 3D aqui proposto. Isso é conveniente para um sistema

com poucas camadas e isotrópico, onde deve-se converter Nx×Ny em um pequeno valor Nr

de pontos no grid ao longo da coordenada radial. Entretanto, à medida que N aumenta e a

anisotropia da massa efetiva é levada em conta, a matriz Hamiltoniana N4 torna-se uma matriz

Nx×Ny×N4, que embora seja uma matriz esparsa, tem um custo computacional muito grande

para ser diagonalizada. A fim de contornar esse problema, como aproximação, consideramos a

equação de Wannier (coordenadas no plano) para o exciton separada das coordenadas fora do

plano. Seja Hi jΨi j = E2D
i j Ψi j, então todos os termos Hi j em Eq. (2.12) são trocados pela energia

do estado fundamental de E2D
i j obtidas numericamente da equação de Schrödinger no plano para

o Hamiltoniano Hi j. A maior parte do custo computacional vem dessa parte do procedimento,

onde a equação de Schrödinger 2D é sistematicamente resolvida para cada combinação de i e

j. Apenas estados de excitons do tipo 1s são levados em conta nos cálculos, já que esse é o

estado mais relevante em um experimento de fotoluminecência (PL) e de reflectância [67]. A

abordagem proposta aqui, que envolve resolver separadamente o sistema no plano e fora do

plano, foi adotada de forma semelhante na última década para resolver problemas de poços

quânticos em heteroestruturas semicondutoras [87, 88]. Como ilustrado na Fig. 18, à medida que

Ee

1-BP 2-BP 3-BP . . . .
+
-

te

Eh
+
-

te

th

th

Figura 18 – Diagrama mostrando a evolução das bordas da banda de energia do elétron e do
buraco à medida que o número de camadas de BP empilhadas aumenta. A separação entre as
subbandas é proporcional à energia de hopping te,h entre as camadas de BP acopladas.

o número de camadas aumenta, as bandas de condução e de valência se dividem em subbandas,

por exemplo, N subbandas para N camadas de BP. Esse resultado é análogo à divisão dos níveis

de energia observados em poços quânticos acoplados. Nesse caso, para dois poços acoplados,

pode-se escrever uma matriz 2× 2 com termos na diagonal principal E0 (energia do estado

fundamental do poço quântico) e termos fora da diagonal t, tal que os seus autovalores são E0± t.

Pode-se inferir que para três poços quânticos deve-se resolver uma matriz 3×3 com o mesmo
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valor na diagonal e fora da diagonal do caso anterior de tal forma que agora os autovalores são

E0, E0±
√

2t. Para N poços, a matriz se torna N×N e assume a forma da matriz de Toeplitz,

cujo os autovalores são dados por:

En = E0 +2t cos(
nπ

N +1
), (2.14)

onde n = 1,2, ....,N é o índice dos estados de energia. O parâmetro de hopping t através da Eq.

(2.14) é ajustado para corresponder os autovalores de uma problema de N camadas de BP, obtidos

pela diagonalização do Hamiltoniano TB multicamada de BP, proposto na Ref. [86]. A Eq.

(2.14) é usada para descrever a banda de condução, tal que: t = te, E0 = E0e, onde E0e = Ee−Eh

é o gap da monocamada do BP e a banda de valência, tal que: t = th, E0 = E0h = 0. A Eq. (2.14)

casa com o modelo TB da Ref. [86] no ponto Γ da primeira zona de Brillouin para te = 0.299 eV ,

th = 0.499 eV e E0c = 2.12 eV [86].

É instrutivo verificar como o modelo proposto até agora para N camadas de BP se

comporta quando N→ ∞ (limite do bulk). Nesse caso, na ausência da contribuição da energia

das coordenadas no plano, o grupo de autoenergias (autovalores) para cada quasiparticula,

dado pelos autovalores da Eq. (2.14), formaria uma banda ao longo da direção z, Ee(h)(kz) =

E0e(h)+ te(h) cos(kzd), dentro da zona de Brillouin −π/d < kz < π/d. Na vizinhança de kz = 0,

essa expressão pode ser aproximada por uma série de Taylor Ee(h)(kz)≈E0e(h)+2te(h)+te(h)d2k2
z ,

e essa aproximação parabólica para a energia de uma quasiparticula ao longo de kz pode ser

comparado com o modelo da massa efetiva, que fornece mz
e(h) = h̄2/2te(h)d2 como a massa

efetiva na direção z para a quasiparticula e(h). Uma comparação com resultados na literatura

para a massa efetiva no bulk de BP, concorda bem para d = 0.52 nm e te(h) assumidos aqui [89].

Aproximação no potencial de interação elétron-buraco

Nesta Seção, nós mostramos os passos para uma expressão analítica do potencial de

interação elétron-buraco em um ambiente consistindo de N camadas empilhadas de um mesmo

material, encapsulado em um ambiente com constante dielétrica arbitrária. A aproximação usada

aqui é baseada no electrostatic transfer matrix (ETM) [81] e suporta o cálculo do potencial

considerando elétron e buraco em diferentes camadas, que é tratado como um exciton intercamada.

Note que essa situação não é coberta pelo potencial de Rytova-Keldysh [82, 83], onde o elétron e

o buraco são considerados na mesma camada e aproximações na espessura da camada e constante

dielétrica são tomadas, o que leva a uma função dielétrica linear no espaço recíproco. Pode-se
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verificar que a forma linear do potencial de Rytova-Keldysh é uma aproximação particular do

potencial aqui apresentado.

Considere cada camada de fósforo negro (BP) como uma lâmina com constante

dielétrica ε2 e espessura L, dada pela distância intercamada entre camadas de BP adjacentes.

Nós restringimos a posição da carga no meio de cada lâmina, com coordenada vertical zi(i =

1,2,3, ...,N) como ilustrado na Fig. 19. O potencial Φn gerado ao longo de uma das camadas de

BP por uma carga colocada em uma camada n é obtido resolvendo a equação de Poisson

ε
‖
n ∇ρ,θ Φn + ε

⊥
n

∂ 2Φn

∂ z2 =−eδ (~r) (2.15)

.

.

.
n-BP

h-BN

h-BN

.

.

.

.

.

.

e

h

z

d2

d1

z1

z2

z2

zN-2

zN-1

zN

L

Figura 19 – Representação do sistema sob investigação para uma configuração específica do
elétron (e) e do buraco (h), consistindo de N camadas de BP empilhadas ao longo da direção
z, encapsulado por h-BN. Elétron e buraco são localizados em camadas de BP independentes,
assumidas para ter espessura L. Para um valor fixo de N, todas as configurações possíveis para
um elétron e um buraco são levados em conta no cálculo da energia dos estados de exciton.

O lado direito dessa equação só é mantido na região do BP, onde a carga está situada.
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Nas camadas de nitreto de boro hexagonal (h-BN) apenas a equação de Laplace é válida, pois

não há carga nessa região.

Por questão de simplicidade, consideramos ε
‖
n = ε⊥n = εn e tomamos εn = 3

√
εxεyεz

[40]. A solução da Eq. (2.15) em um z arbitrário para uma partícula na n-ésima camada de BP é

dada por:

Φn(ρ,z) =
e

4πε0εn

∫
∞

0
J0(kρ)

[
A2(k)ekz +B2(k)e−kz + ek|z−zn|

]
dk (2.16)

onde o índice 2 se refere à região de BP na parte do meio na Fig. 19. A solução na região de

hBN é:

Φn(ρ,z) =
e

4πε0εn

∫
∞

0
J0(kρ)

[
A1(3)(k)e

kz +B1(3)(k)e
−kz
]

dk (2.17)

onde o índice 1(3) se refere a região de h-BN na parte de baixo (cima) da Fig. 19.

Na interface inferior do sistema entre a região de h-BN e N-BP, as Eq. (2.16) e (2.17)

devem satisfazer as seguinte condições de contorno [101]:

φ
1
n,m(ρ,z = d1) = φ

2
n,m(ρ,z = d1), (2.18)

ε1
∂φ 1

n,m(ρ,z = d1)

∂ z
= ε2

∂φ 2
n,m(ρ,z = d1)

∂ z
, (2.19)

onde d1 representa a localização da interface entre a região 1 (h-BN inferior) e 2 (N-BP), com

constantes dielétrica ε1 = 4.5 e ε2 = 10, respectivamente. Condições de contorno similares entre

as regiões 2 e 3 (h-BN superior) são obtidas de maneira direta.

O método ETM será aplicado aqui em um problema de três regiões, na qual h-BN

representa as regiões 1 e 3, enquanto que N-BP representa a região 2, onde assume-se que

elétron e buraco devem estar. Na região 2 estão embutidas N camadas de BP, e não é necessário

aplicar condições de contorno recursivamente entre as camadas de BP, como seria em uma

heteroestrutura, uma vez que essas camadas são compostas pelo mesmo material.

Assumindo um elétron na camada n gerando um potencial para um buraco na camada

m, a fim de obter o potencial de interação elétron-buraco na região de BP pela Eq. (2.16), é

necessário encontra as amplitudes A2(k) e B2(k). Esses coeficientes dependem da posição do

elétron na região 2, dado por zn. Portanto, essas condições de contorno levam ao par de equações,

entre as regiões 1 e 2, dado por:

A1(k)ekd1 = A2(k)ekd1 +B2(k)e−kd1 + e−k|d1−zn|, (2.20)



42

ε1A1(k)ekd1 = ε2A2(k)ekd1− ε2B2(k)e−kd1− sε2e−k|d1−zn|, (2.21)

onde s = sgn(z− zn) e B1(k) foi feito zero para evitar divergência no termo e−kz, uma vez que a

região 1 se estende até z→−∞. Aplicando as mesmas condições de contorno entre as regiões 2

e 3, isso nos leva ao seguinte par de equações:

A2(k)ekd2 +B2(k)e−kd2 + e−k|d2−zn| = B3(k)e−kd2 , (2.22)

ε2A2(k)ekd2− ε2B2(k)e−kd2− sε2e−k|d2−zn| =−ε3B3(k)e−kd2, (2.23)

onde A3(k) foi feito zero para evitar divergência no termo ekz, uma vez que a região 3 se estende

até z→+∞. Esse grupo de equações pode ser reescrito em uma forma matricial como
ekd1 −e−kd1 −e−kd1 0

ε1ekd1 −ε2ekd1 ε2e−kd1 0

0 ekd2 e−kd2 −e−kd2

0 ε2ekd2 −ε2e−kd2 ε3e−kd2




A1

A2

B2

B3

=


e−kd1

−sε2e−kd1

−e−kd2

sε2e−kd2

 . (2.24)

Resolvendo essa equação matricial, obtém-se A2 e B2, que são assim substituidos na

Eq. (2.16) a fim de obter o potencial eletrostático gerado por um elétron em zn para qualquer

posição z ao longo das N-BP empilhadas. Assim como o elétron, o buraco também assume

apenas valores discretos na posição em z. Portanto, o potencial real de interação elétron-buraco

φn,m(ρ) é obtido apenas tomando φn,m(ρ) = Φn(ρ,z→ zm) na Eq. (2.16). Note que o termo

entre parênteses na Eq.(2.16) pode ser reescrito como:

ε
e f f
m,n (k) =

1
A2(k)ekzm +B2(k)e−kzm + e−k|zm−zn|

, (2.25)

que é interpretado como um blindagem dielétrica efetiva para este sistema. Nós verificamos

que essa função converge para a aproximação linear do potencial de Rytova-Keldysh no limite

de pequenas espessuras e n = m, e o potencial de interação elétron-buraco dado por esse

procedimento aqui descrito para n 6= m tem sido demostrado na Ref. [81] para convergir ao

potencial de Coulomb entre cargas em camadas separadas à medida que a distância entre elétron

e buraco aumenta.
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3 RESULTADOS

Neste Capítulo, usaremos o modelo téorico descrito no Capítulo 2 para investigar

a dependência de picos de absorção ótica com o número N de camadas de fósforo negro (N-

BP) reportado recentemente em um experimento [67]. O espectro de absorção na amostra

de N-BP, exibe picos com altas intensidades, acompanhados de um par de estados de energia

intermediário, cuja as intensidades são significativamente baixas. No experimento, o surgimento

desses picos intermediários são devidos a uma dopagem não intencional, já que não havia

nenhum campo elétrico aplicado no experimento. Os primeiros (alta intensidade) e os últimos

(baixa intensidade) representam bright e dark excitons, respectivamente. Os dark excitons

tendem a se tornarem bright com o aumento da intensidade do campo elétrico, cujo a direção é

perpendicular às camadas de BP. O modelo desenvolvido no capítulo anterior consegue capturar

com boa aproximação os resultados obtidos experimentalmente [67].

3.1 Estados dark e bright de excitons de subbandas

.

..

.

..(b)

Figura 20 – (a) Energia dos quatro primeiros picos de absorção observados experimentalmente
(símbolos) como função do número de camadas de BP. As linhas cheias são resultados do modelo
teórico apresentado nesse trabalho. Os picos de absorção como função da energia do fóton são
mostrados como um inset. Esses picos tem um caráter de subbandas como previsto pelo modelo
teórico. (b) Esboço dos possíveis estados de excitons de subbandas bright (E11 e E22) e dark
(E12 e E21) que descrevem os picos de absorção mostrados no inset da Figura (a) [102].

Os estados de energia de excitons são obtidos a partir da equação de autovalores

HexcΨ(n) = εnΨ(n), onde levamos em conta toda a teoria apresentada no capítulo anterior para
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Hexc. A n-ésima autofunção Ψ(n) pode ser escrita em termos das componentes ψ
(n)
i j , onde i e

j representam sobre qual camada o elétron e buraco estão distribuidos, respectivamente. Os

quatro autoestados mais baixos do Hamiltoniano do exciton Hexc como função do número de

camadas são mostrados como linhas sólidas na Fig. 25(a), que exibe qualitativamente boa

concordância com os resultados experimentais, representado por símbolos [67]. Cada autoestado

de Hexc representa um exciton com energia εn, que é dado por uma combinação de subbandas

associadas com transições entre subbandas de condução e valência, que já é conhecido no

contexto de poços quânticos [90, 91], com índices c e v, respectivamente, onde c,v = 1,2, ....,N,

como ilustrado por Ecv na Fig. 25(b). A superposição elétron-buraco é representada como o

módulo quadrado da função de onda do exciton na origem da coordenada relativa do sistema,

|Ψ(|~r|= 0)|2. Essa quantidade é um componente relevante da força do oscilador [92], que nada

mais é do que uma grandeza adimensional que expressa a probabilidade de ocorrer transições

entre níveis de energia através da absorção ou emissão da radiação eletromagnética, que por

sua vez determina a intensidade dos picos de absorção [93]. No contexto do Hamiltoniano

discreto Eq. (2.10), é importante notar que a superposição elétron-buraco é calculada como

sendo |ψ(n)
11 |2 + |ψ

(n)
22 |2 + ....+ |ψ(n)

NN |2, e esta é uma combinação de todas as contribuições dos

termos i = j da densidade de probabilidade do exciton para o n-ésimo autoestado de Hexc.

A Figura 21 mostra os níveis de energia dos excitons mais baixos em uma amostra

de BP com N = 5 e 10 camadas como função de um campo elétrico perperdicular. As amostras

de BP para os dois casos são encapsuladas com hBN tanto como substrato quanto superestrato.

Símbolos mais escuros representam alta superposição elétron-buraco, e consequentemente,

uma alta força do oscilador. O estado fundamental demostra-se ser reduzido por até ≈ 100

meV para um campo de 30 mV/Å em 5-BP. Para amostras mais espessas, campos mais baixos

são suficientes para mudar o estado fundamental, devido ao fato do termo no Hamiltoniano

responsável pelo campo depender tanto da sua intensidade como também do tamanho do sistema.

Para N = 10, por exemplo, a redução no estado fundamental é de ≈ 80 meV para um campo de

cerca de 5 mV/Å. O campo elétrico reduz a superposição elétron-buraco do estado fundamental

do exciton significativamente, caindo para ≈ 38% e ≈ 10% do que teria com campo igual a

zero para os casos de 5 e 10 camadas, respectivamente. Linhas sólidas representam os estados

de energia na ausência de interação elétron-buraco, fortemente deslocada para baixo em uma

quantidade igual à energia de ligação em cada caso, ou seja, Eb
11 = 78 meV e 75 meV para os

casos de N = 5 e N = 10, respectivamente.
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Figura 21 – Os níveis de energia de excitons mais baixos para N = 5 (a) e 10 camadas (b)
como função do campo elétrico. Símbolos mais escuros representam uma forte superposição
elétron-buraco. As linhas sólidas representam transições de subbandas na ausência de interação
elétron-buraco associadas com cada estado de energia de excitons, fortemente deslocada para
baixo em uma quantidade igual à energia de ligação do sistema interagente (símbolo) [102].

Note que para N = 5 na Fig. 21(a), na ausência de campo elétrico, o estado funda-

mental, o terceiro e o quarto estado excitado exibem alta força do oscilador (observe que os

símbolos são escuros), enquanto que o primeiro e o segundo estado excitado são encontrados

como sendo oticamente inativos (os símbolos estão apagados). Porém, esses estados tornam-se

oticamente ativos à medida que um campo elétrico aumenta, ilustrado como símbolos apagados

se tornando escuros. Esse resultado corrobora com as observações na Ref. [67], onde dois picos

de baixa intensidade são observados com energias entre dois picos de alta intensidade no espectro

de absorção de uma amostra de poucas camadas de BP. Os dois picos de absorção de baixa

intensidades foram atribuídos a uma dopagem não intencional na amostra, uma vez que não havia

campo elétrico no experimento. Isso foi confirmado pelo fato de que aumentar intencionalmente

a dopagem no experimento leva ao aumento da intensidade dos picos intermediários. Olhando

para os resultados da Fig. 21, vê-se que o resultado obtido no experimento é análogo ao aumento

da intensidade de um campo elétrico perpendicular à amostra.

O controle da força do oscilador através do campo elétrico de diferentes estados

de excitons Ψ(n) pode ser entendido analisando a densidade de probabilidade desses estados,
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Figura 22 – Um mapa na escala de cinza da densidade de probabilidade dos autoestados de
excitons Ψ(n) com n = 1,2,4 e 5 para N = 5 camadas de BP em que (a-d) é feito na ausência
de uma campo elétrico e (e-h) sob um campo de F = 20 mV/Å. Cores escuras representam alta
densidade de probabilidade. O estado n = 3 é qualitativamente similar ao estado n = 2 e dessa
forma é omitido aqui. A linha sólida serve de guia aos olhos, e representam situações no qual
elétron e buraco estão nas mesmas camadas [102].

mostrado nas Figs. 22 e 23, para 5 e 10 camadas de BP, respectivamente. A linha sólida diagonal

em cada painel representa a situação onde ambos elétrons e buracos estão na mesma camada.

Essas figuras estão representadas em escala de cinza, onde o preto representa alta densidade de

probabilidade e o branco representa densidade de probabilidade zero. No caso N = 5, na ausência

de campo elétrico (veja Fig. 22(a-d)), a densidade de probabilidade do estado fundamental

do exciton |Ψ(1)|2 é fortemente concentrado com ambos elétron e buraco na terceira camada

(no centro do sistema). Contrariamente, a densidade de probabilidade de n = 2 e n = 3 (não

mostrado) têm seu máximo distante da linha diagonal sólida. Para n = 2, a função de onda do

elétron tem um máximo na terceira camada, enquanto que a função de onda do buraco tem um

nó na mesma camada, assim reduzindo a força do oscilador. A densidade de probabilidade para

n = 3 é qualitativamente similar ao n = 2, mas com o máximo da função de onda do buraco na

terceira camada, onde a função de onda do elétron tem um nó. Já que os resultados para n = 2 e

n = 3 são similares, apenas o primeiro é mostrado na Fig. 22 e 23, para não ser repetitivo. Para

n = 4, o valor máximo da densidade de probabilidade do exciton ocorre novamente na terceira

camada. Embora o máximo para n = 5 esteja distante da linha diagonal, essa linha ainda abriga

uma significante parte da densidade de probabilidade, o que faz a força do oscilador desse estado
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relativamente alta na ausência de campos.
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Figura 23 – O mesmo que a Fig. 22, mas para N = 10 camadas de BP e campo elétrico de
F = 5 mV Å[102].

Quando um campo F = 20 mV/Å é aplicado para 5 camadas, veja Fig. 22(e-h), as

densidades de probabilidade máximas dos estados n = 1, n = 4 e n = 5 são empurradas para

longe da linha diagonal, fornecendo baixa força do oscilador para esses estados, enquanto que

para n = 2 e 3, elas estão exatamente na diagonal. Por exemplo, n = 2 na Fig. 22(f) mostra

ambos elétron e buraco concentrados na segunda camada, assim aumentando a força do oscilador

desses estados sobre um campo elétrico. Similarmente, a densidade de probabilidade do exciton

para n = 1 em 10 camadas na ausência de campo é mostrada na Fig. 23(a), exibindo um perfil

do tipo 1s1 para a função de onda do exciton ao longo da direção relativa z, com elétron e buraco

concentrado na camada central. Um estado tipo p é observado para n = 2 (veja Fig. 23(b)) e

3, assim levando a uma baixa força do oscilador para esses estados, enquanto n = 4 e 5 são

estados do tipo 2s e, dessa forma, são estados bright2. Na presença de um campo F = 5 mV/Å,

a densidade de probabilidade máxima é empurrada para longe da linha diagonal para n = 1, 4 e

5, enquanto ela é mais concentrada em torno da terceira camada para n = 2, assim aumentando a
1 É comum associarmos estados do tipo Hidrogênio, mais precisamente os óbitais, aos estados de excitons, já que

assim como o átomo de Hidrogênio, o exciton é composto por uma partícula positiva e negativa interagindo via
força de Coulomb, gerando assim estados ligados.

2 Vale lembrar que na teoria de Elliot [93] a intensidade dos picos de absorção são proporcionais às densidades de
probabilidade quando estas possuem valores diferente de zero na origem, |Ψ(r = 0)|, que é o caso para estados
1s, 2s e etc.
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força do oscilador desse estado.
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Figura 24 – Separação elétron-buraco para os seis primeiros estados de energia como função do
campo elétrico em (a) 5-BP e (b) 10-BP [102].

O campo elétrico aplicado perpendicularmente a um sistema de N camadas de BP,

tende a separar elétron e buraco em direções opostas. É importante investigar o quão eficiente o

campo aplicado induz a separação elétron-buraco para cada estado de exciton à medida que o

campo aumenta em intensidade. Essa informação é importante no contexto de interação exciton-

exciton, onde o momento dipolo (proporcional à distância entre elétron e buraco) de excitons

desempenha um papel considerável. A Fig. 24 exibe os seis primeiros estados de excitons para a

separação média entre elétron e buraco como função de um campo elétrico perpendicular para

os casos em que o número de camadas de BP é (a) 5-BP e (b) 10-BP. A separação média entre

elétron e buraco é calculada através de

〈zh− ze〉=
N

∑
i=1

N

∑
j=1
|ψi j|2di j, (3.1)

onde ψi j é a componente da função de onda que está relacionada ao elétron populando a camada

i e o buraco a camada j, e di j = z j− zi. Em 5 (10)-BP, a separação máxima entre elétron e

buraco é dada pela distância entre a primeira e a última camada de N-BP, que é de 26 Å (52 Å).

Para campos em torno de 90 mV/Å (18 mV/Å), o estado fundamental atinge 〈zh− ze〉= 17 Å

(32.5 Å). Espera-se que campos mais fortes sejam capazes de mudar a estrutura de bandas de N

camadas de BP [80], de forma a fechar o seu gap. Portanto, restringiremos nossos resultados
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para baixos valores do campo, da ordem dos campos apresentados na Fig. 21. Alguns estados

excitados exibem anti-cruzamento entre suas energias, como é observado na Fig. 21. Em campos

de alta intensidade, os dipolos dos estados ε2 e ε3, predominantemente estados de subbandas E12

e E21, são similares entre si, e pequenos em módulo quando comparados ao estado E11. Note

que o número N de camadas na amostra de BP é que determina a espessura do sistema, impondo

assim condições de contorno a função de onda do exciton ao longo da direção fora do plano (z).

Os perfis de função de onda do tipo s e p, observados na Fig. 23(b)-23(d), podem ser formados

apenas se a espessura da amostra N-BP é maior do que o raio de Bohr efetivo do exciton ao

longo da direção z. O raio de Bohr efetivo pode ser estimado como ae f f ≈ aBε/µz [94], onde

aB é o raio de Bohr, ε = 10 é a constante dielétrica efetiva do BP, µz = 0.115 m0 é a massa

reduzida efetiva ao longo da direção z no BP, e m0 a massa de repouso do elétron. Para o nosso

modelo o raio de Bohr efetivo é dado por ae f f = 45.8 Å. Essa condição é satisfeita para 10-BP,

onde a espessura é 52 Å > ae f f , mas não é satisfeita para 5-BP, onde a espessura é 26 Å < ae f f .

Portanto, para 5-BP, o efeito das bordas do sistema é relevante, e consequentemente os perfis s e

p na densidade de probabilidade não são claros, como pode ser visto pela Fig. 22(a)-22(d).

3.2 Hibridização de estados de excitons de subbandas

A existência de excitons com alta força do oscilador (estados bright), cujo a superpo-

sição elétron-buraco diminui com o campo elétrico aplicado, intercalado por um par de excitons

com baixa força do oscilador (estados dark), onde a superposição aumenta com o mesmo campo,

é uma clara assinatura de excitons de subbandas, que pode ser visto na Fig. 21. O primeiro

(último) está associado com as energias E11, E22 e E13 (E12 e E21) de excitons de subbandas

esboçado na Fig. 25. Isso é confirmado também pela projeção de autoestados de Hexc sobre os

estados de subbandas. Na verdade, na ausência de interação elétron-buraco, os autoestados de

Hexc são exatamente transições de subbandas, enquanto que a presença do potencial de interação

mistura os estados de excitons de subbandas representados pelos autoestados de Hexc, especial-

mente para números de camada mais altos, onde autoestados mais energéticos são mais próximos

entre si e assim mais propensos a se cruzarem (mistura de estados). Entretanto, projeções sobre

estados de subbandas revelam que os cinco primeiros autoestados de Hexc na Fig. 21(a), para

N = 5, são predominantemente E11, E12, E21, E13 e E22, respectivamente, da energia mais baixa

à mais alta. Para N = 10, o quarto estado de energia se torna E22, enquanto que o quinto estado

se torna E13. Para um campo de ≈ 2.5 mV/Å, há um anti-cruzamento entre os estados E22 e E13,
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como mostrado no gráfico lateral (i) da Fig. 21(b). Um anti-cruzamento entre E22 e E31 também

ocorre em um campo de ≈ 12 mV/Å, como mostrado no gráfico lateral (ii). Vale ressaltar que na

ausência da interação elétron-buraco, a mistura de diferentes estados de subbandas é proibida

e ambos os anti-cruzamentos se tornam cruzamentos, como mostrado por linhas sólidas nos

gráficos laterais (i) e (ii) da Fig. 21(b).
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Figura 25 – Diagrama representando band edge para elétron e buraco à medida que o número de
camadas aumentam. A separação entre as subbandas é proporcional ao parâmetro de hopping
te,h [102].
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tracejada) e n = 6 (linha pontilhada) em N = 10 camadas de BP sobre os estados de subbandas
(a) E22, (b) E13 e (c) E31 como função do campo elétrico [102].

A Fig. 26 mostra a hibridização de estados de subbandas para os estados excitados

n = 4 (linha sólida), 5 (linha tracejada) e 6 (linha pontilhada) de excitons para o caso de 10

camadas de BP. Esse resultado mostra como a composição entre os estados de subbandas E22,

E13 e E31 (Fig. 26(a)-(c), respectivamente) evolui quando um campo elétrico é aplicado. Como

discutido anteriormente, o terceiro estado excitônico excitado (n = 4) é predominantemente E22

(Fig. 26(a)) na ausência de um campo elétrico, mas a partir do valor de ≈ 2.5 mV/Å, E13 passa a
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se tornar predominante. Para F > 2.5 mV/Å, o estado de exciton n = 5 adquire as características

de E22 (Fig. 26(b)) até F ≈ 12 mV/Å, onde o estado de exciton n = 6 torna-se o estado de

subbandas E22 enquanto que n = 5 adquire a características do estado E31 (Fig. 26(c)).

3.3 Stark shift de excitons de subbandas

As Fig. 25(b)-25(c) representam estados de subbandas, e a partir dessas figuras é

possível inferir que na ausência de interação elétron-buraco, a média das energias E11 e E22 é

igual a média das energias E21 e E12, e isso ocorre mesmo na presença de um campo elétrico,

como veremos mais adiante. É esperado que a mudança induzida pelo campo seja dada como a

soma dos shifts nas subbandas (i, j = 1,2) de condução (∆E i
c,FK) e valência (∆E i

v,FK), identificado

como o efeito Franz-Keldysh. Dessa forma, as mudança nos estados de energia em termos do

efeito Franz-Keldysh podem ser escritos como:

∆E i j
FK = ∆E i

c,FK +∆E j
v,FK. (3.2)

A presença da interação elétron-buraco inclui um termo extra no Stark shift de

excitons na Eq. (3.2) devido às energias de ligação ∆Eb
i j. Portanto, uma vez que ∆Eb

11 +∆Eb
22 6=

∆Eb
12 +∆Eb

21, já que a energia depende da intensidade do campo juntamente com a distância

entre elétron e buraco na direção z, a regra mencionada na Eq. (3.2) para igualdade das médias,

não se aplica à (E11 +E22)/2 = (E12 +E21)/2. Resultados para a energia média de estados

dark (E12 e E21) em função da energia média de estados bright (E11 e E22) para uma amostra

de N-BP, são analisados de forma a verificar a robustez na igualdade das médias através: 1) da

influência do meio dielétrico, que aqui se dá através da mudança no material do superestrato

com o substrato mantido fixo, e 2) da influência de um campo elétrico perpendicular para o caso

em que o material do superestrato e substrato são mantidos fixos, com ambos sendo de hBN.

No primeiro caso, o sistema é encapsulado por uma combinação de hBN como substrato com

três diferentes superestratos, formando assim três casos distintos, como mostrados na Fig. 27.

Para isso, fazemos F = 0 e variamos o número de camadas de N-BP (N = 5,6, ...,10), tal que

para cada valor de N tomamos diferentes superestratos, dentre eles: vácuo (triângulo vermelho),

hBN (quadrado preto) e safira (círculo azul). Apesar da média da energia de estados dark como

função da média da energia de estados bright estarem sujeitas aos diferentes meios dielétricos, e

sabermos que a energia de ligação de excitons (que está incluso nas energias médias) é sensível ao

ambiente, as médias tendem a se manterem iguais (linha verde), veja a Fig. 27. Isso significa que
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o aspecto de subbandas no espectro de energia para os estados de excitons em poucas camadas

de BP é mantido, mesmo havendo mudanças no meios dielétrico. Isso implica na robustez

desses estados de subbandas, o que também é verificado experimentalmente [67]. Dessa forma, a

mudança no meio dielétrico só altera efetivamente as médias dos estados dark e bright, mas não

a igualdade entre elas, como pode ser visto na Fig. 27. Assim se analisarmos as energias médias

da Fig. 27 para o caso 5-BP, que são os três símbolos com maior energia, a menor entre elas é

o da amostra que tem vácuo por superestrato, pois contribui com a menor constante dielétrica,

seguidos por hBN e safira. Como discutimos na Seção 1.4, a energia de ligação influencia a

energia dos excitons. Então, para o caso do vácuo, a energia de ligação é maior do que nos outros

dois casos, seguido por hBN e safira. Uma reflexão mais cuidadosa acerca da energia de ligação

pode ser vista quando lidamos com os resultados da Fig. 28. Esse resultado mostra a influência

do campo elétrico na energia de ligação média dos estados dark e bright para uma amostra de 5

(preta) e 10 (vermelha) camadas de BP encapsulada por hBN, tanto substrato quanto superestrato.

Como esperado, os estados tendem a sofrer diferentes mudanças sob a influência de um campo

elétrico devido ao Stark shift. Por coincidência, as médias nos estados dark e bright são iguais

para o caso em que N = 5 em F = 0, pois não há uma razão plausível para a igualdade entre elas.
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relacionados aos diferentes meios dielétricos (como ilustrados na caixa de legenda) ao qual as
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função do campo elétrico para N = 5 (preto) e N = 10 (vermelho) camadas de BP encapsuladas
por hBN, tanto o substrato quanto o superestrato [102].

No segundo caso, representado pela Fig. 29, as N (onde N = 5,7 e 9) camadas de

BP estão encapsuladas por hBN, tanto substrato quanto superestrato. Cada símbolo representa

uma quantidade N de camadas de BP (como pode ser visto na caixa de legendas), no qual estão

sujeitos a campos elétricos de diferentes intensidades. Para o caso 5-BP (quadrado preto), as

médias das energias dos estados dark (E12 e E21) e bright (E11 e E22) variam para campos que

vão de 0 à 90 mV/Å, para 7-BP (triângulo vermelho) o campo varia de 0 à 46 mV/Å e para

9-BP (círculo azul) o campo varia de 0 à 29 mV/Å. As energias médias desses estados para os

três casos sofrem Stark shift de excitons, e têm suas magnitudes diminuidas com o aumento da

intensidade do campo elétrico, como indicado pela seta na Fig. 29. Além disso, o Stark shift

contribui com um leve desvio na igualdade das médias (devido as diferentes respostas que cada

estado de exciton sofre), contabilizado em poucos meV. Mesmo assim, a regra da igualdade entre

as médias dos estados dark e bright se mostra robusta com respeito ao número de camadas de

BP e ao campo elétrico aplicado (Stark shift).
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Figura 29 – A média das energias de estados dark (E21 e E12) é mostrado como função da
média das energias de estados bright (E22 e E11), dada pelos símbolos. Os diferentes símbolos
estão relacionados aos valores do número de camadas de BP (N-BP, onde N = 5,7 e 9), onde
estão sujeitos a diferentes valores do campo elétrico. A linha verde serve de guia para os olhos,
representando uma situação na qual as duas médias são iguais [102].

Se a energia média para os estados de excitons calculadas nas Fig. 27 e Fig. 29 não

levasse em conta a hibridização dos estados de energia que foram discutido na seção anterior

através da Fig. 26, a igualdade entre as médias que havia se mostrado robusta deixaria de

ser válida. A Fig. 30 mostra o papel da hibridização nas médias em termos de três situações,

entre elas: 1) a hibridização não é levado em conta (triângulo azul), 2) a hibridização é parcial

(quadrado vermelho), e 3) a hibridização é considerada total (círculo preto). Como discutimos

anteriormente, a hibridização se dá pela interação entre os estados E22,E13 e E31 quando um

campo elétrico é aplicado no sistema. Sabemos que para 0≤ F < 2.5 mV/Å, o estado excitado

n = 4 é predominantemente caracterizado por E22, n = 5 é predominantemente caracterizado

por E13, e n = 6 é predominantemente caracterizado por E31 e à medida que a intensidade do

campo aumenta, os estados n = 4,5 e 6 mudam entre as características E22,E13 e E31. Então, o

primeiro caso é feito apenas com n = 4, que nem sempre é E22. Dessa forma, o primeiro caso

possui contribuições de E13 e E31, assim a igualdade entre as médias só se mantém para baixos

campos, quando E22 contribui. No segundo caso, o cálculo é feito com os estados n = 4 (a parte

em que E22 contribui) e 5, onde esse último contribui com E22 e E13, tal que para alta intensidade
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Figura 30 – A média das energias de estados dark (E21 e E12) é mostrado como função da
média das energias de estados bright (E22 e E11), dada pelos símbolos. As médias das energias
são calculadas para N = 10 camadas de BP encapsuladas por hBN, tanto substrado quanto
superestrato. A hibridização dos estados tem um papel fundamental acerca da igualdade entre
as médias desses estados. O símbolo azul (triângulo) são os resultados para o caso em que a
hibridização não é levada em conta, o símbolo vermelho (quadrado) são para uma hibridização
parcial e o símbolo preto (círculo) a hibridização completa.

há desvio na regra da igualdade, e essa regra é satisfeita parcialmente. O terceiro e último caso,

o cálculo é feito considerando partes dos estados n = 4, 5 e 6, onde há contribuições de E22, e

dessa forma a regra da igualdade é satisfeita. Portanto, fica claro que o papel da hibridização

entre os estados é de extrema relevância na regra da igualdade das médias nas energias. Isso

mostra mais uma vez o caráter de subbandas dos estados de excitons em poucas camadas de BP.

3.4 Shift diamagnético de excitons

Com a estimativa dos autoestados dos excitons de subbandas para cada pico de

absorção, pode-se prever a dependência dos valores médios 〈x2〉 e 〈y2〉 com a voltagem, onde

essas duas quantidades têm relação direta com a expressão do shift diamagnético ∆Ediamg = σBB2

dos picos sob a influência de um campo magnético, onde

σB =
e2

8

(
〈x2〉
µy

+
〈y2〉
µx

)
. (3.3)

O fator do shift diamagnético σB para 10 camadas de BP encapsulada por hBN
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mostrado na Fig. 31 é uma ordem de magnitude maior do que aqueles observados para excitons

do tipo 1s em monocamadas de TMDs [95, 96, 97, 98], devido à baixa energia de ligação do

exciton resultante da blindagem elétrica no sistema de 10 camadas de BP. Nos TMDs, a série de

Rydberg dos picos de excitons no espectro de absorção e PL exibem σB que consistentemente

aumentam de ≈ 0.5µeV/T 2 para estados do tipo 1s para ≈ 20µeV/T 2 para estados do tipo 3s

[97]. Isso é uma consequência do aumento do raio de Bohr efetivo do exciton e da diminuição

da energia de ligação para os estados 1s para 3s.
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em função do campo elétrico aplicado: estado fundamental (linha sólida), o quarto (traço linha
pontilhado), quinto (traço linha pontilhado duplo) e sexto (linha tracejada) estados excitados. A
predominância dos estados de subbandas E11 (preto), E22 (amarelo), E13 (roxo) e E31 (laranja)
para cada um desses estados, depende do campo aplicado [102].

Por outro lado, a série de estados de exciton de subbanda na Fig. 21 deve exibir

fatores de shift diamagnético σB que são apenas ligeiramente diferentes para cada pico de exciton

de subbanda devido à semelhança em suas energias de ligação, mas diferentes composições

de exciton intra e intercamada. Um campo elétrico pode ser usado para ajustar o valor de σB

ao controlar a distribuição da função de onda do elétron e do buraco nas camadas de BP. A

Fig. 31 mostra que um campo elétrico leva a uma mudança na ordem dos valores do shift

diamagnético dos estados de excitons de subbandas: o estado fundamental (linha sólida preta)

aumenta e torna-se o estado mais suscetível ao campo magnético. Além disso, o anti-cruzamento
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entre os estados de subbandas E13 e E22 e entre E22 e E31 observados na Fig. 21 para os casos

em que F ≈ 2.5 mV/Å e ≈ 12 mV/Å, respectivamente, surgem como protuberâncias no shift

diamagnético desses estados. Portanto, o shift diamagnético pode ser um artifício para revelar

assinaturas no cruzamento de subbandas.
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4 CONCLUSÃO

Nós demostramos que a física por trás do picos de absorção de alta e baixa intensidade

observados recentemente em um experimento de PL em poucas camadas de fósforo negro é

dominada por excitons de subbandas. Resultados obtidos pelo modelo apresentado aqui explicam

a existência de um par intermediário de estados dark que estão localizados entre os dois estados

bright mais baixos em poucas camadas de BP. Estados dark (bright) são interpretados em termos

de transição entre estados nas subbandas de condução e valência com diferentes (o mesmo)

índices. Além disso, o nosso conhecimento do caráter do exciton de subbandas desses picos

nos permite prever que a intensidade dos estados dark podem ser controlados ou por um campo

externo, ou por diferentes substratos e superestrato. Os estados de subbandas intermediários,

por exemplo E12 e E21, se tornam mais proeminentes com o aumento da intensidade do campo

elétrico aplicado. Reciprocamente, a superposição elétron-buraco de estados bright é reduzida

pelo aumento da intensidade do campo elétrico, sugerindo assim um longo tempo de vida para

excitons em poucas camadas de BP sobre a influência de uma voltagem.

Nós investigamos a robustez da igualdade na média entre os estado dark e bright de

excitons, que é uma característica típica de estados de subbandas. O resultados mostram que a

igualdade entre as médias é mantida mesmo quando excitons estão sujeitos a diferentes meios

dielétricos e sob uma voltagem de diferentes intensidades. No último caso, é necessário se ater

ao fato de que o campo elétrico introduz uma hibridização entre alguns estados de excitons e

isso desempenha um papel fundamental na igualdade das médias dos estados de energia. Os

resultados mostram que se a hibridização entre os estados não for levada em conta, a igualdade

nas médias deixaria de ser válida, mas como lidamos com estados de excitons de subbandas é

esperado que a igualdade entre as médias sempre ocorra.
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APÊNDICE A – EQUAÇÃO DE WANNIER

Neste Apêndice, derivaremos a equação de Wannier [92], que nada mais é do que

uma equação de Schrödinger para o movimento relativo de um elétron e um buraco via potencial

de Coulomb. Essa equação é extremamente relevante quando excitons são considerados em um

determinado sistema. Faremos isso assumindo que o sistema possui uma polarização interbandas

devido ao fato da luz induzir uma transição ótica. Dessa maneira, a polarização é escrita da

seguinte forma:

P(t) = ∑
s

∫
〈ψ̂s

†(r, t)erψ̂s(r, t)〉, (A.1)

onde ψ̂s(r, t) é o operador de campo, que tem como função criar (ψ̂†) ou destruir (ψ̂) uma

partícula na posição r no tempo t através de qualquer uma das bases do sistema. Como estamos

lidando com casos no qual o sistema é homogêneo, então o elétron é delocalizado. Dessa forma,

as funções de Bloch ψλ (k,r) são apropriadas para expandir os operadores de campo. Então

podemos escrevê-los como:

ψ̂s(r, t) = ∑
λ ,k

âλ ,k,s(t)ψλ (k,r), (A.2)

onde âλ ,k,s(t) é o operador de destruição de uma partícula com momento k, na banda λ e com

spin s no tempo t. Inserindo Eq.(A.2) na Eq.(A.1), obtemos:

P(t) = ∑
s,λ ′ ,λ ,k′ ,k

〈a†
λ
′
,k′ ,s

aλ ,k,s〉
∫

ψ
†
λ
′ (k

′
,r)(er)ψλ (k,r)d3r. (A.3)

A integral nessa expressão pode ser calculada usando o fato de que:

ψλ (k,r) =
eı̇k.r

L3/2 uλ (k,r), uλ (k,r) = 〈r|k,λ 〉 (A.4)

e que

|k,λ 〉= |0,λ 〉+ ∑
λ 6=γ

|k〉k.〈γ|p|λ 〉
Eλ (0)−Eγ(0)

. (A.5)

A Eq.(A.4) pode ser aproximada por:

ψλ (k,r) =
eı̇k.r

L3/2

[
〈r|0,λ 〉+ ∑

λ 6=γ

〈r|k〉k.〈γ|p|λ 〉
Eλ (0)−Eγ(0)

]
≈ eı̇k.r

L3/2 uλ (0,r). (A.6)

Dessa forma, a integral na Eq.(A.3) pode ser escrita aproximadamente por:∫
ψ

†
λ
′ (k,r)dψλ (k,r)d3r ≈ 1

L3

∫
e−ik

′
.ru†

λ
′ (0,r)deik.ruλ (0,r)d3r

≈ 1
L3

∫
e−i(k

′−k).ru†
λ
′ (0,r)duλ (0,r)d3r

≈ δk,k′dλλ
′ .

(A.7)



69

Substituindo esse resultado na Eq.(A.3), obtemos:

P(t)≈ ∑
s,λ ′ ,λ ,k

〈a†
λ
′
,k,s

aλ ,k,s(t)〉dλλ
′ = ∑

s,λ ′ ,λ ,k

P
λλ
′
,k,s(t)dλλ

′ , (A.8)

onde fizemos

〈a†
λ
′
,k,s

aλ ,k,s(t)〉= P
λλ
′
,k,s(t). (A.9)

Por questão de simplicidade, consideraremos um modelo de duas bandas, dessa forma

λ = c, λ
′
= v, representando respectivamente a banda de condução e valência, e omitiremos o

índice de spin s. Então, P
λλ
′
,k(t) = Pc,v,k(t), que representa os elementos fora da diagonal da

matriz densidade.

A contribuição da interação entre a luz e os estados do sistema é dado pelo Hamilto-

niano na representação de iteração [99], que é dado por:

HI =
∫

ψ̂
†(r)(−er).E(r, t)ψ̂(r)d3r, (A.10)

onde E(r, t) representa o campo elétrico proveniente da luz com frequência ω , e será considerado

como:

E(r, t) =
E(t)

2
(eı̇q.r + e−ı̇q.r). (A.11)

Substituindo a Eq. (A.11) e a (A.2) em (A.10), obtemos:

HI = ∑
k
(
∫

â†
c,k(t)ψ

†
c (k,r)(−er).E(r, t)âv,k(t)ψv(k,r)d3r

+
∫

â†
v,k(t)ψ

†
v (k,r)(−er).E(r, t)âc,k(t)ψc(k,r)d3r),

(A.12)

Tomando a aproximação de dipolo (q→ 0) e levando em conta a Eq. (A.7) na Eq.

(A.12), dcv pode ser considerado como a componente do dipolo dcv na direção do campo elétrico

E, assim obtemos aproximadamente:

HI ≈−∑
k

E(t)(â†
c,kâv,kdcv + â†

v,kâc,kdvc), (A.13)

onde HI mostra como um campo elétrico, gerado pela luz, causa transições de elétrons entre a

banda de valência e a banda de condução.
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Para ter o Hamiltoniano completo, precisamos das contribuições da parte cinética e

coulombiana dos elétrons, portanto, o Hamiltoniano do elétron (veja Cap 7 da ref [92] para mais

detalhes) é dado por:

Hel = ∑
λ ,k

Eλ ,kâ†
λ ,kâλ ,k +

1
2 ∑

k,k
′

q6=0
λ ,λ

′

Vqâ†
λ ,k+qâ†

λ
′
,k′−q

â
λ
′
,k′ âλ ,k, (A.14)

que pode ser reescrito levando em conta o modelo de duas bandas λ , λ
′
= c,v

Hel = ∑
k
(Ec,kâ†

c,kâc,k +Ev,kâ†
v,kâv,k)

+
1
2 ∑

k,k
′

q6=0

Vq(â
†
c,k+qâ†

c,k′−q
âc,k′ âc,k + â†

v,k+qâ†
v,k′−q

âv,k′ âv,k

+2â†
c,k+qâ†

v,k′−q
âc,k′ âv,k).

(A.15)

Considerando bandas de energia na aproximação da massa efetiva de uma única

partícula, podemos escrever a banda de condução e valência como:

Ec,k = h̄εc,k = Eg + h̄2k2/2mc (A.16)

e

Ev,k = h̄εv,k = h̄2k2/2mv. (A.17)

O Hamiltoniano completo do elétron na banda de valência e condução interagindo

com a luz é dado por:

H = Hel +HI. (A.18)

Com o Hamiltoniano completo em mãos, podemos obter a equação do movimento

da polarização usando a equação de Heisenberg [99]. Então temos que:

h̄
[

ı̇
d
dt
− (εc,k− εv,k)

]
Pvc,k(t) = [nc,k−nv,k]dcvE(t)

+
1
2 ∑

k
′

q6=0

Vq(〈â†
c,k+qâ†

v,k′−q
âc,k′ âc,k〉+ 〈â†

v,k+qâ†
v,k′−q

âv,k′ âc,k〉

+ 〈â†
v,k+qâ†

c,k′−q
âc,k′ âc,k〉+ 〈â†

v,k+qâ†
v,k′−q

âv,k′ âc,k〉)
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(A.19)

onde:

nλ ,k = 〈â†
λ ,kâλ ,k〉. (A.20)

Os termos à esquerda e à direita da igualdade na Eq. (A.19) representam o portador

de carga livre, enquanto que os termos de quatro operadores mais a direita, são consequência da

parte coulombiana da Eq. (A.15).

Para simplificar a equação de Heisenberg dada pela Eq. (A.19), faremos uma

aproximação na parte coulombiana através do random phase approximation (RPA), que substitui

o termo de quatro operadores em produtos de densidades e polarizações interbandas, tal como:

〈â†
c,k+qâ†

v,k′−q
âc,k′ âc,k〉 ≈ Pvc,k′nc,k′δk−q,k′ , (A.21)

onde o termo ∝ δq,0 não contribui (já que q 6= 0 no somatório). Como resultado, nós obtemos

h̄
[

ı̇
d
dt
− (εc,k− εv,k)

]
Pvc,k(t) = [nc,k−nv,k]

[
dcvE(t)+ ∑

q 6=k
V|k−q|Pvc,q

]
. (A.22)

A Eq. (A.22) representa a dinâmica da polarização interbanda. Para o propósito de

simplificar a abordagem na Eq. (A.22), assumimos uma aproximação de quasi equilíbrio na

dinâmica da densidade. Isso quer dizer que a escala no tempo é suficientemente longa tal que os

processos de espalhamento são levados ao equilíbrio rapidamente na forma de uma distribuição

de Fermi-Dirac quasi estacionário. Portanto,

nc,k(t)→ fc,k e nv,k(t)→ fv,k (A.23)

com

h̄
[

ı̇
d
dt
− (εc,k− εv,k)

]
Pvc,k(t) = [ fc,k− fv,k]

[
dcvE(t)+ ∑

q 6=k
V|k−q|Pvc,q

]
. (A.24)

Consideramos uma situação de um cristal não excitado, onde

fc,k ≡ 0 e fv,k ≡ 1, (A.25)
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então, temos:

h̄
[

ı̇
d
dt
− (εc,k− εv,k)

]
Pvc,k(t) = dcvE(t)+ ∑

q6=k
V|k−q|Pvc,q. (A.26)

Usando as Eqs. (A.16) e (A.17), temos:

εc,k− εv,k = Eg +
h̄2k2

2

(
1

mc
− 1

mv

)
= Eg +

h̄2k2

2mr
, (A.27)

e usando as transformadas de Fourier entre momento e posição

F(r) =
L3

(2π)3

∫
Fqe−ı̇q.rd3q ∴ Fq =

1
L3

∫
F(r)eı̇q.rd3r, (A.28)

e as transformadas de Fourier entre ω e t

F(t) =
1

2π

∫
F(ω)e−ı̇ωtdω, ∴ F(ω) =

∫
F(t)eı̇ωtdt, (A.29)

podemos escrever a Eq. (A.26), como:[
h̄(ω + ı̇δ )−Eg +

h̄2
∇2

r
2mr

+V (r)
]

Pvc(r,ω) =−dcvE(ω)δ (r)L3. (A.30)

Uma maneira de resolver essa equação diferencial seria expandir Pvc nas soluções da

equação homogênea, que obedece à seguinte equação:

−
[

h̄2
∇2

r
2mr

+V (r)
]

ψν(r) = Eνψν(r). (A.31)

A Eq. (A.31) é conhecida como a equação de Wannier, e tem exatamente a forma de

uma equação de Schrödinger para duas partícula em movimento relativo com um potencial de

interação. Comumente, essa equação é usada para descrever excitons em uma estrutura cristalina

[56, 66], onde o elétron e o buraco estão em um movimento relativo interagindo via potencial de

Coulomb (atrativo). Não temos a intenção de resolver a Eq. (A.30) (caso tenha interesse, veja

ref. [92]), pois estamos interessados em apenas justificar o uso da equação de Wannier.

Essa equação é válida quando a interação de Coulomb varia pouco dentro da célula

unitária permitindo assim que o raio de Bohr efetivo (uma analogia ao raio de Bohr de um átomo

de Hidrogênio, já que o buraco desempenha o papel de próton) do exciton, que determina a

extensão da função de onda do estado fundamental, seja consideravelmente largo em comparação

à constante de rede de um determinado cristal.
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APÊNDICE B – TIGHT-BINDING UNIDIMENSIONAL

O modelo tight-binding (TB) é uma aproximação utilizada para calcular a estrutura

de bandas de um determinado sistema através da suposição de que a função de onda do sistema é

a superposição das funções de onda de átomos isolados, chamadas funções de Wannier, como

pode ser visto na Fig. 32. Em outras palavras, o elétron está fortemente ligado ao seu átomo de

origem e só pode se mover para os átomos mais próximos. Ao abordarmos um problema com o

modelo tight-binding, nós começamos com a função de onda do elétron dos átomos que formam

o sólido. A função de onda centrada em um determinado átomo tem uma superposição pequena

com as funções de onda do seus átomos vizinhos e praticamente nenhuma com os átomos

mais distantes. Então, as integrais de superposição decrescem rapidamente com o aumento da

distância entre os átomos, tal que apenas algumas integrais de superposição são levadas em conta.

A equação de Schrödinger para um único átomo localizado no l-ésimo ponto da rede é:

ψ
j

ψ
j+1

ψ
j-1

j+1jj-1

V(x)

j-1 j j+1

Niveis de

energia

(a)

(b)

(c)

Potencial cristalino

Orbitais âtomicos

Função de onda TB

Figura 32 – Representação unidimensional das posições âtomicas, seguidas de (a) potencial
cristalino, (b) funções de onda de átomos isolados e (b) a função de onda tight-binding, dada
pela linha pontilhada, que surge devido a superposiçao dos orbitais âtomicos [100].

[
− h̄2

2m0
∇

2 +V0(r−Rl)

]
φλ (r−Rl) = Eλ φλ (r−Rl), (B.1)
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onde V0(r−Rl) é o potencial do l-ésimo átomo. O problema para para uma cadeia périodica de

átomos é: [
− h̄2

2m0
∇

2 +∑
l

V0(r−Rl)

]
︸ ︷︷ ︸

H

ψλ (k,r) = Eλ (k)ψλ (k,r). (B.2)

Para resolver essa equação nós usaremos o seguinte função de onda

ψλ (k,r) = ∑
n

eı̇kRn

L3/2 φλ (r−Rn). (B.3)

Essa função de onda é um bom ansatz, pois satisfaz o teorema de Bloch [56, 66].

Levando em conta as condições periódicas ψλ (k,r+Na) = ψλ (k,r), onde N é o número de

unidades da distância entre dois átomos próximos, dado por a, temos:

ψλ (k,r) = ∑
n

eı̇kRn

L3/2 φλ (r−Rn) = ∑
n

eı̇kRn

L3/2 φλ (r+Na−Rn). (B.4)

Tomando Rm = Rn−Na, a função de onda total pode ser escrita:

ψλ (k,r) = ∑
m

eı̇k(Rm+Na)

L3/2 φλ (r−Rm). (B.5)

Com as funções de onda em mãos, podemos calcular a energia através da eq.(B.2).

Multiplicando o seu lado direito e o seu lado esquerdo por ψλ (k,r) e ψ
†
λ
(k,r) respectivamente, e

então integrando em r, obtemos:

E(k) =

∫
ψ

†
λ
(k,r)Hψλ (k,r)dr∫

ψ
†
λ
(k,r)ψλ (k,r)dr

. (B.6)

Usando a eq.(B.3) na eq.(B.6), temos:

E(k) =
∑m,n

eı̇k(Rn−Rm)

L3

∫
φ

†
λ
(r−Rm)Hφλ (r−Rn)dr

∑m,n
eı̇k(Rn−Rm)

L3

∫
φ

†
λ
(r−Rm)φλ (r−Rn)dr

. (B.7)

Como nós assumimos que o elétron é fortemente localizado, as integrais contribuem

cada vez menos com o aumento da distância entre o m-ésimo e o n-ésimo ponto da rede. Então

as contribuições mais relevantes são quando m = n (contribuição do próprio átomo) e n = m±1

(primeiros vizinhos). Portanto, é suficiente aproximar o denominador usando∫
φ

†
λ
(r−Rm)φλ (r−Rn)dr ≈ δn,m. (B.8)

Dessa forma o denominador pode ser escrito:

DE = ∑
n,m

δn,m

L3 = N/L2. (B.9)
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A integral do numerador é dada por:

I =
∫

φ
†
λ
(r−Rm)

[
− h̄2

2m0
∇

2 +∑
l

V0(r−Rl)

]
φλ (r−Rn)dr, (B.10)

e pode ser escrita da seguinte forma:

I = δn,m

 1©
∑

l
δl,nEλ +

2©

∑
l 6=n

∫
φ

†
λ
(r−Rn)V0(r−Rl)φλ (r−Rn)dr


+

3©
δn±1,m ∑

l

∫
φ

†
λ
(r+Rn±1)V0(r−Rl)φλ (r+Rn)dr+ ....

,

(B.11)

I ≡ δn,mE
′
λ
+δn±1,mtλ + ...., (B.12)

onde 1© é a contribução da energia de todos os átomos, 2© é a contribuição da influência que

os átomos fazem nos níveis de energia de outros átomos. O primeiro e o segundo termo são

considerados juntos como uma renormalização da energia dos átomos, e podem ser reescrito

como sendo E
′
λ

. O termo em 3© é a superposição de estados de átomos vizinhos mediado por um

potencial periódico, atribuido por tλ . Dessa forma, dizemos que tλ leva em conta a contribuição

de primeiros vizinhos (átomos imetiatamente próximos). Normalmente ambas as integrais em

E
′
λ

e tλ são resolvidas numericamente, e esses calculos dependem bastante dos detalhes de φλ (r)

e do potencial V0(r−R). Na Eq. (B.12), os termos além dos dois primeiros são responsáveis pela

superposição de estados entre átomos cada vez mais distantes entre si, e tendem a contribuir cada

vez menos. Portanto, apenas as contribuições de primeiros vizinhos são consideradas (m = n±1)

na Eq. (B.12) 1, e usando a Eq. (B.9) podemos escrever a Eq. (B.7) aproximadamente como:

E(k) =
∑m,n

eı̇k(Rn−Rm)

L3

(
δn,mE

′
λ
+δn±1,mtλ

)
N/L3 , (B.13)

E(k) =
Eλ

N ∑
m,n

δn,meı̇k(Rn−Rm)+
tλ
N ∑

m,n
δn±1,meı̇k(Rn−Rm). (B.14)

1 Tenha em mente que essa aproximação é feita nesse contexto, mas dependendo do problema é necessário tomar
segundos ou até terceiros vizinhos.



76

Levando em conta os deltas de cada parte, pode-se reescrever a equação anterior

como:

E(k) = Eλ +
tλ
N ∑

n

(
eı̇k(Rn−Rn+1)+ eı̇k(Rn−Rn−1)

)
, (B.15)

onde o somatório no primeiro termo contribui com N, que cancela o denominador, restando

apenas a energia normalizada Eλ . Sabendo que nossa rede é unidimensional e que a distância

entre dois âtomos vizinhos é dada por a, então temos que Rn±1 = Rn±a, de forma que:

E(k) = Eλ +
tλ
N ∑

n

(
eı̇ka + e−ı̇ka

)
, (B.16)

e da mesma forma o somatório no segundo termo contribui com N e é cancelado com o denomi-

nador, restando as exponenciais que podem ser reescrita eme termos da função cosseno, então a

energia se torna:

E(k) = Eλ +2tλ cos(ka). (B.17)

A Eq.(B.17) descreve a estrutura de bandas no modelo tight-binding undimensional.

O termo tλ pode descrever uma banda de condução (tλ < 0) e uma banda de valência (tλ > 0)

que depende do sinal de tλ .
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APÊNDICE C – ARTIGO PUBLICADO RELACIONADO À TESE
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