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Introducao

Dada uma variedade semi-riemanniana M", a existéncia de uma imer-
sdo isométrica de M em uma variedade ambiente M” é equivalente, em
termos de sistemas de coordenadas, a possibilidade de resolver um sis-
tema sobre-determinado de @ EDP’s cujas variaveis sdo as N compo-
nentes da imersdo. Naturalmente, ocorrem condi¢des de compatibilidade,
as quais, em Geometria Diferencial, correspondem as equagdes de Gauss,
Codazzi e Ricci.

Neste contexto, o famoso Teorema de Janet-Cartan (v. [14], vol. YV,
p.- 216) assegura a existéncia de imersdes locais no caso em que M é
analitica e riemanniana e M ¢é o espaco euclidiano de dimenséao w A
demonstragdo deste teorema, protétipo da teoria de sistemas diferenciais
exteriores desenvolvida por Cartan e Kaehler, é firmemente baseada no
Teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Um outro resultado (v. [14], p. 609),
de divulgacdo muito mais restrita, conhecido como Teorema de Campbell-
Magaard, afirma que qualquer variedade riemanniana de dimensdo n pode
ser localmente imersa numa variedade Ricci-flat de dimensdo n+1. Obser-
vamos que a codimensdo do espaco ambiente neste caso é bem menor que
no teorema de Janet-Cartan. Curiosamente, poucas mengdes sdo feitas a
este teorema na literatura cladssica em Geometria Diferencial. Uma notavel
excecdo é a enciclopédica referéncia [14]. A demonstracdo original, ex-
posta no livro [3], foi retomada e corrigida por Magaard em sua tese de
doutorado, vinda a lume mais tarde.

A despeito disto, na literatura recente em Relatividade Geral e Cos-
mologia, o Teorema de Campbell-Magaard adquiriu grande relevancia na
investigacdo da consisténcia matematica da teoria da matéria induzida
e de outras teorias de imersdo do espago-tempo. A idéia de acrescen-
tar dimensodes extras ao espago-tempo tem perpassado toda a histéria
da Relatividade Geral, tendo como versdo pioneira a Teoria de Kaluza-



Klein, unificando gravitacdo e eletromagenetismo em uma estrutura de
dimensdo cinco. Recentes teorias da gravitagdo que postulam a existéncia
de uma dimensdo extra motivaram a busca por generaliza¢des do Teo-
rema de Campbell-Magaard. Como exemplo de tais teorias, pode-se citar
os chamados modelos de Randall-Sundrum, onde o espaco imersor cor-
responde a um espaco de Einstein. Preocupados em estender o resultado
original de Campbell e sua reformulagdo por Magaard, C. Romero e F.
Dahia obtiveram o seguinte teorema de imersdo em espagos de Einstein:

Teorema. ([6], Theorem 3, p. 5813) Seja M™, n > 1, uma variedade semi-
riemanniana cuja métrica é expressa por uma matriz analitica (h;;) em um sis-
tema de coordenadas x'. Entdo, M pode ser local, isométrica e analiticamente
imersa em um espago de Einstein de dimensdo n + 1 e constante cosmolégica A.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados sobre a existéncia de
imersdes locais em espagos de Einstein, obtidos por Carlos Romero e co-
laboradores e publicados em [1], [4] e [6]. De fato, pesquisa desenvolvida
por estes autores permitiu obter resultados ainda mais abrangentes do que
0s expostos presentemente.

A dissertagdo € estruturada do seguinte modo: no Capitulo 1, apresen-
tamos preliminares de Geometria Diferencial e algumas férmulas classicas
de Célculo Tensorial que serdo utilizadas no decorrer do trabalho. No
Capitulo 2, obtemos as equagdes de Einstein como equagdes de Euler-
Lagrange para a a¢do de Einstein-Hilbert. Como explanacdo prévia so-
bre o tensor de energia-momento, mostramos, ainda, alguns exemplos de
lagrangianas sobre campos. No Capitulo 3, é feito um breve estudo so-
bre imersdes isométricas de codimensdo 1. Em particular, obtém-se as
equagdes fundamentais (equagdes de Gauss e Codazzi), as quais sdo uti-
lizadas para deduzir-se uma apresentacdo conveniente das equagdes de
Einstein. Neste formalismo, as equagdes de campo aparecem como duas
equagdes dindmicas envolvendo a métrica e a segunda forma fundamen-
tal de uma hipersuperficie; e n equagdes de vinculo. Mostramos que tais
equagdes sdo as equagdes candnicas da formulagdo Hamiltoniana e (for-
malismo ADM) da Relatividade Geral. No capitulo 4, apresentamos, final-
mente, um estudo interpretativo da prova dada por C. Romero e F. Dahia
para o teorema citado acima e abordamos, ainda, resultados obtidos por C.
Romero e colaboradores sobre imersées minimas em espagos de Einstein.



Capitulo 1

Noc¢oes de Calculo em Variedades

Neste capitulo, iremos apresentar as no¢des basicas do célculo em va-
riedades e introduziremos as ferramentas que serdo utilizadas nos demais
capitulos.

1.1 Campos Tensoriais

~ Um tensor do tipo (r, s) em um ponto ¢ de uma variedade diferenciavel
M+ é uma aplicagdo multilinear

T:T;Mx .. T;MxT,Mx...xT,M—R.

q

3 . /
- N~
r S

Em particular, uma 1-forma w € T; M é um tensor do tipo (0, 1), ao passo
que um vetor tangente v € 7; M é um tensor do tipo (1, 0) definido por

v(w) = w(v).

Em geral, um tensor do tipo (r, s) pode ser escrito em termos de coorde-
nadas locais ¢°, . .., ¢" em M na forma

D
T=T"" —®...Q

J Js
i g Ggr 240" @@ dg

O simbolo ® denota o produto tensorial definido do seguinte modo: dados
tensores 7', S de tipos (r, s) e (r',s"), o tensor T' ® S, de tipo (r + 7', s + &),



é dado por

1 r+r/ _
TRS(w ..., " v, Veyg) =

T(w, ... ,w" v, s) S(Wh . W™ v, vg).

Um campo tensorial de tipo (r, s) em M é uma correspondéncia que associa
a cada ponto ¢ € M um tensor do tipo (r,s) em T,M, de modo que os
componentes locais lelj“ sdo fungdes diferencidveis. Sob mudanga de
coordenadas

(qOJ 7qn> = (6077671)7
tais componentes transformam-se segundo a regra

Tty ke kr 0q" oG dgh q's
Jreds T Tlieds ogk g 0 D

Campos vetoriais e 1-formas diferenciais correspondem, respectivamente,
a campos tensoriais do tipo (1,0) e do tipo (0,1). Um operador linear em
T, M pode ser visto como um tensor do tipo (1, 1).

Uma métrica g em M é um campo tensorial do tipo (0, 2), cuja agdo so-
bre campos vetoriais V, W denotamos por (V, W), satisfazendo as seguintes
condigdes:

1. simetria, isto &, (V, W) = (W, V),

2. ndo-degenerescéncia, ou seja, caso (V, W) = 0, para todo campo ve-
torial W, entao V = 0.

Em coordenadas, a métrica é descrita por uma matriz simétrica e nédo-
singular (g;;). A inversa desta matriz é usualmente representada por (g*).
Denotamos

gl = [ det(g;)] (1.1)

O par (M, g) é denominado uma variedade semi-riemanniana. A métrica
é dita riemanniana, caso a matriz (g;;) seja definida. Trataremos adiante de
métricas lorentzianas, em que a matriz (g;;) tem indice 1.

Uma 1-forma diferencial w é metricamente equivalente a um campo veto-
rial V' se, dado um campo vetorial W qualquer, obtém-se

W(W) = (V, V).



0

g’ temos

Neste caso, expressando localmente o campo vetorial por V = v*
W = gij v'dg? =: v; dq’.
A métrica pode ser estendida a 1-formas definindo-se
(w,wy = (V, V).

A matriz (¢) corresponde as componentes da métrica atuando em 1-
formas. De fato,
(w,w) = gYww; =: wwj.

Como exemplo, dada uma fungéo real u definida em M, o campo gradiente

Vu = g"u; i =l i,
og’ og’

é metricamente equivalente a diferencial du = u; d¢* de u, onde u; = ;.

A extensdo da métrica a campos tensoriais arbitrérios é feita de modo
natural. As operagdes algébricas v; = g;;v' e w/ = gYw;, denominadas
rebaixamento e levantamento de indices, podem igualmente ser estendidas a
campos tensoriais.

Dado um campo vetorial V em M, a métrica determina a derivada co-
variante de V dada por

VV =VV/d¢' ® i, (1.2)
g’
onde - o
ViV7i=o,VI+ T, V" (1.3)

sendo os simbolos de Christoffel T/, completamente determinados pela métrica,
segundo a expressdo

1
1Y, = = " (0i ik + O gt — Oy gin) - (1.4)

[\

Usualmente, denotamos V,V = ?V(a%). Dado um campo vetorial W,
definimos B N
VwV =W'V,V. (1.5)
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Esta operacdo de derivacdo pode ser estendida a campos tensoriais quais-
quer pela férmula

VwT Vi, Vi, 01,0, 0°) = W(T(Vi, ...V, 61, 6°)) (1.6)

~T(VwVi,..., Vs, 0 .. ,0°) — .. = T(V4,...,VwV,, 0", ...,0°)
—T (Vi , Ve, Vw0t 0°) — o =T (V.. Vi, 0 V).
Fixando W = %, as componentes do campo tensorial V 2 T sdo deno-
tadas por -
ViTiy, (1.7)
ou

Em particular, dado um campo tensorial K do tipo (1, 1), calculamos
VK| = 0;K] + T K" —TH K. (1.9)

Uma outra nogéo de derivada covariante € a derivada de Lie, que prescinde
da existéncia de uma métrica em M. Consideramos um campo vetorial
arbitrdrio V em M e o fluxo &) = ®(\, -) gerado por V/, isto é, tal que

d _
- P(Aq) =V(®(Aq), qeM.
dA
Cada aplicagdo ®, é um difeomorfismo, o qual atua sobre campos da

seguinte forma
q))\*W|<I>/\(q) = d@A<Q) ' W(Q)

e atua sobre 1-formas diferenciais w por pull-back
O w(W) =w(®,.W).
Definimos, ainda, sua a¢do sobre campos escalares
O u=uo .

Definimos a derivada de Lie de campos escalares e vetoriais respectiva-

mente por
du

£ = —_— =
VET

du(V)
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d
LyW|, = ﬁ\ho DV (Palg) = [V, W],

a extensdo a campos arbitrdrios seguindo regra andloga a que vimos acima.

Registramos o fato de que a diferenga de duas derivadas covariantes
V e V em uma variedade (correspondendo, por exemplo, a duas métricas
diferentes) constitui um campo tensorial C' do tipo (1,2). De fato, calcu-
lamos

C(V,uW) = VyuW — VyuW
= du(V)W — du(V)W +u(VyW — Vy W) = uC(V, W),

as demais rela¢des de linearidade sendo trivialmente verificadas.
O divergente de um campo tensorial V' é definido por

divV = tr(VV) = V1. (1.10)
Em termos de coordenadas, escrevemos
divV = 9,V' + T, V7. (1.11)
Todavia, observamos que
_ 1 A 1 , 1 ;
Z Iy = 2 Z g* 9595 + 2 Z g* (aigkj - akrgij) -3 Z g* 9i9ik-

Por outro lado, utilizando a expansdo de det(g;;) em termos de cofatores
C" e aregra de Cramer para inversdo de uma matriz, temos

_ 0lg| 9g;;
agij 3qk

Al - :I:ag” > 9aC" Ogij = £C0kgij = |9lg” Ogiy-
1] l

Concluimos que

_ 11 1
E . =—-——0:lg| = —— 0:1/]g|.

Assim, deduzimos a seguinte férmula

vy — o, i
d1VV—\/Tg|8z(\/EV).

12



O laplaciano de um campo escalar é o operador dado por
Au = divVu,
cuja expressdo em coordenadas é

1 )
Au=—=9;(\/]g|u).

Vdl

No caso lorentziano, denotamos
Au = Ou.

Podemos definir adequadamente o divergente de um tensor simétrico
T com componentes 7"/ segundo a férmula

. = ij O
divl =V, TV —.
oq’
O célculo com campos tensoriais é facilitado pelo emprego de coorde-
nadas normais, que definiremos adiante. Nestas coordenadas, podemos
fixar, em um ponto ¢,

gijle = mijs  Thlg =0,

onde (7;;) denota a métrica

n=diag(-1,...,-1,1,...,1),
14
onde v representa o indice de g. Os casos ¥ = 0 e v = 1 correspondem as
métricas euclidiana e de Minkowski em R"*!. No caso n = 3, a métrica de
Minkowski constitui o cendrio geométrico da Relatividade Especial.

Esta aproximacdo de primeira ordem de uma métrica arbitrdria é, em
Relatividade, o suceddneo do conceito de referencial inercial. Todavia, o
anulamento dos efeitos de uma métrica ndo-euclidiana nao pode ser tor-
nado local. De fato, uma obstrucdo, necessariamente de segunda ordem,
para que uma métrica seja localmente euclidiana é a curvatura, que pas-
samos a definir.

O tensor de curvatura em M associado a derivada covariante V é

R(V.W)Z =VwVvZ —VvVwZ + Vyw Z, (1.12)

13



uma versdo covariante sendo definida por
R(V,W,Z,Y) = (R(V,W)Z.Y).

Em coordenadas locais,

R(0;,0))0y = V;Vidy — V;V;0, = V,T},0, — ViT',.0,
— (8Th — ATl + T4, — DAL, ) & = R0

O tensor de Ricci é definido como a contracdo

R(V,Z) =tr(W — R(V,W)Z).

Temos ~ _ .
R(0;, 0) = tr(ﬁj = Réjk (91) = Rj;.-
Portanto
R = R,

Em coordenadas,
Ry = 0, — 0%, + Tl — Tl .
A curvatura escalar é dada por

R=g"Ry = .

1.2 Formas Diferenciais

Uma k-forma exterior w em T, M é uma aplicagdo multilinear
w:TqMX...XTqMHR
totalmente anti-simétrica, isto é, tal que, dados vetores v; em TqM , temos

W(Viy sy Vi) = (531':(‘;16 w(vg, .5 V),
i
i

onde o delta de Kronecker generalizado 4]
permutagdo o no caso em que

corresponde ao sinal da

il :U(jl),,ZkZO'(]k)

14



Caso contrario, pomos 55115: = 0.

Em particular, dada a base dual d¢°, . ..,d¢" em T,M, definimos a k-
forma
dg"(vi) ... dg"(v)
dg AL Adg*(vr, ... 0) = : : (1.13)
dg(v1) .. dg(vy)

Caso os vetores coordenados sejam ortonormais em ¢, interpretamos geo-
metricamente este determinante como o volume orientado da proje¢dao, no
subespaco gerado pelos vetores coordenados

o 9
8qi17"'78qik7

do paralelepipedo (possivelmente degenerado) determinado pelos vetores
tangentes vy, ..., vg.

Verifica-se que, considerando apenas multi-indices tais que 7; < ... <
i, estas formas constituem base para o espago vetorial das k-formas em
T, M, que denotamos A*(T,M). Deste modo, uma k-forma arbitraria pode
ser escrita como

0<i1<...<ix<n

As formas basicas d¢" A ... A dg’ sdo apenas localmente definidas, corres-
pondendo a uma anti-simetrizagdo do produto tensorial visto acima:

dg" AL AdgE =00 dgh @ L @ dgt
Também indicamos que A pode ser estendido linearmente a formas quais-
quer, gerando um produto exterior.

Uma k-forma diferencial em M é uma correspondéncia que associa a
cada ponto ¢ uma k-forma em w € A*(T,M), cuja expressdo em coorde-
nadas tem componentes a;, ;, = a;, ;,(¢°,...,q") diferencidveis.

Uma n-forma p em M é um elemento de volume se i(q) # 0, para todo
q € M. Verifica-se que M admite um elemento de volume se e somente se é
orientdvel. Isto significa que M admite uma cole¢do de sistemas de coorde-
nadas tais que os jacobianos das mudancas de coordenadas sao positivos.
Por sua vez, esta condi¢do implica que podemos orientar todos os espagos
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tangentes TqM de modo coerente, a saber: uma base {vy, ..., v,} de TqM é
positiva se

w(vo, ..., v,) > 0.

Dados dois sistemas de coordenadas ¢* e ¢ em M, temos

aqo 8qn ) )
d® A ... Adg" = — . ———d§° A ... AdGm
q q dao " o q
0 n
J— iO---in aq aq

d@® A ... AdG"

0...n % s &jln
= J(°, ...,¢")d¢" A... AdG,

onde

g\ 9q° oq™
8q~j> = %...in% DG
€ ojacobiano da transformagao de coordenadas e, nesta expressao, €, i, =
oo™ é o "tensor” de Levi-Civita (v. [9], p. 67).

Portanto, dadas as expressoes locais

J(, ... q") :det<

w=ald,...,q")d¢" A... Adg"

w=a(@,...,q)di® A ... AdG",

temos
a=al.

Como apontamos acima, a existéncia de um elemento de volume p em M
acarreta que possamos supor J > 0.

O suporte de uma k-forma diferencial w é o fecho em M do conjunto de
pontos ¢ tais que w(q) # 0. Suponhamos que o suporte de w esteja contido
em uma regido aberta de M parametrizada por coordenadas ¢°, ..., ¢".
Neste caso, a integral de w é definida por

/ w:/ a(d,...,q¢")dq"...dq", (1.14)
7}

se w = adg” A ... A d¢" em coordenadas. Nesta expressdo, e ao longo
destas notas, o sinal de integral sem subscrito indica integracdo em (um
aberto do) espacgo euclidiano.
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Considerando outro sistema de coordenadas, ¢*, . .., ¢" que cubra o su-
porte de w, temos

/_w = /a(qo,...,g")dgo...dq":/aJ|J—1|dq0...dq”
M
= /adqo...dq”,

onde utilizamos o teorema de mudanga de varidveis para integragdo em
R™*! e o fato de que J > 0. Este calculo mostra a consisténcia da defini¢do
da integral de formas.

Se o suporte (compacto) de w ndo é coberto por um tnico sistema de
coordenadas, utiliza-se uma parti¢do da unidade para a definicdo da inte-
gral.

A derivada exterior de uma k-forma diferencial

0<i1<...<ix<n

é, por definicdo, a (k + 1)-forma diferencial dada por

< <...<1x<n

Dados um campo vetorial V' e uma k-forma diferencial w, definimos a con-
tragdo ou produto interior

va(Wl, .« 7Wk—1) = w(V, Wl, ceey Wk—l)-
As féormulas

df=.£d

£yw=diyw + 1y dw

permitem obter uma expressao livre de coordenadas da derivada exterior,
a saber

dw(Va, ..., Viy1) Zv Viye oy Vi, V)

=

+ Z ) w([Vi, Vi, Vi, Vi,

1<J

V).

17



Esta féormula pode ser alternativamente escrita em termos de derivada co-
variante.

Ademais, utilizando a noc¢do de derivada de Lie aplicada a formas,
demonstra-se a seguinte férmula de derivacdo de integais

SISTARELY)
—|a= W= Lyw. (1.15)
d)\|/\ 0 o) - 1%

Propriedades fundamentais da derivada exterior sdo

d(wAn) =dwAn+ (1) w Ady

d*w = 0.

O Lema de Poincaré afirma que, dada uma k-forma fechada w, isto é, tal que
dw = 0, existe localmente uma (k — 1)-forma 7 tal que dn = w.

Seja U C M um aberto em M cuja fronteira OU é uma subvariedade
n-dimensional. Suponhamos que o fecho de U é compacto. O Teorema de
Stokes afirma que, dada uma n-forma w definida em um aberto V' contendo

o fecho de U, vale
/ dw = / w. (1.16)
U U

Tendo em conta a métrica (g;;), podemos definir um elemento de volume

natural, que denotamos dM. Localmente, definimos
dM = \/|_g|dq0/\.../\dq",

onde |g| = |det(g;;)|. Portanto, as componentes deste elemento de volu-
me semi-riemanniano sdo +/|g| €, ;. Neste contexto, a integral de uma
funcdo u com suporte compacto em M é definida por

/ud]\Z7
M

cabendo as mesmas observagdes que fizemos acima.
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1.2.1 Integracao por Partes

O Teorema de Stokes permite estender o artificio de integracdo por
partes ao Cdlculo em variedades.

Dado um campo vetorial V definido em M, temos o Teorema da Di-
vergéncia

/dideM:/ (V, N, dM (1.17)
U oU

onde N é o campo vetorial normal unitdrio ao longo da subvariedade
M = 0U, apontando para fora. Isto significa que fixamos em M = oU
o elemento de volume

dM = LN dM

O Teorema da Divergéncia segue do Teorema de Stokes aplicado a n forma
w = tydM.
De fato, calculamos em coordenadas

vy dM = Z(—l)ivi\/]g]dqudql /\.../\(Tc;"/\.../\dq”

)

e, portanto,

d(ydM) = Lo (v'v/]9]) V]gldg® Adg' A ... Adg™ = divV dM.

VIl

A demonstracdo resume-se, a partir deste ponto, em mostrar que
Ly dM = <V, N>LNdM = <V, N> dM.

Uma consequéncia notavel deste teorema é a integracdo por partes

/(JudiVV+/[](Vu,V>:/8U<V,N>, (1.18)

férmula amplamente utilizada no Célculo de Variagdes.
Uma situagdo particular é a seguinte

. 0 B : 0 d. '
/uvi = /udlv(va—qi) dg = /dlv(uva—qi) dq—/(Vu,vﬁ—qZ) = /ulv,

as integragdes sendo efetuadas no espago vetorial euclidiano.
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Capitulo 2

Equac¢oes de Campo

2.1 Acao de Einstein-Hilbert

Nesta segdo, iremos obter as equag¢des de Einstein (no vacuo) de um
ponto de vista variacional, utilizando a acdo de Einstein-Hilbert.

Como antes, M denota uma variedade orientada de dimensdo n + 1
munida de métrica semi-riemanniana g = (g;;). A densidade lagrangiana
para a relatividade geral é dada por

R/lgl,

onde R denota a curvatura escalar e dM = +/|g| dq a forma elemento de
volume em M, ambas associadas a métrica g = (g;;). A agdo de Einstein-
Hilbert é definida por

Se (g):/ RdM.

M

Em coordenadas (¢'), que cobrem um aberto U C M, a a¢do de Einstein-
Hilbert é expressa por

Sunlg) = / R/Tgldg,

onde dg = d¢° A ... A dg".
Seja, entdo, y um tensor simétrico (0, 2) de suporte compacto. Tomemos
e > 0 um parametro real, suficientemente pequeno, tal que g + sx é uma

20



métrica com mesmo indice para todo s € (—¢,¢). Definimos, entdo, a
variacdo da acéo S.; como sendo

d
5Seh = _Seh(g + SX)|S:0'

ds
Devemos calcular a derivada funcional % dada por
1) g
0Sen = ﬁ 0g". (2.1)
dg¥

Usando a regra de derivagdo sob o sinal de integracgdo (1.15), obtemos

08, = 0 ( / Rv/|g] dq> =6 ( / g*Rix/]9] dq) (2.2)
= [ RaI006™) + g Rad(aD)da+ [ *Tglo (R

Calculamos separadamente 6(g%), 6(1/]g]) e 6(R;1.). O célculo de §(g*) é
efetuado observando que a identidade g*gx; = &} implica 6(g"gr;) = O e,
portanto,

8(9™) g = —9™5(gry)
logo
0(g™) = —g"0(grs)g""-
Podemos efetuar o célculo de outra forma, em termos do pardmetro s. De
fato, para g;; = g; + sx;; temos
8 = 3%k = 5" (grs + sx5) = (¢ + sX* + O(")) (grs + sxxs)

= g% g5 + (9" xns + X gr)s + O(s%)

= 8+ (9" xns + X" grs)s + O(s%).
Portanto,

(9" xw; + X 1) + O(s%) = 0.

Logo, derivando a expressao acima em s = 0, obtemos

VEari = —g" xnj
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e, assim, deduzimos que
X" = —g" X"
Uma vez que §(¢g"™) = sy™, obtemos como anteriormente a expressao
0(g™) = —g" 0 (gis)g™™ (2.3)

Calculemos 6(4/]g|). Temos

5(\/1gl) = %Maugn. (2.4)

Lembramos que o determinante de uma matriz A = (a}) ¢, por definicao,

n

det A = Z(—l)" a‘f(l)ag(z)...a;(”) =€, a1a...a"

onde o denota uma permutagdo de 1, ..., n. Agora, observamos que
Gij = 9ij + sxij = 9ij + 0955 = 9 (05 + " (6g15))-

Assim
det(gi;) = det(g;) det (8} + g* (g17)).

Tendo em conta que [ é um indice mudo na expressdo acima, expandimos,
usando a definicdo de determinante,

det(0F + g"(6g,)) = > _(=1)7 (55" + g7 (g10)) - .. (55 + g"™ (61
= (17550 3TN (=176 gD b))

+0((0g,y)*) =1+ Z 9" (i) + O((9g15)*)-

Deste modo, obtemos

il

o que implica 4
3(det(g5)) = det(gis)g" (3ga)-
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Substituindo a expressdo acima em (2.4), encontramos

(V1gl) =

1 . 1 .
—— 9lg" (594) = =V/|9| 9" (6ga).- (2.5)
2v/1g 2

Remetendo a expressdo ¢'(5g;) = —d(g")gi que obtemos anteriormente,
podemos reescrever a equagdo acima na seguinte forma

(vl = —5 VIl 8(6" g 26

Finalmente, calculamos §(R;;). Sabemos que

o), oy,

Ryp=R, = .
F ke O oxt

+ f‘ikf?l - fljkf‘gz

Supomos, por ora, que os célculos sdo efetuados em coordenadas normais

em torno de ¢ € M. Como os termos algébricos em I, na expressao

acima sdo quadréticos e temos I';;|, = 0, segue que, em termos destas
coordenadas

0Ri|q = 60; T, — 60,17, = 0;0 T, — 9,61,
onde usamos o fato de que
0;T' = 9;(I" + oT) = 9;" + 9,61

e portanto
60;T = 9;6T.

Assim, uma vez que derivadas covariantes de um tensor em ¢ coincidem
com derivadas usuais, a férmula acima passa a ser

0Rily = V6 T, — V;oT7,, 2.7)

uma identidade tensorial, dita de Palatini, valida em qualquer sistema de
coordenadas, em qualquer ponto.

O ponto capital deste argumento é baseado no fato de que JI" é tenso-
rial. Isto decorre explicitamente da expressao

T R - =
(5Ffj = Egkl(viéglj + V;0gu — Vl5gij)
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deduzida do seguinte modo
~ 1. . . . 1
Il = 59“@% + 0,90 — 01Gi;) = E(gkl +66") (Digij + 0j90 — D1gij)

1
+§ (gkl + 5gkl) (815913 + 83‘591'1 — 815g”)

_ 1 1
= Ffj + 59“ (ai(Sglj + 33591’1 - al5gij) - §9km59mngnl (8iglj + ajgil - 8lgz'j)
—1—0(32)

T ]' m ™"
— FZ + §gkl (8i5glj + (93-59“ — 81691-]-) — gk 5gmnFZJ + 0(82)

1 W m m W m m
59“ (Vi5glj + L5 0Gms + Ui30gum + V09 + T30 gm + T 0Gim

—vlégij — ff;dgmj - f}?égim) — gkm5gmnl;?j +0(s?)

_ Tk
_1"1.].4_

— Ffj + %gkl(?iéglj + V09 — Vidgi; + 2I_‘§?5glm) — gkmégmnf?j + O(s?)

=T+ %gkl(viéglj + V094 — Vidgij) + O(s%).

A partir da férmula (2.7), obtemos
9" Ry, = gV ;6 T —g* V0T, = Vg% T4, —V ;g% 6T, =: V; W = div W,
onde W é o campo vetorial dado por

W7 = gikéfgk — g7" 0Ty,
Calculam-se, facilmente, as componentes de W:
Wi = ¢"g*"Vibgi — g7 9" Vidga.
A 1-forma metricamente equivalente a IV tem componentes
Wj = gimW™ = ¢*Vidg;; — 9"V ;0gu.

Reunindo estas expressdes, voltamos a determinacdo da equagdo de campo.
Deduzimos que

_ 1 -~ -
0Seqg = /(sz — égklelgij)(ng\/ \g\dq—l—/VjWJv lg| dg
_ 1- ..
= /(Rij—éRgij>5g”\/|g|dq—|—/_ leW
4
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Portanto, se y tem suporte compacto contido em U, entdo éI' = 0 préximo
a dU e, deste modo, W = 0 em OU. Assim, concluimos que as equagdes de
campo sao

g, (2.8)

onde

é o tensor de Einstein

Como aplicagdo destes célculos, supomos que M é uma superficie.
Dadas duas métricas riemannianas g e g em M, o caminho

(1—5)g+sg

define uma variacdo da métrica g. Calcula-se facilmente R = 2K, a cur-
vatura gaussiana (MM, g). Portanto, GG;; = 0. Assim, obtemos

| 5= [
M M

Demonstra-se, deste modo, o seguinte fato central em Geometria Diferen-
cial.

Proposicio 1. (3-Gauss Bonnet) Em uma superficie riemanniana (M, g), a cur-
vatura total

/_ K,dM (2.10)
M

é invariante por mudangas de métrica.

Como costumeiro em Calculo de Variag¢des, o divergente (e, portanto,
o termo de fronteira) encerra informagdes importantes, como quantidades
conservadas. No presente caso, trata-se do termo advindo de um mul-
tiplicador de Lagrange envolvendo a curvatura média K da fronteira (v.
Capitulo 3 para definicdo de K). Tal termo contribui para analise quando
consideramos varia¢des mais gerais dg;;, que apenas fixam a métrica do
bordo ([16], Appendix E).
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2.2 Campos Materiais

Consideramos, agora, um fibrado vetorial £ de posto N sobre M e de-
notamos por ¢ : M — & uma secgdo de £. Como exemplos, podemos
mencionar um campo tensorial, caso £ seja um fibrado tensorial. Campos
de espinores sdo exemplos ndo-tensoriais. Denotamos por V¢ a diferen-
cial covariante de 1), com respeito a uma dada conexdo em £.

Uma lagrangiana em M é um funcional da forma

W = L(g, 9, VoY)

e, dado um elemento de volume semi-riemanniano dM em M, a densi-
dade lagrangiana correspondente é, por definigdo,

L£=1L+gl

Definimos, entdo, a acdo
S = / LdM = [ Ldq.
M

Como antes, consideramos um aberto com fecho compacto U C M coberto
por um sistema de coordenadas ¢", ¢!, ..., ¢". Escrevemos localmente £ =
U x RY e representamos a sec¢do por

YU — RY,

aplicacdo diferencidvel cujas componentes (coordenadas cartesianas, ndo
necessariamente componentes tensoriais) denotamos

v =W 4", ).
Denotamos, ainda,
oy

@ _

As expressdes locais da lagrangiana e da agdo S sdo, respectivamente,

L= L(g, v, 4).

S = /L(q,w(i),@/}(,?)\/mdq-
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As variaveis 1Y) sdo denotadas varidveis de campo (internas). Considera-
mos uma variacao

wgi) =@ 4 559
destas varidveis, mantendo-se fixos os parametros ¢ e o elemento de vo-
lume; e tal que §¢() = 0 sobre OU. Se um campo ¢ = ¥(q) extremiza S,

entdo, em termos das coordenadas locais ¢, valem as equagdes (de campo)
de Euler-Lagrange

15528L_1i<m8L)
gl 300 = 890~ Jiglogn \VY 550

De fato, utilizando a notagao 4, segue que

o5 = /(w /(&M e

oL . 4
oL (9 oL ,
[ (s (v )

an 6’17[) (1

9 oL |
Tl (@
aqj( 9] ¢J)>5¢ )dq

- /(% j’?aaqug
[ 3 )

Visto que o dltimo integrando é um divergente envolvendo o campo varia-
cional 67, concluimos que a equagdo de Euler-Lagrange é dada pela ex-

pressdo acima. Aqui, utilizamos o formato da integragado por partes exibi-
do em na Secdo 1.2.

Z)) Vgl dg

))cw Vgl dg

Igl
20

2.3 Aplicag¢des Harmonicas

Como exemplo de lagrangianas sobre campos, consideramos a densi-
dade de energia

L(u) = —% |du?, (2.11)
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onde du ¢é a diferencial de uma aplicacdo u : M — RY. Fixadas coorde-
nadas arbitrarias ¢* em R, temos

du—u(l:)% ® dg’

(k) _ au®
onde u';’ = %

e, omitindo por ora parénteses e virgulas,
|du|? = (du, du) = ¢”|, (du - 9;,du - 8;) = g7k gkl]u(q

onde
Ghia = {omes 720 bt
Gkl|u(q) = &jk’ 8(? u(
é a expressdo local da métrica em R" ao longo da aplicagdo u. Calculamos

— = ——q"uwu “
ou™ 2 "R Oq m’ @
e
aL 1isl~ 17’zk ij k-~
B 597U Gt — 5 97U Ghom = =97 U5 G-
Portanto

1 0 0 RG]
- . e - : ij, .k -
<v|g| 3%”) T 8q"( 9] 9" u )g K
_1 is l 0 _1 k 0
29 sa ngl g ra lgkm

L, g 1 Ig
— _ 7 . A sy l,m m ri, k,n m'
9k u 2 g uguy aqn 2 59 Uy 8 n

Deste modo, obtemos
oL 1 9 — OL
T oum /1g] 94" ( 91 oul” )

1
= GemAu® + 5 g™ uju

OGmi OGkm OGw
(aqk T aq~m>‘

Portanto, as equagdes de campo sdo, neste caso, a equacao de uma aplicagdo

harmonica
1 4S8

|g| ou”

= Au” + Thubulg = 0, (2.12)
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onde r = 1,..., N. Uma variante da agdo que consideramos, fixando-se
N=1,¢

S(u) = — / % [dul?® + V(u), (2.13)

b7
onde V' é uma funcdo real, dita potencial. Definindo, por exemplo,

onde m é um parametro real, temos a agdo Sy, de Klein-Gordon.
Do fato de que, trivialmente, I' = 0, deduz-se que equagdo de campo
escalar correspondente a agdo (2.13) é

Au—V'(u) =0 (2.14)
Em particular, para a acdo de Klein-Gordon em métricas lorentzianas, ob-

tém-se

2

Uu—m u =0,

uma equagdo de auto-valor.

2.3.1 Geodésicas

Um outro exemplo interessante ocorre quando M tem dimenséo 1. Por
exemplo, seja M = R, munida da métrica usual d¢ ® dt. Neste caso, ex-
tremizantes v sdo denominadas geodésicas e satisfazem a equagdo

Vat =0,

onde 1 = du - %. Em termos de coordenadas, as equagdes (de movimento)
de Euler-Lagrange sdo o
i + ¥ a'i? = 0. (2.15)

Dado ¢ € M, o problema de valor inicial
Vi =0,
com dados iniciais

u(0) =¢q, u(0)=veT,M,
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pode ser resolvido, apelando-se ao teorema de existéncia e unicidade de
EDOQ'’s. Denotando-se a solugdo por u,,, a aplicagdo exponencial

qr— equ(v) = ug,(1),

é definida em um aberto estrelado U, de 7,M em torno da origem. A
possibilidade de definirmos uma tal aplicagdo é dada pela homogeneidade

Ugo(t) = g (1)

das geodésicas. A imagem U de U, pela aplicagdo exponencial é o que de-
nominamos uma vizinhang¢a normal de ¢. Restringindo-se U, a um aberto
proprio, podemos assegurar que exp, |y, : Uy — U é um difeomorfismo.

Dado um ponto ¢ em U, seja v € T, M tal que
exp, v = ¢

Fixamos eixos ortonormais em 7;, M e com respeito a estes eixos, definimos
coordenadas lineares v, ..., v™ para v. A correspondéncia

0 n
g (V7). 0")
define as coordenadas normais em U. Por definicdo, temos
Gijlg = mij-

Do fato de que geodésicas radiais sdo expressas como retas neste sistema
de coordenadas, segue que

2.3.2 Imersoes Minimas

Consideramos, agora, o caso em que u : M — M C RN ,onde M é uma
subvariedade de R". Neste caso, (hy;) é a métrica induzida em M pela
imersdo em R”.

Na proxima segdo, diremos que u é uma imersdo isométrica se

_ouF ou
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Supondo satisfeita esta condi¢do, a densidade de energia reduz-se a

1 .. n+1
L:—— ) i =
29 g.] 2

e a agdo a um multiplo do volume da subvariedade imersa u()M) em M:

S:—”gl/iwz

M

Calculamos, denotando du - 8‘31- = g—;,

- ou - ;0 Put 0 owFou - 0
aq" Og7 d 10¢ O0¢0¢i 08 Oq' O¢7  adF O
0 ~ 0 0 ~ 0
! k l1m l m, 1 k l1Tm
7 9l (] klaqm ( iJ J )aql J klaqm
Portanto,
. ou g . - - o
iJ _ ij, m ij, Kk, Ll Tm tym,
g v% aq] - (g ui;j +g uiuj kl) aqm +g Fz]umaql
. 0
_ ajrm, 1
Concluimos Bun L
L~ u
”V u ) — 0
(g §7an ’

onde | indica a projegdo sobre o fibrado normal da subvariedade u(M)
em T'M.
Todavia, a férmula (de Weingarten)

ou Ou _<~ au)l (2.16)

Gy ag) = Veag
define uma forma bilinear em M com valores no fibrado normal da imersao
u. Denominamo-la adiante, no caso de codimenséo 1, segunda forma fun-
damental. Mostramos, deste modo, que o trago K desta forma bilinear é

nulo. Concluimos que imersdes isométricas minimas (isto é, extremizantes
do funcional volume) sdo caracterizadas por

K =0. (2.17)
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2.4 Tensor de Energia-Momento

Supomos, ao longo desta secao, que a lagrangiana nao depende explici-
tamente de q.

De outro modo, supomos que S é invariante sob acdo do grupo de
difeomorfismos que preservam orientagdo em M (ou seja, do grupo GL, ).
Esta é a expressdo matematica do Principio de Covariancia, visto que difeo-
morfismos correspondem a mudancas de coordenadas.

Consideramos um campo vetorial arbitrario V' em M e o fluxo ®(A, -)
gerado por V. Supde-se que cada difeomorfismo ¢, preserva orientagdo.
Sob acdo dos difeomorfismos @), temos uma familia de variedades semi-
riemannianas

My = O,\(M),

com coordenadas locais ¢} em R"™! e métricas
*
g\ = ®)\ 9,
sujeitas a regra tensorial de mudanga de coordenadas

g5 O,
Gijlg = (gk)kl’q)\a_qia—qj.

Por hipétese, S(1), g) é um escalar, ou seja,

Portanto 4s

Por outro lado, supondo que ¢ satisfaz a equagdo de campo

1 46S OL 1 0 oL
mw—%‘ma—qﬁ(mﬂ)—o
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obtemos
0 = £vS= [ £v(L(0.dv.(9)Vidl) dg
= / <§ oY + ( oL \/E—i- Lé\/m)égij) dq

0 agij 6gij

oL 1 3
— _ ) ..
/(agl- \/|g|+2L 9l g )d%dq

J

1 oL y
= = [ (2 Lg" )6gi;\/
5 /( 8gij+ 9 )5913 |9/ dg

Definimos
oL

99i;
o tensor de energia-momento associado a S, o qual é automaticamente
simétrico, uma vez que, por defini¢do

T7 = —-2— —Lg",

__2 05
Vgl 095

O tensor covariante correspondente é dado por

iy _

2 48 oL
T = — — = —2—— + Lg..
Vgl 997 ogi
Calculando
591‘1‘ = d;\) ’ |q = a(q’ g)ij|q = £Vgij

= (Vv0,,05) + (8, Vv ;) = ([V, 0}, 0;) — (0, [V, 9;1)
= (Vo V,9;) +(Vo,V,0:) = Vg + Vg = Vi + Vi

e utilizando a simetria de 7%, obtemos
1 . 1 . .
0 = §/Tj5gij\/|g|dq=g/Tj(Vi;jJer;i) \/lgldqz/TJVi;jvlgldq
= [ @), Vislaa~ [ T3V Vialda = - [ 75V Vgl da
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onde usamos o teorema da divergéncia, aplicado ao campo J7 = T%V;,
Assim pela arbitrariedade de V, obtemos

VT = 0. (2.18)

Portanto, o tensor de energia-momento tem divergente nulo. Este tipo de
calculo, aplicado a acdo de Einstein-Hilbert, permite mostrar, em particu-
lar, a equacdo crucial

VG = 0. (2.19)
No caso particular em que V' é um campo de Killing, ou seja, quando
£Vg - 07

temos

Sy =T5Vi+ TV =TV = =TV = =T"Vjy = = J3;.
Portanto, o campo J tem divergente nulo. B
Restringindo-nos a campos escalares u : M — R e a densidade de

energia

L= D) gijuiuj;
definida acima, obtemos
oL 1
Tij = —2@ + Lgij = uiu; — 59“%% 9ij-

De modo livre de coordenadas, escrevemos
1
T=du®du— §|du|2g.

A lei de conservagao é, neste exemplo, dada pelo trago da derivada covari-
ante

Tija = wiuj + witjg — %Ukzuk 9ij — %Ukuk;l Gijs
obtido levantando-se um indice
Tji;l = ui;luj + 'y — %ukluk 5; — §ukuk;l 5;
e, em seguida, contraindo indices
i i i Ly i k i
T, = u'suj + u'uj; — Uil 05 — JU Ui 0t = Auu; =0,

visto que u satisfaz a equagdo de campo Au = u’; = 0.
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2.5 Equacao de Einstein

Agrupando as construgdes que expomos acima, consideramos, final-
mente, uma ag¢do da forma

g:Seh—QI{S

onde k é uma constante universal e
S(w.9) = [ L(v.d.(9)) VIglda
N

€ uma ac¢do que combina campos materiais ¢’ e a métrica (g;;). A equagao
de campo para S, relativamente a variagdes dg*” da métrica ambiente cor-
responde as equagdes de campo

1 6Sen 1 08

— — 2K — =
Vgl 997 Vgl 997

as quais, escritas em termos dos tensores definidos nas se¢des anteriores,
sdo denominadas equagao de Einstein

Gij = Iiﬂj. (220)

A constante universal x é determinada por inspecdo de campos gravita-

cionais fracos, assimilando-a a constante de gravitagdo universal newto-

niana e a constantes de acoplamente especificas da natureza do campo .
Deste modo, temos o sistema de equagdes

05

0. (2.21)

Um exemplo deste sistema é a interagdo do “campo” gravitacional com
um campo escalar, como estudado na se¢do precedente. Temos

1
Gij = Kugu; — f<e(§u’“uk + V(u)) gi5, (2.22)
u'y = V'(u). (2.23)

Nos referimos adiante a variedades semi-riemannianas cujas métricas sa-
tisfazem este sistema de equag¢des como geradas por um campo escalar.
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Um caso particular, de que trataremos adiante, é a introdugdo de uma
constante cosmoldgica A nas equagdes de campo para o vacuo. Isto cor-
responde a tomarmos u = 0 e V = —A/k no exemplo acima, o que resulta
em

Gij = Ngij. (2.24)
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Capitulo 3

Formula¢ao Hamiltoniana

3.1 Equac¢des Fundamentais

Doravante, M™ e M"' denotam variedades semi-riemannianas mu-
nidas de métricas representadas por h e g, respectivamente. Uma imersdo
isométrica é uma aplicacdo u : M — M satisfazendo

1. a diferencial du|, € injetiva, para todo ponto z em M; e
2. h(V,W) = g(du-V,du - W), para campos vetoriais quaisquer em M.

Representando localmente as métricas em M e M respectivamente por
(hij) € (gr), temos .
Indicamos, sem distingdo, as métricas em M e M por (-, -).

Um campo vetorial V' ao longo de u é uma aplicacdo V : M — T'M tal
que V() € Ty M.

Supondo M e M orientadas, mostramos que é possivel obter um campo

vetorial normal unitario N ao longo de M, isto é, tal que N(x) L Ty, M,
com |[(N, N)| = 1. De fato, basta considerarmos N definido por

dM = 1ydM,
onde os elementos de volume dM e dM determinam as orientacdes em M

e M.
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Um campo vetorial V" ao longo de M pode ser decomposto em compo-
nentes normal e tangente a /. A componente normal é dada por

Vi =¢(V,N)N, (3.2)

onde ¢ = (N, N). Segue que a componente tangencial é a proje¢do sobre
Tu@u(M) do vetor V (z):
Vi=v-Vv-

A derivada covariante em M induzida pela imersdo é dada por

wNyW = (Vv u,W)

Em algumas circunstancias, identificamos M e sua imagem pela imersdo,
uma hipersuperficie em M. Deste modo, campos vetoriais tangentes a M
sdo identificados a sua imagem pela aplicagdo u..

A projecdo T corresponde a um operador linear II com componentes
h;, levantamento efetuado com respeito a métrica ambiente g. De fato,

hi; = (110;,110;) = (119;, 8;) = 11 gy;. (3.3)

Adaptamos coordenadas z° z',... 2™ a hipersuperficie M de modo
que, localmente, esta corresponda ao lugar geométrico z° = 0.

Por exemplo, podemos considerar coordenadas gaussianas normais (um
caso particular de coordenadas de Fermi): cada ponto ¢ em uma
vizinhanga tubular de M em M pode ser ligadoa M por uma tnica
geodésica extremizante partindo de z € M com velocidade unitéria
(necessariamente) igual a N(z). Assim, se v € M é determinado por co-
ordenadas z',. .., 2™ arbitrdrias em M, o ponto ¢ corresponde as coorde-
nadas 2°, 2!, ..., 2", onde

q = exp, 2°N(z). (3.4)

Neste caso, dizemos que as geodésicas normais sdo observadores sin-
cronizados. As linhas de mundo destes observadores atravessam perpen-
dicularmente as hipersuperficies de nivel z° = cte, as quais correspondem
a colegdes de eventos simultaneos em M.

Voltando a situagdo geral, consideramos entdo um sistema de coorde-
nadas locais 2°, 2!, ... 2" em M de modo que M é dada por z° = 0. O
campo coordenado dy ndo é necessariamente ortogonal as folhas z° = cte.
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A falha de sincronizagao e o difeomorfismo local gerado pela projecado tan-
gente do campo J sobre as folhas sdo mensurados pelo lapso ¢ e desvio 3,
definidos pela expressao

0o =0y, NYN + 09, =: ¢ N + 3. (3.5)

Portanto, a métrica em M em uma vizinhanca de M pode ser expressa na

forma , o
ds® = (e¢” + (8, 6)) (d2®)? + 2 gio da’da’ + gij da’da?, (3.6)

onde g;0 = (5, 0;), com a condi¢do de que
gij|ac0:0 = hij- (3.7)

No intuito de simplificar os cdlculos a seguir, supomos 3 = 0. Observa-
mos oportunamente (segdo 3.2) que tal suposi¢do nao altera significativa-
mente os resultados obtidos. Ressaltamos que ndo estamos considerando
coordenadas gaussianas, visto que ndo necessariamente impomos ¢ = 1.

No que segue, exploramos a relagdo entre as curvaturas de M e M.
Iniciamos definindo a curvatura extrinseca de M. A aplicagio de Weingarten
é definida por

K(V)=—VyN, (3.8)

onde V' é um campo tangente a M e N é o campo normal satisfazendo
(N,N) = ¢ fixado acima. A equagiio de Weingarten  (3.10) relaciona as
derivadas covariantes em M e M:

va = (vvw)T+€<va/V, N>N
= VyW —e(VyN,W)N
= VW +e(K(V),W)N.

Definindo por
KV, W) = (K(V),W), (3.9)

a (segunda) forma quadratica associada ao operador K pela métrica, temos

VyW = VW + < K(V,W)N. (3.10)
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Utilizando a equagdo (3.10), escrevemos

RV,W)Z =VwVvZ —VvVwZ + VywZ
=V (VvZ +e(K(V),Z)N) = Vv (VwZ + (K(W), Z) N)
+VywZ +e(K([V,W]), Z) N
=VwVvZ = VyVwZ + Viyw Z
+e(K(W),VyZ)N —e(K(V),VwZ) N + e(K([V,W]), Z) N
+Vw (e(K(V),Z)N) = Vv (e(K(W),Z) N)
= R(V,W)Z +e(K(W),VvZ)N — (K (V),VwZ) N + (K([V,W]), Z) N
+e{(VwK)V + K(VwV), Z) N + (K (V),VwZ) N — (K(V), Z) K(W)
—e((VyEK)W + K(VyW), Z) N —e(K(W),VyZ) N +e(K(W), Z) K(V)
= R(V.W)Z —e(K(V),Z2) K(W) + £(K(W), Z) K(V)
—e((VyEK)W — (VwK)V, Z) N.

A componente tangente desta expressdo corresponde a equagio de Gauss
R(V,W)Z = (R(V,W)Z) +e(K(V), Z) K(W)—e(K(W), Z) K(V). (3.11)
A componente normal é dada por
—((VE)W = (VwK)V, Z) = (R(V,.W)Z,N) = =(R(V,W)N, Z).

Pela arbitrariedade de Z e visto que R(V, W)N é tangente a M, obtemos a
equagdo de Codazzi

(Vv K)W — (VwK)V = R(V,W)N. (3.12)
Quanto a derivada covariante, observamos que

VvK(W,Z) = V(K(VV, Z)) - K(VyW,Z) — K(W,VyZ)
=V(K(W),Z) = (K(VvW),Z) — (K(W),VvZ)

= (VWWE)W + K(Vy W), Z) + (K(W),VvZ) — (K(VyW), Z)
—(K(W),VvZ)

= ((VvK)W, Z).

Portanto

VvK(W,2) = VwK(V, Z) = (Vv K)W — (Vw K)V, Z).
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Logo, a equagdo de Codazzi pode ser escrita na forma

VyK(W,Z) = VwK(V,Z) = (R(V,W)N, Z). (3.13)

Em coordenadas, escrevemos K0; = K. ZJ 0; e K(0;,0;) = Ki;. As equagdes
de Gauss e Codazzi tém, portanto, as seguintes expressoes locais
R

7,

=R +e (KuK) — K[ Ky, (3.14)

1 -
VK — VK = p Rl (3.15)
onde usamos o fato de que N = ; 0.
Uma expressdo tutil para a segunda forma quadratica é obtida da

seguinte maneira

_ _ 1 1,=
Kij = —(ViN,0;) = —<Vz‘5 9, 0;) = —5<V¢3073j>
1 - 1 _
= —5(50@731) — (01, V;00)) = —5(50 9ij — ${0:, V;N))
= —%30 9ij — Kij.

Além disso, verifica-se facilmente que
£60gij =0y Gij-

Portanto . |
Kij = ——009i; = —=— £, 9ij- 3.16
5509 = =55 £o0 9 (3.16)
Determinaremos a seguir as componentes do tensor de Ricci de M nas
coordenadas definidas acima. Neste sentido, realizamos contracdes em

(3.14) e (3.15) que resultam em

Rik = szk = Rf]k, +e (szKJ] — KZJK]k)
= Ry — Ry + ¢ (KuK — K/ Ky, (3.17)
e
i o lai 1 14
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onde K = K| é o trago do operador de Weingarten, ou seja, a curvatura
média da imersdo. Note que utilizamos acima o fato de que

1307
expressdo, por sua vez, derivada de
= (R(8;,80)00, do) = Ri(D0, o) + Ripg(Ok, Bo) = €9* Ripg.-

Devemos entdo calcular R, presente na férmula (3.17). Antes de pas-
sarmos ao calculo efetivo de RY,, calculemos separadamente V;0y e V0p.
Temos,

Vidy = Vi¢N = ¢; N — pKJ0; = Q; O — K7 0; (3.19)
e, ainda,
Too = 97(Vodo,d5) = —g" (B, V;8) = —€¢¢ggij = —c¢¢’, (3.20)
_ _ 1 1
Fgo = 900<V030730> = 900580@0730) = 25E30(5¢ ) = %7 (3.21)
donde obtemos 5
Ty = —egg’ | Thy = EO' (3.22)
Deste modo, determina-se
Vo0 = €¢’0y — £’ 0;. (3.23)

Por fim, calculamos a componente 1Y, do tensor de curvatura. Temos,
R(8;,00)0 = VoVi0), — ViVo0), = Vo (Vi0y, + ¢Kik ) — Vi(orN — ¢K7}0;)

= 00(T%,)0; + T4 Vo0; + (— E boKu + S0y Kir,) 0o + € KuVodo

| e ¢ ¢
= 9(I%,)0; — oI} K10, + %P{kao + ( pe E doKu + ¢ao Kir,) 9o + 5;520
— ¢ Ki0; — ¢ N + on K] 0; + ¢ K10; + 00;(K])0; + $KIT.0, + ¢ K{T,0,

z’kao

42



onde ¢, , = 0,0x¢. Todavia, temos
Kij = <vaiaj, N> = F?jégb (324)

e, portanto v = % K;j. Deste modo, deduzimos que

)

Ry, = —%%Kik + an(Kik) + ¢ Ky, — bik + ﬁngfgj + @Fik
¢ ¢ ¢ ¢
€ 1 ;
= P 0o K, — 5%1@ + e Kij K3, (3.25)
onde ¢y = Pk — qﬁjd)F?k-

Utilizando agora a expressao (3.25) em (3.17), obtemos

_ . 1
Ryt = Ry, + ¢ (KK — 2K;Kj) — = O Kir + —Pisk- (3.26)

¢ ¢

A componente Ryo do tensor de Ricci é dada por
Ry = Ry + R(])jo = R{)jm

uma vez que R}y, = 0 (pelas anti-simetrias do tensor de Riemann, por
exemplo). Calculamos

V;Vody = eV (66" — ¢ 0r) = €0;(¢9°) 0o + 59259250(%‘90 — ¢K}0y)
—¢; "0 — eV ;" 0,

e
= o (9 ko) _ o (9 Di 0 k
VOV]@O = VQ(E&) — ¢Kj 8k> = 80(5)60 + E(eqﬁgb 80 — E¢¢ Ok)
~0uKS0y — 600 — oK (5 00— oKL ).

Assim, tomando componentes
Ryjy = (R(9,0)0) = —e¢*"K] — ed;¢) — eoV;¢7 + e¢/ ¢ + poK]
+o0o K] — ¢’ KI K],
= —ehd’; +d K — ¢*| K[, (3.27)

43



onde ¢'; denotam as componentes do hessiano de ¢ e |K|?

= KFKj éa

norma ao quadrado da segunda forma fundamental.
Deste modo, obtemos das equacdes (3.18), (3.26) e (3.27), via simples
substituic¢des, as equagdes

iy

ik

Rio

=

1 -
EROO

: 1

Riw — € (KK — 2K;;Kj) + %aOKik - $¢i;ka (3.28)
V.K — VK7, (3.29)
1 €

g—baoK— K| - 5%. (3.30)

Podemos ainda escrever (3.30) de outra forma, usando o tensor de Eins-
tein. De fato, fazendo uso da expressdo dada em (3.16) e contraindo a
equacgdo (3.28) com relagcdo a métrica em M obtemos

gikRik

onde utilizamos a expressao

Apartir de (3.30) deduz-se a expressao

R

Assim, usando os resultados acima, obtemos

R

) 1
R—e(K?— 2|K|?) + %glk(aoKik) - glka@‘;k
. 1 .
R—e(K? = 2|K]?) + % 00K —2e KM Koy = =4,
1 .
R—e(K* = 2|K|) + = K — 2¢ |[K|” — =&/,
¢ ¢
R—cK’+ S o)k — g
A
. 1 .
sz - zk’
2 dog
_ e _ € 1 .
gOOROO = E Roo = g_b 60K — & |f(|2 — g_b ¢];j’
= ¢ Ry + ¢" R
2 2
= R—e(K*+|KP) +£80K— 5% (3.31)
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Segue, entdo, da defini¢do do tensor de Einstein e das expressdes acima
que

I |
Gl = By — 3R = =R+ 5 (K> = |K]). (3.32)

Além disso, obtém-se facilmente
GY = ¢" Ry = %(VZK ~ V,K7). (3.33)

Observamos que estas expressdes sdo igualmente validas em qualquer
das hipersuperficies M, definidas por 2° = ¢ na folheagdo local de M de-

terminada pelo sistema de coordenadas z°, ', ... 2"

3.2 Formulacao Hamiltoniana

Consideramos, novamente, a imersio de M em M e o sistema de coor-
denadas adaptado 2°, z', ..., 2". A adogdo destas coordenadas correspon-
de a existéncia de um difeomorfismo local entre M e R x M. Por vezes,
denotaremos z2° = t. Com isto, representamos por M, a hipersuperficie de
nivel 2° = ¢.

Dado um campo expresso localmente por ¢ : M — RY, denotamos

Agora, passamos a formulagdo hamiltoniana das equagdes de campo.
Definimos as densidades de momento por

. oL
P’

T (4) (334:)

Supomos que possamos resolver as equacdes acima, escrevendo () em
termos dos momentos 7. A densidade hamiltoniana ¢, por analogia com
o caso discreto, ‘

H(p, 7) =: ey P — L,

onde ¢ é dada implicitamente como funcio de ¢ e 7, por resolucgio de
(3.34). A hamiltoniana é, por definigdo,

H:/ H= [ Hdg"...dg" (3.35)
M, R"
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Definindo

I:/Hdt:/dt H, (3.36)
R R My

I:/dt/ W(i)¢(i)—/ Ez/dt/ W(i)¢(i)—
R My M R M

Portanto, dada uma variagdo ¢ do campo, com suporte compacto em R,

temos

obtemos
ol = /dt/ —(w —(57r
Mt
= /dt/ (w3 + 6m9)) — 48
My
_ /dt/ —7r51/1+w57r—/dt/ 95 5.
Mt Mt
Concluimos que as equagdes de campo = ( sdo equivalentes as equagdes
canOnicas SH SH
s (@) — 37

3.2.1 Formalismo ADM.

Lidamos, nesta se¢do, com o exemplo especifico

=RV

tratado na Secdo 2.1. Utilizaremos o sistema de coordenadas definido na
Secdo 3.1 e a consequente decomposi¢do n + 1. Em termos destas coorde-
nadas, o elemento de volume do ambiente é dado por

dM = ¢dM,

onde dM é o elemento de volume da hipersuperficie M, descrita por z° =
0. Supomos M uma variedade riemanniana. Assim, obtemos

Vgl =
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Além disso, vimos acima que
2e 1
¢ ¢

Deste modo, a acdo de Einstein-Hilbert é expressa por

R=R—e(K*+ |K[]") + = £4,K — = ¢

Seh:/dt/ (¢(R—5K2+5|K|2)+25£30K— gzﬁi;i) Vhdz
R M

Todavia, os dois tltimos termos sdo divergentes. Por exemplo, calculamos
divKN = e(VNKN,N)+h9 (Vs KN,0;) = N(K)— h"K K!h;

1
GLak - K.

Portanto
2e Ly, K = 2epdiv KN + 2e¢ K*.

Assim, descartando os termos em forma divergente (os quais ndo afetam
a analise variacional), obtemos

geh:/dt/ ¢(R+€K2—€|K|2) Vhdz
R M

Podemos, de fato, considerar coordenadas adaptadas a M de modo que
a métrica ambiente é expressa por (3.6). No caso geral em que 5 # 0.
Denotamos, neste caso, 3; = gp;. Salientamos que a expressao acima para
a curvatura escalar permanece vélida. Desta vez, entretanto, a segunda
forma fundamental é dada por

1
Kiy = =55 (£auhis = i = 03) (3.38)

De fato, temos

£ngi; = N(O;,0;5) — ([N, i, 0;) — (i, [N, 95])
(VN0 — [N,8,],8;) + (VnO; — [N, 0;],0;)
= (ViN,0;) + (V;N,0;) = —2 Kj;.
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Por outro lado, temos

1 1
N==0,—=p.
¢30 ¢6

Calculamos, a exemplo do que fizemos acima,

£59:5 = (Vif,0;) + (V;53,0) = Bj + Biyj

e, dado que
1 1 1
~0.0) = =[8,0) - &(=) 5.
[¢5,] ¢W ] (¢)6
temos
1 1 1
05%59@' = q_bf:ﬂgij + 82(5) (8,0;) + aj(g) (8,0;)
1 1 1
= q—bfﬁgij + 82(5) <80, 8j> + (%(a) (80, 81>

Concluimos que

1 1
Engy = L1095 — L1695 = affaogij - 5(53‘;1 + Bi5)

e, portanto,
1
—% (fogz’j - ﬁz’;j - 5;’;1')-

Logo, tomando as componentes da métrica

(hij7 ¢7 ﬂz)

(3.39)

(3.40)

como variaveis do campo v (note que, por hipétese, temos 3; = 0), temos

a derivada temporal o
(hij &, 0:),
com
hij = =26 Kij + Bij + Bia-
Deste modo, podemos escrever
L, Y) = R+eK*—¢|K|?
= R+e(hVR" — K'W*) KKy,
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com densidade lagrangiana £ = L ¢vh. Sendo assim, calcula-se facil-
mente

1 0L
=—— — ¢ (K™ — h*K) Vh. :
M) = =25 B oVh=¢( hK)Vh (3.42)
Ademais, uma vez que a lagrangiana ndo depende de ¢ e (3;, temos

A partir destas expressdes, podemos obter

H o= ahes — L= (K™ = K1) (= 20Kps + fros + fur)Vh — L
= £(20K% - 2K 3, — 20| K|* + 2K"*B,..)Vh — (R + eK? — ¢| K |?)
= —(R—ceK*+¢e|K[*)¢Vh +2¢(K, — K.,)8°Vh
~2¢(Kp° — K267) Vh.

;S

=

Descartando o tltimo termo, na forma divergente, obtemos a hamiltonia-
na

H= / H = / (¢vo + 2e8;) Vhda' ... da", (3.44)
Mt n
onde
vy = R—ceK?+¢|KJ? (3.45)
vi = ViK — VK. (3.46)

Uma vez que, como vimos acima, 7 = 0 e ;) = 0, obtemos trivialmente
duas das equagdes candnicas

oH 6H
7 0 =0, 3, T (a) (3.47)

Por outro lado, por inspecdo da expressao acima para I, temos
R—ceK?+¢|K|? =0, (3.48)
V.K — V,;K! =0. (3.49)

Dado que as componentes ¢ e [; ndo desempenham papel dindmico,
podemos tomar estas duas equagdes como equagdes de vinculo, advin-
das de multiplicadores de Lagrange adequados. Por um lado, isto é con-
sequéncia da covaridncia das a¢des que definimos, visto que ¢ e 3; podem
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ser ajustados livremente por difeomorfismos do ambiente. Por outro lado,
os termos divergentes desprezados nos célculos acima, combinados aos
multiplicadores de Lagrange a que nos referimos permitem, por andlise
de termos de fronteira (espacial), inferir nogdes e informagdes apropriadas
sobre a energia total de sistemas gravitacionais. Este € um dos pontos altos

do formalismo ADM (v. [16], Appendix E).
Finalmente, as duas equagdes candnicas restantes

0H : OH y
2 h. o — )
o) gy ohij "
sdo de fato, equivalentes, respectivamente, a
dohij = =20 Kyj + Bij + B
€ ; 1
) dKij = —Ru+e(KpK —2K;K]) + $¢i;k-
Concluimos que as equagdes de Einstein no vacuo
0Sen
dgh ’
ou seja,
Gij =0

(3.50)

(3.51)
(3.52)

correspondem as equagdes de Hamilton (3.51) e (3.52), com equagdes de

vinculo (3.48) e (3.49).

A formulacdo hamiltoniana esclarece, de certo modo, a natureza das
equagdes fundamentais que obtivemos na se¢do anterior, combinando o

tensor de Ricci e as equagdes de Gauss-Codazzi.
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Capitulo 4

Imersoes em Espacos de Einstein

Neste capitulo apresentaremos os principais teoremas deste trabalho.
Em sua totalidade, sdo trés teoremas sobre imersdes locais que foram obti-
dos por C. Romero e colaboradores.

4.1 Espacos de Einstein

Voltamos a situacdo descrita na Secdo 3.1. Novamente, consideramos
um sistema de coordenadas locais 2°, z', ... 2™ em M, de modo que M é
dada por 2° = 0. Expressamos a métrica de M em pontos de M por

ds® = e¢*(d2®)?® + hy; da’ da?, (4.1)

ou seja, novamente supomos que o desvio é nulo.

Como observamos acima, os calculos e formulas resultantes sdo validas
para qualquer das folhas M; definidas localmente por 2° = ¢, de modo que
é conveniente expressarmos a métrica ambiente em uma vizinhanga de M
por

ds® = e¢*(dz")? + g;; da’ da?, (4.2)
sendo que g;j|.0o—0 = hi;, a métrica induzida em M; e g;j|,0—, define a
métrica induzida na folha M.
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Vimos que sdo vélidas as equagdes

1

%80Kik: = Ry — Ry +¢ (KK — 2K;K]) + ¢¢¢;k, (4.3)
epG? = VK — V,K/, (4.4)

_ 1
G = —ZR+S(K2—|KP). (4.5)

2 2

Supomos, neste capitulo, que M é um espaco de Einstein. Isto significa
que a métrica em M satisfaz a equacdo tensorial

Gap = Agap, (4.6)

onde os indices gregos acima variam de 0 a n. Esta equagdo é equivalente
a

_ 1-
Rag = (A + §R) Gas-

De fato, tomando tracos acima, obtém-se

1 = 1_
= (A 4+ =
n+1 i ( * QR)’
0 que nos permite escrever
_ 2A
Ra = T Yap- 4.7
8= 1, Jap (4.7)

Denotamos \ = % Concluimos que neste caso as equagdes (4.3) , (4.4) e
(4.5) sdo equivalentes a

L1
%&)K@k = Agi— Ry + ¢ (KZkK — ZKUK]z;) + q_b(bi;k (4.8)
epG? = VK — V;K! =0 (4.9)

_ 1
Gy = —3R+ g(z@ —K[?) = A (4.10)

4.2 Teoremas de Imersao
Nos enunciados a seguir, consideramos, via de regra, um sistema de

coordenadas z',...,z" em torno de um ponto x € M, definido em um
aberto U C R" contendo a origem.
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Um teorema devido a Magaard (v. [5], Teorema de Magaard) fornece
condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de imersdes isomé-
tricas analiticas locais. Podemos interpretar seu enunciado como uma
espécie de “forma local das imersdes isométricas”.

Teorema 1. (Magaard) Seja M™ uma variedade semi-riemanniana, cuja métrica
é expressa em coordenadas locais a*, definidas em um aberto U do R", pela matriz
(hij). Uma condigdo necessdria e suficiente para que M possa ser imersa local,
isométrica e analiticamente em uma variedade M"+1 é a existéncia de uma matriz

simétrica, ndo-singular
_ (95 0
g‘( 0 ¢>

com componentes analiticas definidas em um aberto de R x U, satisfazendo
g (0,21, .. 2™) = hy(2!, ..., 2"™) (4.11)

em pontos de U, de modo que a métrica de M em termos de coordenadas

2zt 2" em R x U é dada por

ds? = e¢*(dz°)? + g;;da'da? (4.12)
Um outro resultado crucial na andlise que empreendemos é o celebrado

Teorema 2. (Cauchy-Kowaleswski) Considere o problema de Cauchy

@kUA = Fa(x,t, (8gatjuB)|a\+j§k,j<k) (4.13)
Oua(w,0) = &'2), (5 <k) (4.14)

onde v é uma fungio desconhecida definida numa vizinhanga da origem do R" x R
e A,B=1,...,m. Seas fungdes &', . .. ,5;‘ forem analiticas na origem do R" e
F analitica em relagdo a cada um de seus argumentos calculados na origem entdo
existe uma vizinhanga da origem onde o problema de Cauchy acima possui uma
uinica solugdo analitica.

Descrevemos brevemente nossa estratégia para garantir a existéncia da
imersdo num espago de Einstein. As equagdes (4.8) , (4.9) e (4.10) for-
mam um sistema de equagdes diferenciais parciais nas componentes gy,
e ¢. Dada uma variedade semi-riemanniana (), h) de dimensao n e, em
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particular, dadas as componentes h;;, da métrica num sistema de coorde-
nadas 2, provamos que existe um aberto do R"™! onde, arbitrando-se a
funcéo ¢, o referido sistema de E.D.P.s admite solugédo

gik(xo, O

satisfazendo a condicdo inicial g;x(0,z',...,2") = hy(x!,... 2"). Prova-
mos, ainda, que g;; e ¢ satisfazem todas as condi¢des de suficiéncia do
Teorema de Magaard para assegurar a existéncia da imersdo. Como g;; e ¢
satisfazem (4.8) , (4.9) e (4.10), concluimos que a métrica determinada por
estas fungdes representa a métrica de um espaco de Einstein.

Iniciamos a andlise do sistema de equagdes, garantindo a existéncia de
solugdes locais para a equagdo tensorial (4.8). Enunciamos o resultado no
lema abaixo.

Lema 1. Sejam (hi) e (K;) matrizes analiticas e simétricas definidas em U.
Seja, ainda, ¢ fungdo analitica definida em um aberto de R x U. Supomos que a

matriz
hij 0
0 ¢

é ndo-singular. Entdo existe uma matriz analitica, simétrica, nido-singular (g;.),
definida em um aberto de R x U satisfazendo a equagio (4.8) e as condigoes iniciais

g (0,2, ... ") = hg(zh, ... 2") (4.15)
Oogie(0, 2, ... 2") = —20K(x', ... 2"). (4.16)

Prova. Iremos escrever a equacao (4.8) em uma forma adequada a aplicagdo
do Teorema de Cauchy-Kowaleswski, o que permite entendé-la como uma
equacdo em (g;;). Segue de um célculo direto que (4.8) pode ser escrita
como

Usando a expressdo
1
reescrevemos a equacao (4.17) acima como
Tygin = 200K — 2o’ gar — 20° (K K — 2K, K])
—2e¢¢is + 260 Ryy,. (4.19)
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Sabemos que R;;, envolve apenas derivadas de primeira e segunda ordens
de g;, com respeito as varidveis x', ..., 2", uma vez que

Ry, = 0, — 32‘F§k + F%Fﬁm - F%Fgm'
Portanto (4.19) pode ser escrita na forma normal
Rgin = Aw(2, 2", .2, 951, 0;9um, 0;019mn Oogji, 050, 0,010, Do) (4.20)

Devido a condi¢do de simetria ¢g;; = gi;, podemos expressar (4.20) em
termo das fungdes g¢;, com ¢ < k. Por hipétese, a funcdo ¢ é dada e,
portanto, (4.20) passa a constituir um sistema de E.D.Ps para as %
fungdes gix, ¢ < k, a serem determinadas. Assim, uma vez que A;;, é
analitica com relagdo a cada um de seus argumentos (por mera inspecao
de (4.19)), podemos aplicar o Teorema de Cauchy-Kowalewski para obter-
mos solucdo deste sistema com os valores iniciais

gik(07$17

aOgik((); xla

") = hg(xt, ... 2" (4.21)
") = 20Ky (xt, ... am). (4.22)

Observamos, por fim, que o determinante da matriz (g,;) permanece nao-
nulo em uma vizinhanga de U em R x U, devido as condi¢des iniciais e a
continuidade da solucdo. Isto encerra a demonstragdo do lema.

O lema seguinte mostra que podemos reduzir o estudo do sistema for-
mado pelas equagdes (4.8) , (4.9) e (4.10), a busca de solugdes da equacdo
dindmica (4.8) em um aberto do R x U e solugdes do sistema de equagdes de
vinculo (4.9) e (4.10) em um aberto de U.

Lema 2. Seja uma matriz simétrica, analitica, ndo-singular

_ (95 0

definida em um aberto do R x U, satisfazendo a equagio (4.8). Se, além disso,
as componentes g;; e ¢ satisfazem as equagdes (4.8) , (4.9) e (4.10) em U, entdo
também satisfazem as equacoes (4.9) e (4.10) em um aberto de R x U.

Prova. Nesta demonstracdo, indices gregos variam de 0 a n. Segue das
hipéteses que a matriz g pode ser considerada como a expressdo local de
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uma métrica em uma variedade de dimensdo n + 1. Definimos o tensor
Fo.s = Gos — A gap, onde G5 é o tensor de Einstein associado a g e A é
a constante cosmoldgica associada a hipersuperficie definida por z° = 0,
uma vez que g, e ¢ satisfazem (4.8) , (4.9) e (4.10) em 2° = 0, por hipétese.
Vimos na Segao 2.4 que o tensor de Einstein é livre de divergéncia. Logo, o
tensor Fig possui divergéncia nula uma vez que a divergéncia da métrica
é nula. Entdo temos

divF = V,Fj da” = 0. (4.23)

Entretanto, B B B
VoF§ = 0.(F§) + Te\F; — ThsFy
e, portanto, podemos reescrever (4.23) como

OF) = —0,;F; — o Fy + TSFx. (4.24)

Como foi observado anteriormente, supomos que g satisfaz as equagdes
(4.8), (4.9) e (4.10) nos pontos da hipersuperficie definida por z° = 0. Logo,
a métrica g sobre tal hipersuperficie representa a métrica de um espago de
Einstein e segue entdo que, restringindo-nos a 2% = 0, temos Gag = A gap
e, assim, vale

Fg‘xozo =0. (4.25)
Além disso, temos
OiFy| o_y = i (Fj|,0_,) = 0. (4.26)
Segue, entdo, de (4.24) que
0 _
QFS|  =0. (4.27)

Agora, analisamos (4.24) separadamente para 3 = 0 e 3 = i. Tendo em
conta a variacdo dos indices o e A no dltimo termo de (4.24), obtém-se
para 3 = 0 a expressdo

OoFy = —0;Fy — T2\ Fg + TS Fg + Tho FY + T4 FF. (4.28)
Por definicdo da curvatura escalar, temos

R=g" Ry =R =R+ Rl
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Segue, deste modo, da defini¢do de tensor de Einstein que

_ _ _ 1. 1.
donde obtemos a expressdo
GY = R — V(R + GY). (4.29)

Agora, uma vez que g satisfaz (4.8) em um aberto, digamos V' C R x U,

temos oA
Ry =

1 ngjk = AGjk

nos pontos de V . Da defini¢do de F', deduzimos que
k ~k sk Pk sk(pi | k
Fy = G —4/A = RJ;— 85 (RS + Gp) — A6}
= & (A=X0] -Gy —A)
= —05(G)—N) =-6F.

Logo, no aberto V, ¢ vélida a igualdade F} = —4}Fj. Usando essa ex-
pressdo, podemos reescrever (4.28) da seguinte forma

OoFy = —0;Fy — TO\F + TS Fg + T FY — TI FY. (4.30)
Temos,
T Fy = TfF+T0,F] +TFFy + T Fy
D0 Fy = T9F) +ThFy.
Substituindo essas expressdes em (4.30), obtemos
OoFy = —0;Fy — 2T} Fy — T} B + T Y (4.31)
Para 3 = i, segue de (4.24) a expressdo
QF} = —0pFf — DB + I Fy + Do ) + T3 (4.32)

e, dado que vale a igualdade F/ = —§/FY em V, escrevemos (4.32) da
seguinte forma

OoF, = 0,7y — T F} + IS, Fg + T, F) — fgiF(?. (4.33)
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Considerando que
ngF{\ = f‘gon‘O + f‘ngij + f‘;oFiO - f?lFiZ
= (T + To0) Fy — (T + [0 EY
ng‘Fo/\ = ngFg + ngFg
e substituindo essas expressdes em (4.33), obtemos
OoF) = 0;Fy + 2T0, Fy — (T + T0o) FY + T, + T, FY. (4.34)

Expressamos, agora, (4.31) e (4.34) em termos das componentes Fy e F}.
Observando que ' 3 B
F = goog ' F? = e Y,

obtemos as expressoes

OoFy = —e¢?g" 0, F) — 2T, F + (Thg — €0;(¢°9") — e¢®g " Ty;) FY (4.35)

)

e
O F} = 0, + 20, K + (e¢?g" T + Th; — Tagd)) I (4.36)

Com estas equagdes, podemos provar por inducdo sobre r que
ang 4.37
(20 lz0=0 (437)

De fato, para r = 1 usamos (4.27). E, para o passo de inducdo, usamos as
expressodes (4.31) e (4.34). Uma vez que g é analitica por hipétese, existe
um aberto em que Fj pode ser expressa como uma série de Taylor, ou seja,

F(a° 2, ... 2™ = FJ(0,z,... x")+a—Fg(0 R L
Jé] ) ) ) Jé] ) ) ) axo ) ) )
1 Ry .
58(%0)2(0’3;1"”’96 L0)(2%)? + ...
r 1,70
r! 0(z0)"

gt 2™ 0) (20 + ..

Como cada termo da série é nulo em V, conluimos que, neste aberto, Fg =
0. Sabemos que F§ = R§ — 3 R6% — Adj e portanto ) = 0 implica R} = 0
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e G = A. Destas igualdades, deduzimos que (4.9) e (4.10) sdo satisfeitas
por g em um aberto. Isto encerra a prova do lema.

Usaremos os dois lemas acima para provarmos o teorema a seguir que,
em suma, é demonstrado ao identificarmos as funcoes g;;, obtidas acima a
componentes da métrica de uma variedade semi-riemanniana.

Teorema 3. Seja M™ uma variedade semi-riemanniana, cuja métrica é expressa
em coordenadas locais x', definidas em um aberto U de R™, pela matriz (h;;).
Entdo, M pode ser imersa local, isométrica e analiticamente em um espago de
Einstein de dimensdo n + 1 com constante cosmoldgica A se, e somente se, existe
uma matriz simétrica, analitica (K;;) em U satisfazendo o sistema de equagdes

V.K -V,;K] = 0 (4.38)
R—e(K*—|K]*) = —2A (4.39)

Prova. Supomos que exista uma imersdo isométrica, analitica, local de M
em um certo espago de Einstein M com constante cosmolégica A. Segue
do Teorema de Magaard que existe uma matriz g simétrica, analitica, ndo-
singular em um aberto de R x U, com componentes g;; e ¢ tais que

g (0,2, .. 2") = hy(at, . "), (4.40)
de modo que a métrica em M é localmente expressa por
d5® = e¢?dx’da’ + g;;da’da’.

Portanto, g, e ¢ satisfazem as equagdes (4.8) , (4.9) e (4.10) num aberto e,
em particular nos pontos de uma vizinhanga da hipersuperficie M definida
por z° = 0. Portanto, devido a condigao (4.40), definindo as fung¢des Kj;
como as componentes da segunda forma fundamental da hipersuperficie
M, estas necessariamente satisfazem (4.38) e (4.39) devido (4.18).

Passamos a demonstragdo da suficiéncia das hipéteses. Arbitramos,
como antes, ¢(z°, 2!, ..., 2") # 0 analitica em um aberto do R x U. Segue
do Lema 1 aplicado as matrizes (h;;) e (kK;;) que existe uma tnica ma-
triz simétrica, ndo-singular, analitica (g;;) satisfazendo as equagdes (4.8) e
(4.16) em um aberto de R x U e, além disso, a condic¢do inicial

gij((),xl, ) = hij(:zcl, ool



Como por hipétese K;; satisfaz (4.38) e (4.39), entdo a matriz (g;;) satisfaz
(4.8) em um aberto de R x U e satisfaz (4.9) e (4.10) na hipersuperficie
Y = 0. Aplicando o Lema 2, concluimos que (g;;) satisfaz (4.38) e (4.39)
numa vizinhanga de 2° = 0. Logo, a matriz g corresponde a expressdo
local da métrica de um espago de Einstein com constante cosmoldgica A.
Assim, encerramos a prova do teorema.

Para obtermos o resultado principal, resta garantirmos a existéncia da
matriz (K;;) satisfazendo as hipéteses do Teorema 3, dada a matriz (h;;).
Vemos, inicialmente, que (4.38) representa um sistema de n equagdes di-
ferenciais parciais e (4.39), uma equacgdo de vinculo para as @ funcoes
independentes K;;. Logo, exceto para n = 1, o nimero de incégnitas é
maior (ou igual, para n = 2) que o nimero de equagdes. A estratégia é
escolher-se, de forma conveniente, apenas n fungdes K;; como incégnitas.
Posteriormente, supondo que as demais fungdes sdo conhecidas, utiliza-
se o Teorema de Cauchy-Kowaleswski para garantir-se a existéncia de
solugdo. Para tanto, destacamos a direcdo ¢« = 1 em M, de modo que a
hipersuperficie 2! = 0 seja ndo-caracteristica para o sistema formado pelas
equacgoes

VK —V;K] = 0, (4.41)
1
S(K*=|KP) = A+3R (4.42)

Necessitamos adotar uma convengao a fim de facilitar enormemente a
notacdo desta secdo. Supomos, doravante, que o indice 7 varia (apenas) de
2 a n. Feito isso, lembramos que

VK] = 0 K] + T K™ —TnKJ.

Os dois ultimos termos do lado direito da equacdo acima dependem so-
mente da métrica h e de suas derivadas primeiras. Em particular, a equagao
(4.41) pode ser escrita na forma

OK — ;K] =TI, Kl + T} K] = 0.
Note que usamos acima o fato que K é um escalar e, portanto

VIK = K]+ T)KF =Y TjK] = 0,K] = 0K.
j?k j7k
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Tomando ! =1 el > 1 em (4.41), obtemos, respectivamente

ViK;+.. .+ ViK' - VK — ... -V, K'=0 (4.43)

V.K{ +VK; +...+ VK" -V K} —=V,K} —... = V,K!'"=0.
Esta tiltima equacado pode ser reescrita como
VK =V,K| +V K3+ ...+ VK" —VoK? — ...~ VK"  (4.44)

Supomos que os dados iniciais da métrica satisfazem (Lema de Gauss)
g1 = hiy = le gy = hy; = 0. Uma vez que K = ¢'"' K, deduzimos da
observacdo acima que (4.44) pode ser posta na forma normal

61K1i == E(ZL‘I, ey l’n, hjk, @lhjky Kjk> 61Kjk). (445)
onde, do lado direito, ndo ha termos da forma 0, K ;.. Por outro lado, lem-

brando que K = K JJ e|K|? = KK ¥, podemos escrever a equacio (4.42) na
forma

1
(KD? 4+ 205 (G + .+ K = (K] = A+ A+ o R

onde A é uma expressdo algébrica das componentes K7 da matriz K tais
que j # louk # 1. Assim,

2K}(K§+...+K§):A+A+%R.

(. >3

K—K!
Logo
1
2ViK} (K = Ki) + K{Vi(K = K})) = Va(A+ A + S R).

Podemos escolher, sem perda de generalidade, K — K;; # 0 e, deste modo,
podemos reescrever a tltima equagdo como

1

Vil = &)

1
Vi(A+ A+ R) — K{Vi(K — K})). (4.46)

61



Assim, combinando esta equagdo e (4.43), temos

1
VK| = [Vi(A+ A+ §R) + K{(VoK: + ...+ V,K]")]. (447)

2(K — K))
Desta forma, obtemos um conjunto de equagdes diferenciais parciais

Ky = At 2" b, Ohyr, K, 0K ).
O K1y Ay(zy .o 2™ g, Oty Kk, 1K)

onde, novamente, o lado direito das equagdes ndo dependem da derivada
de K, e Ky;, ¢ > 1, com respeito a coordenada z!. De fato, nos termos
provenientes de A em (4.47) em que, eventualmente, surgem derivadas da
forma 0, Ky, , ¢ > 1, podem ser substituidos utilizando-se a forma normal
(4.45).

Considerando as fung¢des K, com (j,k) # (1,1) e j > 1 como fungdes
analiticas dadas e satisfazendo a condi¢do K — K| # 0, podemos aplicar o
Teorema de Cauchy-Kowalewskaya a este sistema de equagdes diferencia-
is, tomando as fun¢des Ki; e K1; como as func¢des a serem determinadas.

Em resumo, a condic¢do de suficiéncia no Teorema 3 é sempre satisfeita,
ou seja, dada uma métrica (h;;), podemos sempre garantir a existéncia das
fungdes K;; como descritas no Teorema 3, satisfazendo, em particular, as
equagdes (4.22) , (4.38) e (4.39). Isto prova o teorema principal, que ora
enunciamos.

Teorema 4. ( [6], Theorem 3, p. 5813) Seja M™, n > 1, uma variedade semi-
riemanniana cuja métrica é expressa por uma matriz analitica (h;;) em um sis-
tema de coordenadas x'. Entdo, M pode ser local, isométrica e analiticamente
imersa em um espago de Einstein de dimensdo n + 1 e constante cosmolégica A.

Este teorema é enunciado como uma extensdo do Teorema de Campbell-
Magaard (v.[13]), pois se A = 0, entdo nos restrigimos ao caso em que o
ambiente é uma variedade Ricci-flat.

Uma variante da escolha de fungdes K;; permite mostrar, seguindo
as mesmas linhas da exposigdo acima, a existéncia de imersdes minimas.
Na Secdo 2.3, vimos que imersdes minimas sdo imersdes isométricas
harmonicas. Sdo caracterizadas por terem curvatura média K = 0.
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Teorema 5. ([1], p. 175) Toda variedade semi-riemanniana de dimensido n > 3 e
métrica analitica pode ser imersa local, analitica e minimamente em um espago de
Einstein de dimensio n + 1.

Prova. A demonstracao consiste, basicamente, em resolver em U o sistema
n + 2 de equagdes

VIK - V,K! =0, (4.48)
1

%(W —|KP) =A+ SR, (4.49)

K=0. (4.50)

Uma vez que n > 3, podemos isolar as n + 2 distintas componentes
K1, Ko, Ksye Ky, i > 1damatriz (K;;) como incéginitas.
Tomando ! = 1 el # 1 em (4.48), obtemos, respectivamente,

VK| = ~VoK? — ... —V,K}

e
ViK} = -VoK} — ... — VK"

Diferenciando ambos os lados da equacgdo K = 0 com respeito a x!, temos
ViK}=-V K| —...— VK"

Por fim, expandindo |K|? como polindmio em K7 e derivando a equagao
(4.49) com respeito a x! chegamos a

1
—e K3V K3 = Vl(A+A+§R),

onde o termo algébrico A ndo depende da derivada V; K3.
Procedendo como na demonstracdo do teorema anterior, concluimos a
prova.

Finalmente, métricas satisfazendo a equacado de Einstein acoplada a um
campo escalar também permitem teoremas de imersdo. Como exemplo,
citamos

Teorema 6. ([4], Corollary 1, p. 5114) Seja M", n > 1, uma variedade semi-
riemanniana cuja métrica é expressa por uma matriz analitica (h;;) em um sis-
tema de coordenadas x'. Entdo, M pode ser local, isométrica e analiticamente
imersa em um espago gerado por um campo escalar.
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