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"Sdbio € aquele que conhece os limites
da propria ignorancia.”

(Socrates )



Resumo

Estudam-se imersoes de superficies de curvatura constante nos espacgos
homogéneos S? x R e H? x R. Em particular, prova-se que existe uma tinica
imersao de uma esfera de dimensao 2 de curvatura constante K(I) > 0 em
H? x R e de curvatura constante K(I) > 1 em S? x R, a menos de isometrias

do espaco ambiente.
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Introducao

O Teorema de Liebmann é um resultado celebrado na teoria das subva-
riedades e consiste no fato de que a esfera é a tnica superficie completa de
curvatura constante positiva no espaco Euclidiano R3. Este resultado pode
ser estendido para esfera S*, uma vez que a prova original de Liebmann vale
também neste espaco ambiente. Nesta generalizacao, é basico o fato de que
as equagoes de Codazzi nao mudam e a equagao de Gauss ¢ muito similar a
de R3. Todavia, esta prova nao pode ser estendida a outros espacos, porque
as equagoes de compatibilidade sao, em geral, completamente diferentes.

As equagoes de Gauss e Codazzi fazem parte da demonstragao do Teo-
rema de Liebmann por assegurarem que uma certa diferencial quadrética é
holomorfa em uma determinada estrutura complexa da superficie imersa. O
histérico desta abordagem inicia em 1955, quando H. Hopf descobriu que a
complexificacao da parte sem trago da segunda forma fundamental de uma
superficie ¥ com curvatura média constante H em R? é uma forma quadratica
holomorfa em Y. Apresentamos a prova deste teorema nos Preliminares.
Teorema A Se H(A, B) € constante, a diferencial de Hopf de B é uma forma
quadrdtica holomorfa.

Seguindo as idéias apresentadas por Hopf, T. K. Milnor [6], em 1963,
provou que a diferencial de Hopf associada a uma superficie de curvatura
gaussiana constante é uma forma quadratica holomorfa.

Teorema B Se K(A,B) > 0 € constante positiva, entio a diferencial de

Hopf de A é uma forma quadrdtica holomorfa.



Nos enunciados acima, A e B formam o que denominamos um par de
Codazzi, ou seja, um par de formas bilineares simétricas que satisfazem for-
malmente as equagoes de Codazzi euclidianas. A extensao dos resultados
de Hopf e Klotz Milnor para outros ambientes requer escrever as equagoes
de Codazzi nestes ambientes como equagoes euclidianas, convenientemente
modificando a estrutura conforme.

Em 2004, o Teorema de Hopf sobre caracterizacao de esferas totalmente
umbilicas, a saber, que a esfera “redonda” é a tnica superficie de curvatura
média constante imersa numa forma espacial 3-dimensional, foi estendido
para os espacos homogéneos H? x R e S? x R por U. Abresch e H. Rosen-
berg [1]. Em [1], tais autores classificam as imersoes de curvatura média
constante de uma esfera topolégica nestes espagos. Posteriormente, enuncia-
ram teoremas analogos nos espacos homogéneos tridimensionais com grupos
de isometria de dimensao quatro, tais como esferas de Berger e espaco de
Heisenberg.

Teorema C Toda esfera cmc imersa S* — M?(k) X R no espago produto é
uma esfera cmc rotacionalmente mergulhada em M?*(k) x R.

Nesta notacao M?(k) é a superficie simplesmente conexa completa de cur-
vatura constante x.

O elemento fundamental da prova deste teorema é mostrar a existéncia
de uma forma quadratica holomorfa associada com a diferencial de Hopf para
toda superficie de curvatura média constante. Para tanto, Abresch e Rosen-
berg, mantendo a estrutura conforme original da superficie, complexificam a
parte sem trago de uma perturbacao da segunda forma fundamental.

Em 2005, J. A. Aledo, J. M. Espinar e J. A. Gélvez [2], alterando a es-
trutura conforme da superficie, conseguiram uma demonstracao do Teorema
de Liebmann nos espacos homogéneos S? x R e H? x R.

Teorema D Dada uma constante real K, existe, a menos de isometrias,

uma unica superficie completa de curvatura gaussiana constante K > k em



M?(k) x R, se k > 0; e uma tnica superficie completa de curvatura gaussi-
ana constante K > 0 em M?(k) x R, se k < 0. Além disso, esta superficie
€ rotacionalmente simétrica.

Em [2], os autores usam como elemento principal a existéncia de uma
forma quadratica holomorfa associada a diferencial de Hopf para toda su-
perficie de curvatura gaussiana constante. No referido trabalho, os autores
utilizam igualmente o Teorema de analiticidade de Bernstein para garantir
a unicidade da imersao, e calculam todos os simbolos de Christoffel e as
equagoes de compatibilidade para a nova métrica nas superficies. Nesta dis-
sertacao, pretendemos apresentar uma prova mais elementar do Teorema D,
baseada no manuscrito [7].

Dito isto, no Capitulo 1 desta dissertacao, definimos a nocao de pares
de Codazzi de formas bilineares, detalhamos o procedimento de complexi-
ficacao de uma forma bilinear e, por fim, aplicamos os resultados abstratos
as primeira e segunda formas fundamentais de uma superficie imersa. Como
casos particulares, estudamos supoerficies de curvaturas média e gaussiana
constantes. Mostramos, mais especificamente, que, nestes casos, a forma as-
sociada a diferencial de Hopf é uma forma quadratica holomorfa para ambos
os casos, supondo, no segundo caso, que a curvatura gaussiana € positiva.

No Capitulo 2, mostramos a existéncia de superficies rotacionalmente
simétricas completas completas em M?(k) xR com curvatura gaussiana cons-
tante K(I) > 0,K(I) =0e K(I) < 0. A classificacdo e descri¢ao explicita
destes exemplos é baseada na parte intermedidria do artigo [2].

Por fim, no Capitulo 3, temos a demonstracao do resultado principal
deste trabalho, o Teorema tipo Liebmann obtido em [2]. Inicialmente, deter-
minamos simbolos de Christoffel de uma métrica obtida da métrica original
da superficie pela adicao de um termo perturbativo. Com a nova estrutura
conforme e a segunda forma fundamental, definimos um par de formas bi-

lineares que demonstramos ser um par de Codazzi com curvatura extrinseca



constante e positiva sob certas condigoes em K (I). Utilizando estes fatos,
aplicamos o resultado de Milnor para garantir a existéncia de uma diferen-
cial quadrética holomorfa. Uma vez que tal diferencial é definida sobre uma
esfera topolodgica, anula-se identicamente. Caracterizamos, entao, geometri-
camente esta informagao mostrando que a superficie é de fato folheada por
circulos geodésicos centrados em um eixo vertical, o que permite concluir que

é rotacionalmente simétrica.



Capitulo 1
Preliminares

Seja S uma variedade riemanniana bidimensional conexa e orientada. E um
fato classico que S admite um atlas de sistemas de coordenadas isotérmicos
(v. [10]). Isto significa que, se denotarmos a métrica riemanniana por A,

existem parametros locais u, v tais que
A = exp(2w)(du? + dv?),

onde w = w(u,v) é uma fungao real positiva. Portanto, S é localmente
conformemente euclidiana.
Identificando-se os parametros reais u, v a um parametro complexo

z = u + v, vé-se facilmente que a transicao entre coordenadas complexas
z=u+1, wW=1u-+10

correspondente a dois sistemas de coordenadas reais u,v e u, v, define uma
aplicagao holomorfa

w = w(z)

em um aberto do plano complexo. Portanto, dado que os sistemas de co-
ordenadas complexas definidos acima dotam S de uma estrutura complexa,
S é uma superficie de Riemann. Tal estrutura, como vimos, é determinada

pela classe de métricas conformes a métrica A.

10
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Fixemos parametros u,v em S, nao necessariamente isotérmicos. Consi-
deremos uma forma bilinear simétrica B. As expressoes locais de A e B sao,

respectivamente,

A = Edu® 4 2Fdudv + Gdv? (1.1)

B = edu® + 2fdudv + gdv?, (1.2)

onde du? = du ® du, E = A(d,,0,) e assim por diante. A aplicagao de
Weingarten, ou operador de forma, é o operador auto-adjunto S associado a

B pela métrica A definido por
A(Sz,y) = B(x,y),

onde z,y sao vetores tangentes a S. Os autovalores de B relativamente a A

sao as raizes da equacgao secular
det(B — kA) =0

ou

det(S — kId) = 0.

Nestas expressoes, A, B e S sao representados localmente pelas matrizes

E F e f
[A] Faol [B] ‘g (1.3)
e
1 eG—fF —eF+Ef

[B][A]™ (1.4)

EG-F?\ (G- gF —fF+gE
respectivamente. Os autovalores de B (ou equivalentemente de S) sdo por-

tanto

k=H+VH?-K.
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onde H = H(A, B) and K = K(A, B) sao respectivamente o semi-trago e o
determinante de S (ou de B relativamente a A)

leG —2fF + gFE _detB  eg— f?
2 EG-F?2 ~detA  EG - F?

1
H=—-trB =
2

Denominamos estas quantidades respectivamente de curvatura média e cur-
vatura extrinseca do par (A, B). A parte sem trago de B, denotada por By,
¢ definida por

By =B — HA.

Calcula-se facilmente
By = (e — HE)du? + 2(f — HF)dudv + (g — HG)dv?

e, portanto, como esperado, o traco de By relativamente a A é nulo:

E(g— HG) —2F(f — HF) + G(e — HE)

tI’BO = EG—F2
_ Eg—2Ff+Ge—2H(EG — F?) B
= o =20 —2H =0

A derivada covariante em Y compativel com a métrica A é representada
por V. Os simbolos de Christoffel correspondentes, em parametros u, v, sao
indicados por FZ Denotando-se, como usual, g;1 = E, g12 = ¢go1 = F ¢

goo = G, temos
QFZ’ = g"(0i91; + 0390 — D1gij),
onde [A]7! = (¢g*!). Deste modo, obtém-se as expressoes

2W?'y, = GE, — 2FF, + FE,,
2W?Tl'}, = —FE, +2EF, — EE,,
2WT'}, = GE, — FG,,

2W?Tr'}, = ~FE, + EG,,
2W?Ty, = 2GF, — GG, — FG,,
2W?T3, = —2FF, + FG, + EG,,
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onde W = v/ EG — F?2. Em particular, se consideramos parametros isotérmicos

tais que
EF=G=exp2w, F=0,
obtemos
E E E
- = rz__=* 1 _ =
11 2E7 11 2E7 12 2E7
E, E, E,
Iz, = r, = ra, =

ﬁv 22 _ﬁv 22 — ﬁ

As equagoes de Codazzi euclidianas para o par (A, B) sao

Vo, B(8y,8,) — V. B(Dy,0,) =0

Vo, B(04,04) — Vo, B(y, 8,)

v

0.

Estas equagoes podem ser expressas em coordenadas locais de modo mais

familiar. Obtém-se da definicao de V:

Ouf — Oug = F%2€ - (F%Q - F%Q)f - F%z%
Ope — Oy f = I‘be - (Fh - F%2)f - F%lg'

Dizemos que (A, B) é um par de Codazzi se satisfaz as equagoes de Codazzi.
Mais adiante, detalharemos uma interpretacao destas equacoes no con-

texto de imersoes isométricas de superficies.

1.1 Complexificacao

Fixados parametros arbitrarios u,v em um aberto U de S, os campos coor-
denados 0,, 0, e as formas duais du, dv formam, em cada ponto p € U, bases
dos espagos tangente T,M e cotangente T M, respectivamente.

Assim, dz = du + idv e dZ = du — idv formam uma base para (T;M)C.

Da mesma forma 0, = %(au —i0,) e 0z = %(@u + 10,) constituem uma base
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para (T,M)C. De fato,
d:(3.) = %(du + idv) (D, — idy)
= Law(@,) = Lau(d,) + Ldv(d,) + ~dv(d,).
2 2 2 2
Como {du,dv} é base de Ty M dual a base {0y, 0, }, temos du(d,) = 1,du(d,) =
dv(9,) = 0 e dv(d,) = 1; logo dz(0.) = 1. Analogamente obtemos:

d=(9,) — %(dquidv)(@qui&,):O
d2(0.) — %(du—idv)(@u—z‘&,) ~0
d2(9,) — %(du—idv)(@u—kiﬁv) .Y

Estamos aptos a definir a complexificacao de uma forma bilinear simétrica
B = edu?+ 2 fdudv + gdv?. Denotando a forma complexa resultante por B,

define-se

1 _ 1 .
B(C(azy az) = B (é(au - Zav)v i(au - Zav))

(B(aua au) - ZB(aua av) - ZB(avy 81&) - B(ava av))

NN

(B(0u0.) = 20B(0,.0,) — B(0,.,0,))

_ ez i\ @
—2(2 zf)_.z.

Analogamente, calcula-se

BY(0.,0) — B(%(aﬁz’av),%(auwau))

(e+2if —g)

e—g , ..\ _a
<2 +2f)—2.

DO — |
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Portanto,
e+ g

Bt = %sz + dzdz + %dz? (1.5)

Em particular, a complexificagdo da métrica tem componentes

A%(0.,0.) — i(A(au,au)—2iA(8u,8v)—A(8v,8v))
_ L(E-G ) = p
“o2\T2 )T
AS(0.,0,) = E(A(au,au) - %T(Dy,0y) — A(Dy, D))
1 (E-G .\ B
- 5( 2 HF) D)
AS(0.,0,) — i(A(au,au)JriA(&u,@v)—z’A(&v,au)+A(8v,8v))
1
Portanto, B
AC = gd;ﬂ + E ;r G dedz + g dz?. (1.6)

Supondo-se que u,v sdo parametros isotérmicos (com respeito a estrutura

conforme de A), temos

E 2
A° = Zdzdz = XD 2w

dzdz.
Neste caso, obtemos

H(A,B) = %exp(—Qw)(e +9)

Bt = %sz + exp(2w)H dzdz + %diQ.

Finalmente, a complexificacao da parte sem traco By de B tem coeficientes

B§(0.,0,) = B€(0.,0.) — HA®(0.,0.) =

Bg(ag, ag) - BC(@E, 82) — HA(C(ag, ag) -

NI RN =N -
el e

B§(0.,0:) = B€(0.,0:) — HA®(0.,0;) = = exp(2w)H — H% exp 2w = 0.
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Assim, como esperado, BY é livre de traco. Além disso, o coeficiente de dz2

¢ conjugado do coeficiente de dz?:
1 1
BY = §ad22 +5a dz2.

Tais coeficientes sao, por defini¢do, os coeficientes das parte (2,0) e (0, 2),
respectivamente, de BS. Os coeficintes da parte (1,1) de BS, isto é, os
coeficientes de dzdz e dzZ dz sao nulos.

Verifica-se que, sob certas condigdes geométricas, a parte (2,0) de BE,
dada por

1
Q= (BSE = gorde? (1.7)

define uma forma quadratica (holomorfa) em S. Isto significa que, dado um

outro parametro complexo w tal que
w = w(z)

é uma aplicacao holomorfa, os coeficientes

1

5ol2) = (B5)*7(0:.0.), a(w) = (B5)™*" (0w, 0u),

N | —

sao fungdes (holomorfas) satisfazendo

Deste modo, uma vez que

concluimos que

definem um mesmo objeto invariante por coordenadas complexas.

Relembremos que uma fun¢ao o é homolorfa se, e somente se,

Rea, =Ima,, Rea,=-Ima,



Preliminares 17

ou, em termos do operador 0;
sz = 850[ = 0.
De fato, temos

Lema 1.1.1 Uma fung¢ao complexa diferenciavel o = U + iV é holomorfa

se, e somente se, az = 0.
Prova: Temos:
a: = Us+iVs
= LU+ i)+ S(Vat iVe) = (U= Vi) + (U + Vi),

Portanto, se a é holomorfa, valem as equacoes de Cauchy-Riemann, logo
az = 0. Reciprocamente, se oz = 0, temos U, =V, e U, = —V,,. Portanto «

¢ holomorfa.

1.2 Pares de Codazzi

Relembremos que, para um par de formas bilineares simétricas (A, B), em
que A é uma métrica Riemanniana em S, as curvaturas média e extrinseca

associada a este par sao:

Eg—cFf+Ge eqg — f?

sendo A = Edu?+2Fdudv+Gdv? e B = edu?+ 2 fdudv + gdv? as expressoes

locais de A e B em termos de parametros (u,v) em M.

Consideramos a seguir duas aplicagoes desta terminologia.

1.2.1 Curvatura média constante

Neste caso, fixamos em S a estrutura conforme definida por A e parametros

isotérmicos u,v em que A é expressa por

A = exp(2w)(du? + dv?)
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e os simbolos de Christoffel sao dados por

£, E, E,
M =5p T =55 M2 = o

£, E, E,
I, ==, Ty = I3, =

“op 2T ap T

Neste caso, as equagoes de Codazzi para o par (A, B) reduzem-se a

Oug — Ouf = (e + g)0uw,
Ove — Ouf = (e + g)0yw.

Portanto,

Oule—g) = 0Oule+g—2g) =20,(Hexp2w)— 20,9
= 2H,exp2w + 4H exp(2w)w, — 2(e + g)w, — 2f,
= 2H,exp2w — 2f,

e, de modo andlogo,
Ov(e — g)y — 20, f = 2H, exp 2w.

Em termos de parametros complexos, este par de equacoes pode ser reescrito

Cco1mo

as = H, exp2w. (1.8)
Concluimos que se H = H(A, B) é constante, a(z) é uma fungao holomorfa.
Isto implica que a forma quadratica

1
0= EadZQ, (1.9)

a diferencial de Hopf de B, é holomorfa em S.

Proposigao 1.2.1 Se H(A, B) € constante, a diferencial de Hopf de B €

uma forma quadrdtica holomorfa.
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1.2.2 Curvatura extrinseca constante positiva

Agora, supomos que B é também uma métrica Riemanniana, i.e., que B
é positiva e definida. Consideramos, entao, parametros conformes, ditos
bisotérmicos, relativamente a métrica B. Logo, em termos destes parametros
u, v, temos

B = p(du® 4 dv?), pu> 0.
Neste caso
e=g=mn [=

Escrevemos, como antes,
A = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?.

Calculamos

12

w2’

1
K=K(A B)= H(A,B):W(EJFG),
onde W? = EG — F?. Determinemos a parte sem traco de A relativamente

a B. O meio-traco de A (relativamente a B) é dado por

_ _Eg—-2Ff+Ge FEg+Ge EG—-F* H(AB)
2H(B, 4) =trd = eg—f>  EG-F?eg—f* K(AB)

Portanto, a parte sem trago de A é

Ay=A—-—H(B,A)B=A-— —[[ggjzl;iB
Em termos de parametros conformes para B, a complexificacao de A tem
coeficientes
A%(0.,0.) = %(E%G ~iF) = %ﬁ, A%, 0:) = %(E _— +iF) = %5
e
AW@ﬁa:iw+Gy:§ﬂaAm:£%%%%M
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Entao, obtemos

1 1H 1-

c_toy2 = thqs2
A~ = Qde + 5 pdzdz + 2ﬁdz : (1.10)
A complexificacao de B tem coeficientes
lre—g . lre—g .
C — — J— ot C = ) — — —_ =
B~(0.,0.) = 2( 5 zf) 0, B-(0:0:) 2( 5 zf) 0
e

1 1
BY(0.,0:) = Z<€ +9) = o H

Finalmente, a complexificacao de A, tem coeficientes

1 1-
Ag(azaaz) - 557 Ag(af785) - 56

e
Ac(az,ag) — 0,
onde
E—
b= 5 G — i F.
A forma diferencial quadratica
1
Q = 56 dZ2

¢ denominada diferencial de Hopf de A.

Seguindo esta notacao, demonstramos

Proposicao 1.2.2 Se K(A, B) > 0 € constante positiva, entao a diferencial

de Hopf de A € uma forma quadrdtica holomorfa.

Prova: Escrevemos B = p(du? + dv?) = pdzdz. Assim,
2 1 (E -G

K(AB) = —— ¢ Q=3 (=

1
. 2 _ 1p9.2
=50 5 2F> dz 2ﬁdz.

Neste caso, as equagoes de Codazzi reduzem-se a:

My = M(Fb - F%l)a
My = #(Ffz - FéQ) ) (1.11)
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onde I'},, T2, T2, e I'}, sdo os simbolos de Christoffel da métrica A.

Denotando-se W =/ EG — F?, obtém-se:

. ) GE,—2FF,+ FE, EG,— FE,
n+ly = e o
_ GE,—2FF,+EG, W,
N 22 W
F2oLpL EG, — 2FF, + FG, N GE, — FG,
2200z 212 212
_ EG,-2FF,+GE, W,
- A W
Em suma,
W, W,
Fiﬁfrfz:W e F§2+F}2=W-

Assim, as equagoes de Codazzi passam a ser

Uma vez que

Ph + F%2 -

F%l + 1—32 =

W

My = (W - Fil - F%z)%
W

My = (W - F%l - ng)/l‘

GF,—-2FF,+ FFE, 2GF,—-GG,—FG,

202 + 212
G(E,+2F, -G, + F(E,-2F,—G,)
2W2
20 (5% + ) +2F (5%~ )
2W2
G (B3 4 R) + F (555 - F)
W2 ’
2FF, — FE,— FE, . EG,—-2FF,+ FG,
2W2 2W2
EQ2F, - E,+G,) + F(-E,—-2F,+G,)
2W2
—2F (B30 — F,) - 2F (B5% 4 F)
22

I (B~ B —F (B 1 1)
w2 ’

21

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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concluimos que 3 é uma func¢ao holomorfa se e somente se
I, +T5,=01% +15,=0. (1.15)

De fato, 0 = %G —1F é holomorfa se e somente se as equacoes de Cauchy-

Riemann

Eu_Gu EU_GU
— 5t R=0 e - F=0. (1.16)

sao satisfeitas. Portanto, das equacoes (1.13) e (1.14) deduzimos que [ é
holomorfa se e somente se

o Wuoo e W

wo Woou WY
ou seja, 4 é holomorfa se e somente se
du _ dw
po W
Por outro lado, K = K(A, B) = If{,—zz é constante se, e somente se, dIln K = 0,
isto é:

dK  dp AW

K 0 w
Portanto, se (A, B) é um par de Codazzi e K(A, B) é constante e positiva,

entdo a forma 3 dz? é holomorfa em S.

1.3 Superficies imersas

Nesta secao, supomos que S é imersa em uma variedade riemanniana orien-
tada de dimensao trés, que denotaremos por M. Representamos a imersao
por ¢ : S — M. Fixamos o par de Codazzi (A, B) em S em que A =1 é
a métrica Riemannina induzida em S pela imersao 1. Se orientarmos S por
um campo vetorial normal unitario N, pomos B = II, onde I] ¢ a segunda

forma fundamental em S, definida por

Lz, y) = I(Vay, N),
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onde z, 7y sdo campos vetoriais tangentes a S e V denota a conexao riemanni-
ana em M. As equagoes de Gauss e Codazzi sao equagoes de compatibilidade,
condigoes necessérias de existéncia da imersao ¢ (v. [3]). Deduzamos estas
ultimas. Denotemos a métrica por (-,-). Temos, usando a compatibilidade

da conexao
eo = fu = (V5,V,0u,N) = (Vo,Vo,0u, N) + (Vo,0u Vo,N) = (V5,0u, Vo, N)
= (R(04,00)0u, N) = T'}1 f = TTyg + I'pe + T, f,
onde R é o tensor de curvatura de M. Portanto, obtemos
ey = fu=The+ ([T = T1)f = Tig + (R(3y, 0,)0u, N) (1.17)
e analogamente
fo = gu=Tme — (T1, = T%) f = TThg + (R(0u, 9,)0,, N). (1.18)

Se M tem curvatura seccional constante, os termos envolvendo curvatura
sao nulos e, portanto, o par (I,II) é um par de Codazzi. No caso geral, é
preciso modificar as formas I e I, produzindo pares (A, B) para os quais as
equacgoes de Codazzi incorporem os termos de curvatura.

Como aplicagoes das proposicoes anteriores em formas espaciais, ressalta-
mos que o par (I,1]) tem curvatura média constante se, e somente se, a
diferencial de Hopf de I1 é uma forma quadratica holomorfa para a estru-
tura conforme induzida por I em S. Deduzimos, além disso, que o par (I, 1)
tem curvatura extrinseca constante se, e somente se, a diferencial de Hopf
de I é uma forma quadratica holomorfa para a estrutura conforme induzida
por I] em S.

A equagao de Gauss pode ser escrita como
K(I)—-K=K(I,II), (1.19)

onde K(I) e K sao as curvaturas intrinsecas em S e M, respectivamente,

isto é:
Ous Oy)Ou, Op)
EG — F?

K LB
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o {R(0,,0,)0,.0.)
EG — F? ’
onde R é o tensor de curvatura de S.

Estudaremos a seguir o caso em que M é um dos produtos riemannianos

S? x R ou H? x R.



Capitulo 2

Supertficies de revolucao com

curvatura constante

Denotaremos por M?(k) a superficie simplesmente conexa, orientdvel, com
curvatura constante k. Se x > 0, a superficie M?(k) corresponde a esfera eu-
clidiana de raio \/LE Se k < 0, corresponde ao plano hiperbdlico de curvatura
K.

Consideramos, no que segue, os produtos riemannianos da forma M? (k) x
R. Nesta secao, estudamos imersoes completas nestes produtos satisfazendo
a condi¢ao de curvatura Gaussiana constante.

Fixemos, por comodidade, K = £1. Neste caso, trabalhamos com os
seguintes modelos dos produtos M?(k) x R. Denotamos por R}, k = 0,1,
o espaco vetorial real R* dotado de coordenadas lineares (x1,z, 3, 74) € a
métrica (-, ) induzida pela forma quadratica xz? + x3 + 22 + 23, onde k = 1,
sek=0ekx=—1,se k=1. Modelamos S? x R como a subvariedade do

espaco euclidiano Rj, dada por:
Sz X R = {(xl,x2,$37x4) S R4, I‘% +ZU§ + I‘g = ].}

Analogamente, descrevemos H? x R como subvariedade do espaco lorentziano

25
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R{, dada por:
H? x R = {(z1, T, T3, 74) € R*; —2% + 25+ 25 = —1, 21 > 0}.

Em varias circunstancias, denotaremos t = x4.

Agora, focamos nossa atencao no estudo das superficies de revolugao de
curvatura constante em M?(x) x R, onde, como vimos acima, M?(k) denota
S?sek=1eH?se r=—1.

E sabido que o grupo ortogonal especial SO(2) pode ser identificado com
o subgrupo de isometrias de M?(k) xR (rotagoes) que preservam a orientagao
e fixam todo ponto de um eixo {p} x R, com p € M?(k) fixado. Lembremos
que

SO(2) = {A € Mawo; (A(2), A(y)) = (z,y) e det A= 1}.

A menos de uma isometria, podemos assumir que o eixo de rotacao é

dado por {(1,0,0)} x R. Além disso, o conjunto
P = {(x1, 79,73, 74) € M*(g) x R; 29 > 0,25 = 0}

é intersectado por toda 6rbita de SO(2) uma vez. Desejamos obter uma
curva em P que nao corta o eixo, exceto nos pontos inicial e final. Além
disso, a curva s6 pode intersectar o eixo ortogonalmente, caso contrario, a

superficie de revolucao tem uma singularidade.

2.1 Superficies de Revolucao em H? x R

Considere a curva a(u) = (cosh k(u),senh k(u), h(u)) em P, onde k(u) > 0

e u é o comprimento de arco de «, isto é, |o/(u)|* = 1, ou seja,
(K'(u)* + (W' (u))* = 1. (2.1)
A superficie de revolucao associada a esta curva é dada por

Y(u,v) = (cosh k(u),senh k(u) cos v, senh k(u)sen v, h(u)),
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com métrica induzida na forma

I = du?® + senh? k(u)dv?. (2.2)

Em geral, a curvatura gaussiana de uma métrica na forma I = du®+ f2(u)dv?

¢ K(I) = —f;(Sf)). Deste modo, K(I) = 0 se, e somente se, f(u) = au+ b

para constantes a e b. Se K(I) > 0, obtemos a solucao

f(u) = acos(n/K(I)u) + bsen(v/ K (I)u).
Se K(I) < 0, a solugao sera da forma
f(u) = acosh(/—K(I)u) + bsenh(y/—K(I)u).
Portanto, as solugoes gerais da equagao K(I) = cte. sao
f(u) = acos(/K(I)u)+ bsen(n/K(I)u), se K(I) >0
f(u) = au+b, se K(I)=0,
f(u) = acosh(n/—K(I)u) + bsenh(n/—K(I)u), se K(I) <0,

onde a e b sao constantes que nao se anulam simultaneamente. Resulta que
f(u) = senh k(u).

A seguir, trabalharemos com os trés casos separadamente.

2.1.1 K(I)>0

Neste caso, temos senh k(u) = acos(\/K(I)u) + bsen(y/K(I)u). Por outro
lado, se a superficie de revolucao é completa e K (I) > 0, segue do teorema de
Gauss-Bonnet, que v é uma parametrizacao de uma esfera topoldgica, isto
é, a é uma curva que intersecta o eixo nos pontos inicial e final.

Vamos denotar por uy o ponto inicial. Entao, mudando o parametro de

u para r = u — ug, 0 ponto inicial passa a ser x = 0. Assim

senh k(x) = C'sen(/K(I)z),
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para uma certa constante C. De fato, dada a expressao
senh k(x) = acos(v/ K(I)u) + bsen(y/ K (I)u),
efetuando a mudancga de variaveis, temos
senh £(0) = acos(0) + bsen(0),

e portanto, a = senhk(0). Como k é a distancia hiperbdlica, a condigao
k(0) = 0 implica a = 0. Derivando a equacao senh k(z) = bsen(y/ K (I)z),

temos
cosh k(z = K()bcos(n/K(I)x).

Calculando esta expressao no ponto inicial x = 0 obtemos:

= VE()b = b= O _¢

Portanto, senh k(x) = C'sen(y/K(I)z). Dat:
k(xz) = arcsenh(Csen(v/ K (I)u)).

Como

cosh k(z).K' (z) = C cos(v/K(I)z).\/K(I)

segue que

K(z) = \/K(I)OCOS(\/K(])ZE).

cosh k(x)
De (2.1), temos:

K(I)C? cos*(v/K(I)x)
cosh? k(x)

(W (@) =1~

Utilizando a identidade cosh® # = 1 + senh®z, temos cosh® k(z) = 1 +
C?sen?(/K (I)z). Donde, extraimos

C? cos*(\/K(I)z)

(' ()" =1— 1 + CZSGDQ( K(D)z)
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Como « intersecta o eixo ortogonalmente no ponto inicial e o vetor veloci-
dade o/ é dado por o (u) = (senh k(u).k'(u), cosh k(u).k'(u),0, ' (u)) , temos
R'(0) = 0. Por outro lado,

C?K(I) cos*(0)
14 C?%sen?(0)

0=H(0)=1-

Dai C?2K(I) = 1. Portanto

cos?(v/K(I)zx)
1 + C?sen?

(W (2)* =

—~~
E‘
—
=

8
~—

Integrando, obtemos

) = [ Wye = yTEETD) [ W{(Se“(vm”x) i

I) +sen?(y/K(I)x)

A mudanca de varidveis
cos(y/K(I)x)
VE() +sen2(y/K(D)e)

w =

Y

satisfaz
e — —VED(+ K(D)sen(\/K(I)z)
(K(I) + sen?(y/K(I)z))2

Por um lado, calculamos

/% dw = arctgw = arctg ( cos(yV K (1)a) ) .
+w VE () +sen2(y/K()a)

Por outro lado, verifica-se que
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1
/ dw:
+w

1
/ —K()(1 —l—K(I))sen(\/K(I)x)dx
wm z) (K(I) 4 sen?(y/K (I)z))2
K(I)+sen?(\/K(I)x
1 —VK()(1 +K(I))sen(\/K(I)93)d$
K(I)+S€n2(\/mz)+6082(\/mx) (K(I) 4 sen2(\/K(I)z))?

K(I)+sen?( \/K

/ sen(y/K(I)x) dr — _ﬂh(m).
\/K s (YR T)n) 1+ K(I)
Portanto
1+ K1) cos(v/ K (I)x)
h(x) =—Y _  ‘arct
K(I) i \/K(I) +sen?(y/ K (I)z)

Como a funcao arctg é definida em R, temos que h esta definida para
qualquer valor do parametro u e a funcao arcsenh é definida em R, ou seja, k é
valida para qualquer valor do parametro u. Portanto, a superficie é completa.
Provamos a existéncia de uma tnica superficie de revolucao completa com

curvatura Gaussiana constante positiva K (), a menos de isometrias.

2.1.2 K(I)=0

Neste caso, senh k(u) = au + b.
Se « nao corta o eixo, entao a métrica da superficie de revolucao, dada

por
I = du® + (Au + B)*dv?

é completa se « é definida para todo u € R. Assim, a = 0 uma vez que «
nao intersecta o eixo, e ¥ é um cilindro ao redor do eixo. Por outro lado, se
a corta o eixo, entao, como acima, podemos assumir que isto acontece em

u = 0 e neste caso senh k(u) = au. Dal k(u) = arcsenh(au).



Superficies de revolucao com curvatura constante 31

Agora usando que a intersegao é ortogonal em u = 0, isto é, h/(0) = 0,
temos de (2.1) que £'(0) = 1. Donde coshk(0).£'(0) = a, o que assegura

a=1. Entao
1

k(u) = arcsenhu e k'(u) = ——.
V1+u?

Dai

1 u?
W(u)?=1- = :
(h(u)) 1+u?2 1+ u?

Integrando esta expressao, obtemos

h(u) = /h’(u)du:/ﬁdu.

Efetuando a mudanca de varidveis w = 1 + u?, tem-se dw = 2udu. Assim
1 dw
—_ — B ——— D
2 | Ve Vw+ D,
ou seja, h(u) = V14 u?>+ D. Como h(0) = 0, temos D = —1. Portanto,
h(u) = vV1+u?—1.

Pelo mesmo argumento da secao anterior, verifica-se que esta superficie é

h(u)

completa.

2.1.3 K(I)<0

Agora, temos senh k(u) = acosh(y/—K (I)u) + bsenh(/—K (I)u). Primeiro,
consideremos o caso em que « corta o eixo. Como anteriormente, podemos

assumir que a intersecao acontece em u = 0. Entao
senh k(u) = Csenh(y/—K(I)u)

para um certo niumero real C. Novamente, //(0) = 0 e C*K(I) = —1.

Observemos que

k(u) = arcsenh < senh( —K(I)u))

1
V—K(I)
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é nao-negativo para u > 0 e, sendo v = y/—K(I)senh(y/—K(I)u), tem-se
v" = cosh(y/—K(I)u). Dai

K (u)

Uma vez que a superficie de revolucao deve ser completa, a fungao k(u)
estd bem definida para todo u > 0. Além disso, de (2.1) tem-se (K'(u))? < 1,
o que implica —K(I) < 1. De fato,

(K (u))? = —K(I)coshQ( —K(I)u) <1
senh®(\/—K(I)u) — K(I) =

Dai
—K(I)(1 +senh?*(/—K(I)u)) < —K(I)+senh?*(\/—K(I)u),

o que acarreta —K (1) < 1.

Portanto, h(u) pode ser calculado explicitamente pela relagao

cosh(\/ K[)u (W (w)? = 1
senh2 K(I)u)— K(I '

Em outros termos,

e I)cosh(y/—K(I)u)
(F(w)” = 1+senh2 K(Du) — K(I
%—Senh2 —K(I)u) + cosh2( —K(I)u)
senh?( —K(I)u -
senh?(\/—K(Iu)(1+ K(I))
senh?(\/—K(I)u) — K(I)

Concluimos que

() = 1+ K(I)senh(y/—K(I)u) ‘
senh?(y/—K(Iu) — K(I)
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Utilizando a mudanga de variaveis w = cosh(y/—K(I)u), temos

dw = /—K(I)senh(\/—K(I)u)du.

h(u) = /h’(u)du
\/1—1-7/ senh( —K(I)u) du
Jor

cosh?(y/=K(I)u) — 1 — K(I)

\/HT/\/

(1+ K(I)) + w?

- 1_+—KK(§§)log(w+\/w2—K([)—1)+D
1+ K1 2
j——K(ﬁ))log(cosh( +\/56nh V-K(I)u) — K(I)) + D.

A condicao inicial é reescrita como

0= h(0) = YAEEU o VTR + D

—K(I)

Logo, D = — V\/l%(([[)) log(1+4 y/—K(I)). Portanto,

1+ K() | cosh(\/—K (Iu) + y/senh?(\/—K (I)u) — K(I)

k() 1+ —K()

Como —K(I) > 0, temos que a fungao h estd definida para qualquer

h(u) =

valor do parametro u. Vemos, assim, que a superficie é completa. Provamos,
desta forma, a existéncia, para toda constante negativa K (I) > —1, de uma
unica, a menos de isometrias, superficie de revolucao completa de curvatura
gaussiana K (I) que corta o eixo de revolugao.

Finalmente, consideremos o caso em que a curva « nao toca o eixo de

rotacao. Agora, a métrica induzida é dada por

I = du® + (acosh(y/—K (I)u) + bsenh(y/— K (I)u))*dv?,
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e deve ser definida para todo u € R para ser completa. Se a? < b?, entao

lim senhk(u) =—oc0 e lirf senh k(u) = —oo.
De fato,
hril acosh(y/—K(I)u) + bcosh(n/—K(I)u) =
e\/—K(I)u _i_e—w/—K(I)u e\/—K(I)u . e—\/—K(I)u
= lim «a +5b
u—=+00 2 2
_ (a+b)eVED (g — e~V EDu
= Do 2 * 2 '

Como a® < b%, segue que (a+ b)(a —b) < 0. Desse modo, temos dois casos a
analisar.

Casol. a+b<0ea—b>0.

Neste caso, e"V-EDu _, quando u — +oo. Daf senhk(u) — —o0
quando u — 400, ja que eV -K@u _, +o0o e a+ b <0, isto contradiz o fato
de que k(u) > 0.

Caso2. a—b<0ea+b<0.

Neste caso, eV—KDe _, quando u — —oo. Dai senhk(u) — —oo

—Kv _, 400 ea+b <0, isto contradiz o fato

quando u — —o0, ja que e~
de que k(u) > 0.

Assim, devemos ter a® > b2

Se a? = b?, entao alterando a varidvel u por —u, se necessario, podemos
assumir @ = b. Assim, senhk(u) = aeV KU ¢ escrevendo u em vez de

u — ug para um certo ug € R, temos senhk(u) = eV KD Daf

k(u) = arcsenh(eV KD

)

e portanto,
VK (D)eV K

A /1 =+ 62\/—K(I)u

K (u)
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De (2.1), temos que k'(u) < 1. Logo, K(I) > —1. De fato

,/_K([)e\/fK(I)u < 14+ 2V -K(Du

o que implica
_K(I)e%/fK(l)u < 1+€2 7K(I)u.

A métrica
I = du? + 2V EKDugy,?

induzida nesta superficie é completa.

Se a? > b?, entdao —1 < g < 1. Isto implica que existem nimeros reais 6
e C' > 0 tais que a = C'cosh 6,b = Csenh 8, ja que g =tghfe —1 < tgh <
1, VO € R. Dai

senh k(u) = Ccoshfcosh(n/—K(I)u)+ Csenh8senh(/—K(I)u)

= Ccosh(/—K(I)u+90).

Substituindo u por u — —4—, temos:
P /—K(I)

senh k(u) = C cosh < —K(I) (u — %) —|—9>

= C'cosh(v/—K(I)u).

Logo,
k(u) = arcsenh(C cosh(n/—K(I)u))

o que implica

K () = C\/—K(I)senh(\/—K(I)u)

1+ Creosh (=K (D)

Novamente a condigao (k'(u)?) < 1 é equivalente a K (I) > —1. Assim, a
métrica induzida é I = du?+(C? cosh®(y/—K (I)u))dv?, que é completa. Por-
tanto, obtemos a existéncia de superficie de revolucao completa de curvatura

Gaussiana constante K (I) > —1 que nao corta o eixo de revolugao.
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2.2 Superficie de Revolugao em S? x R

Seja a curva a(u) = (senk(u),cos k(u),0, h(u)) em P, onde cos k(u) > 0 e
u é o comprimento de arco de a, isto é, (k'(u))? + (W' (u))?> = 1. Entao, a

superficie de revolugao associada a esta curva é dada por:
Y(u,v) = (senk(u), cos k(u) cos v, cos k(u)senv, h(u))

com a métrica induzida I = du® + cos® k(u)dv?.
Vamos, novamente, distinguir os trés casos em termos do sinal da cons-

tante K (7).

2.2.1 K(I)>0

A imersao completa deve satisfazer
cos k(u) = acos(/ K (I)u) + bsen(+/ K (I)u).

Argumentando como em H? x R, podemos assumir que « intersecta o eixo
de rotag¢ao no ponto inicial, sendo u = 0. Assim, cos k(u) = Csen(/ K (I)u)

para uma certa constante real positiva C'. Além disso,
k(u) = arccos(Csen(+/ K (I)u)).

Dal
Cv/K(I)cos(y/K(I)u)

E V1 - C2sen2(y/K(T)u)

K(u) = e M(0)=0

Dai, deduzimos que C?K(I) = 1.
Por outro lado, sabemos que « corta o eixo duas vezes quando K (I) > 0,
isto é, cos k(u) = 0 nos pontos inicial e final de . Entao, da equagao

cos k(u) = Csen(y/K(I)u), temos sen(y/K(I)u) = 0 nos pontos inicial e
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final, ou seja, em v = 0 e u = —Z—, logo u € [0, s ] Em par-
K(I) K(I)

ticular, desde que cos k(u) é menor ou igual que 1 neste intervalo, temos
0 < sen(/K([)u) < 1 e, como cos k(u) = Csen(y/K(I)u), segue que
Csen(y/K(I)u) < 1. Isto implica que C' < 1. Daf C* < 1. Como C*K (I) =
1, deduzimos que K (I) > 1.

Portanto, a imersao pode ser obtida pela expressao

1
k(u) = arccos (Wsen(\/[(([)u)> .

E da equagao (k'(u))? + (h/(u))? = 1, obtemos:

W) = 1- C?*K(I)cos?(v/K(I)u)
1 — C?%sen?(\/K(I)u)
1 — C?%sen?(y/K(I)u) — C*K(I) cos*(y/K(I)u)
1 — C?sen?(\/K(I)u)

K(I) —sen?(\/K(Iu) — K(I) cos?(\/K(I)u)
K(I) —sen?(y/K(I)u)
—sen?(/K(Iu) + K(I)(1 — cos?*(y/K(I)u))
K(I)— sen2( K(I)u)
—sen?(y/K(I)u) + K(I)sen?(y/K (I)u)
K(I) Senz( K(I)u)

(K(I) — 1)sen?(\/ K (I)u)
K(I) —sen?(y/K(I)u)
(K(I) — 1)sen?(y/K(I)u)

K(I) =1+ cos?(/K(I)u)’

ou seja,
W (u) = K(I) — 1sen(/K(I)u) . (2.3)
VE D) = 1)+ cos? (/K (D)
Com a substituigdo w = cos(y/K([)u),dw = —/K(I)sen(y/ K (I)u)du, es-

h(u):/h’(u)du _V /\/

_1 +w2
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- v/ - K() -1 og(w — w?
= 0 log(w + /(K (I) — 1) + w?) + D.
Portanto,
= —& og [ cos U — cos? U
) =~V lg( (VEMu) + (K1) — 1) + cos(v/E (D) ))+D.

Uma vez que h(0) = 0, pois a curva corta o eixo no ponto inicial, temos:

B K(I)—lo
D_—\/m log(1 + /K (I)).

cos(y/K(T)u) + /K (1) — sen®(y/K (T)u)
K(I) 1+ /K(I) ’

para u € [0, L}
K(I)

Se K(I) = 1, pela equagao (2.3), h é constante e, portanto, definida
para qualquer valor de u. Se K(I) > 1, a funcdo h é dada pela equagao
acima, e é definida para todo valor de u. Desse modo a imersao é completa.
Assim, mostramos a existéncia de uma superficie de revolucao completa com

curvatura Gaussiana constante positiva K (1) > 1, a menos de isometrias.

2.2.2 K(I)=0

Agora cos k(u) = au+0b. Se a ndo corta o eixo, entdo a métrica da superficie
de revolugao I = du®+ (au-+b)dv* é completa somente se v estd definida para
todo u € R, mas isto é impossivel se a # 0 porque cos k(u) = au+b € [—1,1].
Assim, a = 0 e ¥ é um cilindro ao redor do eixo. Se « corta o eixo, entao
podemos assumir que isto ocorre no ponto inicial u = 0. Entao cos k(u) = au
e k(u) ndo estda bem definida para todo u > 0, isto é, a métrica induzida nao

é completa.
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2.2.3 K(I)<0

Neste caso,
cos k(u) = a cosh(y/—K(I)u) + bsenh(/—K(I)u).

Se o nao corta o eixo e a imersao é completa, entao u deve variar em R, mas

isto é impossivel, pois existem valores de u tal que
a cosh(n/—K(I)u) + bsenh(\/—K(I)u) = cos k(u) &€ [-1,1].
Se « intersecta o eixo no ponto inicial u = 0, entao
cos k(u) = Csenh(y/—K (I)u) para um certo C' € R.

Mas, Csenh(\/—K(I)u) € [—1,1] para todo u > 0 e utilizando o mesmo

argumento do caso anterior, verificamos que a imersao nao pode ser completa.



Capitulo 3
Um teorema tipo Liebmann

Nosso objetivo é apresentar uma prova do Teorema: Dada uma constante
real K, existe, a menos de isometrias, uma unica superficie completa de
curvatura Gaussiana constante K >k em M?(k) xR, se k > 0; e uma tinica
superficie completa de curvatura Gaussiana constante K > 0 em M? (k) x R,

se k < 0. Além disso, esta superficies sao rotacionalmente simétricas.

3.1 Preliminares

Dadas uma métrica A em uma superficie de Riemann S e uma forma bilinear

simétrica A, definimos a perturbacao de A dada por
A=A+ A (3.1)

Supondo que A seja ainda positiva e definida, calculemos os simbolos de
Christoffel correspondentes. Dados parametros isotérmicos u, v relativamente
a A, tais que

A= B(du® + dv?),
expressamos A e A localmente por
A = Edu?® 4 2Fdudv + Gdv?

40
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A = Edu?® 4+ 2Fdudv + Gdv?
Denotando-se
W= BG— i,
calculamos os simbolos de Christoffel f‘fj referentes a A:
oWl = EE, + 2A}, + EE, + GE, + FE,,
QW% = —FEE, + 2A% — FE, + 2EF, — EE, — EE,,
oW, = EE, + 24\, + EE, + GE, — FE,,
oW?T%, = EE, + 2A%, — FE, + EG, + EE,,
oW}, = —EE, + 2AL, + 2EF, — EG, — GE, — FE,,
oW 2, = EE, + 2A%, + FE, + EG, + EE,,
onde
2Al, = GE, — 2FF, + FE,

e assim por diante.

3.2 Prova do Teorema

Sejam, como antes, S uma superficie de Riemann e 1 : S — M?(x) x R uma
imersao isométrica. Supomos S orientada por um campo vetorial normal
unitario N. Sejam [ = (di,dy) e II = (—dN,dy) a primeira e segunda
formas fundamentais de 1, e K(I) sua curvatura gaussiana.

Usaremos, no que segue, a notacdo A = [ e B = 1. Suponhamos K (I)
constante.

Denotamos a coordenada t, quando restrita a S, por h. Se representar-
mos o campo coordenado 0; por £, o gradiente de h em S é o componente

tangencial de £ em S:

Vh=¢" =&~ (¢ N)N.
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Denotemos
V= <£7 N>7
a projecao normal do campo coordenado & = 0.

Consideramos parametros conformes u, v com respeito a métrica I em S.

Entao, definimos um referencial ortonormal local
€1 = E*1/28u, €y = E’l/Qﬁv.

Mencionamos que, em parametros isotérmicos, o gradiente de h em S é dado
por

1 1
Vh = Ehuau + Ehvﬁv.

A curvatura seccional K do ambiente M?(x) x R no plano tangente {e;, es}

a S é dada por

K = (R(er,e2)er, e2) = £((1 = (e, ))*(1 — (e2,€))* — ((e1, £)(e2,6))*)
= H(l - <€17£>2 - <€27€>2) = K<N7 £>2 = w1’

ou, em termos da funcao h,
K = k(1 —|Vh|?).

Utilizamos, neste cdlculo, a decomposi¢ao do tensor de curvatura em um
produto riemanniano, combinada a expressao da curvatura em uma forma
espacial.

Consideramos, agora, uma perturbacao da métrica A = I em S dada por
A=A+cdh? (3.2)
onde ¢ = k/(K(A) — k). Temos

W2=EF -G*=(E+E)(G+G)—F?=FE*+EE+Q)+EG—F? =
E? 4 cE(h2 4 h?) = E*(1 + ¢|Vh]?).

Portanto, A é uma métrica riemanniana segundo o seguinte critério
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Lema 3.2.1 Sejam S uma superficie de Riemann e ¢ : S — M?*(k) x R
uma imersao com curvatura gaussiana K(I). Entdo a forma quadrdtica A=

I + c¢dh? define uma métrica Riemanniana em S se
(i) k<0eK(I)<krouK()>0, ou
(ii)) k>0 e K(I) > k.
Para demonstrar o lema, basta utilizarmos o fato de que
VA =1-1" < 1.

Portanto, uma vez que, dada a constante ¢ = x/(K(A) — k), temos

1

1 + C|Vh|2 = m

(K(A) + £(IVh[* = 1)),

verifica-se que W2 > 0 se as hipoteses sao satisfeitas. Isto garante que a

matriz A é positiva e definida. Deste modo, demonstramos o lema.
Verifica-se facilmente que escolhendo-se ¢ = k/(K(A) — k) temos
K(A,B)=K(A) — k.

De fato, utilizando a equagao de Gauss (1.19), obtém-se

~ eqg — f> eg — f2 EG — F*? E?
KA B)= === ——— = K(A,B
(4, B) EG—-F2 EG-F’EF — G2 (4, )E2(1+c|Vh|2)
_ 1 K(A) — k(1 — |Vh]?)
=(K(A) - K =
(K(4) )(1—|—c]Vh\2) 1+ ¢|Vh|?

Logo, K (A, B) = K(A) — k se e somente se
K(A) = k(1 = [Vh[*) = (K(A) = 5)(1 + c|VA[*)

ou seja, quando
k=c(K(A) — k).

Portanto, demonstramos que o par (121, B) satisfaz a seguinte propriedade

fundamental:
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Lema 3.2.2 Se A é uma métrica riemanniana em S, entdo a curvatura

extrinseca do par (A, B) € dada por K(A, B) = K(A) — k.

Iniciamos, agora, a demonstracao do principal resultado técnico de que

faremos uso.

Teorema 3.2.1 Sejam S uma superficie orientdvel e ¢ : S — M?*(k) x R
uma imersao de curvatura Gaussiana constante. Nas condi¢oes do Lema

3.2.1, o par (/Nl, B) é um par de Codazzi com curvatura extrinseca constante.

Prova: Calculemos os simbolos de Christoffel para A. Temos
E=ch?, F=chyh, G=:ch
Portanto, utilizando as férmulas nos preliminares deste capitulo, obtemos
2Al, = GF,-2FF,+ FE, =
= 2hyh2hyy — 2Ryl (huwhy + Buhyy) + 262 R2hyhey, = 0
2A2 = PB4+ 2BE, — BE, -
= —2h2hyhoy + 2E2R2 (huwhy + huhuy) — 26203 Ry, = 0,
2A}, = GE,-FG, =
= 2h hihyy — 22 hyhihy, =0
242, = —FE,+ EG, =
= —2h2hyhyy + 2¢°h2hyhy, = 0,
24}, = 2GF,-GG, - FG,=
= 2202 (huphy + huhyy) — 262030y, — 262 hyh2hy, = 0,
242, = —2FF,+ FG,+ EG, =
= —2h,hy (huvhy + huhey) + 262 hyh2hyy + 26 R hyhy, = 0.

Denotamos as componentes do hessiano of h em S por hy, y, Iy, € Iy . Relem-

bremos que

£, E,

Puw = (Va,Vh,0y) = huw — T} Ry — T2 Ry = By — ﬁhu + 5

Py
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onde os simbolos de Christoffel F;k sao todos expressos em termos de F.

Obtemos
EE, + GE, + FE, = 2cE(hyhy. + fE(h2 +h3)),
—FE, +2EF, — EE, — EE, = 2cE(h,h,., — %(hi +h7)),
EE, +GE, — FE, = 2¢E(hyhy, + 2EE(h2 + h2)),
“FE, 4 BG,+ BE, = %B(hhy, + L5024 h2).
9EF, — EG, — GE, — FE, = 2cE(hyhy, — fE(h2 + h2)),
FE, + BG, + BE, = 2B(hh,, + L5021 h2)).

Reunindo estas expressoes, concluimos que
QWY = EE, + 2¢E(hyhu + 57 (h2 + h2)),
QW22 = —EE, + 2cE(hyhy — %(iﬂ + h2)),
QW L, = EE, + 2cE(hyhu,, + 57 (h2 + hl)),

E
QW™ T2, = EE, + 2cE(hyhy, + E(h2 + h%)),
. E,
2W Ty, = —EE, + 2¢E(hyhy, — ; E(h2 + h2)),
E,
QW™ T2, = EE, + 2cE(hyhy, + E(h2 + Rh%)).

Mais sucintamente, escrevemos

WY = E2(1 4 ¢|Vh))TY, 4 ¢E hyhy .,
W22, = E>(1 4 ¢|VR|)I2, + ¢E hyhy,

WL, = E*(1 4 ¢|Vh|*)Tiy 4 ¢E hyhy.,

1+ ¢|Vh|?

( )
( )

W2T'L, = E*(1 4 ¢|Vh|))TYy + ¢E hyhoy.,
( T3y + CE hyh,
( )
( )

W2T2, = E*(1 4 ¢|Vh|))T2, + cE hyhy,,.
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Logo, obtemos

sz%ff - W2(fi2 - fgz)f - sz%zg
= E*(1 + ¢|Vh|*)(Dye — (T}, — [5,) f — I'lhg)
+cEhyhyve — cEhyhy o f + cERyhy o f — cEhyhy g (3.3)

Calculemos, agora, o hessiano de h. Como afirmamos acima
Vh=¢— (6, N)N.
Assim, dados vetores tangentes z,y a S, temos, dado que & é paralelo,

Vih(z,y) = (V.Vhy) = (V,Vhy) = (V.&y) — (V(E,N)N,y) =
= — (&, N)(V.N,y) = ({, N)B(v,w).

Usando a notagao (¢, N) = v, escrevemos
huuw=ve, hy,=vf hy,=vrg.
Portanto, a expressao (3.3) acima torna-se equivalente a
nge - (fiz - ng)f - f%ZQ

chyv(eg — f2
= (Féze - (F%z - F%z)f - F%zg) + ( )

E(1+ c[Vh2)

Por outro lado, uma das equagoes de Codazzi para o par (A, B) em M?(x) xR

é, como vimos em (1.17),
Opf — Oug = F%QB - (F%Q - FgQ)f - F%QQ - <R(8u’ av)Nv av>
Substituindo acima, temos

f%QQ - (f‘%z - ng)f - f%g

. ch,v(eg — f?)
= 0,f = Dug + (R(0.1,0.)N. 0, .
f = Oug + (R0 0N 00) + )
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Entretanto, utilizando a expressao da curvatura em um produto riemanniano,

obtém-se

(R(0u,0,)N,0,) = £ (—(&0u)(&, N)(E = (£,0,)%)) —
- K’(&au><€aau><§aaN><€7av> = _E'%th-

Uma vez que K (A, B) = (eg — f?)/E?, temos

_ chuv(eg — f?) c
(R(0.,0)N,0) + T i —Euhu( R TR B))
c
yhu( K+ 1+C|Vh]2( (A) — k + K|V ))
Evh,

:TW(—/{—FC(K(A)—’@)):O?

dado que escolhemos ¢ = m.

Concluimos que a equacao de Codazzi
Opf — Oug = f%2e - (fb - f%z)f - f%297

é satisfeita pelo par (A, B)

A prova da outra equacao de Codazzi para o par (fl, B) é andloga a que
apresentamos acima.

Deste modo, verificamos que o par (fl, B) ¢é Codazzi nas condigbes do
lema 3.2.2. Vimos, além disso, que a curvatura extrinseca K (fl, B) deste
par é constante e positiva, se supusermos que K (A) é constante e satisfaz a
condicao

K(A) > k.

Segue da proposi¢ao 1.2.2, que a componente (2,0) da complexificagdo da
parte sem traco de A com respeito a B é holomorfa. l

Observamos que a existéncia desse par de Codazzi em M?(k) X R, para
imersoes de curvatura gaussiana constante, nao depende somente das equacoes
de Codazzi, como acontece em formas espaciais tridimensionais, mas também

da equacao de Gauss. Para uma imersao de curvatura gaussiana constante
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positiva K(A) satisfazendo K(A) — k > 0, a forma quadratica A é Rie-
manniana. Além disso, pelo Teorema 3.2.1, (A, B) é um par de Codazzi de
curvatura extrinseca constante positiva, o que assegura a existéncia de uma
forma quadratica holomorfa, como vimos na proposigao 1.2.2.

Uma vez que a curvatura extrinseca K (A, B) é constante e positiva (ou,
dado que K (A, B) = K(A) — K > 0, por hipétese), concluimos que B é uma
forma definida. Sem perda de generalidade, consideramos B positiva. Neste
caso, podemos tomar parametros (bisotérmicos) conformes u, v relativamente

a estrutura conforme em S dada por B. Temos, deste modo,
e=g, f=0. (3.4)

Corolario 3.2.1 Sejam S uma superficie orientdvel e ¢ : S — M?*(k) x R
uma imersdo de curvatura gaussiana constante positiva K(A) tal que K(A) >
0, se k <0 e K(A) >k, se k> 0. Se considerarmos S como a superficie de
Riemann com a estrutura conforme induzida pela sequnda forma fundamental
B, entao

Q= <<¢z,¢z> + ch§>dz2
¢ uma forma quadrdtica holomorfa, onde z denota um parametro conforme

em S.
Observamos que () pode ser escrita de modo invariante como
Q = (A5)E0) = (40 + ¢((ah?)5) > (35)

Dados parametros locais u, v na estrutura conforme de B, o coeficiente de ()

é dado por
L _ . _h2Y 2
o=t (E ¢_ ZF) _1 ((E chy) = (G=chy) o chuhv)>
2 2 2 2

(3.6)
A existéncia desta forma quadratica holomorfa é a chave principal para

a classificacao de imersoes de curvatura constante positiva.
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Teorema 3.2.2 Dada uma constante real K, existe, a menos de isometrias,
uma unica superficie completa de curvatura Gaussiana constante K > k em
M?(k)XR, se k > 0; e uma tinica superficie completa de curvatura Gaussiana
constante K > 0 em M?(k) X R, se k < 0. Além disso, esta superficies sio

rotacionalmente simétricas.

Prova: A parte da existéncia neste resultado é demonstrada no Capitulo 2.
Portanto, vamos provar a seguir somente a unicidade.

Seja S uma superficie de Riemann imersa por uma aplicacao ¢ : S —
M?(k) x R com curvatura gaussiana positiva K, satisfazendo K > k, para
k>0e K >0,sexr <0. Como K é positivo, S é compacta e homeomorfa a
esfera, pelo teorema de Gauss-Bonnet. Por outro lado, uma forma quadratica
holomorfa numa esfera topoldgica é identicamente nula. De fato, assumindo
que a superficie é a esfera de Riemman R? U {oo}, temos uma estrutura
complexa em R? U {oo}, identificando R? ~ C, dada por um atlas formado
por dois sistemas de coordenadas. Um deles, a identidade ¢, : C — C, cobre
o plano estendido exceto z = oo; outro, @y : CU {0} — {0} — C, cobre o

plano estendido menos z = 0, onde

271 sez#4 0

0 , Se z = 00.

Escrevemos, nestes sistemas de coordenadas, Q = a(z)dz?, z € ;(C), Q=
B(w) dw?, w € po(CU {oo} — {0}). Na interseccao (CU {cc} — {0})NC =
C — {0}, a mudanca de coordenadas ¢ 0 ;" : 1(C — {0}) — C é dada por

2001 (2) = a1 1 (2)) = a(2) = 271

Portanto, temos i—f =—22¢
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Concluimos que a é holomorfa, logo inteira e Zh_)IgO a(z) = 3}?0 Blw)w* = 0.
Pelo teorema de Liouville, como « ¢ inteira e limitada, o é constante e, uma
vez que llm a(z) = 0, temos a(z) = 0. Logo, Q@ = a(z)dz? é identicamente
nula. o

Portanto, do Corolario 3.2.1, Q@ = 0, isto é, a parte (2,0) de A para a
estrutura conforme induzida por B se anula e, portanto, as métricas A e B

sao conformes. De fato @) = 0 implica, segundo (3.6)
-G F-o (3.7)

Uma vez que, por escolha dos parametros,

concluimos, como afirmamos, que A e B sao conformes. Portanto, existe

uma funcao positiva A relacionando estas duas métricas
B=M\A.

Em particular, K(A, B) = A2 e pelo Lema 3.2.2, temos \* = K(A) — k.
Logo, o fator A é constante. Isto implica que uma das linhas de curvatura
é horizontal (isto é, estd contida em um plano P, da forma M?(k) x {t}) e
que S determina um angulo constante com o eixo vertical ao longo de planos

horizontais. De fato, temos
B =)A=+ cAdh’

Assim, considerando desta vez parametros wu, v isotérmicos com respeito a

estrutura conforme dada pela métrica A, escrevemos

a1 = B(@u,au) =)\F + AC]’L%,
Q12 = A21 = B(aua av) = Achyh,,
99 — B(@v,av) =\FE + )\Ch%
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Nos pontos umbilicos de S (com respeito ao par (A, B)), temos ajs = ag; =
0. Portanto, h, = 0 ou h, = 0. Temos, ainda, a;; = as, 0 que implica
Ach? = Ach?. Uma vez que A\c¢ # 0, deduzimos que h? = h?. Portanto,
h, = h, =0, isto é, Vh = 0 nos pontos umbilicos de S. Ou seja, nos pontos

umbilicos, temos

hy = 0,

(h) = 0,(¥, 0) = {0y, Oy).-

Assim, o plano tangente a superficie em um ponto umbilico é horizontal, ja
que 0; gera a diregao vertical.

Reciprocamente, em um ponto cujo plano tangente é horizontal, temos
(Ou, 0y = (Dy,0r) = 0, ou seja, h, = h, = 0. Desse modo, ajs = as; = 0,
a11 = ags = A\F, configurando um ponto umbilico.

Em um ponto nao umbilico, podemos escolher um referencial ortonormal
principal {ej,es} para B em uma vizinhanga do ponto. Isto significa que
—@elN = qaj1€] € —v@N = a99ey. Neste caso, também teremos ao = a9 =
0. Entao h; = 0 ou hy = 0 em conjuntos abertos. Suponhamos hy = 0 em

um destes abertos. Assim, temos
0= ey(h) = e2(),0r) = (€2, 0y).

Como 0, é vertical e (e3,d;) = 0, temos que e3 é um campo de vetores hori-
zontal. Logo, as linhas de curvatura associadas a age sao horizontais. Além
disso, ao longo de uma destas curvas, contidas, como vimos, na interseccao

de S com um plano horizontal, temos
€2<N7 at> = <662N7 at> = 22 <€27 at> = O

Portanto, o angulo formado com a direcao vertical permanece constante ao
longo das linhas de curvatura horizontais. Observamos, ainda, que ag = A é

constante ao longo de uma dessas curvas.
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Seja, entdao, V' uma vizinhanga de um ponto (p, t) ndo umbilico, dotada de
um referencial principal {e;,es}. As linhas de curvatura em V' com diregao
ey estao localmente contidas nos planos horizontais P, = M?(k) x {t}, como
provamos acima. Reciprocamente, as componentes conexas de V N P; sao
linhas de curvatura com direcao tangente dada por e;. Concluimos que,
para um t fixo, V' e P, marcam um angulo constante 6(t) ao longo de cada
componente conexa da intersec¢ao. Assim, se uma componente conexa da
intersecgao entre S e P, tem um ponto nao umbilico, o angulo é constante
nao-nulo, a menos que exista também um ponto umbilico nesta mesma com-
ponente. Contudo, neste ponto o angulo é necessariamente nulo. Assim, por
continuidade da funcao angulo, ou todos os pontos numa componente conexa
S N P, sao umbilicos e o angulo é zero, ou todos os pontos sao nao-umbilicos
e o angulo é nao-nulo. Suponhamos que todos os pontos de uma compo-
nente conexa sao umbilicos. Entao, ao longo desta componente conexa, P; é
o plano tangente a S, assim N = 0;, € a5 = ?SQN = 0. Portanto, ass =0
e K(A, B) = 0 ao longo desta componente. Pela equacao de Gauss (1.19),
K(A) — K =0 ao longo da curva. Porém, K € [0,k], se k > 0 e K € [x,0],
se k < 0. Isto contradiz a hipdtese de que K(A) > k,se k > 0 e K(A) >0,
se k < 0.

Portanto, os pontos umbilicos sao isolados e, deste modo, existe um ref-
erencial principal ortonormal {e;, €2} num subconjunto denso de S. Fixemos
es tangente as linhas de curvatura horizontais.

Temos 7 # 0, onde v = Vh é a parte tangente de 0, definida por v =
Oy — (Or, N)N. Segue que v = (e, 0)e; = senf(t) ey, onde (t) é o angulo
entre N e P, ao longo de uma componente conexa dada de S N P,. Agora,
calculemos a curvatura geodésica da linha de curvatura horizontal em P,.

Temos,
Y 1 _ B 1
~senf(t)  senf(t) (9 = (0, N)N) = sen 0(t)

Como 6(t) é constante ao longo da curva, entdo cos 6(t) e senf(t) sdo con-

(0y — cos O(t)N).
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stantes ao longo da curva. Logo,

_ 1 _ _
Ve, €1 = sen (1) (Ve 0p — cos (1) Ve, N)
cos O(t) = cos 6(t)
— —_—_ e N = —
sen 0(t) Ver sen 60(t) 12262
Uma vez que que (eq, es) = 0, obtemos
_ cos 6(t)
(Ve2€27€1> = —m a2z,

a curvatura geodésica da linha de curvatura horizontal em S. Isto assegura
que as linhas de curvatura horizontais tém curvatura geodésica constante em

S. Agora, definimos

n = Jey =sen N — cos fey,

a rotacao em 7 no sentido anti-hordrio de ep, realizada no plano P;. Dado

que (e9,n) = 0, temos
(e3,Ve,m) = {es,5en0V.,N — cos OV, e;1)

cos 0
= senf(ey, —ages) — cos O{es, m@gg@g)

_ G2
senf’
Logo, (Ve,e0,m) = 225 é a curvatura geodésica da linha de curvatura ho-

rizontal em S N P, relativamente ao plano P,. Concluimos que para cada
t, S N P, consiste de linhas de P, com curvatura geodésica constante. Por
compacidade de S, tais linhas, sao circulos geodésicos em P,.

Por fim, calculamos (V,, e, es) = 0. De fato,

Vee1 = L(@elat —cos OV, N) = —
sen 6

cos 0

ai1€q.
sen 6

Assim, as linhas de curvatura de S com direcao e; sao geodésicas em S.
Provamos a seguir que estas linhas de curvatura estao contidas em planos

verticais.
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Fixado um ponto (p,t) em S N P;, seja a(s) a linha de curvatura com
a'(s) = e1(a(s)) passando por (p,t) em s = 0. Devemos provar que « esta
contida no plano geodésico vertical 11, determinado por e; e J; em (p,t). Este
¢ o plano gerado por e; e N em (p,t). Para cada s, consideremos o plano
geodésico vertical II, em M?(k) x R tal que e; = o/(s) e Vi1 = Vo
sejam tangentes a a(s). Este plano é da forma 5 x R, onde f, é a geodésica
em M?(k) dada pela intersecao de M?(k) com algum plano 7, em R? com
vetor unitdrio normal a(s). A intersecgao do hiperplano 7, x R em R* com
M?(k) x R é entdo o plano II,. Agora, p(s) A /(s) A Vua!' é uma diregao
normal para o hiperplano em R*, onde p(s) é a projecao de a(s) em M?(k),
ou seja, a(s) = (p(s),t(s)). Contudo, dado que « é a0 mesmo tempo linha

de curvatura e geodésica, obtém-se

velel = VO/O/ = (Velel)T + (Velel)N = <66161>N = (IHN.

Deduzimos que o normal unitario para o hiperplano II, é
a(s) =p(s) Nei(s) A N(s).
Derivando esta expressao, obtemos

d'(s) = p'(s)Nei(s) NN +p(s) AVe,er AN(s) +p(s) Aer(s) A Ve, N
= (/(s) = t'(s)9) Nei(s) NN(S) = —t'(s) 9 Ner(s) ANN(s) =0,

uma vez que J; estd no plano gerado por e; e N. Assim, a’(s) = 0 e, portanto,
[T, = II, para todo s. Entao a(s) é uma curva plana contida em II. Note
que IT tem normal ey(p,t), uma vez que ex(p,t) = a(0). Logo as curvas
integrais de e; sao geodésicas planares em S. Assim, para um t fixo, uma
componente o(s) de S N P, é uma curva em P; com curvatura geodésica
constante e o o plano vertical passando por ¢(s) com normal es(o(s)) é um
plano contendo uma geodésica de S, a saber, a linha de curvatura na direcao

e passando através de o(s). Esta linha de curvatura tem dados iniciais o(s)
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para a posigao e ej(o(s)) para velocidade. Sabemos que a curvatura dessa
linha de curvatura (que é também geodésica) no plano vertical I é dada pela

curvatura normal

kn(s) = (Vee1, N(s)) = ay;.

Derivando a expressao cos 6(t) = (0;, N), obtemos

do o a1 o
g(t) = M(at,€1>—a11.

Portanto a curvatura de o no plano II é a derivada do angulo entre 0; e V.
Como provamos acima, este angulo é constante ao longo de S N P;. Logo,
a curvatura é a mesma para qualquer curva que passe através de o(s) que
tenha velocidade na direcao de e;. O Teorema Fundamental das Curvas
Planas (v. [5]) em sua versiao para planos da forma S' x R ou H! x R,
garante que essa curvatura determina completamente a curva. Mudando o
ponto em o, o dado inicial difere por um movimento rigido (uma isometria
em P,) e a fungdo curvatura permanece a mesma nos pontos com altura
igual. Assim, duas destas curvas diferem somente por um movimento rigido.
Observamos a linha de curvatura o corresponde a uma das componentes
conexas de S N P;. Portanto, estamos, por ora, fixando uma destas compo-
nentes conexas. Portanto, a componente conexa da superficie contendo o é
invariante por rotagoes. Logo, a superficie inteira é invariante por isometrias
fixando o(s). Isto prova que 9(S) é rotacionalmente simétrica, e é tnica a

menos de isometrias. Concluimos, deste modo, a prova do resultado.

Este resultado classifica, por exemplo, todas as imersoes completas de

curvatura constante positiva em H? x R e de curvatura maior que 1 em

S? x R.
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