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RESUMO

Nosso objetivo nesse trabalho é de estudar algumas propriedades importantes sobre bu-
racos negros e wormoles. Entre os aspectos mais importantes que estudamos podemos
dividir em dois temas principais. O primeiro diz respeito aos modos de oscila¢oes em siste-
mas como buracos negros e wormoles. Estes sistemas devem emitir as oscilagoes quando
sao perturbados por algum campo externo. As amplitudes destas oscilagoes diminuem
com tempo. Tipicamente chamamos estas oscilagdes de modos quasinormais (MQNs). O
segundo aspecto que investigamos, que hoje vem despertando muito interesse dos pesqui-
sadores, sao as lentes gravitacionais. Entao utilizamos o método semi-analitico WKB de
terceira ordem e sexta ordem para calcular os MQNs de algumas métricas abordadas nesse
trabalho. Para computar o desvio de luz devido a influéncia da lente gravitacional, uti-
lizamos o teorema de Gauss-Bonnet quando consideramos pequenos desvios dos angulos
das trajetérias. As duas primeiras solugoes que tratamos nesta tese foram construidas
com base na chamada gravidade bumblebee, onde a presenca de campo de violagao de Lo-
rentz contribui para a solucao das equacgoes de Einstein. A primeira descreve uma solugao
exata de buraco negro do tipo Schwarzschild e a segunda um wormhole transponivel,
ambos dependentes de um parametro de violagao A. No caso da solucao de wormhole
em gravidade bumblebee determinamos quais condigcoes de energia sao preservadas para
sustentar esse tipo de wormhole. Ainda determinamos os valores que o pardmetro A\ deve
assumir, de modo a permitirmos calcular os MQNs usando o método WKB. Para solucao
de Schwarzschild em gravidade bumblebee também foi possivel determinarmos os MQNs
usando o método WKB de terceira e de sexta ordem. Com o teorema de Gauss-Bonnet
encontramos uma expressao do desvio de luz para pequenos angulos dessa vez na gravi-
dade de Kalb-Ramond. Investigamos ainda duas solugoes de buracos negros em rotagao
calculando expressoes dos desvios dos angulos de deflexdo usando uma extensao do teo-
rema de Gauss-Bonnet. A primeira solu¢ao descreve um buraco negro de Kerr regular e

um buraco negro de Einstein-bumblebee em baixa rotacao.

Palavras-chave: buracos negros; wormholes; modos quasinormais; lentes gravitacionais;
condicoes de energia.



ABSTRACT

Our goal in this work was to study some important properties about black holes and
wormholes. Among the most important aspects we study we can divide them in two
main topics. The first concerns the oscillation modes in systems such as black holes
and wormholes. These systems must emit oscillations when they are disturbed by some
external field. The amplitudes of these oscillations decrease with time. We typically call
these oscillations quasi-normal modes QNMs. The second aspect we investigated, which
has been attracting a lot of interest from researchers today, was gravitational lenses. Then
we used the semi-analytical WKB method of third order and sixth order to compute the
QNMs of some metrics addressed in this work. To compute the light deflection due
to the influence of the gravitational lens, we use the Gauss-Bonnet theorem when we
consider small deviations of the angles of the trajectories. The first two solutions we
treat in this thesis were constructed based on the so-called bumblebee gravity, where
the presence of Lorentz violation field contributes to the solution of Einstein equations.
The first describes an exact black hole solution of the Schwarzschild type and the second
a traversable wormhole, both dependent on a A\ violation parameter. In the case of
the wormhole solution in bumblebee gravity we determine which energy conditions are
preserved to sustain this type of wormhole. We also determined the values that the
parameter A must assume, in order to allow us to calculate the QNMs using the WKB
method. For the Schwarzschild solution in bumblebee gravity it was also possible to
determine the QNMs using the WKB method of third and sixth order. With the Gauss-
Bonnet theorem we found an expression of the light deviation for small angles this time
in Kalb-Ramond gravity. We further investigate two solutions of rotating black holes
by calculating expressions of the deflection angle deviations using an extension of the
Gauss-Bonnet theorem. The first solution describes a regular Kerr black hole and an

Einstein-Bumblebee black hole in low rotation.

Keywords: black holes; wormholes; quasinormal modes; gravitional lens; energy conditi-
ons.
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1 INTRODUCAO

Os buracos negros e os wormholes sao os mais exdticos e fantasticos objetos
previsto pela teoria da relatividade geral de Einstein. Esses objetos estabelecem uma
importante ligacdo entre gravitagdo, teoria quéntica e termodinamica. Uma vez que
essas teorias estejam interligadas através dessas estruturas podemos buscar argumentos
para uma teoria quantica da gravitacao. Depois da confirmacao da deteccdo de ondas
gravitacionais pela primeira vez em 2015 houve um grande interesse no estudo de teorias
de correcao, as chamadas teorias da gravidade modificadas. As teorias de gravidade
modificadas f(R,T') [180] usam com frequéncia os conceitos de buracos negros e wormholes
como campo de teste do seu dominio de validade.

Em 1915 Albert Einstein [171] completa sua teoria da relatividade geral, des-
crevendo a gravitagdo como uma consequéncia da curvatura da geometria do espagco-
tempo. Finstein pode fazer previsdes com sua teoria recém concluida, como no caso do
calculo do periélio anomalo da érbita de Mercurio. J4 no ano seguinte, 1916, a primeira
solucao das equacgoes de Einstein foi descoberta pelo fisico alemao Karl Schwarzschild.
Apesar da complexidade das equagdes, Schwarzschild partiu de uma métrica genérica,
estatica e esfericamente simétrica. A solucao de Schwarzschild descreve a primeira e mais
simples solucao de buraco negro, onde esta solu¢ao apresenta um ponto singular parcial
e um ponto singular absoluto. Hans Reissner ainda no ano 1916 propds uma solucao
com carga elétrica nao nula e Nordstrom em 1918 generalizou esse trabalho para cargas
arbitrarias, essa solucao foi chamada de Reissner-Nordstrom [86, 87]. David Finkelstein
mostrou em 1958 a real natureza das solucoes das equacoes de Einstein, interpretando o
horizonte de eventos como uma regiao de nao retorno, nem mesmo para a luz. A solucao
que descreve um espaco-tempo em rotacao foi tratada um pouco mais tarde por Roy Kerr.
A solugao de Kerr se mostrou uma importante descoberta devido ao fato da grande mai-
oria dos corpos no universo terem momento angular nao nulo. Ezra Newman foi capaz
de obter a solucdo completa de espago-tempo em rotacao com carga nao nula em 1965,
conhecida como solu¢do de Kerr-Newman.

Nos anos de 1960 ja se constatava que os buracos negros eram estruturas muito
simples, sendo necessarios poucos parametros para caracteriza-los: a massa M, carga () e
momento angular J. Essa constatacao foi sintetizada no teorema no-hair [177] em analogia
ao fato das as pessoas terem muitos tipos de cabelos, portanto podendo ser caracterizados
por muitos pardmetros. Além disso, em 1974 [172] Steven Hawking mostrou que pares de

particulas geradas por flutuagoes quanticas aleatorias do vacuo quando acontece proximas
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do horizonte de eventos acaba por absolver uma delas e sua parceira é emitida. FEsse
processo de emissao de particulas devido ao efeito do horizonte de eventos no vacuo
quantico leva a perda de massa do proprio buraco negro e consequentemente atribui uma
temperatura ao buraco negro. Hawking também mostrou que uma vez que um buraco
negro tenha uma temperatura associada, de modo que pode-se construir leis analogas as
da termodindmica cléassica.

A solucao da equacdes de Einstein que representa os wormholes representa
uma solucao tao exdtica quanto a solucao de buracos negros. wormholes podem ser de-
finidos comumente como uma estrutura que conecta dois espacgos de Minkowski distintos
assintoticamente. Mais adiante veremos com mais detalhes a histéria do conceito de
wormholes. Previamente, podemos citar o trabalho de Einstein e Rose de 1935 como
um dos mais importantes trabalhos percursores da teoria dos wormholes, onde a estru-
tura descrita por eles ficou conhecida como ponte de Eisntein-Rose [4]. Contudo, até a
década 1980 todos os trabalhos sobre Wormholes até entao apresentavam instabilidades
nas suas solugoes. As pontes de Einstein-Rose nao sao estruturas estaticas, sua regiao de
garganta se contrai e expande mais rapido do que a luz. Apenas em 1988 é que Michael
S. Morris e Kip S. Thorne apresentaram uma teoria de um tipo de wormhole esferica-
mente simétrico, estatico e transponivel sustentado por matéria exdtica [3]. Uma vez
que wormholes transponiveis do tipo Morris-Thorne exigem que as condigoes de energia
sejam violadas a matéria que sustenta o wormhole nao pode ser nenhum tipo de matéria
usual. Existem atualmente muitos trabalhos que exploram wormholes em diversos contex-
tos fisicos [7, 8, 19, 11, 112, 14]. Veremos no capitulo 3 de modo mais detalhado algumas
métricas de wormholes, tais como o wormhole em gravidade modificada f(R,T) [34, 35]
e wormhole em rotacao [31, 30]. Discutiremos as condigoes de energia e a condigao de
transponibilidade e condi¢ao de flare-out, com mais detalhes.

Quando corpos como os buracos negros e wormholes sofrem algum tipo de
perturbacdo em seus campos, acabam por emitir energia em forma de oscilagoes gravi-
tacionais. Esses modos de vibragoes associados a pequenas perturbacgoes sao conhecidos
como frequéncias dos modos quasinormais (MQNs). Sistemas onde as oscilagdes que se
propagam com certa frequéncia w acabam por sofrer amortecimentos em suas amplitudes
e isso caracteriza os MQNs. Muitos autores vem explorando bastante o conceito de MQNs
desde anos de 1950, por estes fornecerem muitas informacoes sobre os mais variados mo-
delos fisicos. Regge e Wheeler foram os pioneiros nos estudos de perturbagoes em buracos
negros. Eles identificaram as equagoes do tipo onda em uma métrica em background de
Schwarzschild e posteriormente Zerilli generaliza esse trabalho para outros setores per-

turbativos [50, 51, 53]. Os MQNs representam soluges das equagdes perturbativas que
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satisfazem as condi¢oes de contorno no horizonte e no infinito. Em um espago-tempo
de Schwarzschild classicamente o problema pode ser reduzido a uma equacdao de onda
unidimensional com um barreira de potencial. Chandrasekhar e Detweiler obtiveram os
MQNs pela integracao numérica da equagao de onda[173]. Nao had um método geral para
tratarmos os MQNs, na verdade temos muitas dificuldades para computarmos esses mo-
dos, devido ao fato do lento decaimento do potencial quando r — oco. Entao, a forma da
métrica juntamente com as condigoes de contorno ditam como devemos tentar determi-
nar os MQNs. Por isso, existem muitos métodos variados para computarmos os MQNs
a partir das equacoes de onda dependendo das condi¢oes de contorno. Temos o método
de Poschl-Teller que usa um potencial que decai exponencialmente como aproximag¢ao
adequada para facilitar a computacao dos MQNs [108]. Um dos mais eficientes e simples
métodos de se aplicar é o método WKB, inicialmente desenvolvido Mashhoon [55] e por
Schutz e Will [54]. O método WKB é aplicando quando o potencial possui dois pontos
de retornos e os valores de w sao computados proximos ao ponto de maximo do potencial
w? ~ Vjnaw. Mais precisamente temos que expandirmos w? — V' em uma série de Taylor
ao redor do ponto de maximo z e resolvermos a expressao para w. Uma método variante
do método WKB e bastante poderoso para o calculo dos MQNs no caso da parte ima-
gindria w; — 0o é o chamado método de monodromy [174]. A ideia bésica da técnica de
monodromy esté relacionada ao fenomeno de Stokes na teoria das expansoes assintéticas
[97]. A técnica das fragoes continuadas, muito amplamente utilizada para o célculo dos
MQNs, foi desenvolvida inicialmente por Jaffé’s 1933 [114] para investigar o espectro do
atomo de hidrogénio. Essa técnica foi aplicada a problemas no contexto gravitacional por
Leaver [110].

Estudaremos o conceito de lente gravitacional, onde calcularemos os angulos de
desvio das trajetérias dos raios de luz devido ao efeito da lente. A técnica frequentemente
aplicada na andlise dos desvios de luz é o método de Guass-Bonnet que pode ser usado
tanto para métricas estaticas quanto em rotacao. O teorema de Gauss- Bonnet foi aplicado
pela primeira vez, para calculo do angulo de desvio dos raios de luz, por G. W. Gibbons e
M. C. Werner em 2008 [79] devido a um buraco-negro de Schwarszchild. Resumidamente
o teorema de Gauss-Bonnet conecta a geometria intrinseca de uma superficie com sua
topologia. Os desvios das trajetérias dos raios de luz surgem como um efeito topoldgico
do espago. Como estamos lidando com geodésicas nulas, definimos a métrica 6ptica de
modo que os termos dessa métrica sao aplicados diretamente nas expressoes que definem
o teorema de Gauss-Bonnet. No caso de métricas de dépticas em rotagao usaremos o
formalismo de Finsler-Randers [118].

Resumidamente essa tese esta organizada em dois grandes temas basicos:
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wombholes e buracos negros, onde dividimos esses temas em quatro capitulos de discussao.
Veremos dois capitulos sobre defini¢oes gerais das métricas que representam os buracos
negros e wormholes. Em seguida teremos mais dois capitulos que compila os resultados
obtidos sobre wormholes e buracos negros, no que se refere ao calculo dos MQNs e do des-
vio de luz. No capitulo de wormholes, capitulo 3, iniciaremos estudando alguns modelos
de wormholes, investigando as condigoes de energia e de transponibilidade. Aplicaremos
o método WKB para calcular os MQNs usando um modelo bem simplificado de wormhole
com funcao redshift nula. Ainda com base nesse modelo simplificado de wormhole, cal-
cularemos os valores do angulo desvio do raios de luz devido a presenga de um campo
gravitacional fraco, usando o teorema de Gauss Bonnet. No caso do campo ser forte,
onde o raios de luz estao muito proximos do centro da lente gravitacional, usaremos o
método de Bozza. No capitulo de buracos negros 2 seguiremos a definicdo classica de
buracos negros, onde iniciaremos apresentando algumas propriedades fundamentais. Na
subsecoes seguintes calcularemos os MQNs no caso de buracos negros estaticos usando o
método WKB e usando o método de Leaver em buracos negros em rotacao. Calcularemos
os desvios de luz de buracos negros para pequenos desvios do angulo usando o teorema
de Guass-Bonnet e para grandes desvios usando o método de Bozza. No capitulo 4 apre-
sentaremos a definicao de campo bumblebee e os resultados inéditos sobre a métrica de
um wormhole em gravidade bumblebee e wormhole em gravidade Kalb-Ramond. No caso
da gravidade bumblebee, determinamos os valores dos parametros A e w necessarios para
obtermos um wormbhole transponivel que preserva a maioria das condicoes de energia.
Ainda no contexto da gravidade bumblebee, definimos os potenciais de Regge-Wheeler,
determinamos os MQNs usando o método WKB de terceira ordem e construimos o perfil
de dominio temporal. Na gravidade de Kalb-Ramond, com o teorema de Gauss-Bonnet
determinaremos uma expressao analitica do angulo de desvio em termos do parametro de
Kalb-Ramond A. No capitulo 5 apresentamos os resultados inéditos para buracos negros
de Schwarzschild em gravidade bumblebee, do buraco negro de Kerr regular e do buraco ne-
gro de Einstein-bumblebee em baixa rotagao. Construimos o potencial de Regge-Wheeler
e calculamos os MQNs com a técnica WKB de terceira e sexta ordem, nos casos das
perturbagoes escalares e gravitacionais. Entao, concluimos determinando os valores apro-

ximados dos angulos de desvio para as métricas de Kerr regular e de Einstein-bumblebee.
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2 BURACOS NEGROS

Buracos negros sao provavelmente, uma das mais fantdsticas e enigmaticas es-
truturas do universo. A grosso modo, um buraco negro pode ser descrito como uma regiao
do espaco-tempo onde a velocidade de escape do campo gravitacional excede a velocidade
da luz. Desde o fim do século XV III o conceito de buraco negro vem sendo debatido.
John Michell em 1783 e Pierre-Simon Laplace em 1796 de modo independente propuse-
ram com base na mecanica Newtoniana corpos extremamente compactos com velocidade
de escape superior da luz [85]. Para que um corpo de massa M seja suficientemente
compacto, seu raio deve ser inferior a

26y M

c2

R (2.1)

Naturalmente esses corpos compactos, também chamados de estrelas negras, ficaram ape-
nas como um conceito exotico sem interesse real dos pesquisadores até o inicio do século
XX.

Somente em 1916, apenas um ano apés a publicacao da teoria da relatividade
de Albert Einstein, Karl Schwarzschild descobriu a mais simples das solug¢oes de buraco
negro. A chamada solu¢ao do buraco negro de Schwarzschild descreve um corpo massivo
estatico esfericamente simétrico e sem carga. Ainda em 1916 Hans Reissner encontrou uma
solugao em um espaco-tempo esfericamente simétrico para caso de uma corpo massivo com
carga nao nula. A solugao encontrada por Reissner lida com uma massa quase pontual
carregada. Em 1918 Gunnar Nordstrom extende essa solucao para caso de uma massa
esfericamente simétrica carregada, entdo temos a solucao completa de Reissner-Nordstrom
[86, 87]. Somente em 1958 que David Finkelstein interpretou corretamente a solucao de
Reissner-Nordstrom mostrando que a singularidade de superficie representa uma regiao,
chamada de horizonte de eventos, na qual os eventos internos nao influenciam os eventos
exteriores [88].

Encontrar uma solucao das equacgoes de Einstein que descreva um espago-
tempo em rotagao com carga nula foi devido a Roy Kerr em 1963. Essa solucao foi um
marco importante uma vez que quase todos os corpos no universo possuem alguma rotagao
diferente de zero [89]. A solugdo correspondente para um métrica do espago-tempo em
rotacao e carregado foi encontrada por Ezra Newman em 1965, conhecida como solugao
de Kerr-Newman.

Uma constatacao muito interessante que se chegou sobre os buracos negros foi
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que aparentemente eles sao estruturas muito simples. Essa conclusdo vem do fato de que
precisamos de poucos parametros para descrever os buracos negros, como a massa M,
a carga () e o momento angularJ. Isso leva ao chamado teorema no-hair dos buracos
negros.

Contudo, em 1974, Stephen Hawking mostrou que devido aos efeitos quanticos
que ocorrem a uma distancia extremamente proxima ao horizonte de eventos, os buracos
negros devem perder massa na forma de radiagao térmica. Isso implica que os buracos
negros devem ter uma temperatura associados ao seu horizonte de eventos e consequente-
mente isso leva a uma quantidade ndo nula de entropia [91, 182]. As propriedades térmicas
dos buracos negros, de modo analogo as leis da termodinamica, podem ser descritas por
suas propriedades microscopicas. Entao, é possivel derivar quatro leis termodinamicas
para os buracos negros com base nos seus parametros basicos. A primeira lei afirma que
qualquer mudanca na massa do buraco negro deve provocar mudangas correspondentes

aos demais parametros

SM = 81,.@514 + Q6T + B6Q, (2.2)
T

onde k é o termo de superficie gravitacional. A segunda Lei da termodinadmica dos buracos
negros diz respeito a area de superficie do horizonte de eventos A nao decresce com o
tempo % > (. Essa lei é analoga a segunda lei da termodinamica sobre o crescimento da
entropia S de sistemas fechados.

A terceira lei diz que o termo de superficie gravitacional nao pode ser reduzido
a zero por um numero finito de passos. A terceira lei também é analoga a terceira lei
da termodinamica que impossibilita reduzir a entropia S de um sistema a zero através
de um numero finito de passos [91, 90]. Assim como era de se esperar, a termodinamica
de buracos negros possui uma lei zero que diz que a superficie gravitacional k£ permanece
constante no caso de buraco negro estatico.

Os buracos negros mais comuns no universo, até onde sabemos, sao os bura-
cos negros de massa estelar. Buracos negros como esses devem ter massa tipicamente
situada no intervalo de massa solar 3M, a 100My. O limite inferior, representa a massa
minima que um estrela deve ter para se converter em um buraco negro, o chamado de
limite de Chandrasekhar [94]. O limite superior depende da fragdo de elementos pesados
que compoem a estrela progenitora do buraco negro. Embora varios modelos proponham
buracos negros com massa M > 1500 [85, 92, 93]. Com base nos estudos de evolucao da
vida das estrelas devemos esperar que a populagao de buracos negros de massa estelar na
Via Léctea estejam em torno de 10® —10? [95, 85]. Os buracos negros de massa intermedi-

aria sdo aqueles que estdo comprendidos no intervalo ~ 102M; — 10°M,. E naturalmente
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essas massas preenchem o intervalo de massa que existe entre os buracos negros de massa
estelar e dos buracos negros supermassivos. Embora esses tipos de buracos negros ainda
nao tenham sido observados, existem alguns provaveis candidatos como sendo as possiveis
fontes de raios X ultra-energéticos. Ja os buracos negros supermassivos sao aqueles com
massa em torno de 10° My — 10'°M; e sdo encontrados no centro da maioria das galdxias,
inclusive na prépria Via Lactea com uma massa estimada em M = 10°M,. Ao contrario
dos buracos negros de massa estelar que tém como origem o colapso de grandes estre-
las, os buracos negros supermassivos nao tem sua origem ainda bem compreendida. As
observagoes de galaxias muito distantes mostram que antes do primeiro bilhao de anos
do inicio do universo os buracos negros supermassivos ja existiam. O que indica que seu
mecanismo de formacgao deve ser bem distinto de outros tipos de buraco negro. Alguns
modelos mostram que os percursores dos buracos negros supermassivos foram devido ao
colapso de massivas nuvens de gas primordial e depois devem ter crescido e se fundido com
outros buracos negros do mesmo tipo [96]. Recentimente os pesquisadores e colaboradores
do Fvent Horizon Telescope conseguiram obter uma imagem da sombra do super buraco

negro do centro da galaxia MS&T7.
2.1 MAQNs de buracos negros

Os modos de vibragcao podem ser encontrados em qualquer quer coisa ao nosso
redor. Como exemplos temos as vibragoes produzidas por instrumentos musicais, sismos
produzidos por placas tectonicas, sismos solares, vibragoes moleculares etc. Naturalmente
até para corpos exoticos como buracos negros devem produzir modos de vibragoes devido
a perturbagoes locais.

Na sec¢ao 3.3 estudamos os modos quasinormais (MQNs) produzidos por wormho-
les, mas os (MQNs) foram primeiramente identificados em buracos negros, analisaremos
isso com mais detalhes nessa secdo. Um sistema como um buraco negro se torna um
sistema dissipativo ao sofrer perturbagoes devido a presenga de um horizonte de eventos.
Os MQNs como ja vimos sao geralmente complexos, onde identificamos a parte real como
responsavel pelas oscilagoes e a parte imaginaria é responsavel pelo amortecimento da
amplitude dos modos [97]. Em 1957 Regge e Wheeler inauguraram o campo de estudo
das perturbagoes de buracos negros, eles analisaram uma classe especial de perturbacgoes
gravitacionais em uma geometria de Schwarzschild [50]. Como ja discutimos na se¢ao 3.3
Zerilli em 1970 estende o trabalho de Regge e Wheeler, estudando perturbagoes gerais na
geometria de Schwarzschild. Zerilli mostrou que a equacao perturbativa pode ser decom-
posta como um sistema de duas equagoes de onda do tipo de Schrodinger [51]. Temos que

citar os importantes trabalhos de Teukolsky para o estudo dos MQNs em buracos negros,
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onde as equagoes perturbativas sao desacopladas e separadas no espago-tempo de Kerr
usando o formalismo de Newman-Penrose [98, 99]. Chandrasekhar sumarizou o estudo
das perturbacoes dos buracos negros e fazendo relagoes entre os formalismos distintos,
sendo esta uma das melhores referéncias sobre o assunto [100].

As equagoes (3.72), (3.81) e (3.88) representam os potenciais associados as
equacoes de onda, devido as perturbacgoes escalares, eletromagnéticas e gravitacionais
sofrida para geometria do wormholes. Agora de modo analogo, temos os potenciais cor-
respondentes na geometria dos buracos negros. Podemos aqui ser um pouco mais genéricos
e escrever a acao de Einstein-Hilbert em d dimensoes com constante cosmologica A

16 e /dd:c\/_ R — 2A) —|—/dd:1:\/_/3m, (2.3)

onde as equagoes de movimento sao agora escritas como
G+ Agy = 87GT, . (2.4)
Podemos definir também a métrica estatica em d dimencgoes,
§* = —fdt* + frdr?* +r?d2_, (2.5)

onde f(r) = 1+7r%/L? —ri=3/r=3 ¢ o termo d)3_, representa as componentes da métrica
em uma esfera de d — 2 dimensoes. O quadrado do raio de curvatura da esfera em d — 2
dimensdes est4 relacionado com a constante cosmolégica pela expressao L? = —(d —
2)(d—1)/2A. Entao, as equagdes de movimento dos campos escalares e gravitacionais sao
escritos como

d—2
vV, Vid = m7R<I> , G +ANgy =81GT,,. (2.6)

A métrica perturbada ¢ escrita na forma g,, = gW + hy e o campo © = ®BC + ¢, no

caso de ®P¢ = 0 a equacio de Klein-Gordom pode ser escrita como
1 d(d —2)y
% _
ﬁaﬂ ( —49daB 9gB (91,) A2 . (2-7)

Para separarmos as variaveis da equagao (2.7) adotamos a expressdo que aproveita a

dependéncia temporal e simetria esférica

o(t,r,0) Ze"“’t

\IJS 0(7”)
rd—

Y (6) . (2.8)

Identificamos Y},,(6) como o harmonico esférico em d dimensoes onde satisfaz a seguinte

relacdo Aq, ,Yim = —I(l +d — 3)Y},, o termo Ag, , é o operador de Laplace-Beltrami.
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Logo substituindo a expressao de separacao (2.8) na equagao (2.7) e apds algumas ma-
nipulagoes algébricas, a equag¢ao de onda radial devido as perturbagoes escalares é dada

por

d*U,_ A
I dr20+ff/ dTOWL(WZ—Vs:O)‘I’s:o:O. (2.9)

A coordenada tartaruga é escrita como dz/dr = 1/f. Entao, reduzimos a equagao de

onda (2.9) para a forma de uma equacao de onda radial do tipo de Schrodinger

d;is + (w2 = Vi) W, =0, (2.10)

esse termo de potencial é escrito explicitamente na forma

i+d=3)  d—2 ((d—4)f+2f'+d7>1_

72 4 72 r L?

Vieo = f [ (2.11)

Sed=4e L =0, logo recuperamos o caso do potencial escrito na geometria usual de
Schwarzschild.

O préximo caso é deduzir o potencial para o caso das perturbagoes eletro-
magnéticas s = 1. Em d = 4 o potencial assume a mesma forma que no caso das

perturbagoes eletromagnéticas dos wormholes [101]

I(141)

Vioi = f 3 (2.12)
A generalizacao para d dimensoes arbitrarias fornece o seguinte resultado
(l+p=1) plp=2)f p=2f (f K
d
= = — — === 2.1
V= e T e e\ ) (2:13)

as fungoes radiais f e h vem do elemento de linha geral ds? = f(r)dt* — h(r)dr* — r2dS,
[103]. Uma vez que identificamos p =d —2 =2 e h = f~! a equagdo do potencial (2.13)
se reduz a (2.12).

Deduzir os potenciais associados as fun¢oes de onda no caso das perturbacoes
gravitacionais h,, ¢ uma tarefa bem mais complicada do que os demais casos que ja vimos
até agora. E bem comum tratarmos as perturbagoes em um background com ntmero
especifico de dimensoes ao invés do caso geral de n dimensoes, como por exemplo no caso
da geometria anti-de Sitter em que d = 4. Entao, partindo da decomposic¢ao tensorial em
harmonicos esféricos podemos classificar as perturbagoes em dois tipos: perturbacoes odd
(do tipo de Regge-Wheeler) e even (do tipo Zerilli ) com as paridades (—1)! e (—1)"*+?
respectivamente [104, 103].

Fixando o gauge de Regge-Wheeler, as perturbacoes se tornam h, = e’miLW.
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Logo a decomposicao no caso de paridade odd

0 0 0 hy(r)
~ 0 0 0 hy(r) < . 0 >
h., = sinf— | Y;,.(0), 2.14
e P, =) Vi) (214
| ho(?”) hl(T) O 0 ]
e no caso de paridade even
Ho(r)f  Hy(r) 0 0
- H H 0 0
P = 1(r) - Ha(r)/f Yim(0) . (2.15)
0 0 r?K(r) 0
0 0 0 r?K(r)sin? 60

Substituindo ambas decomposicoes diretamente nas equacoes de Einstein obteremos equagoes
diferenciais de segunda ordem desacopladas que permite encontrar as equacoes de ondas.
Sendo ao todo dez equagoes que obteremos: trés equacgoes devido perturbagoes do tipo
odd e sete do tipo even. E possivel combinar as trés equagoes do tipo odd em uma tnica
equacgao de Regge-Wheeler radial classicamente representada por ¥_,. As equagdes do
tipo even sao combinadas em uma tnica equacao de Zerilli, de modo que as funcgoes de
onda sdo identificadas como W7_,. Com alguns calculos, podemos provar que os potenciais

associados as fungoes de onda de Regge-Wheeler e Zerilli sdo dados nas seguintes formas

-~ I(l+1 6M
Vo, = f(r) l ( 3 ) < ] (2.16)
(§]
O F(r) OM3 + 3N2Mr2 + X2 (1 4+ \)rd + 9M2 (\r + 2
VE, = f(r) ( ) ( L ) (2.17)

73 (3M + \r)?
onde A = (I —1)(I +2)/2 . Os pardmetros hg e h; estao relacionados com as fungoes de

onda W__, pelas expressoes

v, = fff)hl(r) L k= ; di* (rv,) . (2.18)

No livro do Chandrasekhar podemos encontrar demonstracoes alternativas dos
potenciais (2.16) e (2.17) [100] usando outro tipo de formalismo para tratar as per-
turbagoes gravitacionais e da linearizacao das equagoes de Einstein. Podemos escrever
uma Unica expressao para o potencial no background de Schwarzschild ou Schwarzschild

De Sitter(SAdS) em quatro dimensoes em termos do spin das perturbagoes escalar (s = 0),
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eletromagnética (s = 1) e gravitacional (s = 2)

xngw)la;1X+a—s%<%¥+4£;jl. (2.19)

Derivagdes para spins nao inteiros e para o caso de campos de Dirac podem ser encontra-
dos na referéncia [105, 106]. Moncrief apresenta uma outra forma de decomposi¢ao das
perturbagoes através de uma invariante de gauge em uma geometria de Schwarzschild,
veja [107].

2.1.1 MQ@Ns de buracos negros estdticos

Nessa secao nos dedicaremos a explorar as técnicas de calculo dos MQNs de
buracos negros nos quais as equacoes de onda das perturbagoes sao do tipo que estudamos
na secao 2.1 acima. A extracao dos MQNs a partir da solugdo das equacgées de ondas das
perturbagoes, equagao (2.10), constitue um problema de autovalor onde devem satisfazer

as condigoes de contorno
U~ @D s oo (r— ). (2.20)

Como cada tipo de métrica de fundo produz equagoes diferenciais com coeficientes distin-
tos, desse modo exigindo solugoes bem diversas. Isso impossibilita de termos uma forma
sistematica de calcular os MQNs. Das principais técnicas de calculo dos MQNs a grande
maioria trata-se de solugdes numéricas. Porém, as poucas solucoes analiticas sao uma im-
portante fonte aprendizagem sobre natureza dos modos quasinormais de vibragao e vale
a pena conhecermos algumas delas. Uma das solugoes analiticas que podemos encontrar,
acontece quando analisamos o caso do potencial de Poschl-Teller [108]. O potencial de
Poschl-Teller consegue resolver o problema de decaimento lento usando uma expressao
que decai exponencialmente e obedece as condigoes de contorno semelhante ao do caso do
potencial de Schwarzschild. Entao, consideremos agora a seguinte equagao de onda

827\11 + |w? — Yo

0x? cosh? a(z — )

O ponto = é onde o potencial chega no seu maximo consequentimente devemos ter a

U=0. (2.21)

seguinte condi¢ao dV/dz|,—z = 0. O termo « esta relacionado diretamente com a derivada

de segunda ordem do potencial

v
2Vy dx? "

a (2.22)
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Este método é comumente usado para determinar os MQNs para métricas do tipo Schwarzs-
child e Reissner-Nordstrom. O potencial V(z) na aproximacao de Poschl-Teller deve ter
um comportamento de um barreira de potencial analoga da figura 1. Para computarmos os
MQ@QNs na aproximagao do potencial de Péschl-Telle temos que achar a solucao da equagao
(2.21). Com esse intuito usamos a seguinte variavel independente & = [1 + e~2a(@=2) e

substituindo na equagao (2.21) e obteremos

1.0

0.8}

V(x)

0.4}

0.2f

5 0 5
X
Figura 1: Bairra de potencial tipicamente encontrada em problemas envolvendo buracos
negros de Schwarzschild. Observe que o potencial se anula em ambos os infinitos.
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Na nova varidvel ¢, as condicbes de contorno devem satisfazer 1 — ¢ ~ e 2@=%) pg

infinito e & ~ e?*(*=%) préximo ao horizonte. Agora usamos os seguintes termos a =
{a—i-\/oﬂ — 4V —2@'w} /(2a) ,b = [oz— Va2 — 4V, —2@'@4 /2a),c=1—iw/aet ¥ =

(&(1-¢ ))ﬂ'w/ (22) y [97] e finalmente obtemos um equagao diferencial hipergeométrica
§(1-8)0Fy + [c — (a + b+ 1)E]Oey — aby = 0. (2.24)
A equagao [59] tem como solugdo uma combinagao de fungdes hipergeométricas [109, 97]

U = AW/ ) W/CIP(G—c+1,b—c+1,2—c,E)
+ B (€1 —€) /" F(a,b,c,€) (2.25)

pelas condi¢es de contorno, para se obter os MQNs devemos ter A = 0. Apds mais

algumas manipulagoes algébricas, finalmente podemos escrever uma expressao andlitica

w==+yWo—a?/d—ia2n+1)/2, n=0,1,2, .. (2.26)
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onde n representa os harmoénicos mais altos. No caso particular [ = s = 0, 2 usando a
equagao (2.26) diretamente obteremos dois exemplos Mw = 0.1148 — 0.1148i, 0.3785 —
0.0905: [97]. Agora, se olharmos para os valores dos MQNs obtidos através do método
numeérico, com a mesma configuracao ! = s = 0, 2 encontramos Mw = 0.1105—0.1049:, 0.3737—
0.0890: [111, 110, 97]. Quando comparamos com o método nimerico, o método de Poschl-
Teller se mostra nesse uma boa aproximacao. Mesmo no chamado limite eikonal onde

(I - o), o método ainda apresenta bons resultados. Ainda podemos citar mais uma
solucao analitica vindo do chamado potencial de Poschl-Teller duplo, onde temos dois
picos de maximos separados por um vale [112].

Um dos mais poderosos e amplos métodos para se determinar os MQNs ¢é o
método que se baseia na solugao das equacoes de ondas através de um série de poténcias,
como as series de Frobenius. Por exemplo, em um espaco-tempo do tipo AdS, as equagoes
de onda tipicamente exibem dois pontos de singularidades regulares e por isso suas solugoes
podem ser representadas por uma série de Frobenius. Considerando a equagao (2.9) vamos

definir a seguinte mudanca de funcio de onda ® = e“*¥

2o dd V
W‘f‘[f —2%.}]%—?(1)—0, (227)

fazendo em seguida uma mudanga de coordenada y = 1/r, isso permite lidarmos com um

f(r)

intervalo finito e logo obteremos

d*® Ao u(y)
— +t(y)— +
dy? (v) dy  y—ys

(v —y+)s(y) P =0, (2.28)

A solucao da equagao acima deve ser uma série de Frobenius na forma

By) = (y— ) anly — h)", (2.29)

n=0
sendo o termo a,(w) fungoes das frequéncias. E assumindo que possamos escrever as
funcoes s(y), t(y) e u(y) também como séries de poténcias de y, entdao substituindo a

equacdo (2.29) na equagao (2.28) obteremos a relagdo de recorréncia

1
n(n — 1)sg + nty

ap, = —

n—1
Z [Z(Z — 1)3n—i + itn_i + Un_i] a;. (230)
=0

Agora basta computarmos numericamente os coeficientes a,, uma vez feito isso e pela
condi¢cao de contorno da fungao de onda ® ser nula no infinito, podemos escrever

o0

S an(=h)" = 0. (2.31)

n=0

Obteremos os MQNs resolvendo a equagao (2.31) em termos de w até a N-ésima ordem,
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onde no trabalho ay é um constante de normalizagdo arbitraria. Essa técnica foi usada

para computarmos os valores dos MQNs [113].

2.1.2 MQNs de buracos negros em rotacdo: Método de Leaver

Outro poderoso método de se obter os MQNs é usar o método das fragoes
continuadas. A historia de aplicacdo desse método remonta aos trabalhos de George
Jaffé 1933 sobre o espectro da molécula de hidrogénio. As perturbagoes descritas pelas
equacgoes de Teukolsky na geometria de Kerr tem como solugao uma equagao de onda
um tipo equivalente ao encontrado por Jaffé [114]. Leaver aplicou o método de solugio
em séries tipo de Jeffé diretamente para calcular os MQNs usando a técnica das fragoes
continuadas [110]. Essencialmente o método de Leaver procura definir uma funcao de
onda em termos de uma série que leva em conta as condi¢oes de contorno da solucao.
Desse modo, obteremos os termos de recorréncia quando substituimos os termos da série
na equac¢ao de onda. Como exemplo da aplicacao das fragoes continuadas tomemos a
geometria de Kerr, na qual a equacdao de onda de Teukolsky pode ser separada em uma

equagao radial e outra angular [99]

(m + su)?

1—u?

[(;1(1 - Uz)aau] s1m + la2w2u2 — 2awsu + s+ (A, —

] Sim =0 (2.32)

Alm,mm + (S + 1)(27’ - 1)le,r + V(T)le = 07 (233)

o potencial é definido como

V(r) = [(TQ + a?)*w? — 2amwr + is(am(2r — 1) — w(r? — a2))} AT [2iswr —aw? — Ay

(2.34)
Partimos de uma soluc¢ao em série em termos de autofungoes angulares
Sim (1) = ™ (1 4+ )" (1 —u)™* Y a,(1 +u)P, (2.35)
p=0

onde identificamos o termo ki = |m £ s|/2. Substituindo a equagao (2.35) na equacao

(2.33) encontraremos os trés termos de recorréncia
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As constantes oy, 3,, 7, sao identificadas como diretamente por

ap=—2(n+1)(n+k +1)
B =n(n —1) + 2n(ky + k2 + 1 — 2aw) — [2aw(2k; + s+ 1)
— (ky + o) (ky + ko + 1)) — [a®w? + 5(s + 1) + Apy]
Vo =2aw(n + k1 + ko + ) (2.37)

notamos que o termo de recorréncia (3, depende da cosntante de separacao A;,,. Nesse caso

obteremos os MQNs w resolvendo a seguinte fracdo continuada dos termos de recorréncia

QoY1 C172 (273

Bo — .=0 2.38
" B B s (239

A solucao da equagao radial poder ser escrita de forma andloga a da equagao

angular (2.35) levando em conta os pontos singulares regulares da equagao de onda. Sendo

esses pontos raizes do termo A =12 —r +a? = (r —r,)(r — r_). Usualmente definimos o

1/2

parametro de rotagao auxiliar b = (1 —4a?)'/? e também o pardmetro o, = (wry, —am)/b,

com isso escrevemos a solucao da radial proximo ao horizonte

, L = r—ry\"
RT+ — 6“”(7’ - T_)—l—s-i—zw—&-uu. (T . T+)_s_w+ Z (1,; ( +> ] (239)
o r—r_
Os termos de recorréncia podem ser escritos como
Oé()dl + ﬁodo = O7 Oéndn+1 + ﬁndn + Vndnfl = O, n = 1, 2.... (240)

Usando agora a equagao (2.38) podemos obter os MQNs para equacao de onda radial.
Sabemos que o método da fragées continuadas é bastante poderoso para o calculo dos
harménicos superiores pois quanto maior o nimero de recorréncia n mais estaveis sao
as raizes obtidas. Isso torna o método das fragoes continuadas uma referéncia para se

comparar a precisao dos valores dos MQNs obtidos por outros métodos distintos.
2.2 Desvio de luz

Nas segoes (3.4.1) e (3.4.2) analisamos o deflexao de raios de luz devido campo
gravitacional na regiao de campo fraco e em outro extremo o caso do regime de campo
de forte. No primeiro caso consideramos que a fonte espalhadora dos raios de luz era um
wornhole. Inicialmente observamos regioes onde o campo gravitacional afeta fracamente
os raios de luz, de modo que observamos pequenos desvios no angulo de deflexdao. Para

esses pequenos angulos de desvios usamos o teorema de Gauss-Bonnet para computar
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a_ | A | w1 |
0.0000 | 4.00000, 0.00000 | 0.747343, - 0.177925 i
0.1000 | 3.99722, 0.00139 | 0.750248, - 0.177401 i
0.2000 | 3.98856, 0.00560 | 0.759363, - 0.175653 i
0.3000 | 3.97297, 0.01262 | 0.803835, - 0.171989 i
0.4000 | 3.94800, 0.02226 | 0.824009, - 0.164313 i
0.4500 | 3.93038, 0.02763 | 0.844509,- 0.156965 i
0.4900 | 3.91269, 0.03152 | 0.795319, - 0.147065 i
0.4999 | 3.90770, 0.03227 | 0.737985,- 0.143646 i
Tabela 1: QNMs obtidos pelo método de Leaver, sendo A;,, sdo valores da constante de
separacao angular, onde fixamos [ = 2 e m = 0.

esses valores [79, 76, 78, 115]. No outro caso, vimos como os wormholes afetam os raios
que estao suficientemente préximos produzindo grandes desvios na trejetéria dos raios.
Aplicamos nesse caso o método de bozza que computa os desvios no limite da fotosfera
[82, 83, 84]. Ambos os métodos de Gauss-Bonnet como o de Bozza sao muito eficientes
para aplicacoes gerais, além de outras vantagens quando comparamos com método padrao
de célculo de trajetérias [74, 116].

Evidente que o teorema de Gauss-Bonnet juntamente com o método de Bozza
foram primeiramente aplicados na geometria de buracos negros. Nas proximas duas se¢oes
seguintes veremos a aplicagao dessas técnicas para algumas métricas de buracos negros.
Como ja fizemos apresentagdo do formalismo dos métodos anteriormente podemos, sem

prejuizos de definigoes, aplicar diretamente essas técnicas nesse se¢ao.

2.2.1 Desvio em campo fraco: Método de Gauss-Bonett

Em seu trabalho original Gibbons e Werner aplicaram o teorema de Gauss-
Bonnet para uma lente gravitacional devido a um buraco negro. Assumindo que a métrica
do buraco negro corresponde a uma métrica estatica e esfericamente simétrica composta
de um fluido nao relativistico perfeito [79]. No caso classico da métrica de Schwarzschild,

o desenvolvimento da equagao (3.100) leva a seguinte aproximagao

r oo 90 AM
o= — // Kdo ~ / / 2 drde = 22 (2.41)
Dg 0 Jo/sing 12 b

esse € o bem conhecido angulo de deflexdo de Schwarzschild no caso de campo fraco.
Vamos agora calcular o angulo de deflexdo devido a outros tipos de métricas

diferentes do que ja tratamos aqui. Com esse intuito, citamos um trabalho recente de

Qi-Ming Fu e seus colaboradores, onde exploram buracos negros carregados eletricamente

e magneticamente em uma eletrodindmica nao linear [117]. O elemento de linha estatico
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e esfericamente simétrico possa ser escrito como
ds® = g datde” = —f(r)dt* + f(r)"'dr® + r?dQ?, (2.42)

o termo f(r) é definido por

(2.43)

Como de costume temos que definir a métrica optica a partir da métrica original, que

aqui pode ser dada na forma genérica
dt* = da® + f*(x)d¢?, (2.44)

agora mudanca de coordenada é definida como dr = ldr e f(z ; A curvatura

Gaussiana pode ser calculada simplesmente substituindo os termos da métrica optica

(2.44) na equagao (3.101), logo encontramos

M Q*(, 6M\ Q' 214
K = i 320 (2o

3 ( 27") ( r >+ r6 ( 207“2+
19aM) 9aQ° 3a2Q8
1073 10710~ 100r14°

(2.45)

Pelos mesmos argumentos que utilizamos na se¢ao 3.4.1 o teorema de Gauss-Bonnet for-

//D/cczs+/CR K(Cr)dt = 7, | (2.46)

desenvolvendo o termo da curvatura geodésica na mesma forma que foi desenvolvido em

nece

[117, 79] é possivel escrever

lim [+(Cr)df]
= lim [ f'(r")ldo
L0R (R(R —3M) +20Q°) —2aQ* ) | '
R3\/100R* (R(R — 2M) + Q) — 5aQ"
= dg. (2.47)

= lim
R—o0

Agora no caso de pequenos desvios do angulo de deflexdo de um buraco negro carregado
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no contexto de uma eletrodindmica nao linear é calculada como

o — —/éKdS:—/Oﬁ/;ICdS

AM  37Q* | TmaQ*
b 4b2 1285

+O(M?,a*,QY), (2.48)

Como vimos antes Gibbons e Werner desenvolveram um método para o calculo
do angulo de desvio dos raios de luz usando o teorema de Gauss-Bonnet. A técnica
consiste de integra¢oes em uma regiao limitada pelos raios de luz [79]. Posteriormente
Werner generalizou a técnica para além das métricas estaticas, empregando um tipo de
métrica 6ptica chamada de Finsler-Randers [118]. Indo mais além, A. Ishihara apresenta
as corregoes finitas do trabalho de Werner em um espago esfericamente simétrico [119].
Enquanto que T. Ono generaliza para incluir espagos-tempo assimétricos [78]. Usaremos
como exemplo do calculo do angulo de desvio em métricas 6pticas nao estaticos um artigo
de A. Ovgiin I. Sakall e J. Saavedraa [121]. A métrica utilizada é definida em um espago-

tempo de Kerr-Newman-Kasuya.

n%0

A )y i
ds® = —E(dt — asin®0 d¢)* + x dr® + % d§* + SITW +a®)do —a dt]? ,  (2.49)

onde o termo A
A=7>—2Mr+a®+Q*+ Q3 , (2.50)

Y =7r%+a’cos’f . (2.51)

Aplicando a condicdo nula ds? = 0 e resolvendo a métrica K NN em termos de dt

dt = \/yijdzidzi + Bida’. (2.52)

Os indices de v;; sao (i,j = 1,2, 3), logo obteremos as componentes da métrica 6ptica no

espago-tempo de K NN na forma

o 2 2 2a°Mrsin?0\ Xsin?6
A = yydride’ =——————dr? + 0 + (1% + o d¢?
VA =R o T (= =20y +<r e (E—ZMT‘))(E—2M7’)¢’
(2.53)
, 2aMrsin® 6
B I ——; 1/} 2.54
fudz = = 2ndr) ¢ (2:54)

As componentes da métrica 7;;dz’ estdao definidas ao longo do arco de comprimento [ e
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considerando que estejamos no plano equatorial (6 = 7/2)

2 2a°Mr b
A? = —————dr? 24a? do? 2.55
A(E—2Mr)r+<r T S oM ) 5= 2mn (2.55)
e o termo
Bidz' = —wdg, (2.56)
onde w = (Ezf%\;r) d¢. A regido definida pelos raios de luz que provem da fonte até

receptor encerra uma outra regiao chamada de quadrildtera ¥UJg°. que consiste em uma
curva espacial para os raios de luz, duas linhas radiais vindas do receptor R e da fonte
S. Um segmento de arco circular C,. de coordenada raio ro centrado na lente que cruza
as linhas radiais através do receptor ou a fonte. Podemos ver a representacao da regiao
quadrilatera pela figura 2, este conceito esta melhor discutido na referéncia [120]. O
angulo de deflexdao dos raios de luz usando o teorema de Gauss-Bonnet poder ser escrito

agora como

Cr(r = )

Figura 2: Quadrilatero %¥J3 embutido em um espago-tempo curvo.

R
a=— [ Kas+ [ wyt (2.57)
07 s

Para determinarmos o valor da integral da equacao (2.57) primeiramente devemos deter-

minar o valor da curvatura Gaussiana na aproximacao de campo fraco (3.101).

Rygr M (=r+2M)Qy° —r+2M)Q,.°
Ko Brors _ oM (cr42M)@n” o (cr+2M) Q.7 (2.58)
det v 73 7o 7

A curvatura geodésica nesse contexto pode ser determinada por

1 5 2aM
K, = — —_— r = —
g ’Y’Y% ?, 3

, (2.59)
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aqui o termo 7 ¢é o dety. Logo, podemos computar o termo da contribuicao geodésica

Ccomo se segue

R S 2aM daM
M:/ a0 = 9.
/S g R 73 b2’ (2.60)

onde b é o parametro de impacto. Um dos limites do dominio de integracao da equacao

(2.57) é definido pela orbita dos fétons e é comumente obtida pela seguinte relagao

du\’
(dgf)) = F(u), (2.61)

o termo u = 1/r. A fun¢do do lado direito da equagao (5.26) pode ser escrita na forma

geral

utA
(H + Ab)’B
onde A = AD + H?. Os termos A, B, D e H depende das compontes da métrica (2.49).

F(u) = [D —2Hb — Ab%)], (2.62)

Escrevendo os termos diretamente

9 2 N2 A2
A—a B—ED:(T +CL) Aa eH—i(T2+a2_@A)- (2.63)

A=—F5—B=% D) )

Para determinarmos o pardmetro u devemos resolver a equagao diferencial (2.61) usando

uma aproximacgao na forma

U =ug + ury + Ul + use + ugdy + usde + ugye + O(v%, 6%, €%)
: (2.64)

os parametros sao definidos

M a Q? + Q2
= — 1: )= — 1: — ve vm

r-)/ b << ) b << b) 6 b <<

Substituindo as equagoes (2.62), (2.63) e (2.64) diretamente na equagao (2.61), a solugao

;. (2.65)

é encontrada mediante repetidas iteragoes. Desse modo encontramos a seguinte expressao

para a orbita dos fétons

_ sing N M(1 +cos®¢)  2aM

u 5 2 = (2.66)
A contribui¢do da integral da curvatura Gaussiana agora pode ser calculada
T ru 4M  3Q*  3Q?
- Kds = [ [ Kdrdp === - <&~ S 2.67
/g;mgo 0 Joo O ¢ b 4b? 4b2 (2.67)

Finalmente o angulo de deflexdo dos raios de luz no espaco-tempo K NN seré obtido pela
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soma das contribuigoes da curvatura Gaussiana, equacao (2.60), e da curvatura geodésica,

equacao (2.67). Isso resulta em na expressao

AM  3Q% 3Q%  4aM
_Z%e  P¥m 4 . 2.
b A2 42 b2 (2.68)

o=

O sinal positivo no tltimo termo da equacao representa o caso da érbita ser retrograda e
o sinal negativo representa o caso da érbita ser progressiva. O valor do angulo de deflexao
em K NN concorda com o desvio observado para caso do espago-tempo de Kerr no limite
Qe = Qn = 0. No caso de a = 0, os resultados estao de acordo com os do buraco negro
nao rotativo de dyon [124]. Obteremos o valor para o desvio de Schwarszchild, equagao
(2.41), quando a = Q. = @, = 0.

2.2.2 Desvio em campo forte: Método de Bozza

A técnica de lentes gravitacionais vém sendo bastante utilizadas no limite de
campo forte de buracos negros em diversos trabalhos, especialmente recentemente devido
ao Fvent Horizon Telescope (EHT) [127, 128, 129]. Em grande parte dos trabalhos o
método de Bozza para o calculo do angulo de deflexdo no limite de campo forte é empre-
gado [82]. Usaremos dessa vez como campo de teste do método de Bozza a solugdo de
buraco negro de Kerr—Sen nao-singular. A métrica de Kerr—Sen representa uma impor-
tante solucao exata de buraco negro em rotacao assimétrico em uma gravidade do tipo de
Einstein-Maxwell-axion-dilaton [126]. Essa solug¢do se mostra bastante interessante por
pertencer a uma teoria efetiva de cordas heterética. Jayawiguna usando a transformagao
de Hassan-Sen consegue obter um buraco negro de Kerr-Sen nao-singular[131, 165, 132].
Entao a métrica que corresponde ao buraco negro de Kerr-Sen nao singular pode ser

escrito como [132]

3 3
) by 2 3
a2 = — (1 _ 5”62 ) At + Sda® + Tdb” — 95 " sin2 0dt do +
~ E xaze_E

+ |2+ a® + 2bze" = + - sin® 6] sin? 0d¢?, (2.69)

usando as variaveis adimensionais

t - k- b

T a— ot k= b= (2.70)

2M° 2M° 2M’ 2M° 2M°
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onde os termos
S =a?+a’cos?+ 2bxe s, A=a>+a®+2Dwer —ze . (2.71)

Para computarmos os desvios das trajetorias no limite de campo forte proce-
demos de modo usual, consideramos que estamos situados no plano equatorial § = 7/2,
Isso implica que os raios de luz estao confinados no plano, entao podemos reescrever a

equagao (2.69) na forma mais compacta abaixo

ds* = —A(z)dt* + B(x)dz® + C()d¢* — D(x)dt do (2.72)
_k 2 7 _k
Alz) = 1—#1,@ B(x):ﬂ
22 + 2bxe = A
~ A xa2@7% 2@%675
C(:L”) = 22+ a®+ 2>+ 2bxre 7 + - > D(i) == (2-73)
22 + 2bxe = x? 4 2bxe =

7k _E . s
onde A = 22 + a? + 2bze™= — xe =. Definimos o termo z, como sendo a minima apro-
ximagao dos raios de luz até o centro da lente gravitacional sem que estes sejam captura-
dos. O angulo de deflexdo das trajetérias dos raios de luz com méxima aproximacao xg é

escrito como

ap(xg) = I(zg) —m, (2.74)

quando nao hé fonte gravitacional I(xg) = , logo os raios seguem retos. Definimos o

ultimo termo explicitamente como

Iy =2 [ Zfdx _9 / ~ Pu(z, 20) Po(, x0)de, (2.75)
Pur.zg) — VB (2A0AL + AyD)
Wl JOAWAAC £ D
1
Py(x,20) = (2.76)

VAo — A% + L(ADy — AD)

H& um certo valor de xy = z,, de tal modo que a integral da equacdo (2.74)
diverge e consequentemente o angulo de deflexao também diverge nessa condicao. qualquer

6rbita de um féton com valor de x,, é instavel. A integral da equacao (2.75) como acontece
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na maioria das vezes nao pode ser resolvida analiticamente, admitindo apenas solugoes
numéricas. O método de Bozza[82] consiste em expandirmos a integral da expressao
(2.75) proximo da orbita do foton para tratarmos a divergéncia. O procedimento geral
que seguimos quando aplicamos o método de Bozza é separar a parte regular da integral

da sua parte divergente, para isso definimos uma nova variavel

Zo
=1-—. 2.77
=12 (2.77)
Reescrevendo o termo I(xy) como
1
Iwo) = [ R(z20) (2, 0)dz, (2.78)
0
onde
2 2
R(z, o) = %Pl(x,xo), (2.79)
0
f(z,20) = Py(x, z0). (2.80)

Identificamos R(z,xy) como sendo regular para quaisquer valores de z e xy enquanto
que f(z,xo) é irregular em z = 0. Com intuito de lidarmos com a divergéncia de f(z,xo)
fazemos a expansao em série de Taylor em termos da raiz quadrada do argumento f(z, xo)

até segunda ordem de z,

1

f(Z7[L'0) ~ fo(z, CC'O) e W (281)
onde os termos a e v sao
z I / ! /
a = 50 [(Ch Ay — ALCo) + L (AL Dy — AyDb)] (2.82)
0
X / ! !
vy = 276(32 [2C0(AgCly — ACo) + 220Ch(CoAy — AgCh) — 20Co(Co Ay — AeCy)] +
0
I 95306(14010762— Dy Ap) . (25/2)(DoAf — AoDéng zo(Do Ay — AoDy)) (2.83)
0 0

O valor de x,, é determinado diretamente pelos termos da equagao (2.82) quando o = 0,

entao escrevemos explicitamente
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80°(k + ) — 85 (k + 2 — a(k + 22)e™*) +2b (k + 2 + 22(k + ba)e?/”

—x(k + 7x)e’~“/x) + b/ (2&26%/12(/; — 2) + 2ae"/7(—k + x)\/a2 + 22+ (=1 + 2b)ze /=
+z(—1+ :Ee’;/x(l;: + x(—3 + 2xel~“/“”) =0
(2.84)

A maior das raizes positivas da equagao (2.84) fornece o valor de x,, em termos de a , k

and b. Dividindo a integral I (rg) em uma parte regular e singular

I(xg) = Ip(z0) + Ir(70), (2.85)
In() = [ RO, ) fols )z, (2.56)
Ir(xg) = /Ol[R(z,xo)f(z, xo) — R(0,z0) fo(z, xg)]dz.. (2.87)

A integral da equagao (2.86) tem uma divergéncia logaritmica em xy = z,,, iss0 permite

que possamos resolver a equacao analiticamente

In(zy) = Mlog (W) (2.88)

VA va

Agora a equagao (2.87) sem divergéncia pode ser resolvida pela expansdo em série de

poténcias de (xg — x,,)

In(zm) = /0 Rz 2 (2 2m) — R(0,50) fol . 2)]d. (2.89)

Logo devido as equagoes (2.88) e (2.89) podem ser usadas para determinarmos o angulo

de deflexdo

ap(f) = —plog (QDOL — 1) +q+0 (u—1up), (2.90)

m

0Doy, é a distancia da lente ao observador e os coeficientes p e ¢ no limite de campo forte

podem ser escritos como

R(0, z,, 2
pzé’jm), and q:—7r+]R(xm)+plogcux$;”. (2.91)
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O termo p pode ser explicitamente expresso pelas componentes da métrica

23/2
. ¢ ; - ) (2.92)
\/ (2222 + 2) (a2(1 + 1/c1) + mmereb/on ) o,
onde
o = 2b+ o, (2.03)

No limite a — 0, k — 0, and b — 0 devemos recuperar os valores dos coeficientes para o
caso particular do buraco negro de Schwarzschild p = 1 e ¢ = —0.4002. Por outro lado no
limiteb — 0 and k& — 0 os valores se tornam p = 1.090 e ¢ = —0.4887. Se tivermos agora
b — 0 os valores de p e ¢ sdo 1753 e -0.55412, representando o caso dos buracos negros

nao-singulares [132]
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3 WORMHOLES

Nesse capitulo iremos definir e explorar as principais propriedades dos wor-
moles. Uma vez que as equagoes de campo gravitacional que descrevem os wormoles
devem satisfazer condigoes especificas para que sejam transponiveis. Dentre as principais
condigoes que iremos explorar temos a condicao de garganta, a chamada de condicao de
flare-out e as condigoes de energia. Apesar dos wormoles nao terem sidos confirmados ex-
perimentalmente ainda, muitos trabalhos vém explorando suas propriedades com interesse
crescente.

wormoles sao um tipo exoético de solucao das equacoes de Einstein, semelhantes
as solucoes de buracos negros, mas sem a presenca de singularidades. Wormholes podem
ser definidos como uma deformagao no espago-tempo que conecta duas regioes distintas
e usualmente distantes uma outra. A primeira concepc¢ao de wormole foi atribuida ao
fisico austriaco Ludwig Flamm em 1916. Flamm encontrou uma solucao de buraco negro
reversa no tempo, o ainda hipotético buraco branco. Nesse senario, um buraco branco
pode estar conectado a um buraco negro por um tinel no espago-tempo|6].

Posterior ao trabalho Flamm A. Einstein e N. Rose em um trabalho de 1935,
propuseram uma nova solucao das equagoes da gravidade. As equagdes dessa solugao
descrevem duas regioes distintas conectadas através de dois pontos. Essa solucao ficou
conhecida como ponte de Einstein-Rose [4]. Posteriormente, C. W. Misner e J. A. Wheeler
explorando as equagoes da ponte de Einstein-Rose no contexto do eletromagnetismo,
mostraram que essa solucdo era instavel [5]. Entao wormholes deste tipo nao permitiriam
que nada pudesse atravessar seu interior de uma lado para o outro, nem mesmo proprios
fotons de luz.

Kip S. Thorne e Michael S. Morris em 1988 foram os primeiros a considerar
um wormole atravessavel [3]. Eles definiram as condigbes de energia necessarias para
estabilidade da solucao. Mais especificamente, as condigoes de energia usuais sdo violadas
de modo que a matéria com essas condicoes especificas é chamada de matéria exética. A
matéria exotica tem a propriedade de ter densidade de energia e pressao negativa, ela se
repele ao invés de atrair. Embora a existéncia da matéria exdtica ser ainda especulativa,
muitos trabalhos foram feitos com base nessa premissa [7]. Alguns fendmenos fisicos
servem como bom exemplo de possiveis fontes para wormoles. Em um desses fendomenos é
possivel produzir densidade de energia negativa através das flutuacoes quanticas de vacuo,
o chamado efeito Casimir [1]. Dévido as essas flutuagoes quanticas aleatérias de vacuo,

uma infinidade de wormbholes, da ordem da escala de Planck, devem ser produzidos e
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aniquilados a todo instante. Contudo, é possivel que no periodo inflacionario do universo,
alguns desses wormoles devem ter expandindo até nas escalas macroscépicas [9].
Atualmente muitos trabalhos tém dedicado a explorar maneiras de detectar
diversos tipos de wormole, como emissao de ondas gravitacionais [12, 112], lentes gravita-
cionais e tragos em radia¢ao césmica de fundo [10, 11, 19]. Outras ferramentas de natureza
tedrica usadas para explorar propriedades dos wormoles, como os modos quasinormais de-
vido a pequenas perturbagoes locais [16, 18, 17]. Esses modelos serdao investigados com

mais detalhes ao longo da tese.
3.1 Modelos de wormholes

Como dito anteriormente, os primeiros modelos de wormoles ndo permitiam
que nenhuma particula pudesse atravessar sua regiao de garganta. Esses wormholes
também eram chamados de wormole de Schwarzschild nao trasnponivel. Isso era de-
vido ao fato de que a ponte Einstain-Rose possuir uma forca de maré da mesma ordem da
maré gravitacional do horizonte de eventos de um buraco negro de massa estelar. Além
disso, a garganta contrai e expande de modo extremamente rapido [3]. J& no caso dos
wormholes transponiveis e que além disso tenham forca de maré equiparavel a intensidade
do campo gravitacional da terra, podem ser construidos a partir das métricas predefini-
das nos trabalhos [19, 20]. Desse modo, Thorne e Morris definiram a métrica do wormole

transponivel como:

dr?
ds® = e22dt? — —— — r2df* — r’sen®0dp? 3.1
@ &y
onde o termo f(r) =1— @, b(r) é a funcao forma e ¢(r) é a funcao redshift. A funcao

forma b(r) nos diz as condigoes da regiao de garganta, devendo essa fun¢ao obedecer a

seguinte condi¢ao b(rg) = rp, 0 termo ry é o raio minimo que a garganta pode assumir.

Essa condicao de raio minimo de garganta que garante a inexisténcia de singularidades.
Naturalmente a equagao (3.1) se reduz a métrica de Minkowski no caso da

coordenada radial r tendendo ao infinto, de modo que podemos escrever

b(r
br) =0 e o¢(r)—0. (3.2)
r
A fungao redshit ¢(r) regula a for¢a de maré através da garganta do wormhole.
Dependendo da escolha da funcdo redshift podemos ter um wormhole de facil ou de
extrema dificuldade de se transpor. Na maioria trabalhos consideramos ¢(r) tendo valor
nulo, isso simplifica bastante nossas analises. Uma vez que a func¢do forma b(r) nao esta

diretamente relacionando com a funcao redshift ¢(r).
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Para construirmos a funcao forma e redshift tal que a condi¢ao de transponibi-
lidade do wormole seja satisfeita, devemos expressar as componentes do tensor momento-
energia T),, em termos de b(r) e ¢(r). Como padréo representamos a distribuicdo de

matéria e energia do wormole pelo tensor geral anisotrépico [181]:
" = (p+ P)u'u, — Bob + (P, — Po)n'n,. (3.3)

Considerando a relacao ufu, = —n*n, = 1, onde o termo n* ¢ definido como quadrivetor
do tipo espaco unitario. Os termos P, and P, sao as pressoes radial e transversal.

Substituindo a equac¢do da métrica (3.1) e as componentes do tensor energia-
momento (3.3) nas equagoes de campo de Einstein

1
R, — igWR =81, (3.4)

entao obteremos os termos da densidade e pressoes em termos das fungoes forma e redshift

Smp = o (3.5)
8tP, = (1 . b:)> :2 + 2¢;(7~)) :2 (3.6)
sor = (1-"2) g0+ (1= ") 24 (M- T iy + 1 (1- 22

Notamos que a densidade de energia esta diretamente relacionada com a deri-
vada em r da funcao forma. Podemos citar alguns trabalhos, onde usam fung¢oes densidade
de energia para construir seus modelos [22, 23, 21|. Enquanto que as pressao radial e trans-
versal sao bem mais complicadas, onde as func¢oes forma, redshift e suas derivadas estao
acopladas. Devido as equagoes (3.6) e (3.7) é possivel encontrar uma tnica equagao geral

que relaciona as pressoes com b(r) e ¢(r),

sn(P—P)= (1-"2)

T

(5 - "(’”)(¢’<> Rkt 33)

T

[ ¢// ¢/2 )+¢(T)+ 2}4_
)

Devido a equagao (3.8) é possivel encontrar vérias solugdes para as métricas
do wormole transponivel, embora essa equacao seja uma equacao diferencial nao linear.
Dependendo da escolha de uma das fungoes (p, , pi, b(r), ¢é(r)) podemos desacoplar
a equagao diferencial e simplificar bastante o problema. Vamos seguir uma das rotas

mais simples possiveis, consideraremos uma distribuicdo de matéria e energia isotrépicas.
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Nessa situacao podemos ter p, = p; e a funcdo redshift é escolhida como uma funcgao
de poténcias, como por exemplo ¢(r) = Ar® + Br®, com o« # 3. Entdo a equacio
(3.8) pode ser reduzida a uma expressao em termos de potencias de r. Trabalhando os
pardmetros «, 3, A e B podemos tentar uma solugao para a b(r) que satisfaga as condig¢oes
de transponibilidade.

Contudo, de modo geral, para a grande maioria das func¢oes redshift que sa-
tisfazem a condicdo (¢ — 0, para r — 00) encontraremos um b(r) como solucao da
equacao (3.8) que nem sempre condiz com wormole transponivel. Dependendo do modelo
de gravidade que estamos analisando ¢ possivel impor condi¢oes de transponibilidade para
as solugoes andliticas que encontrarmos[16, 24].

Além da condicao de garganta ser requerida para existéncia do wormhole pre-
cisamos definir a condi¢ao de flare-out para garantir a transponibilidade. Para isso,
consideremos o espago-tempo com tempo constante ¢ = const. Desse modo a equagao da

métrica (3.1) pode ser escrita

d 2
ds? = 1_7",)() — r2d¢?, (3.9)

T

considerando que estejamos localizados na regidao equatorial ¢ = 7. Agora, o espago

geométrico que une as duas superficies Euclidianas pode ser considerado imerso em
um espag¢o Euclidiano tridimensional. Usando coordenadas cilindricas para descrever a

métrica desse espaco Euclidiano
ds* = dz* + dr* + r* d¢*. (3.10)

Sendo z = z(r) e o elemento de linha pode ser escrito na forma

2
ds® = [(;ﬁ) +1

comparando a equagoes (3.10) e (3.11) chegamos a expresao

dr® +r* dg¢?, (3.11)

dz r

—1/2
dr:i<b(r)_1> . (3.12)

Da equacgao (3.12) é facil ver que uma das condigoes para que o wormhole seja

atravessavel é necessario que

o) 1>0, ou b(r)<1. (3.13)
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E interessante mostrar que a condicao flare-out implica diretamente na natu-
reza da matéria fonte que mantém o wormole estavel e atravessavel. Para isso devemos

derivar uma expressao adimensional a partir das equagoes (3.5) e (3.6) na forma

g:

Po—p 1 b(r)_.r_ VY
7] ‘\bw(r blr) = 2(r =¥ >>¢) (3.14)

Como dissemos antes, um wormhole estavel deve satisfazer a condicao de flare-out e a
condicao de garganta, o que significa que a coordenada radial » deve aumentar quando z

aumenta. Isto é o chamado de alargamento da garganta, para garantir isso devemos ter

Pr b(r)—b(r)r

= 0 3.15
dz? 2b(r)? - (3:15)
comparando as equagoes (3.15) e (3.14)
20(r) dr )
== —— —2(r—> —. 3.16
a2 1

Quando consideramos a regiao do minimo de garganta o o termo (r — b(r))

da equagao (3.16) se anula, entdao logo obteremos

Pr — Po
’Po|

G = > 0. (3.17)

O pardmetro adimensional, equacao (3.17), é estritamente positivo. Logo te-
mos o vinculo p, > p, isso mostra que a tensao na regiao do raio da garganta excede a
densidade de matéria e energia. Por isso que a matéria que funciona como fonte para
sustentar um wormole transponivel deve ser uma matéria ‘exética’. Esse vinculo também
permite a densidade de energia e matéria seja negativa, o que no minimo ¢ um resultado
curioso e problematico[3]. Entdo, em trabalhos posteriores os pesquisadores se ocupa-
ram em desenvolver modelos de wormoles transponiveis sem a necessidade da presenca
de matéria exotica [28, 102, 27, 14]. Vamos em seguida explorar alguns dos tipos mais

pesquisados e que também contornam o problema da matéria exética

3.1.1 Wormhole de FEllis

O wormole de Ellis é um dos tipos de wormoles transponiveis obtido a partir de
um tipo de campo escalar chamado de campo fantasma v na qual os termos da gravidade
de Einstein estao acopladas ao campo fantasma, de modo que a ag¢ado pode escrita na
forma [19, 19, 29]

S= 817T [ dtev=g (R +20"0,00,0) (3.18)
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A variacao da acao leva as equagoes de campo a serem escritas na forma

R, = =20,40,¢ , (3.19)
nesse cenario a equagao escalar do campo fantasma assume a forma
ou (V=99"0) = 0. (3.20)
O elemento de linha do wormole de Ellis é simplesmente expresso por
ds® = —dt* + dr* + (a® + r*)(d0® + sin*0d¢?), (3.21)
o termo a é usado para repesentar o raio da garganta.

3.1.2 Wormhole em rotacao

E possivel generalizar o wormole de Thorne Morris incluindo um fator tempo-

ral. Para isso fazemos uso de um termo conforme 2(¢) na métrica original (3.1)

ds? — U |20 _ dr?
f(r)

Esse fator adicional confere a propriedade de expansao com tempo do wormhole de modo

— r2d6? — r*sen*0d¢? | . (3.22)

que seria possivel que um wormole da ordem da escala de Planck poderia ser expandido
para as escalas macroscopicas, durante o periodo inflaciondrio do universo [31]. Nota-
velmente, esse tipo de wormhole exibe a propriedade de alguém que cruze o wormhole
acabe nao vendo nenhuma condi¢ao de energia sendo violada, desde que esse wormhole
se expanda rapido o bastante [31, 30]. Contudo podemos ser mais gerais com relagao a

métrica de wormole em rotagao, usando uma métrica geral estacionaria e assimétrica
ds® = gy dt* + 29,4 dt dp + ggp dd* + gijdxid:vj, (3.23)

onde definimos os indices 7, j = 1, 2 e assumem 7, #. A métrica (3.1.2) pode ser adaptada
dependendo do problema que estamos tratando. Logo, se consideramos um sistema de
coordenas esféricas em que gos = ggg/sin*(z?). Entdo, é possivel deduzir uma métrica
explicita para o wormole em rotacao. O primeiro a estudar uma métrica geral estatica e

axialmente simétrica foi Edward Teo [30]. Ele definiu essa métrica na forma

2
ds® = — N2dt? + L + r2H?|d#? + sin? 0(dp — wdt)2 . (3.24)

— bo
r
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As variaveis tem seus limites definidos como se seguem —oo < t < 400, by < r < +00,

0<6<m0< ¢ <27 e os termos explitamente sdao escritos como

d(4 0)?
N — 14 acost)” (3.25)
T
2a

O termo w é a velocidade angular do wormole e esta diretamente relacionado com o
momentum angular a. A métrica (3.24) representa uma extensdo para a métrica de
wormole de Thorne e Morris, onde recuperamos a equagao (3.1) no caso de N = H =
1,e w = const. A funcao forma desse wormhole em rotacao ainda deve satisfazer a
condigao de garganta b(rg) = ro e a condi¢ao de flare-out. E de modo anédlogo ao wormole
estatico, esse tipo de wormole em rotagao também viola as condi¢oes de energia.

Se wormoles ocorrem naturalmente, entao é de se esperar que tais estruturas
estejam em rotacao assim como os buracos negros. Varios artigos vém explorando mui-
tos outros aspectos dos wormoles em rotacao [32, 112], embora essa métrica seja bem
mais complicada de se trabalhar em comparacao a sua versao estatica. Como exemplo de
trabalho sobre wormoles em rotacao temos Pablo Bueno e seus colaboradores que explo-
raram os ecos de ondas gravitacionais produzidos por wormoles semelhantes aos buracos
de negros de Kerr [112]. J4 Elena Caceres, Anderson Seigo Misobuchia e Ming-Lei Xiao
definem as propriedades de wormholes em rotacdo em um cenario AdS. Rajibul Shaikh
calcula uma importante propriedade que esta presente também em buracos negros, a

sombra delimitada pelas 6rbitas de fétons mais internas ainda estaveis [179].

3.1.3 Wornhole em gavidade f(R,T)

Outro campo de estudo sobre wormholes transponiveis muito importante é o
que usa modelos de gravidade modificada. Muito desses modelos de gravidade modificada
sao fungoes de tensor de curvatura R e energia momentum 7', geralmente denotados por
f(R,T). Modificagoes no tensor energia monento podem permitir que wormoles sejam
sustentados sem a necessidade de matéria exdtica [14]. A ac¢do que estende a teoria da

gravidade usual é escrita como [34, 35]

S =S¢+ Sy = 1; / F(R,T)y/—gd*e + / V—gLdz. (3.27)

O tensor energia momento é escrito em termos da densidade Lagrangiana £ da contri-
bui¢ao dos termos de matéria

_28(/=gL)
T,, = NertR (3.28)
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A variacao funcional da agdo, equacdo (3.27), em relacdo a métrica g"” obteremos as

equagoes gerais de campo modificadas

fR(Ra T>R,u1/_;f(R7 T)guu+(gyulj_vuvu)fR(Rv T) = SWTuV_fT(R7 T)T,LLI/_fT(R7 T)@,uu

(3.29)
onde o termo 0, = ¢g** gﬁf . Ainda temos que definir os seguintes termos
of(R,T) Of(R,T)
T = —~ T)= —1—. .

Note que no caso de f(R,T) = R, obteremos as equagoes da gravidade classica
de Einstein. Podemos selecionar como exemplo um modelo especifico e encontrar as
equagdes que relacionam a funcao forma b(r) com os termos de densidade e das pressoes.
Nisha Godani e Gauranga C. Samanta usaram em seu artigo o termo f(R,T) = R +
2aIn(T), sendo o uma constante e naturalmente quando essa cosntante é zero recupera-
mos o caso classico de gravidade de Einstein. Se substituindo os termos da métrica do
wormhole, equacao (3.1), e das equagoes (3.5), (3.6) e (3.7) na equacdo de movimento

(3.29), apds algumas manipulagoes dos termos, obteremos

b'(r)

= 8mp — 2a0 — aln(—p + p, + 2p;) (3.31)
—0(r) a(pr + pi)
= 8mp, + ————— +aln(—p+p, +2 3.32
.3 (L Y aln(—p +p, + 2p;) (3.32)
b(r) —rb'(r) 2a(3py + pr)
s = St S +aln(—p+p- +2p). (3.33)

O escalar de Ricci R é dado por R = Qb;gr), onde o trago denota derivada
com relacdo a coordenada radial r. Por simplicidade, consideramos a funcao redshift
nula ¢ = 0, entao a funcdo forma depende exclusivamente do modelo de distribuicao de
densidade e pressao da matéria. Entao resolvendo o sistema de equacoes definido pelas
equagdes (3.31), (3.32) e (3.33) nos permite encontrar muitos tipos de fungoes forma b(r).
Para que essas solugoes da fungao forma nesse modelo particular de gravidade modificada
seja transponivel temos que impor condigoes especificas sobre a densidade p e as pressoes
radial P, e tangencial P,. No trabalho [35] s@o escolhidos as seguintes relagoes p; = w p
e p, = kpy, com w sendo o parametro de equagao de estado e k é uma funcao aleatoéria.
Podemos fazer o processo contrario, usamos uma fungao forma ja definida de um wormole
transponivel e analisar as condigoes de energia resultante. O artigo produzido por A. K.
Mishra e seus colaboradores [38] utiliza a seguinte expressao para a func¢ao forma

rolog(r + 1)
log(rg+ 1) ’

b(r) = (3.34)
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onde nesse caso a pressao se relaciona com a densidade de energia na forma p, = wp.
Substituindo a equagao (3.34) nas equagoes (3.31), (3.32) e (3.33) em seguida resolvemos

o sistema em termos da densidade e das pressoes, de modo que obteremos os resultados

To

P A (Lt ro)r2 (37 20) (3:35)
B roln (1 +7)
I Mo+ P87 +2A) (3.36)
. roln (1 —l—T) B roT 3 (g .
p=1/2 ( m(ro+1)  (+r)hn(+ 7“0)> (Bm+23)7, (3:37)

3.2 Condicoes de energia

A primeira condi¢ao de energia descrita na literatura foi a condicao de ‘natu-
reza pontual’ e basicamente essa condicao restringe a contragao do tensor momento energia
em cada ponto do espago-tempo [36]. Aqui vamos citar as quatro principais, sendo elas:
a condicao de energia fraca (WEC) na sigla em inglés, a condi¢ao de energia forte (SEC),
a condi¢ao de energia dominante (DEC) e a condi¢ao de energia nula (NEC). Existe ou-
tra condicao de energia menos conhecida, mas que vale a pena mencionar, a chamada
condicao energia traco [39, 36].

A condicao fraca de energia (WEC), na versao da forma fisica, requer que para

qualquer quadrivetor do tipo tempo t* tenhamos a relagao
Tt"t" > 0. (3.38)

Podemos interpretar essa condi¢ao como, a densidade de energia medida por qualquer
observador nao pode ser negativa. Isso quer dizer que para um fluido perfeito a densidade

de energia deve ser p > 0 e do mesmo modo que a pressao nao pode ser negativa
p+P>0. (3.39)
Finalmente para o caso da forma geométrica, podemos escrever
Gapt®® > 0, (3.40)

onde G4, sao componentes das equagcoes de Einstein.
A condicao de energia nula diz que para qualquer quadrivetor to tipo nulo k*

futuro deve satifazer

Tok®kb > 0, (3.41)



48

Para versao da forma do fluido perfeito deve satisfazer a condicao,
p+P>0 (3.42)
e na versao geométrica teremos o seguinte resultado
Rapk™k? > 0. (3.43)

A condigdo de energia forte (SEC) ¢é formulada de modo um pouco mais

compliacado como: [37, 41, 40]
T
T — ——gap ) t*° >0, 3.44
(T = ) 8" > (3.44)

o termo n se refere ao nimero de dimensoes onde n > 2. (SEC) requer que a densidade de
energia efetiva seja sempre positiva quando mensurado por um observador. E importante
comentar que SEC é mais facilmente violada do que W EC', embora SEC nao implica
necessariamente em WEC [36]. No caso de fluido perfeito podemos escrever na forma
geral de dimensao n

T
n—2

_p
g = (p+ Plot + ngab, (3.45)

ab _
entao essa forma do fluido perfeito pode ser escrita como
p+P>0 e (n—=3)p+(n—1)P >0, (3.46)
e a SEC na forma geométrica é dada por
Rypt®t® > 0. (3.47)
A condigao de energia dominante (DEC') é semelhante a (W EC) e ainda afirma que
Tut"€" > 0 (3.48)

Podemos interpretar essa condi¢do como a restricao do fluxo de energia momento deve
ser causal quando medido no tempo préprio do observador. Formulado por outros meios,
a componente densidade de energia do tensor momento energia deve dominar sobre as
demais componentes do tensor

TOO 2 |T,ul/|7 (349)

o que implica diretamente que no caso do fluido perfeito p > |P|. Finalmente na forma

geométrica podemos escrever

Gapt€® > 0. (3.50)
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Todas as condig¢oes de energia e suas formas que analisamos estdo compiladas
na tabela 2. Como mencionado no inicio da se¢do, existem muitas outras condicoes de
energias que podem ser analisadas, contudo boa parte delas podem ser derivadas das

principais [42, 39, 44].

Condicao Forma fisica Forma geométrica Fluido perfeito
>0e
a4b > a4b > p =
WEC Toapt®t? >0 Gupt?t” > 0 p+P>0
p+P>0e

_ T arh > arb >
SEC (Tab n,ggab)t t = 0 Rabt t = 0 (?7, . 3)p + (n . 1)P 2 0
DEC Tut*€* > 0 Gapt®® > 0 p > |P]
NEC Topk®k® >0 R kekb > 0 p+P>0

Tabela 2: Sumarizacdo das condicoes t* e £ sdo vetores do tipo tempo k% é um vetor
nulo.

3.3 MQNs de wormholes

Buracos negros sao geralmente descritos como estruturas bem simples por ne-
cessitarem de poucos parametros para sua descricao. Contudo, essa simplicidade s6 acon-
tece se o buraco negro for um sistema isolado. Se considerarmos um sistema mais realistico
teremos interagdes entre o buraco negro com outros corpos e campos. Desse modo te-
mos que considerar a distribuicdo de matéria ao redor do buraco negro, como discos de
acrecao, estrelas, campos magnéticos, etc. Além disso, proximo do horizonte de ventos os
buracos negros devem emitir a chamada radiacao Hawking. Isso tudo leva a perturbacgoes
na métrica do buraco negro, tornando a descri¢ao do sistema muito mais complexo [63].
Naturalmente as métricas que descrevem estruturas como wormoles também devem sofrer
com os mesmos tipos de perturbagoes. Nesse contexto, podemos mostrar que wormoles
apresentam estabilidade em diversos cendrios [19, 47, 48]. Em contra partida, hd muitos
outros cenérios que exploram a instabilidade dos wormholes [46, 49].

Podemos representar as perturbacoes de métrica na forma

G = Goy + 0y, (3.51)

onde o termo ggy representa os termos da métrica do espago-tempo sem perturbacoes,
frequentemente chamamos esse termo de fundo. Ja o termo dg,, s@o as componentes que
representam as perturbagoes que afetam a métrica de fundo.

Todas as perturbagoes que trataremos sao de ordem de magnitude muito menor
do que as componentes da métrica de fundo dg,, < ggu. Usamos uma aproximacao linear

para descrever essas perturbacoes. Quando perturbagoes de diversas naturezas estao
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presentes em sistemas como os buracos negros e wormoles. E possivel mostrar que as
propagagoes dessas perturbacoes sao descritas por equacgoes de ondas. Os pioneiros do
estudo de perturbagdes em sistemas como buracos negros foram Tullio Regge e John A.
Wheeler na década de 1950 [50]. Eles derivam a forma explicita da equagdo de onda
para as perturbacoes do tipo odd e even. Enquanto que Zerilli estendeu as equagoes
Regge e Wheeler para o setor polar das perturbagoes [51]. Vishveshwara foi o primeiro a
descrever as propagacoes de ondas gravitacionais amortecidas, os chamados modos quase-
normais (MQNs). Vishveshwara analisou espalhamento de ondas gravitacionais em um
buraco negro do tipo de Schwarzschild [53]. Em 1983 Mashhoon sugeriu usar o método
aproximado W K B para calcular os M Q) N s se aproveitando da conexao dos estados ligados
e o potencial efetivo invertido do buraco negro [97, 55]. Alguns anos depois, 1985, Schutz
e Will conseguiram de fato desenvolver de modo efetivo o método semi-analitico W K B
para computar os MQNs [54].

A equagdo de onda dos modos de propagacao das perturbacoes da métrica
de fundo deve ser uma equacao de movimento covariante do campo. No caso de campo
escalar U de massa ;1 com uma métrica de background g,, a equacao de movimento

covariante é a equacao de Klein-Gordon [63, 56]
(v”v - 2) U=
v — [ =0, (3.52)

o termo V, é a derivada covariante. E coveniente escrever a equacdo (3.52) na forma

explicita
1
——0, (¢"'\/=¢0, V) — >V =0 3.53
=0, (9" V=90,0) — 1 (3.53)

Podemos aplicar esse formalismo para caso de campos vetoriais massivos onde usamos as

equagoes de movimento covariante de Proca e escrevemos essa equacao na forma
V'F, —p*A, =0, F,=0,A,—0A,. (3.54)

Entao, reescrevendo a equagao (3.54) na forma explicita obteremos
1
v—9

se os campos vetoriais sao nao massivos ;4 = 0 encontramos as equacoes de Maxwell.

0u(Fpog™ g™ V=g) — A" =0. (s =1), (3.59)

Generalizamos a equagdo (3.54) no caso que estamos lidando com particulas massivas
carregadas em interacdo com um campo eletromagnético em um espago-tempo curvo.
Nesse background estamos lidando um campo escalar complexo e a equagao de movimento

¢é definida como
(DD, — MQ)\IJ =0, (3.56)



o1

onde D, =V, —ieA, é a derivada covariante estendida. Logo expandindo os termos da

equacao encontramos
1
N

As equagbes de movimento para os beckgrounds que analisamos permitem en-

d, (g’w\/—g(aﬂ\lf — ieA#\I/)) —ie A0,V — (i + 2 AV A,V = 0. (3.57)

contrarmos a equac¢ao de onda dependente da métrica. Nosso objetivo é determinar uma
equagao de onda do tipo Schrodinger. Com esse objetivo em mente, aplicamos a se-
paracao de variaveis da equacgao diferencial. Essa equacao de onda deve depender apenas
da variavel radial r e dos parametros intrinsecos da métrica apos a separacao de variaveis.
No caso particular do campo escalar (s = 0) adotamos a classica expressao de separagao

de variaveis

Uit 0,6) =Y iei“tR(r) Yim (0), (3.58)

onde os termos Y},,,(f) sdo os harmonicos esféricos que satisfazem a equagao Q Y}, (0) +

[(I14+1)Y;m(0) = 0. Se considerarmos a métrica possa ser escrita como na forma

dr?

ds* = fdt* — —r2dQ?, (3.59)

onde no caso da métrica ser extamente de Schwarzschild, podemos escrever explicitamente
f =1—1, onde normalizamos 2M = 1. Substituindo os termos da equagdo (3.59) na
equagao (3.53) e usando a expressao para separacao de variaveis (3.58) encontramos com

relativa facilidade a equacao onda para o caso das perturbacoes escalares

d*R -dR
2 hataid 2 _ —
P+ I+ (W =V w)R =0, (3.60)
Usando uma mudanga de variavel
de 1
o .61
finalmente encontramos a equacao de onda do tipo Schrodinger
d*R 9
=+ (w? = V(r, w)) R=0, (3.62)

onde x é a bem conhecida coordenada tartaruga [94]. O potencial V(r, w) é um potencial
em forma de barreira, que possui o seu valor maximo no ponto zy. Esse potencial ainda
deve satisfazer as condigoes de contorno V' — 0 quando x — —oo e V — 0 quando
x — +oo. Com base nisso, as condi¢oes de contorno dos MQNs para espago-tempo

asintoticamente plano o termo radial se comporta como

R~ i@ g +o0, (3.63)



52

de modo geral a frequéncia é um niimero complexo escrito como w = wgr — T wy.

3.3.1 Método WKB de 3% e 6% ordem

A equagao de Schrodinger, equacdo (3.62), pode ser reduzida a uma familia de
equagoes hipergeométricas. De modo que as solugdes sao obtidas pelos métodos tipicos
de solugao dessa familia de equagoes [59]. Uma abordagem é usar o método WKB, sendo
esse um método semi-analitico para resolver equagoes do tipo Schrodinger. Muitos outros
métodos também foram desenvolvidos e bem aplicados para obter os MQNs, entre eles
temos a integracao direta da equagao de onda no seu dominio de frequéncias implementado
por Chandrasekhar e Detweiler [65]. Podemos destacar também o método aproximado de
Poschl-Teller [66] e dos método das fragoes continuadas de Lever [110].

O método (WK B) foi aplicado pela primeira vez para o cdlculo dos MQNs
por Schutz, no caso do potencial efetivo ter dois pontos de retorno [54]. Com respeito ao
dominio de validade do método (W K B), pode é possivel mostrar que quanto mais préximo
os pontos de retorno estao um do outro mais acurados sdo os MQNs [60]. Expressando
isso em outros termos, essa condigdo diz que [V(w,r) — w?|nae << [w? — V(F00)] [60].
O termo w? — V(w.r) é a energia total do sistema, onde expandimos esse termo em uma
série de Taylor préximo do ponto de maximo do potencial efetivo. Em 1987, S. Iyer e
C. M. Will deduziram uma expressao melhorada para o calculo dos modos quasinormais.
Esse é hoje o bem conhecido método WKB de terceira ordem. Em 2003 R. A. Konoplya
melhora ainda mais o método WKB e determina as corregoes de sexta ordem [63], levando
consequentemente a uma melhoria na acurdcia. A expressao para corre¢ao de sexta ordem

pode ser escrita como:

i (W? —V(w,xp)) N
—2V"(w, x0)

0 1
— 2
7
o termo V" representa a derivada de segunda ordem do potencial efetivo em relacdo
a coordenada tartaruga x no seu ponto de maximo. Os termos de corre¢cdes A; sao
combinagoes de derivadas de até sexta ordem do potencial no seu ponto de méaximo.

No caso especifico da corre¢ao de terceira ordem do método (W K B) podemos
resolver a equacao (3.64) em termos de w?. Usamos a notagao bem comum para método

de terceira ordem Ay = A e A3 = ). E entdo obtemos a seguinte expressao

w? = Vo + (=2V5)'2A(n)] —i(n + ;)(—2‘/0”)1/2[1 +Q(n)]. (3.65)
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onde A=AJieQ=Q/(n+ 3), jé os termos A and 2 sdo definidos por

2
i 1 (V) 1 1 (VY
A I S N 0 < 2) R 0 2
(n) oV |3 ( 7 ) 1T 28 | V7 (746007,

4
(n+13) 5 Vo(g)
Q = 2 18812
(n) o) 2 6012 | V7 (77 + 188v7)
2 2
1 %(3) VO(4) ) 1 VO(4) )
= (oo Y5141 - (X
334 ( Vg/g (5 + 100w ) + 2301 VO” (67 + 68v )
1 ‘/0(3)‘/0(5) ) 1 Vo(ﬁ) )
— | —— ] (1 2 - — 4 . .
+ %3 ( Ve (19 + 28v7) 28 | V7 (5 + 4v7) (3.66)

A derivada de ordem n do potencial é definida como V{™ = (d"V/dz"™)y—y, € v = n+1/2.
A acurdcia do método (WK B) depende do nimero [, do nimero de ’overtone’ n e pode
se mostrar que o método tem uma melhor desempenho para [ > n. Sendo que, para o
caso de [ = n o método ja ndo é tao preciso e para [ < n nao é mais aplicavel [64, 62].

Uns dos primeiros a estudar a estabilidade de wormoles foi S. Kar e D. Sahdev
onde os mesmos calculam os coeficientes de reflexdo e transmissao da solucao de ondas
escalares se propagando numa geometria de wormhole [68]. Pouco tempo depois o caso
de transmissao e reflexdo de ondas eletromagnéticas em geometria de wormoles estaticos
foi bem discutida no trabalho [69]. Para as perturbagoes gravitacionais de um wormole
estatico foi realizada no trabalho [70]. Sung-Won Kim determinou o potencial efetivo de
um wormole devido a perturbacoes de escalares usando o formalismo de Regge-Wheeler.
Substituindo os termos da métrica do wormole, equacao (3.1), na equacao de onda sem
massa 1 = 0 (3.67)

\/1__9(9” (9" v/=g0,¥) = 0. (3.67)

Podemos encontrar, apds alguns célculos, a expressao do potencial efetivo devido a per-
turbagoes escalares em termos das fungoes forma b(r) e redshift ¢(r)

Vinl) = 20 ll(l +1)  b(r)r = b(r) +i (1 _ b(:)> é(r)} ’ (3.68)

72 23

onde estamos considerando que a coordenada tartaruga é definida aqui na forma

— M2, /1 - 2L 2 (3.69)

Dependendo da escolha da fungao redshift ¢(r), o potencial V(r,1) deve se anular para
r — Zoo e a funcdo de onda deve satisfazer ¢ ~ e*“*. Agora no caso particular de

2
e?) =1eb(r) = b7° onde by é o raio minimo da garganta, entao o potencial representado
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Figura 3: Potencial de Regge-Wheeler do tipo sino devido as perturbacoes escalares,
equagao (3.72), onde [ assume os valores 0, 1, 2, 3 e by = 1

pela equacao (3.68) se torna

(+1) B
viny ="t b

r2 rd

(3.70)

Entao, pela expressao que relaciona a coordenada tartaruga com a varidavel radial, equagao

(3.69), obteremos
x =\/r? — b}, (3.71)

substituindo essa expressao na equagao do potencial (3.70) podemos escrever o potencial
em termos das coordenas tartaruga x

I(1+1) b2
R R

Vix,l) = (3.72)

Ao plotarmos os graficos do potencial (3.72) para os quatro primeiros valores de [ verifi-
camos que os todos os potenciais exibem uma forma de sino, como a figura 3. O grafico 3
é um otimo exemplo da representacao de um potencial que possui dois pontos de retorno
e um ponto de maximo bem definidos, como exigido para aplicacao do método WKB.

Para descrever as perturbagoes de natureza eletromagnética sofrida pelo wormhole,
os autores Bergliaffa e Hibberd [69] partem da defini¢ao das equagoes de Maxwell em geo-
metria curva. Com o intuito de descrever o comportamento das ondas eletromagnéticas na

geometria de um wormhole de Morris-Thorne. Entao escrevemos as equagoes de Maxwell

HM,VV = 47-([”7 H,ul/;a + Hua;u + HO’},L;V = 0. (373)

os termos I* e H" sdo derivados dos termos J* e F*

H" = =g F"™, o I'=\—gJ" (3.74)
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Adotando a seguinte decomposicao dos tensores, encontramos

—

F, — (E,B), H"™ = (=D,H), J'=(p,J). (3.75)
e agora podemos escrever as equagoes
F*=E+iH, S*=D+iB. (3.76)

Com base nas equagoes (3.73) podemos deduzir a nova forma das equagoes de Maxwell

.. G FE -
v X FE = ﬂa; =+in a@t V.5t =0, (3.77)

onde n é o indice de refracao que vem diretamente dos termos da métrica do espago-tempo

curvo do wormhole

€ik = Hik = —\/—gzik S (3.78)
00

Agora introduzimos o vetor Hertz e o expandimos em uma série de Taylor
Fi(ﬁv t) = Z F}M(ﬁ: t)u
J,M

sendo que
- — F(N) [ A —iw
Fh(Bt)= 3 Fhlp,w) Y (p) e " (3.79)

A=e,m,o
Com esses dois tltimos termos podemos apds mais alguns calculos chegar na equacao de

onda devido as perturbagoes eletromagnéticas

da” > +(m)
7 + [w - V(T, l)} Xim~ = 0, (380)

onde o potencial assume a simples forma

I(1+1)

r2

I(1+1)

Vrl) = o

ou V(x,l) =

(3.81)

O potencial devido as perturbagoes eletromagnéticas, equagao (3.81), também
satisfaz os requerimentos para aplicacdo do método WK B. Tendo o potencial devido
as perturbagoes eletromagnéticas dois pontos de retorno e um ponto de maximo bem
definidos semelhante ao potencial (3.72). O grafico 4 é quase identico ao grafico 3, com
excecao do valor [ = 0 onde o potencial devido as perturbacoes escalares é nao nulo,
enquanto que para as perturbacoes eletromagnéticas o potencial ¢ nulo para esse mesmo
valor.

Finalmente trataremos de deduzir o potencial devido as perturbagoes gravita-

cionais, para isso usaremos o formalismo de Chandrasekhar [94]. Vamos partir de uma
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Figura 4: Potencial de Regge-Wheeler do tipo sino devido as perturbagcoes
eletromagnéticas, equagao 1 (3.81), onde [ assume os valores 1, 2, 34

métrica estatica e assimétrica na forma
ds® = e (dt*)* — e?¥ (d(b — qoda? — qsda® — th>2 — e?H2 (dx2)2 — e%Hs (dx3)2 . (3.82)
Os termos da métrica do wormhole nao perturbados sdo;
2= 2t =0, e =l e = f(r)=1— b(:), e’ =r, e¥ = rsind.

Quando os termos perturbativos gs, g3 ¢ sdo nao nulos, o formalismo Chandrasekhar mos-

tra que as equacgoes de Einstein linearizadas relevantes sao

1 90

T30 00 —(g2 —q2.0).0 (3.83)
A 00
i3 or (43— as,0).0- (3.84)

O subindice (, 0) representa a derivada temporal e assumindo que os termos da métrica
possuem uma dependéncia temporal na forma e™!. Com base nas equagoes (3.83) e (3.84)
podemos deduzir uma tnica equacao diferencial
0 [A0Q e2A
2 2 2
r"A—|—-—|+w'@Q—p"—Q =0, 3.8
87“(7"287“) @=n r2Q (3:85)
onde definimos Q = 72sin30\/feQq3. Para em fim encontrarmos a equacdo de onda,
introduzimos a mudanca de funcao Q(r) = rZ(r) e a coordenada tartaruga escrita na

forma % =eM/f d%. Apo6s mais algumas manipulacoes algébricas obteremos

27 e (l(l +1) N b(r)r —5b(r) 1 ( _ bW) A) Z =0, (3.86)

dx? r2 23 r r
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Figura 5: Potencial de Regge-Wheeler do tipo sino devido as perturbacoes
gravitacionais, equagao 1 (3.88), onde [ assume os valores 2, 3, 4, 5

| I, n MQN, MQN, MQN,
1=1,n=0] 0.765231- 0.264486i | 0.59803- 0.212461 i -
1=2,n=0] 1.26659-0.255321 | 1.16994- 0.237176i -
1=2,n=1] 1.15060 -0.792934i | 1.05154- 0.737046i -
1=3,n=0] 1.76441-0.253034i | 1.69464- 0.243541 i | 1.48444- 0.217543 i
1=3,n=1] 1.68482-0.770112 i | 1.61605- 0.741034i | 1.50584- 0.697365 i
1=3,n=2] 0.1.53856-1.31483 i | 1.47071 - 1.265100i | 1.61297- 1.253160 i
1=4,n=0] 226218 -0.251978i | 2.20750 - 0.246113i | 2.03799 - 0.225213 i
1=4,n=1]220232-0.7617910i | 2.14849- 0.743983i | 1.99538- 0.684207 i
1=4,n=2]208794 - 1.287550 1 | 2.03551- 1.257300i | 1.92099- 1.164210 i
l=4,n=3]192774-1.8348701 | 1.87689- 1.79171i | 1.82914- 0.166697 i

o7

Tabela 3: QNMs para perturbagoes escalares, vetoriais e gravitacionais usando método
WKB de terceira ordem

I(1+1)

Vil ==

273 r

N b(r)r —5b(r) 1 (

r

_b““))A.

(3.87)

. s, . b2 .
No simples caso dos termos da métrica serem A = 0 b(r) = -2 podemos escrever o potencial

(3.87) tem termos da coordenada tartaruga x

V(rl) = —

[(1+1) 3

241

(1.2 + 1)2

(3.88)

O grafico reperesentado pela figura 3.88 tem o comportamento de sino como

os demais graficos do potenciais devido as perturbacoes escalares e eletromagneticas no

caso de [ > 1.

Podemos testar o método WKB e verificar o desempenho do método substi-

tuindo diretamente os potenciais representados pelas equagoes (3.72), (3.81) e (3.88) na
equagao (3.3.1). Podemos sumarizar alguns dos MQNs para os trés tipos de potenciais,

tabela 3.
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Figura 6: Desvio de d¢ de raio de luz medido por um observador devido a presenca de
um corpo massivo, com parametro de impacto R

3.4 Desvio de Luz

O desvio das trajetorias dos raios devido a presenca de campo um campo
gravitacional foi o que levou a comprovacao da teoria da gravidade de Albert Einstein
em 1919 [73, 71]. A prova experimental da teoria da relatividade coube principalmente
ao astronomo Arthur Stanley Eddington, ao organizar duas expedigoes para observar o
eclipse em 1919. Uma das expedicdes aconteceu em Sobral no Brasil e a outra na Ilha do
Principe no oeste da Africa, em ambos os lugares o desvio foi mensurado. Os observadores
esperavam ver um desvio de aproximadamente de 1.75 arco de segundo o dobro do que
a teoria Newtoniana previa. Todos os valores medidos foram tabelados e podem serem
encontrados em [71].

Podemos derivar o valor do angulo de desvio dos raios de luz em um espaco-
tempo de Schwarzschild usando o formalismo da teoria geral da relatividade. Partindo da
equagdo geodésica [74]

;#’ + (1 — Qfﬂw) (fj - m> = ;EQ, (3.89)
sendo que os termos L = r? ¢ e ¥ é o momento angular e a energia do sistema. A equagao
(3.89) descreve o movimento radial da particula ou descreve o movimento dos raios de luz
no caso de Kk = 0.

Como queremos uma expressao para o angulo de desvio em um espago-tempo
de Schwarzschild temos que resolver a equacao (3.89) em termos de 7 e dividindo por b
podemos encontrar a seguinte equacao diferencial ,

o _ Ll L2 o] (3.90)

dr 712 73

Considerando que os raios de luz sofram um desvio total de A¢ = ¢ oo — @0
com a coordena angular ¢ definida em uma geometria do tipo Schwarzschild, como ilus-

trada na figura 6. Definimos o ponto de retorno Ry como o ponto de maxima aproximagao
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da trajetéria dos raios de luz com relacdo ao centro do corpo massivo. Podemos definir

uma expressao para Ry em termos da massa M do sistema e do parametro de impacto b

2b 1 3%2M
Ry = ﬁcos [3003_1 (— 2 )] : (3.91)

o parametro de impacto é definido como b = L/E. Agora por questdo de simetria a

contribui¢ao da caminho para o angulo de desvio total da fonte dos raios de luz até
o ponto maximo de aproximacao Ry é a mesma do caminho até o observador. Logo

podemos escrever o angulo total de desvio como

0 dr
A¢ = Q/RO [r4b=2 —r(r — 2M)|V/?

(3.92)

E comum usarmos a seguinte mudanga de varidavel r = 1/u na equagao 3.92 entdo obte-

Te1mos

Aj—o [T dr 3.93
¢ = /0 [b-2 — u? + 2Mud]'/? (3.93)

No caso em que a massa M = 0 os raios de luz da fonte devem caminhar em linha reta
[74]
A@|p—o = 2sin ' (b/Ry) =, (3.94)

como esperando, na auséncia da fonte de campo gravitacional os raios de luz nao sofrem
desvio.

Em muitos cenérios temos que lidar com campos muito fracos, de modo que a
expresao 3.92 pode ser aproximada em termos de um série de Taylor de primeira ordem
de M. Eliminando o pardmetro b na equagdo (3.93) redefinimos a equacao do desvio

angular[74]
dr

A l/Ro
—9 / .
¢ 0o [Ry®—2MRy® — u? + 2Mu3]}/2

Derivando a equagao (3.95) com relacao a massa M em torno do valor de M = 0 e fixando

(3.95)

os demais parametros

0(Ag) 16 =3 — g3 4
— =2 —————du = —. .
oM /0 o2 == (3-96)
Entao o angulo de deflexao em primeira ordem é escrito como
3(A9) 4M

§p=Ap—1~ M (3.97)

oM M
Um raio de luz que passe proximo da superficie do sol deve sofrer um desvio de 1.75”

como foi medido em muitas situagoes, mostrando a validade da equagao (3.97)
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3.4.1 Desvio em campo fraco: Método de Gauss-Bonett

Apesar do valor do angulo de desvio calculado diretamente pelas equacoes
da gravitacao de Einstein possa ser determinado com uma boa precisao, ainda sim essa
tecnica nao pode ser bem aplicado em todos os contextos. Em escalas galaticas, em que
temos que considerar a presenca de uma constante cosmoldgica A. Isso resulta uma solucao
do tipo Schwarzschild—de Sitter, onde o espago-tempo nao ¢é assintoticamnete plano em
contraste com um espaco-tempo puramente de Schwarzschild. Usando o formalismo do
teorema de Gauss—Bonnet é possivel resolver esse tipo de problema e além de ser aplicavel
uma grande quantidade de outras situagoes no limite do campo gravitacional fraco [78].

Antes de definirmos o teorema de Gauss-Bonnet precisamos definir a métrica
Otica, partindo da equacao da métrica geral na forma

1

ds? = g, datde” = —f(r)dt® +
H ( ) g(?")

dr® 4 r*(d6? + sin’ 0d¢?), (3.98)

vamos considerar uma curva geodésica nula ds? = 0 defletida por uma lente gravitacional
representada por um corpo massivo esfericamente simétrico constituido de fluido perfeito.
Ainda devemos considerar que estejamos localizados no plano equatorial § = /2, entéo
podemos escrever a métrica 6tica que os raios de luz experimentam

o 1 r2
dt? = gi:da'da’ = Grdr? + Guedd? = ———dr® + —
! " f(r)g(r) f(r)

O teorema de Gauss-Bonnet basicamente conecta a geometria diferencial de

d¢?*. (3.99)

uma superficie com sua topologia. Primeiramente vamos considerar que o dominio (D, x, g)
seja um subconjunto de um compacto de superficie orientada com caracteristica de Euler x
e uma métrica g. Com essas defini¢des implicam na curvatura Gaussiana K da superficie.
Vamos considerar também que o contorno 0D : t — D define um caminho por partes
suave com uma curvatura geodésica x associada. Ainda seguindo esse caminho definimos
um angulo «; de i-esimo vértice. Levando em consideracao todas essas informagoes nos

permite definir o teorema de Gauss-Bonnet[72, 75]

JIL Ko+ 3" [ it > a;=2r (3.100)
" p=1 Chp p=1

onde primeiro termo representa a contribucao da integral de superficie da cur-
vatura de Gauss K. O segundo termo representa a contribui¢ao integral da curvatura
geodésica ky. o termo superficie infinitesimal é escrito como do = \/det |g|drd¢ e |g| é o

determinante da métrica dtica, equacao (3.99).
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Figura 7: Geometria da lente para deflexao fraca. Duas geodésicas 7, e 75 saindo da
fonte S e indo em direcao ao observador O sao desviados por uma lente com centro em
L. Dy e D, sdo dois dominios com curvas de limite v, e vp.

A curvatura Gaussiana pode ser escrita em termos da métrica 6tica como
1 0 1 0/g 0 1 OvVgr
K= [( _ g¢¢>+<_ J )] (3.101)
vV Grrdee or V 9rr or 6¢ vV 9oo a(b
Enquanto que a curvatura geodésica pode também ser escrita em termos da métrica 6tica
. 1 8§¢¢ d¢ 8£_]T7« dr
I 2\ /GrrGes \ Or dt  O¢ dt )’

Dividimos o dominio D em dois subdominios D; e Dy que englobam a geometria da lente

K (3.102)

gravitacional no limite de campo fraco, figura 7. A regiao D; é delimitada por duas
geodésicas v, e 72 do modo que as duas curvas se interceptam em dois pontos, onde estao
localizados a fonte e o observador, formando os angulos 6 e 5. O dominio D; além de
conter o centro da lente gravitacional L tAmbem devemos assumir que a distancia entre
a fonte de luz e o observador em relacao a centro deve ser muito grande. Essa tultima
defini¢ao implica que os 0y e g devem ser pequenos e positivos [79]. Se o centro da lente L
for singular, como acontece com a maioria dos modelos de buracos negros, a caracteristica
de Euler serd x(D;) = 0. Logo o teorema de Gauss-Bonnet nos fornece

0o + 05 = / Kdo. (3.103)

Dy

No caso do centro da lente for nao-singular, como no caso de métricas de wormholes
transponiveis, a caracteristica de Euler sera y(D;) = 1 e o teorema de Gauss-Bonnet nos

diz que

B + O = 21 + / Kdo + Z/ kydt, (3.104)
D1 p=1"7

L

onde o contorno D recebe contribui¢do da curva vz que encerra o centro da lente gravi-
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tacional L.

Vamos calcular o dngulo de deflexdo usando o teorema Gauss-Bonnet para o
caso bem conhecido do wormole de Ellis como exemplo. Como foi definido na secao 3.1
a equagao (3.1.1) representa o elemento de linha da métrica da métrica do wormhole de

Ellis e entao a geodésica nula determinard a métrica 6tica do wormole de Ellis como
dt* = dr® + (a* + r?)d¢?, (3.105)

sendo mais especificos podemos escrever os termos da métrica ética g, = 1 € gyp =
(a* + r?). Substituindo os termos da métrica (3.105) na equacao (3.101) obteremos a

curvatura Gaussiana apés alguns calculos

CL2

K=——. 3.106
7’2 + (12 ( )
A curvatura geodésica k, também pode ser determinada com facilidade a partir da equacao

(3.102)
r do

V2 + a2 dt’

Quando a regiao do dominio da lente gravitacional pode ser considerada tao grande que

(3.107)

/ﬁ?g:

a coordenada radial pode ser feita R — co e a soma dos angulos internos devem assumir
o valor fg+ 0o — 7. Como ja discutido o valor da caracteristica de Euler sera y(D;) =1
para uma solugao nao-singular como é caso da solucao de Ellis. Considerando esses tltimos

argumentos podemos reescrever o teorema de Gauss-Bonnet no limite R — oo

T+&
/ Kdo+ | kydt = // Kdo +/ dé =, (3.108)
Dpg Cr o0 0

a quantidade m + & é o intervalo angular da curva geodésica v, em que & é um angulo

bem pequeno. A equagao (3.107) no limite de campo fraco sera

Ky dt = do — d ¢, (3.109)

R
VL@

o que resulta da equagao (3.108)

:—// Kdo (3.110)

sin6

e finalmente obteremos a expessao final para o angulo de desvio

— —/ / ( ) Jdet gdr dé = 7w — 2Ellipticak ( Zj) (3.111)

sinf
aqui o determinante da métrica Gtica vale /det g = v/r2 + a2. A equagao (3.111) apresenta

como solucao uma funcao eliptica do tipo K, mas como estamos no limite de campo fraco
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podemos expandir essa fungao em uma série de Taylor [76]

6

Ta 9rat a
A~ _ 3.112
= e O <b°’> (3:112)

A equagao (3.111) representa a correcao de segunda ordem para deflexdo do angulo do
wormole de Ellis [77, 80], vemos claramente que quando o espaco é flat a = 0 a deflexao

¢é nula.

3.4.2 Desvio em campo forte: Método de Bozza

Na secao 3.4 estudamos a deflexdao de luz devido a uma lente gravitacional do
wormole de Ellis no limite de campo fraco, onde também consideramos a funcao redshift
como uma constante. Contudo, podemos estudar o desvio de luz no contexto de campo
forte para um wormole usando o formalismo de Bozza para métricas de buracos negros
[82]. Entao nessa secdo mostraremos como aplicar o calculo do desvio de luz no regime
de campo forte usando a métrica do wormhole de Damour-Solodukhin [81]. O wormole
de Damour-Solodukhin é caracterizado por uma funcao redshift nao-nula.

Definindo uma métrica genérica esfericamente simétrica e estatica na forma
ds* = A(z)dt* — B(x)dx* — C(x) (d92 + sin? 9¢2) : (3.113)

No limite de campo forte é possivel definirmos uma regiao critica, onde os raios de sao
tao defletidos que acabam sendo capturados no limite dessa regiao chamada de fotosfera.
Para que haja uma regiao de fotoesfera devemos esperar que a equagao
C'(x)  Allz)
Clz)  Alz)’

(3.114)

tenha pelo menos uma raiz positiva e a maior delas chamamos de raio da fotosfera x,,.
Os raios de luz que vem do infinito ao serem defletidos pelo campo gravitacional atingem
a sua maxima aproximagao xg. Escrevemos o parametro de impacto como funcao de xg

devido a conservagao do momento angular.
Co
A’

onde o indice 0 das fungdes Cy e Ay expressa a dependencia em relagdo ao termo g

(3.115)

e u é usado para denotar o pardmetro de impacto [82]. Devemos esperar que quando
diminuimos o pardmetro de impacto u o angulo de deflexao deve crescer. Entao, existe um
ponto de minima aproximacao x,, onde o angulo de deflexdo excede 27 fazendo com que

os raios de luz executem voltas indefinidamente ao redor do centro da lente gravitacional
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Figura 8: Comportamento geral do angulo de deflexao como uma funcdo da abordagem
mais proxima xy. O dngulo de deflexdo aumenta como xy decresce e diverge em xg = x,,.
Cada vez a(xg) atinge um multiplo de 27, o féton completa uma volta antes emergir [82].

(3.116). A figura 8 mostra o ponto de minima aproximagao ,.

Chm,
=4/—. A1
U, 1 (3.116)

O angulo de deflexdo a(xg) pode ser escrito como fun¢ao do valor de apro-

ximagao dos raios de luz zq [84, 83]

a(xg) = I(xg) — m, (3.117)

() = 7 2vBdx (3.118)

No limite em que a distancia de aproximacao zy assume o valor critico x,, a integral da
expressao (3.118) diverge e os raios de luz sao capturados pela fotosfera indefinidamente.
Pode se mostrar que a divergéncia no limite de aproximac¢ao minima é de natureza lo-
garitmica. Bozza [82] mostrou que a divergéncia do angulo de deflexdo para qualquer

métrica esfericamente simétrica é escrita na forma
a(zo) = —alog <“’0 _ 1> b+ O (20— ). (3.119)
Tm

Os coeficientes a e b depende dos termos da métrica no ponto x,, e é evidente que a
divergéncia do angulo de deflexdo acontece quando ¢y — x,,. Agora temos que determinar

os coeficientes com base na equacao (3.118) para isso introduzir duas novas varidveis

y = A(x), (3.120)
Y—Yo

2= , 3.121
- (3.121)

onde yo = Ag. Entao a integral da equacao (3.118) se torna
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J(xo)::‘/fﬁxz,xo)f(z,xo)dz, (3.122)
Riz.an) = 250 (1) 5, (3,123
f(z,z0) = ! . (3.124)

\/yo —[(1=y0) 2 + o] &
A varidvel r esta relacionada a ravidvel z pela seguinte expressao z = A~ [(1 — yo) 2 + yol,
enquanto que a f(z,xy) diverge para z — 0. Logo, considerando que a func¢do R(z,xo)

seja regular para todos os valores de z e xy podemos escrever as seguintes relagoes

1

f(z,20) ~ fo(z,70) = W (3.125)
o= 1= (Chyo — CoAb) (3.126)
CoAly 0 0/
_ (1 B y0)2 1At 2
&—%%ﬁp%q%+
+(CoCyf — 2C4%) yo Ay — CoCiyoAg) (3.127)

os tragos representam as derivadas com respeito a x. Agora se considerarmos o ponto
critico xg = x,, onde fotons sao capturados o angulo de desvio nesse ponto é reescrito

como

onde os termos agora sao ( )
a R0, x
g & _ U Tm) 192
‘T2 2B, (3.129)

b = —7T+bR+Elog%, (3.130)
Ym = ATn), " (3.131)
ﬁm = B’:pozazma (3132)

1
br = /0 9(z,x)dz, (3.133)
9(z,xy) = R(z,zpn)f(z,20) — R(0,2,) fo(2, Tm)- (3.134)
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Como exemplo, utilizaremos a métrica de wormole Damour-Solodukhin [81]
para calcular o valor do angulo de deflexdo da equagao (3.128). Logo, escrevendo explici-
tamente a métrica Damour-Solodukhin

2 oy 2 A1 2( 102 20 12
ds® = —(g(r) + \*)dt” + o) + r°(dO” + sin“0de?), (3.135)
g(r

onde g(r) = 1 — % é o termo padrao da métrica de Schwarzschild e A é um parametro

adimensional. Se substituirmos os termos da métrica do wormole Damour-Solodukhin,

equacao (3.135), nas equagoes (3.123), (3.125) e (3.127) obteremos as seguintes expressoes

2M — Nz \/1+22—z)\2+)\2
_ 1
Bz o) < M ) ( 1+22—2a2—2x2 )" (3.136)
1
~ = 3.137
f(z,20) ~ folz,x0) Jaz + B2 ( )
(A2 — 2M) (3M — xo(1 + A?))
= 1
! Mg (3.138)
(A2zg — 2M)? (6M — 20(1 + A2))
= . 1
B e (3.139)
O proximo passo serd determinar o raio da fotosfera, com base na equagao (3.116) encon-
traremos
3M
m - ) .14
‘ 1+ A2 (3.140)

e o pardmetro de impacto critico é imediatamente determinado pela equagao (3.116)
Up = 3V3M (1 + N\?)*/2, (3.141)

Logo as demais equagoes no ponto minimo serao

2 -\ 1422 — 2X2 4+ N2
Rlzom) = <1+/\2> (\/1 + 22— 2N — 2)\2) (3.142)
U = Alag—zy, = 0, B = Blug=am = m, Ym = A(Tp) = ! J;A : (3.143)
2 3{(1+22) — (A2 —2)} !
9 = =20 — 20— 9} G —2) 1301+ )} VI 2n
(3.144)

k. Nandi e seus colaboradores calcularam numericamente alguns valores dos coeficientes
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das equagoes (3.140), (3.141), (3.142) e (3.143) e com isso podemos determinar como o
dngulo de deflexdo varia em termos do pardmetro A. Os valores foram tabelados em [84]
onde eles usam como campo de teste o buraco negro do centro da Via-Lactea, Sagitario

A* como podemos ver na tabela 4

Lens A a b U X 102 cm | O (pas) | s(pas) | r(mag)
0.05 | 1.0025 | —0.4163 3.0876 25.8054 | 0.0323 | 6.8048
0.04 | 1.0016 | —0.4105 3.0835 25.7707 | 0.0322 | 6.8109
DS wh | 0.03 | 1.0009 | —0.4046 3.0802 25.7436 | 0.0322 | 6.8157

0.02 | 1.0004 | —0.4028 3.0779 25.7244 | 0.0321 | 6.8191
0.01 | 1.0001 | —0.4008 3.0765 25.7128 | 0.0321 | 6.8212
0.001 | 1.0000 | —0.4002 3.0761 25.7089 | 0.0321 | 6.8218
Sch bh 0 1.0000 | —0.4002 3.0761 25.7089 | 0.0321 | 6.8218

Tabela 4: Coeficientes da lente gravitacional em campo forte e observaveis para
wormhole DS
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4 RESULTADOS TEORICOS OBTIDOS PARA WORMHOLES

Neste capitulo, nés calcularemos as frequéncias dos modos quasinormais de
um wormole transponivel em gravidade bumblebee. O modelo de wormhole bumblebee é
baseado na gravidade bumblebee, que exibe uma quebra espontanea da simetria de Lorentz.
Apoiado no parametro de violacao de Lorentz A, este modelo permite o cumprimento das
condigoes de flare-out e energia, garantindo que matéria nao exotica sustente o wormhole.
Analisaremos os pardmetros do bumblebee wormhole para obter uma equagao de Reege-
Wheeler com potencial em forma de sino. Uma vez possamos mostrar que as barreiras de
potenciais tenham um formato de sino, um comportamento muito semelhante ao caso de
Schwarzschild, podemos calcular os QNMs por meio do método aproximado WKB tanto

para as perturbacoes escalares quanto para as gravitacionais.
4.1 'Wormbholes em gravidade com violagao espontianea da simetria de Lorentz

A teoria de supercordas exige 10 dimensoes para ser consistente, sendo quatro
delas as dimensoes usuais e as seis demais dimensoes compactas. Nesse cenario a simetria
de Poincaré é naturalmente violada [133]. Isso implica que vacuo na teoria de supercordas
naturalmente viola a simetria de Lorentz. Algum ponto do vacuo acaba por adquirir um
valor esperado nao nulo e por isso qualquer invaridncia no Lagrangiano nao é satisfeita
e isso leva a quebra espontanea de simetria de Lorentz [134, 135]. Tais violagoes sdo
incorporadas ao chamado de modelo padrao de particulas extendidos (SME) . Modelos de
violagao de Lorentz podem ser definidos a partir da dinamica de um campo vetorial B,
chamado de campo bumblebee. Vamos considerar um espaco-tempo de Riemann-Cartan

de modo que podemos definir um campo de for¢a que pode ser escrito na forma [135]
B, = D,B, — D,B, +T),B\=0,B, — 9,B,. (4.1)

Considerando por exemplo que um modelo simples que estejamos analisando seja descrito

pela a seguinte acao

1 1
Sp = / A2y (eR +EeB" B Ru) = 1B By — eV (B*B, £ 1)), (42)
o termo £ é uma constante de acoplamento nao-minimo e b? é uma constante. O termo V é
um potencial em que podemos escolher que tenha um valor de minimo em B*B,, +b* = 0.
Em certas regides onde a tor¢ao e a curvatura sao nulas, o potencial assume um valor nao

nulo B* = b* tal que b"b, = Fb*. Esse resultado ainda é verdadeiro mesmo no caso limite
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de um espsco-tempo assintoticamente plano de Minkowski.
Da equagao (4.2) podemos derivar o tensor monento-energia em termos do
campo de bumblebee

1
T, = —Bu.B; — ZBaﬁBaﬂgW ~ Vg +2V'B,B,, (4.3)

onde a derivada é tomada em relacdo ao argumento. As equacoes de movimento com

relacao as equagoes de Einstein estendida podem ser explicitamente escritas como

i

1 1
G = KTE +¢ 53035305% — B,B*R,, — B,B*R,,, + iDaD#(BaB,,)
1 1 1
+ EDQDZ,(BO‘B#) — §D2(B#B,,) - 5gWDaDﬂ(BOfBB) (4.4)

A derivada covariante do campo bumblebe nessa gravidade é definida como

§

D,B" =2V'B" ~ > B,R". (4.5)

4.1.1 Wormholes em gravidade bumblebee

Vamos agora apresentar a solugao de um wormhole em gravidade bumblebee
sem a necessidade de matéria exética. Solugdes em gravidade bumblebee como a solucao
exata de um wormhole foi primeiramente resolvida no contexto de um buraco negro de
Schwarzschild com o trabalho do Casana [136]. Posteriormente Ovgun e seus colaborado-
res apresentam uma solucao exata de um wormhole transponivel em gravidade bumblebee
[24]. Agora reescrevemos a equagao (4.2) considerando a contribuicdo da matéria para a

acao

1
BB — V(BB % 52)} + / 'Ly, (4.6)

R 1
Sy = / dr'y/=g [% o EB B Ry —

Podemos, a partir da agao, escrever as equagoes de Einstein modificadas, (4.4), em termos

do escalar de curvatura R e do trago do tensor energia-momento 7' [24, 136]

1
Ry — [Tﬁ +TE — g (T +77)| =0, (4.7)

onde T™ = g™T /% e k = 81G. O tensor de energia-momento em gravidade bumblebee

Tf; agora ¢ diretamente escrito como
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1 1
Tﬁ, = _BuaBg - ZBaﬁBaﬁgw/ - Vg,uu + 2V/B“By + i §BQBﬁRa5,gHV
1 1 1
—ByuB® Ray = BB Royy + 5VaVu(BBy) — §V2(B#B,,) — 5gu,,vavﬁ(z%m}zﬁ) . (4.8)
Escrevemos explicitamente as equacoes de Einstein modificadas com base na equacao do

tensor energia-momento (4.8) e da equacao (4.7) obteremos a seguinte expressao

N 1
Finstein — R, — (Tjg _ 2gWTM) — KT8 — %G,V + KBoB% g V'
§ oy § o
—59mV*(BaB%) = 59V aVs(B Bf) =o0. (4.9)
Neste ponto, os autores da Ref. [24] escolhem uma solucdo de wormhole atravessavel,
estatico e esfericamente simétrica na seguinte forma [24, 3]

2
_ )

T

ds? = e*at* — — 1r2df? — r* sin® 0dp?, (4.10)
aqui a funcao redshift é feita nula (A = 0) e o vetor bumblebee b, é definido para ser

correlacionado & fungao de forma do wormhole b(r) como a seguir [24]

b, = (0, /Ifw,o,o) , (4.11)

o termo a é uma constante positiva associada ao termo de violagdo de Lorentz. As com-
ponentes da equagao (4.11) s@o escolhidas de modo a satisfazer a condicao bb, = a.
Escolhemos nosso vetor de campo bumblebee de modo que apenas componente radial ser
nao nula. Além disso, seguindo a referéncia [24], o tensor de energia-momento é conside-
rado isotrépico e pode ser decomposto como um fluido perfeito (T#)M = (p, —P, — P, —P)

onde
P = wp, (4.12)

assumindo p > 0. O —% < w < 1 é uma constante adimensional responsavel por manter
as condigoes de energia. Substituindo a métrica do wormhole, equagao (4.10), na equagao
de Einstein (4.9) obteremos as seguintes novas equagoes de Einstein com a dependéncia
b(r) e w



71

Ez'zmstein — _Hpr?) (1 4+ 3'11}) + )\Tb(T) — )\b(?“) =0, (413)
Eimsten — gor (w — 1) 4 (2 + 3\) b — (2 + 3X\) b(r) = 0, (4.14)
E;zstein _ IipT'?’ (U} _ ]_) + ’I“l.)(’l“) + (2/\ + ]_) b(r) —2\r = 0, (415)

onde A = a¢ é definido como o parametro de quebra de simetria de Lorentz (LSB) e o
ponto denota a derivada relativa a coordenada r. A densidade de energia p pode ser obtida
a partir do sistema de equagoes (4.13 — 4.15). Resolvendo diretamente p da equagao (4.13)

obteremos:

A (rb(r) = b(r))
kr3(143w)

p= (4.16)

A funcao b(r) pode ser encontrado multiplicanda (w — 1) pela Eq. (4.13) e
somando com (1 4+ 3w) multiplicado pela equagdo (4.15). Além disso, a condi¢do na
garganta do wormhole b(rg) = rq leva as solugoes

O Ar 70 ro\ "7
b(r>_)\+1+)\+1<r> ’ (4.17)

_ A(w+3)+3w+1

o1 iswii- A derivada b(r) pode ser obtida diretamente como

b(r) = /\il [1 - % (T)WH] . (4.18)

Finalmente, da equacao (4.17) e da equacao (4.18), a densidade de energia da equagio

onde y(w, \)

(4.16) pode ser escrita na forma

2
K(AMw—1)+3w+1)

p(r) = — r=(F3), (4.19)

Na proxima subsecao, analisamos os parametros A e w para obter um caso
especial de um wormhole Ovgiin, onde todas as condicoes de energia e flare-out sdao
validas. Definiremos também a configuracao dos parametros para obter um potencial

Regge-Wheeler com uma curva em forma de sino.

4.1.2 Condicoes de energia e flare-out do wormhole em gravidade bumble-
bee

Nesta subsecao, analisamos as condi¢des de energia impostas no wormhole.
Resumimos as condigoes na Tabela 5. O NEC é a condi¢ao de energia Nula (na sigla
inglesa), WEC é a condigao de energia Fraca, SEC é a condigao de energia Forte, DEC é

as condicoes de energia dominante e FOC ¢é a condigao de flare-out.



72

NEC WEC SEC DEC FOC
P+p>0|p>0and NEC | p+3P >0and NEC | p > |P| | b(r) <1

Tabela 5: Condicgoes de energia e flare-out.

Para limitar o pardmetro w, vamos supor que p > 0. Uma vez que P = wp
o DEC vale para p > |wp| entdo —1 < w < 1. Por outro lado, o SEC ¢é verificado para
(14 3w)p > 0 entdao w > —% . O NEC é expresso como (1 +w)p > 0, entdo w > —1.
Portanto, para obedecer a NEC, SEC e DEC, o parametro w deve ser tal que

1

A partir de agora, definimos k = ry = 1. A energia (4.19) é positiva quando —m >

0 e se anula quando r — oo para 7 > —3. A regiao onde as condigoes sao validas é mos-

trada na Fig. 9.

-2+

-4

-1.0 —0‘5 l 0.0 0:5 1f0
w

Figura 9: Representacao da regiao onde as condi¢oes de energia sao satisfeitas. Todas as

condicoes sao validas para a regiao escura no intervalo —% < w < 1. (a linha tracejada

vertical denota w = —%) Na regiao cinza, apenas o WEC esta garantido.

Por outro lado, a condigao flare-out (FOC) é necessaria para manter a estrutura

do wormhole atravessavel [24, 138, 3, 137]. O FOC é escrito como

b(r)—r <0 e rb(r)—b(r)<0 = b(r) <l (4.21)

Considerando a equagao (4.18), o FOC e a anulagdo da energia (4.19) quando r — oo,

plotamos na figura 10 as regioes onde o FOC e as condicoes de energia sao validos.
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Figura 10: Representagio da regiao onde os FOC sdo atendidos (esquerda). A intersegiao
da energia e da condicao de flare-out sao indicadas a direita. Todas as condic¢oes de
energia e flare-out sao mantidas na regiao escura.

4.1.3 Coordenadas tartaruga e as condigcoes de energia e de flare-out

Nessa subsecao 4.1.4 obteremos a equagao de Regge-Wheeler para o wormhole
em gravidade bumblebee do mesmo tipo obtido por Ovgin. Para este objetivo, uma
transformagdo da varidvel radial r em uma nova varidvel x (coordenada tartaruga) é

necessaria. Esta transformagdo, para A = 0, é dada pela seguinte integral: [69, 70]

1
r = /dr—. (4.22)
/1 — k)

Para obter uma funcao analitica na coordenada x, escolhemos w = —1 e ry = 1, que

transformam a fungao forma da equagao (4.17) em

_ s
b(r) = ar+ —, (4.23)

T

ondeazl\%leﬁz)\%l:(l—a).

Portanto, resolvendo a equagao (4.22) inserindo a equagao (4.23), a coordenada

tartaruga pode ser expressa como

=813 -1) = r=/Br2+1. (4.24)

Para esta escolha particular de w = —1, a SEC é violada. No entanto, a energia da equacao

(4.19) torna-se p(r,\) = )\%lr“‘ que é positivo quando A > 0 ou A < —1. Portanto, o

DEC, NEC e WEC ainda se mantém. O FOC obtido por b(r) da equacdo. (4.23) 1&

A r—2

oD T oo < 1, que é valido para A > —1. A figura. 11 mostra o comparecimento de
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DEC, NEC, WEC e FOC para w =—1¢e A > 0.

Figura 11: A densidade de energia p(r) é sempre positiva para w = —1 quando A > 0 ou
A < —1 (painel esquerdo). As condigoes de flare-out sdo sempre verificadas para w = —1
e A > —1 (painel direito).

Além disso, na subsecao 4.1.4, precisamos definir um valor para A para calcular
os modos quasinormais. Para uma andlise qualitativa, vamos escolher A = 1. A Figura
12 mostra a densidade de energia p(r), a funcao de forma b(r) e sua derivada b(r) com
w = —1e X\ =1 fixo. Portanto, observamos que, exceto a SEC, todas as outras condi¢oes

acima mencionadas sao satisfeitas.

Figura 12: Gréafico da funcdo de forma b(r), sua derivada b(r) e a densidade de energia
p(r), com w = —1e A =1. As linhas retas cinza y = 0 e y = 1 nos ajudam a verificar o
WEC e o FOC, respectivamente.

4.1.4 Equacdao de Regge- Wheeler e MQNs

Nesta secao, obteremos a equagao de onda para o wormhole bumblebee. Va-
mos considerar uma perturbagao externa, ignorando a back-reaction, e seguindo todo
procedimento detalhado de linearizacao para as perturbagoes escalar e axial gravitacional
das referéncias [69, 70, 139, 140, 141]. Considerando uma solugao estacionaria na forma
U(xz,t) = p(x)e” ™! uma versio simplificada da chamada equacio de Regge-Wheeler pode

ser representada por
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(j; +w? =V (r, 1)) o(r) =0, (4.25)
sendo ¢(z) é a funcdo de onda (para as perturbagoes escalares ou gravitacionais) com x
sendo a coordenada tartaruga (4.24), w é a frequéncia e V(r,l) é o potencial de Regge-
Wheeler onde [ ¢ o nimero quantico azimutal, relacionado ao momento angular.

Para as perturbagoes escalares, o potencial V(r, 1) é escrito na forma [70, 140]

11+1) br—>b 1 b\ .
‘/5(7",[)262/\[ ma ) +r<1—T>A]. (4.26)

Uma vez que A = 0 e pela substituicao de b(r), equagao(4.23), no potencial (4.26), o

potencial fica

Vi(r,l) = 1(1%1) + 7% em coordenadas x, segunda a equagao (4.24) se torna
I(1+1 1 2 -
V(1) = £2+ ) +(A 1) (Ax 1+1> . (4.27)
(m + 1) + +
Para as perturbagoes gravitacionais, o potencial V' (r,1) tem aforma a baixo
I(l+1) br—50 1 b\ .
_ 2A
‘/jg('r’, l) =€ [ 7"2 + 27.3 + ; (1 — 7") A‘| . (428)

_ l+D)—2a _ 38

= °7 na coordenada

Com b(r) dado pela equacao (4.23), o potencial V,(r, )
(4.22) se torna

A x? ! 3 x? -2
Vg(x,l):<l(l+1)—2/\+1> (/\+1+1> _>\+1<>\+1+1> L (4.29)

A figura 13 mostra os graficos do potencial escalar da equagdo (4.27) e o potencial gra-

vitacional da equacao (4.29). Observe que ambos os potenciais sdo potenciais simétricos
em forma de sino centrados na origem. O aumento do momento angular aumenta os picos
de potenciais. Para a perturbacao escalar, todos os potenciais sao repulsivos. No en-
tanto, para a perturbacgao tensorial, os primeiros dois valores de [ conduzem a potenciais
atrativos. A altura dos picos muda o comportamento dos MQNs, conforme discutido na

proxima subsecao.

4.1.5 MQ@QNs e o dominio temporal

Para calcular os MQNs da equacdo de Regge-Wheeler (4.25), aplicamos o
método semianalitico da aproximagao WKB de terceira ordem apresentada na referéncia[61].
Esse método requer um potencial positivo em forma de sino, mas as frequéncias confiaveis

sdo obtidos apenas para n < [ [18]. Portanto, impomos | > 4 para o cdlculo dos primeiros
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Figura 13: Os potenciais escalar (a esquerda) e gravitacional (a direita) da equagao de
Regge-Wheeler para alguns parametros [ e A = 1. No caso dos potenciais gravitacionais
apenas a partir de [ > 2 estes potenciais sao relevantes

quatro modos (n = 0, 1,2,3) para as perturbagdes escalar e tensorial.

Resumidamente, os MQNs podem ser encontrados na férmula [61, 18, 141]

(4.30)

onde V} é a segunda derivada do potencial no maximo zo e A; sdo coeficientes que depende
de combinagoes das revidas do potencial. O termo n denota os valores dos modos mais
altos. Como resultado, os modos quasinormais para as perturbagoes escalares sao escritos
na Tabela 6. Todas as frequéncias encontradas tém parte imaginaria negativa, denotando

oscilagoes de amortecimento [142, 143, 141].

W, =4 [=5 [=6
n =0 | £4.499130 — 0.355065¢ | £5.499520 — 0.354591¢ | £6.499710 — 0.354307 ¢
n =11 +4.441050 — 1.068920% | +5.452660 — 1.066160% | +6.460380 — 1.0645901
n =2 | £4.327290 — 1.793450% | £5.360180 — 1.784700% | £6.382470 — 1.779780+
n =3 | £4.162200 — 2.534190% | £5.224440 — 2.514160% | £6.267380 — 2.5028201

Tabela 6: MQNs para as perturbagoes escalares (4.27) comw = -1, k =g =A=1e
alguns [.

Da mesma forma, os modos quasinormais para as perturbagoes gravitacionais
estao escritos na Tabela 7. Comecamos com [ = 4, para garantir potenciais positivos e
n < [. Novamente, todas as frequéncias tém parte imaginaria negativa. Além disso, a
figura 14 mostra os pontos das Tabelas MQNs 6 e 7. Observe que todos os modos tém
curvas suaves onde o aumento de [ aumenta o mdédulo da parte real de cada modo. A
parte imaginaria muda ligeiramente com [/, mas aumenta com n. Contudo, o aumento do
niumero de modos para n > [ pode levar a resultados nao confidveis por meio do método
WKB, exigindo uma abordagem nimerica.

Observando a figura 15, o dominio temporal do wormhole de bumblebee é ava-
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W, [=4 [=5 [=6
n =0 | £4.156050 — 0.335541¢ | £5.221450 — 0.341988+%¢ | £6.26571 — 0.345476¢
n=11| £4.101510 — 1.010760% | £5.175990 — 1.028450% | £6.227100 — 1.038130%
n =2 | £3.995510 — 1.697660¢ | +=5.086450 — 1.722130¢ | £6.15064 — 1.735770¢
n =3 | £3.843440 — 2.401700% | £4.955440 — 2.427030% | £6.037830 — 2.441370+

Tabela 7: MQNs para as perturbagoes gravitacionais (4.29) com w = —1,
k=1r9g=A=1¢ealguns .
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Figura 14: Grafico de MQNs para perturbagoes escalares (esquerda) e gravitacionais
(direita) com A = 1.

liado pelo método de Gundlach [144]. Observe que ambas as perturbagoes exibem perfis
de amortecimento, sendo a diminuicao dos modos escalares mais lenta do que os modos

gravitacionais. Além disso, o parametro [ acelera o decaimento dessas solugoes.

log(e(t))

2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 2‘5 3‘0 :;5 4‘0 4‘5 5‘0 5‘5 éO
t t

Figura 15: Dominio temporal log;,(¢(t)) para as perturbagoes escalares (esquerda) e

gravitacionais (direita) com A = 1.

Nessa secao, estudamos o wormhole de bumblebee. Este cenario possui um
parametro de violagdo de Lorentz A\, que permite a preservacao das condi¢oes de energia,
levando a um wormhole gerado por matéria ndo exética [24]. Estudamos as possiveis
escolhas dos pardmetros A e w (associados a relagdo P = wp) que satisfazem a condigdo
de flare-out e as condicoes de energia, conforme mostrado na figura 9. Para obter uma

transformacao analitica e simplificada das coordenadas da tartaruga da equacdo 4.24,
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renunciamos a condi¢do SEC. No entanto, todos os outros, nomeadamente, NEC, WEC,
DEC e FOC permanecem validos. Além disso, as perturbagoes escalar e tensorial do
wormhole de bumblebee foram obtidas. Usamos as expressoes gerais para o potencial
escalar e gravitacional. Ambos os potenciais admitem formato de sino positivo (ver figura
13). Portanto, avaliamos as frequéncias MQNs para ambas as perturbagoes usando o
método WKB. Os MQNs s@o confidveis para n < [ (conforme denotado nas tabelas 6 e 7)
e exibem curvas suaves (ver figura 14). Também, calculamos o perfil no dominio temporal
para ambas as perturbacoes na figura 15, de onde notamos que todos os MQNs estudados

realizam perfis de oscilagdo de amortecimento.

4.1.6 Deflexdao de luz pelo teorema de Gauss-Bonnet em gravidade Kalb-
Ramond

Nesta subsecao, analisamos a deflexao da luz por um wormhole estatico es-
fericamente simétrico de gravidade nao minimamente acoplado a um VEV do campo
Kalb-Ramond. Trataremos de calcular o angulo de deflexdao da luz no caso da intensi-
dade do campo gravitacional ser fraco, ou seja, estamos distantes do centro espalhador da
lente. Entao, é conveniente usar o teorema de Gauss-Bonnet porque leva em consideragao
a natureza topoldgica do espago-tempo do wormhole e simplifica o calculo [24, 76, 79)].

Vale descrever a dindmica do campo de Kalb-Ramond (KB) acoplado aos ter-
mos usuais da ac¢do de Einstein-Hilbert. O campo de Kalb-Ramond (KR) é um campo
tensor antissimétrico By, que surge no espectro da teoria das cordas bosonicas, que as-
sume um valor esperado de vacuo [183, 184]. A interac¢do dos termos de Kalb-Ramand
com algums termos de outros campos leva quebra espontanea da simetria de Lorentz.

Logo, podemos escrever a agao do campo de KB nao minimamente acoplado a gravidade

Ccomo
4 R 1 Apv 1% uv
Skr = /6 dz % 12 s HM — V(B B" £ b,,b")
1
t o (&B*VB“ vBRau+ §3BWBWR> + EM] , (4.31)

onde & e &3 sao constantes de acoplamento nao minimas e é o determinante da métrica e
k = 8w é a constante de acoplamento gravitacional. O potencial de auto-interacaol/ =
V (B, B" £b,,b") assume um valor esperado nao nulo no vacuo (VEV) < B,,, >= b,
De modo semelhante ao que fizemos com a violacao de Lorentz na dindmica de bumblebee,
vamos considerar o campo KB na sua configuragao de vacuo By, B* = b, b"".

As equagdes de movimento modificadas no contexto do campo KR podem ser
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escritas como [186, 185, 184]
G = KT + KT, (4.32)

pv

M 2 - , .
onde T}, é campo de matéria e TEI% é definido por

5 52 1 Ie% «a
/fu :E iguuB "B’ vRa/D’ - B #B/B ”Raﬁ

~ B**B,sRy0 — B*’B,s R,
1 1
+ 5DQDM(ByﬁBC“ﬂ) + iDaDy(BﬂﬁBaﬁ)

1 1
- §D2(BO‘ wBay) — igWDaDB(B‘”Bﬁ Il (4.33)

Com base na métrica do wormhole, equagao (3.1), substituindo nas equagoes (4.33) apds

uma série de calculos encontraremos a métrica de um wormhole no contexto de KB

d 2
ds® = —dt* + ;2 + r?(d6? + sin*0d¢?). (4.34)

1—-2X\

"
Para uma dedugao detalhada veja [184]. Comparando a func¢ao forma do wormhole de
KR, equagao (4.23), com a func¢do forma do wormhole em gravidade bumblebee, equagao
(4.34), vemos ambas as solugoes sdo potencias da varidvel radial. Além disso, notamos
que a no caso da equagao (4.23) quando o termo de violagdo A é nulo obteremos como
caso particular ainda um wormhole transponivel . Porém no caso da funcao forma da
equagao (4.34), quando fator A é nulo nao obteremos um wormhole trasnponivel como
caso particular.

Considerando uma superficie orientada, vamos definir um dominio (D, Y, g)
como um subconjunto de um conjunto compacto com um limite (Dg, x, g) com um fator
caracteristico de Euler y e métrica ¢ [79]. Portanto, o teorema de Gauss-Bonnet, que nos

da o angulo de deflexao,

/ / KdS+ ¢  kdt+ 30, = 2rx(Dp), (4.35)
Dr ODg -

onde Dy é uma regiao que contém a fonte dos raios de luz, o referencial do observador e
o centro da lente. Esta regiao é limitada pelos raios externos, representados pelo limite
0Dpg. O termo k é identificado como uma curvatura geodésica. Para simplificar, podemos
considerar que para o observador, a soma dos angulos externos #; torna-se m, desde que
a distdncia radial seja R — oo [119]. A solu¢do do wormhole nao é singular, entao a
caracteristica de Euler x(Dg) é diferente de zero é, para nossos propédsitos, igual a 1 [79].

Logo, a equagao (4.35) torna-se
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// KdS+ ¢  wdt=n. (4.36)
Dr ODRr

Agora vamos considerar nossa métrica escrita na forma geral

ds? = gy dt? — gy dr® — 12 d6? — r’sin®6 d¢?, (4.37)

aqui a configuragdo dos termos métrica sao gy = 1 e g, = L. Se considerarmos o
1—pT=2x

foton se movendo no plano equatorial § = 7 e segundo a equacao (4.37), a métrica do

caminho 6ptico é escrita na forma

d 2
dt2 = % + T2d¢2. (438)
1 —7ri—=2x
Os termos da métrica do caminho éptico sdo identificados como g, = —5— e ggg = r°.
1—pT=2x
A curvatura geodésica ¢ definida por [145]:
K(Cr) =| Ve, Cr | - (4.39)
Escrevendo o componente radial da equagao (4.39)

. r . . . 2

(VenCr) = Ch (9sCr) + T3, (C) (4.40)

o termo I, ¢ o simbolo de Christoffel que se refere ao caminho 6ptico da equagao (4.38),

que resulta em

N 2
¢¢:§g 57 = —r (1_7172)\)‘ (441)

A distancia radial pode ser considerada uma constante muito grande, de modo que pode-
mos escrever r = R — oo. Como C'r nao depende de ¢, entdo apenas o tltimo termo da
equacio (4.40) contribui. Devido ao termo C'r = 1/R [146], e a equacio (4.39) nos diz

que

2
(1—R 1—2/\)

limp o0 k (CR) = limRHO@| Vg CR‘ - R

— +. (4.42)

Observe que, se considerarmos todo A que verifica a relacao ﬁ < 0, entao o ultimo
termo da equagao (4.42) é obtido.
Agora a curvatura de Gauss K pode ser calculada pela expressao encontrada

nas referéncias [147, 148]. No caso de gu(r) = 1 e levando em consideracao que g, € gpg
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sdao independentes de ¢, entdao da equacao toma a forma

K- L 1din(Vgm) (4.43)
Jrr T dr

O elemento de superficie infinitesimal é definido pela expressao,

dS = /Gry T drde, (4.44)

onde

_ 1
rr = 1_<7~)1—22A (4.45)

ro

Substituindo a equagao (4.43) na equagao (4.44) obteremos

gTT’ d/r dr Vv gTT’

Agora, da equagao (4.38) obtemos para R = const a expressao

KdS = dl”(@wrm:—d( ! )drdgb. (4.46)

dt = Rdg. (4.47)

Substituindo as equagdes (4.42) e (4.47) na equagao (4.36), simplificamos nossos calculos

e assim obtemos
T+ ]_
// KdS + / ~ Rd¢ =m. (4.48)
o 0 R

Como os raios de luz provém de uma fonte no infinito até uma certa distancia radial tal
que campo gravitacional seja suficientemente fraco, entdo os raios sao aproximadamente
g

retos e podemos usar uma condigao r = [149]. Onde ¢ é o parametro de impacto.

Se substituirmos as equagoes (4.45) e (4.46) na equagao (4.48), encontramos

a:—/ﬂ/oo KdS:/ﬂ/oo dql—(r>mdrd¢, (4.49)
) 0 mdr o

que integrando em relacao a variavel r se transforma em

m O\ T
[
0 To

Apesar da complexidade da equagao (4.50), expressoes analiticas ainda podem ser en-

contradas para A = % e A\ = 1. Para o valor A = %,

ro SING

(0.) s o ﬁ
d¢:>oz:/ 1 1—( ) do.  (4.50)
- 0

o angulo de deflexdo assume a

forma
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4o —ro\Jo E (T, -2
o—=7— 7B (3 h) , (4.51)
g

onde E(z,y) se refere a fungao eliptica do segundo tipo. Podemos escrever a nova varidvel

z =™ <1 e expandindo a equagdo (4.51) em termos de z e encontramos,

o, (o) 0\’
= +n(&) +0( ). (4.52)

o o

No segundo caso, para o valor A = 1, o tltimo termo da equagao (4.50) nos

diz que o angulo de deflexao é

a=m—2E (7"3> . (4.53)

Expandindo a equagdo (4.53) em termos de z = " encontramos

a:w<;;>2+(9(2)3. (4.54)

A figura 16 descreve o comportamento do angulo de deflexdo a em relagao ao parametro
de impacto o para A = 1 e A = 3/2. Da mesma forma que o wormhole de bumblebee [24],
o KR apresenta uma dependéncia da violacdo de Lorentz na deflexdo da luz. Notamos ao
observar a figura 16 que para um valor maior de A teremos uma suavizag¢ao no valor do
angulo de desvio em funcao do pardmetro de impacto b. Quando comparamos os desvios
dos angulos de deflexdo gerados por wormholes de bumblebee com os dos wormholes de KR
teremos que os valores produzidos wormholes de bumblebee variam de modo mais suave
que de KR, como mostrado pela figura. Concluimos também que quando A 17 cresce
ambos os wormholes bumblebee e KB tende a reduzir a taxa de decrescimento dos angulos

de desvio em funcao do parametro de impacto b.
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Figura 16: Angulo de deflexao da luz em funcao do parametro de impacto b para os
valores A\ =1e A\ = %, com ro = 0.1.
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Figura 17: Comparacao dos angulos desvios de luz em termos do parametro de impacto
b para os wormholes de Kalb-Ramond (A=1e¢ A = %) e para wormholes de bumblebee,

A=01leX= %) Notamos que os valores de desvio dos angulos sdo mais suaveis para
os wormholes de bumblebee.



84

5 RESULTADOS TEORICOS OBTIDOS PARA BURACOS NEGROS

Nesse capitulo exploramos os resultados obtidos em algumas métricas novas
de buracos negros, como os MQNs e desvio de luz. Primeiramente calcularemos os MQNs
devido a uma solugao do tipo de Schwarzschild em gravidade bumblebee e além de explo-
rarmos o dominio temporal dos modos. Em seguida determinaremos o desvio de luz por
lente gravitacional devido um buraco negro em rotagao regular e um buraco negro em

baixa rotacao em gravidade Einstein-bumblebee.

5.1 MAQNs em solugcao do tipo Schwarzschild em gravidade com violacdo es-
pontanea da simetria de Lorentz

Uma solugdo de um buraco negro no contexto da gravidade do bumblebee
foi proposta na referéncia [150]. A métrica desta solucao do tipo Schwarzschild com a

violagao esponténea de Lorentz é representada por [150]:

2M 2M\
ds* — (1 - )dt2 (14N (1 - ) dr? — r2d6® — ?sin?0de?,  (5.1)

r T

definimos a massa M = 1/2 e A < 1 é o pardmetro LV (para A = 0 o buraco negro
de Schwarzschild usual é obtido). Na verdade, os limites superiores do parametro LV
sdo muito pequenos e podem ser ajustados pelas mudancas no periélio dos planetas, por
exemplo. Conforme presente na referéncia [150], para que a violagdo de Lorentz nao seja
verificada (ser menor que o erro observacional), o parAmetro adimensional A < 107! para
o periélio de Mercrio.
Para calcular MQNs, o método WKB sera aplicado. Uma vez que a solugao da
Eq. (5.1) compartilha muitas semelhangas com a métrica Schwarzschild, esperamos en-
contrar uuns MQNs semelhantes ligeiramente alterados pelo parametro LV. Para tanto, as
perturbagoes do buraco negro sao descritas pela equacao de onda semelhante a Schrodin-
ger, a chamada equacao de Regge-Wheeler [61, 63]:
d*(x)

dx?

+Q(z)d(z) =0, (5.2)

onde x ¢ a coordenada da tartaruga. O termo Q(z) = w? — V() depende do potencial

V(z) e das frequéncias w. Além disso, a fungao de onda 1) é imposta a seguir as condigoes:

() ~ Cre™! when x — +oo. (5.3)

O potencial V(z) deve ter um maximo centrado em z, e dois pontos de retorno z; e xs.
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O potencial nos limites (x = —o0) e (z = +00) assumem valores constantes. Portanto, o

potencial deve apresentar um perfil em forma de sino.

Vamos usar como exemplo o buraco negro de Schwarzschild usual. A solucao

Schwarzschild tem o seguinte potencial na coordenada original r [63]:

V(z(r)) = (1 — 1) <l(l ) SQ) : (5.4)

r 72 73

o parametro [ é o momento angular orbital e s é o spin das perturbagoes de campo. Para
s = 0 o potencial para um campo escalar é mostrado na figura 18, onde o potencial de
barreira em forma de sino é verificado. Observe que para os demais spins exibem um
perfil semelhante, uma vez que a tnica modificagdo ocorre no termo (1 — s?). Uma vez

que a perturbac¢do com spin mais alta estudada aqui é o gravitacional (s = 2).
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Figura 18: O potencial de Regge-Wheeler para o campo escalar no buraco negro de
Schwarzschild com alguns valores de .

Com essas condigoes, Iyer e Will [61] encontraram a expressao dos MQNs por

meio do método WKB como sendo

' 1
10 Am) =) =n+ L) (5.5)

V2@ 2
onde )y € o valor do potencial em z( e os tracos denotam derivadas relativas as coorde-
nadas z. As corregoes compoem os termos A(n) e Q(n) até terceira ordem [16, 61]. Uma
versao melhorada do método WKB foi apresentada na referéncia [63], onde as corregoes

de alta ordem foram estudadas. Para a sexta ordem, o método WKB pode ser escrito

como [63]

) 1
QOH —As(n) — Az(n) — Ay(n) — As(n) — A¢(n) =n+ =. (5.6)
V200 2
A tabela 8 e a tabela 9 mostram os resultados da referéncia [63] do método WKB (ter-

ceira e sexta ordens) para as perturbagoes escalares e gravitacionais no buraco negro de

Schwarzschild. Observe que os resultados da 6* ordem sdao mais bem aproximados dos



valores numéricos do que a 3* ordem do método WKB.

’ I, n ‘ numerical ‘ 3rd order WKB ‘ 6th order WKB
=0,n=0]0.1105 —0.10497 | 0.1046 — 0.1152¢ | 0.1105 — 0.1008¢
[=1,n=00.2929 — 0.0977: | 0.2911 — 0.0980z | 0.2929 — 0.0977%
l=1,n=1/0.2645— 0.3063¢ | 0.2622 — 0.3074% | 0.2645 — 0.30657
l=2,n=00.4836 — 0.0968¢ | 0.4832 — 0.0968: | 0.4836 — 0.0968:
l=2,n=1/0.4639 — 0.2956¢ | 0.4632 — 0.2958:; | 0.4638 — 0.29561¢
l=2,n=2/0.4305— 0.5086¢ | 0.4317 — 0.50347 | 0.4304 — 0.5087%

Tabela 8: Os MQNs parar s = 0, resultante da referéncia [63].

’ [, n \ numerical \ 3rd order WKB \ 6th order WKB
l=2,n=0]0.3737 — 0.0890: | 0.3732 — 0.0892: | 0.3736 — 0.08901
l=2,n=1]0.3467 — 0.2739; | 0.3460 — 0.2749: | 0.3463 — 0.2735
l=2,n=20.3011 —0.4783¢ | 0.3029 — 0.4711% | 0.2985 — 0.4776¢
[=3,n=01]0.5994 — 0.09277 | 0.5993 — 0.0927: | 0.5994 — 0.09277
l=3,n=1]0.5826 —0.2813; | 0.5824 — 0.28147 | 0.5826 — 0.2813:¢
l=3,n=2]0.5517—0.4791: | 0.5532 — 0.4767: | 0.5516 — 0.4790:
l=3,n=3]0.5120 — 0.6903; | 0.5157 — 0.67747 | 0.5111 — 0.6905¢
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Tabela 9: Os MQNs para s = 2, resultante da referéncia[63].

Nesta secao, calculamos a equagdo de Regge-Wheeler da equacao (5.2) usando
a métrica dada na equagao (5.1), para ambas as perturbagoes dos campos escalar (spin
s = 0) e gravitacional (spin s = 2). Como resultado, os modos quasinormais serao
obtidos da equagdo (5.6), e a influéncia do parametro bumblebee sobre as frequéncias sera

analisada. Além disso, comparamos as diferencas na 32 e 6% ordem do método WKB.

5.1.1 MQNs das perturbacoes de campos escalares

Nesta subsecao, o primeiro caso de spin s = 0, campo escalar sera descrito. A
equacao de Klein-Gordon sem massa na presenca da gravidade leva a seguinte equagao de

movimento

1
——0,(9""\/—g 0, P) = 0. 5.7
Ne (9" ) (5.7)
Aplicando a decomposicao das coordenadas, as variaveis podem ser separadas da seguinte
forma: l
> R(rt
2=y M0y 4.0) 53)
=0 m=—1

onde Y}, (0, ¢) sao os harmonicos esféricos.

Substituindo esta decomposi¢ao da equacao (5.8) na equagao (5.2) com a
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métrica da equacao (5.1) obteremos:

d* ¢(x)

dz? + (w? = Vi(l,z, ) é(x) =0, (5.9)

onde para a equagao (5.9) a transformacao da coordenada da tartaruga = é dada por

d V1i+A
W_NVIFA o ) =VIF A +In(r—1)]. (5.10)
dr (1 — %)

O potencial de Regge-Wheeler para o campo escalar no contexto da gravidade

bumblebee tem a formula definida como

Vi(r) = (1 - 1) (l(l L s Ml) . (5.11)

r r2 r3

Observe que pela equacao (5.11), o pardametro bumblebee LV () modifica o potencial
do buraco negro de Schwarzschild usual na equacao (5.4) pelo termo [1 + )\]_1. Como
esperado, para A = 0 o potencial usual é obtido. O parametro LV diminui os picos
de potencial, como pode ser mostrado na figura 19. E importante enfatizar que aqui
estamos considerando que o fator de violacdo ! ¢ de ordem de magnitude de [ ~ 107
Um fator muito mais intenso que os tratados na referéncia [150], isso se deve ao fato de
estar considerando que os MQNs sao gerados por fendomenos extremos. Como é caso do

buracos negros ewormholes.
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Figura 19: Potencial para campo escalar no buraco negro bumblebee para alguns valores

de A.

Invertendo r(z) na equacao (5.10) obteremos o V(z) na Eq. (5.11), logo os
termos de WKB de 3* ordem na equagao (5.5) e 6* ordem na equacao (5.6) podem ser
calculados. Os resultados do MQNs para perturbagao escalar na gravidade bumblebee sao
mostrados na Tabela 10, para a 3* e 6* ordem, respectivamente. Vale ressaltar que n <1
precisa ser imposto.

Os MQNs para o campo escalar na gravidade bumblebee também é denotado



’ [,n 3rd order WKB \ 6rd order WKB ‘
l=1,n=0|0.291644 - 0.089100i | 0.289044 - 0.097382i
l=2,n=0/|0.483357 - 0.088035i | 0.481314 - 0.096615i
l=2n=1/|0.466639 - 0.268196i | 0.461409 - 0.295206i
=2, n=2|0.429044 - 0.502784i | 0.427762 - 0.508103i
1=3,n=0/|0.675267 - 0.087756i | 0.673701 - 0.096422i
=3, n=1/0.662979 - 0.265386i | 0.658965 - 0.2920611
1=3,n=2|0.641291 - 0.4477581 | 0.63181 - 0.495662i
l=4,n=0|0.867373 - 0.087646i | 0.866120 - 0.096344i
l=4,n=1|0.857714 - 0.264225i | 0.854492 - 0.290737i
l=4,n=2|0.839892 - 0.444019i | 0.801780 - 0.697192i
l=4,n=3|0.815917 - 0.627569i | 0.765748 - 0.913890i
l=5,n=0|1.05960 - 0.0877264i | 1.05961 - 0.096337i
l=5n=1| 1.05183 - 0.2639791 | 1.050040 - 0.290154i
l=5n=2| 1.03709 - 0.442350i | 1.03150 - 0.487343i
l=5n=3| 1.01659 - 0.623493i | 1.005170 - 0.689918i
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Tabela 10: Os MQNs para perturbagoes escalares na gravidade bumblebee através do
método WKB para A = 0.1

na figura 20. Observe as diferengas entre nossos resultados, apresentados na Tabela 10
(denotados por circulos) com os resultados para a solu¢do de Schwarzschild usual na
mesma Tabela 8, mas denotados por triangulos da figura 20 concluimos que o parametro
LV diminui ligeiramente tanto para a parte real quanto para a parte imaginaria das
frequéncias.

Na proxima subsecao, aplicamos a mesma metodologia para as perturbacgoes

gravitacionais (s = 2), onde comparamos os resultados com a perturbacao escalar.

5.1.2 MQ@Ns das perturbacdoes do campo gravitacional

Para estudar as perturbagoes gravitacionais, o formalismo Chandrasekhar [94]
foi aplicado. Como esperado, da mesma forma que as perturbacoes escalares, a equagao
de Regge-Wheeler é semelhante ao caso de Schwarzschild. O potencial de Regge-Wheeler

no contexto da gravidade bumblebee diz que

N (ll+1) 2 1 [2 3
Vg(r,l,)\):<1—r>< = SN L@_rfﬂ]) (5.12)
Observe que o potencial gravitacional na equacao (5.12) difere do potencial gravitacional
(s = 2) para a solugiio de Schwarzschild na equacao (5.4) pelo termo [1+ A" [T% — %},

que para A = 0 recupera o resultado usual. O grafico do potencial gravitacional esta
presente na figura 21. Observe que a amplitude do potencial gravitacional é menor que o

potencial escalar da figura 19 quando o mesmo paradmetros sao considerados.
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Figura 20: Os QNMs de 6* ordem para spin s =0 com [ = 1,2,3,4. O modelo na
gravidade bumblebee usamos A = 0.1. Os circulos brancos representam os MQNs de
bumblebee e quadrados pretos sao os MQNs de Schwarzschild. Comparando MQNs em
gravidade bumblebee com os valores classicos do buraco negro de Schwarzschild (A = 0).
Vemos que os pontos praticamente se superpoe, uma vez que os MQNs em gravidade
bumblebee sao muito proximos dos valores classicos de Schwarzschild.
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Figura 21: Potencial para campo gravitacional no buraco negro bumblebee com alguns
valores de A e [ = 1.

A mesma transformacao z(r) para a coordenada da tartaruga apresentada na
equacao (5.10) e mesmas construgoes para os MQNs de (5.5) e (5.6), nos leva ao novo
MQN para o campo gravitacional que é apresentado na tabela 11 para A = 0.1. Mais
uma vez, comparamos nossos resultados na gravidade bumblebee ( tabela 9) com o buraco
negro de Schwarzschild (9) na figura 22, agora para as perturbagoes gravitacionais. Como
também verificado para perturbagoes escalares, o LV modifica ligeiramente os MQNs do
cenario de Schwarzchild. A parte real dos MQNs é diminuida pelo pardmetro A\, mas ao
contrario do que ocorre no campo escalar, o médulo da parte imaginaria é aumentado

pelo parametro LV.
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’ l,n \ 3rd orde WKB \ 6rd orde WKB ‘

1=2n=00.365938 - 0.0978269i | 0.366563 - 0.0974589i
1=2n=1/| 0.336038 - 0.303413i | 0.335226 - 0.302403i
1=2n=2| 0.291557 - 0.520674i | 0.284058 - 0.535037i
1=3,n=0| 0.60087 - 0.0846012i | 0.599221 - 0.092926i
=3, n=1| 0.586885 - 0.25624 i | 0.582443 - 0.281986i
1=3,n=2| 0.562304 - 0.433172i | 0.551488 - 0.480268i
1=3,n=3| 0.509545 - 0.708311i | 0.505286 - 0.72212i

l=4,n=0|0.810376 - 0.0857977i | 0.809084 - 0.094306i
l=4,n=1/| 0.799958 - 0.258791i | 0.796545 - 0.284766i
l=4,n=2| 0.780779 - 0.435239i | 0.772636 - 0.480641i
l=4,n=3| 0.755005 - 0.615642i | 0.739674 - 0.684973i
l=4,n=41| 0.703298 - 0.903914i | 0.697271 - 0.921761i
Tabela 11: Os MQNs para perturbagoes gravitacionais na gravidade do bumblebee
através do método WKB para A =0, 1.

5.1.3 O buraco negro de Einstein-aether

Outro modelo importante para explorar o LV é o buraco negro de Einstein-
aether [151, 152, 153, 154, 155]. Na teoria de Einstein-aether os campos de tensores de
background acabam por violar a simetria de Lorentz. Nesta teoria, a simetria de Lorentz
é quebrada em apenas um subgrupo de rotagao pela existéncia de uma direcao de tempo
preferencial em cada ponto do espago-tempo. Isso leva a inferir que ha uma referencial
preferencial devido a um vetor de aether u® [189, 187]. Este campo vetorial unitario pode
ser interpretado como a quadivelocidade do meio de algum substrato (aether, vacuo, fluido
escuro). E notavel que para um universo em expansao acelerada a dindmica de auto-
interacdo dos campos pode produzir os mesmos efeitos cosmoldgicos da energia escura
[188].

A acdo envolvendo métrica e o aether é altamente vinculada pela invaridncia
do difeomorfismo localmente vinculado a u®. A ac¢ao pode ser construido em termos de
derivadas covariantes,

1

5= 167G

/ V=3 (R + K® V") diz. (5.13)
onde R é o escalar de Ricci e tensor K% é definido
K = 19 gumn + cadidl) + c3didh, + cau®u’ G- (5.14)

Os termos ¢; sao constantes adimensionais. A solucdo de buraco negro na teoria de
Einstein-eather é bem discutida em [189].

Alguns trabalhos desenvolvem o formalismo dos MQNs para os buracos negros
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Figura 22: Os QNMs de 6* ordem para spin s = 2 com [ = 2,3,4,5. O modelo em
gravidade bumblebee é representado por circulos onde A = 0.1 e quadrados pretos sao os
MQNs de Schwarzschild. Comparando MQNs em gravidade bumblebee com os valores
classicos do buraco negro de Schwarzschild (A = 0. Vemos que os pontos praticamente se
superpoe, do mesmo modo que no caso escalar s = 0. uma vez que os MQNs em
gravidade bumblebee sdo muito préximos dos valores classicos de Schwarzschild.

na teoria de Einstein-eather. A referéncia [153] mostra os QNMs para os campos escalares
e eletromagnéticos, enquanto o trabalho [154] obtém os QNMs para a gravidade, os resul-
tados sao comparados a outros modelos com LV e Schwarzschild usual. Portanto, vale a
pena comparar nossos resultados no buraco negro bumblebee com os resultados do buraco
negro Einstein-aether. O potencial para o campo escalar de primeiro tipo do buraco negro

de Einstein-aether, para a massa M = 1/2, é dado por [153]:

a N (ll+1) 1 1 5 1
Vs(r,l,)\)—<1—T)< s +743+T64—T—2T4—z(z+1)D. (5.15)
onde [ = % sendo o coeficiente 0 < ¢;3 < 1 associado ao parametro LV. Claramente,

para c;3 = 0, a solucao usual de Schwarzschild é obtida.
Contudo, o potencial gravitacional de primeiro tipo do buraco negro de aether

¢ dado por [154]:

r r r2 b

‘/ga(m’)\):(l_l) <l(lt1)_3+l 2+6T]4_l(1+1)—6D. (5.16)

A figura 23 mostra que os potenciais para Einstein-aether sdo bastante seme-

lhantes aos potenciais bumblebee. Fixando [ = 2 e A = ¢13 = 0,6, calculamos e compara-
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mos os MQNs, para ambas as perturbagoes, na Tabela. 12. Para o campo escalar, observe
que a parte real das frequéncias decai em ordem: de Schwarzschild para bumblebee aether,
enquanto o médulo da parte imaginaria de MQNs aumenta em ordem: de bumblebee para
Schwarzschild e para aether. Para a gravidade, verifica-se 0 mesmo decaimento do campo
escalar para a parte real, mas a parte imaginaria aumenta na ordem: Schwarzschild para
aether para bumblebee.

Além disso, focando no modelo bumblebee, notamos da Tabela 8, Tabela 9,
Tabela 10, Tabela 11 e Tabela 12 para A = 0 (Schwarzschild), A = 0,1 e A = 0,6 que o
aumento do parametro LV diminui a parte real da frequéncia para ambos os campos escalar
e gravitacional. O A também diminui o moédulo das partes imagindrias para o campo
escalar, mas o médulo das partes imaginarias é aumentado em A no caso gravitacional.

Esses comportamentos sao semelhantes a outros modelos com violagao da si-
metria de Lorentz. Para campos escalares, eletromagnéticos e gravitacionais na primeira
tor¢ao dos buracos negros de eather e nos MQNs de Dirac com parametro LV [153], a
parte real dos MQNs diminui quando o LV estda aumentando, enquanto o médulo da parte
imaginaria é aumentado.

Para modelos tal como o chamado “non-reduced aether hole”, tanto a parte
real quanto o valor absoluto da parte imaginaria dos MQNs aumentam com o aumento
do pardmetro LV [153, 154]. Para os buracos negros de eather de segundo tipo e buracos
negros de Einstein-Born-Infeld, ambas as partes (reais e imaginarias) diminuem com o

fator LV [153, 154].
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Figura 23: A comparacao dos potenciais para bumblebee e modelo Einstein-aether com
l:26>\261320.6.

5.1.4 Orbita circular do foton

Outro aspecto importante dos MQNs é sua relagao com a érbita esférica do
féton em buracos negros [156, 157, 158]. O trabalho [156], mostrou que os MQNs podem

ser determinados pelos parametros das geodésicas circulares nulas. A ligacdo entre os
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’ Scalar \ [=2,n=0 \ l=2,n=1 \ [=2,n=2 ‘
Schwarzschild | 0.483642 - 0.096766i | 0.463847 - 0.29563i | 0.430386 - 0.508729i
Bumblebee | 0.473988 - 0.096133i | 0.453735 - 0.293861 | 0.419492 - 0.506188i
Aether 0.463995 - 0.102821i | 0.453232 - 0.29997i | 0.413209 - 0.517426i

’ Gravity ‘ [=2n=0 ‘ [=2n=1 ‘ [=2,n=2 ‘
Schwarzschild 0.3736 - 0.0890i 0.3463 - 0.2735i 0.2985 - 0.4776i
Bumblebee | 0.367009 - 0.096281i | 0.337799 - 0.297663i | 0.289936 - 0.522845i
Aether 0.355804 - 0.094916i | 0.309342 - 0.275322i | 0.274830 - 0.482159i
Tabela 12: O comparativo dos MQNs (via método 6° WKB) para perturbagoes escalares

e gravitacionais em Schwarzschild, bumblebee e buraco negro de Einstein-eather. Usamos
1226)\2013:0.6.

modos geodésicos nulos e os MQNs (apresentado na referéncia [156]) é violada. Além disso,
para o buraco negro na gravidade bumblebee, a Orbita circular é calculada na referéncia

[158] e nao exibe altera¢oes em comparagao com a solugdo de Schwarzschild usual.

(\/1 T 802 + 49 — 1) M
2192

Teo =

(5.17)

onde ¢ é a velocidade da particula, para o fé6ton 9 = ¢ = 1.

Para a gravidade bumblebee [150, 16] o pardmetro LV estd presente apenas na
componente dr? da métrica (5.1), de uma forma diferente das modificagdes dt® presentes
no buraco negro de Einstein-Lovelock [157] ou modelo de Einstein-aether [151, 152, 153,
154, 155] onde a ligacao dos MQNs e a érbita circular é violada. Claramente para o nosso
modelo, o A presente na gravidade bumblebee ndo apresenta mudancas na orbita circular

do foéton se comparado ao buraco negro de Schwarzschild usual [158], e sua relagdo com
MQNs é preservada [156]

5.1.5 Perturbagées no dominio temporal

Na subsecao 4.1.5 investigamos o comportamento da amplitude dos MQNs
em gravidade bumblebee no tempo. Verificamos que estes modos sdo amortecidos com o
tempo, figura 15, semelhante ao caso classico de Schwarzschild. Nessa subsecao vamos
fazer essa analise para os MQNs em gravidade de bumblebee.

Um espalhamento dependente do tempo pode ser analisado pelo dominio tem-
poral, conforme presente no método desenvolvido por Gundlach [159]. A equa¢do completa
(5.2) com a dependéncia temporal (sem o ansatz da equagao(5.3)) pode ser escrita como
(%27‘21’ — %27‘3 + V(x, )V = 0). Aplicando a mudanca da varidvel u = tx e v = t + x, esta
equagao pode ser reescrita como (4% + V(u, v)) U(u,v) =0 [159, 161, 160]

A abordagem de Gundlach é resolvida numericamente por um método de dife-
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rencas finitas [159, 161]. O resultado dessas perturbagoes pode ser descrito por um perfil

Gaussiano centrado em v = v,, com largura ¢ em u = uy como segue [159, 161].

U (ug, v) = exp <_(v—v0)2> , (5.18)

207

com a condigao inicial ¥ (u,vy) = ¥ = 0 [159, 161, 160].

Depois de resolver a equacgao de Gundlach e retornar as varidveis originais (x, t),
o grafico da figura 24 mostra o dominio do tempo para a perturbagao escalar e gravita-
cional no buraco negro com o parametro bumblebee. Observe que ambas as perturbacoes
exibem perfis de amortecimento, diminuindo os modos escalares mais lentamente do que
os modos gravitacionais. O parametro momento angular [ acelera a decadéncia das os-
cilagoes conforme verificado nas referéncias [16, 162, 152, 161]. Além disso, o dominio do

tempo para o modelo de Einstein-eather estd presente na referéncia [152].
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Figura 24: Amortecimento escalar (painel esquerdo) e amortecimento gravitacional
(painel direito) para A = 0.1 e alguns valores de [

5.2 Angulo de deflexdo da luz por buraco negro de Kerr regular

Nessa se¢ao usaremos o teorema de Guass-Bonnet para calcular o dngulo de
desvio dos raios de luz entre uma fonte e um observador, no limite de campo fraco. Onde
o centro espalhador da lente gravitacional é aqui um buraco negro de Kerr regular

Em complemento ao que dissemos na sec¢ao 2.2.1 angulo geral de deflexao pode
ser definido em termos do angulo feito entre os raios tangentes e a direcao radial que liga
a fonte (O) ao observador (S) com as respectivas posigoes Up e Wg [163, 2, 164]. De modo

que a separacao angular esta relacionada com ap pela expressao
OéD:\IfO—\Ifs—F(I)Os, (519)

onde definimos ®pg = Pp — Pg, sendo Py e $g a coordenada angular do observador e

da fonte. Vale mencionar que essas coordenadas anguleres sdo associadas ao rotacional
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do vetor de Killing do espago-tempo [119].

A lente gravitacional acontece quando os raios de luz sao defletido pelo campo
gravitacional entre o trajeto da fonte até o observador, onde o obsevador e a fonte estao
separados por um distancia finita L. Podemos usar a geometria Riemanniana em 3 di-
mencoes para descrever um espaco M contendo as curvas dos raios de luz através de
uma métrica éptica 7;; [79]

A solucao do buraco negro Kerr regular em coordenadas de Boyer-Lindquist é

escrito como [131]:

oM —k/r da M —k/r o 29 dr?
ds® — —(1—7;>dt2— a 7’62 sin dtd¢+2<£+d92>
202 M —k/r o 20
+(7‘2+a2+ - Tez - )sin29 d¢?,

(5.20)

otermo ¥ =r?4+a?cos’f e A =1r2+a>—2Mre 7. O pardmetro k esta associado a
regularidade do buraco negro e é assumido ser positivo [165]. No primeiro caso calculares
os valores dos termos necessarios que permitam determinar uma expressao analitica do
angulo de desvio do desse tipo de buraco negro regular de Kerr (5.20). Usando a condigdo

de geodésica nula ds®> = 0 podemos resolver a equagao (5.20) em termos de dt [166]

dt = £/ dvi dxd + N, da', (5.21)

onde os termos 7;; e N; sao definidos como

vidatde? = > dr® + > do?
! A(X —2m(r)r) Y —2m(r)r
2m(r) ra®sin? 6\ Ysin? 0 d¢?
2, 2
* <T et Y=2m(r)r )X —=2m(r)r’
: 2m(r) ar sin® 6
Nidx' = — d 22
i ¥ —2m(r)r ¢, (5:22)

aqui o termo m(r) = M e *7. Se definirmos uma regido de integracio quadrilateral
& U3 contida no espago ) M podemos calcular o angulo de deflexdo. Usando para isso o

teorema de Gauss-Bonnet definido pela expressao seguinte [2, 75]:

O
ap = —// KdS+/ kg, (5.23)
S0 s
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de modo que podemos calcular K aproximadamente por

( 6a®>  19k* _ 12k 3>

76 76 75 r

6k 6a®> 6k%* 16ad? k)
— +

+
r3 rd rd rd 76

O<a3 M a? k? M2ak‘2>.

(5.24)

ro’ 67 6

Agora podemos reescrever o primeiro termo da equagao (5.23), no limite de campo fraco

a regiao quadrilateral se torna

/ /ooomgo Kd5 = /;;O /OOO K/ydrdg, (5.25)

interpretamos rg como sendo o ponto de menor aproximacgao do raios de luz com o centro
da lente. No geral a coordenada radial  é uma funcao de ¢ e temos que obter essa relagao.
Para isso, introduzimos a seguinte mudanca de varidvel u = 1/r [2, 122, 167]. A equagao

da 46rbita dos raios de luz em termos de u é escrita como:

du\’
<d¢> = F(u), (5.26)

onde a fun¢ao F'(u) é escrita em fungao dos termos da métrica do buraco negro de Kerr

regular, equagao (5.20), logo obteremos

2
e Fu ((a2u + 1) eq — 2mu) (eF* (a2u? — b®u? + 1) + 2mu(a — b)?
G G ) (e ) Y)
(2amu + b (eF* — 2mu))

Para resolvermos a equagcao (5.26) no regime de campo fraco usaremos o método iterativo.

Com esse intuito introduzimos os seguintes parametros

M k
y=7 <L 5:%<<1; =7 <L (5.28)

Aqui queremos que nossa fungdo u(¢) seja expressa em termos de até segunda ordem dos

paramétros acima, de modo que podemos escrever [122],

U =Ug + U1y + U0 + use + ugdy + usde + ugye
+ O3, 6%, €%). (5.29)

Substituindo os parametros da expessao (5.28) e a equagao (5.29) na equacao (5.26)

encontraremos a seguinte solucao aproximada [24]



97

sin M 2aM Mk 3 Sin
w =" M0 cost(o)) - 2 M ogo) ( 30, oni20) tan(¢>>
o) (72 62, 62) . (5.30)

Entao o dominio de integregao, equagao (5.25), fica definido como

/LDdeS /(bs / \/_dudd) (5.31)

Sendo que o termo /7 pode ser dado de modo aproximado pela seguinte expressao:

ﬁ_r+3M+O(Mk) (5.32)

r

agora a expressao (5.31) é escrita de modo explicito como

//dez

6a>M? 117]{?2M2 3kM—|—15M2
b4 32b4 2b2 452

2k 2]\/[ 8kM?  2M
b3 73 + ><\/1—u2b2—|—\/l—u262)

302 M 21k2M2 SEM M2
( b4 32t Ap? _8b2> (“ObVl_“ +“Sbvl_“2b2>+
0

) (Cos_1 uo b+ cos tug b) +

2a* /{:QM 4kM2
353 )( wp bt (1= uE BT = 82 +
16b4 > uobl—u0b2 W1 —ud b2+ ugb(l —uzb*)y/1 —u? 2>—|—

aM2 a® M? k
b b5

(5.33)

Na equagao (5.33) usamos como limite de integracdo as seguintes expressoes cos @, =
—/1 =b%u2 4+ O(M/b) e cosps = /1 — b?>u2 + O(M/b), onde o sinal negativo dica que a
fonte e o obsevador estao em pontos opostos do centro da lente [164, 167].

O segundo termo do lado direito da equagdo (5.23) representa a curvatura
geodésica da orbita do féton no plano equatorial no contexto de um espago-tempo esta-
cionario assimétrico [167]. Logo podemos escrever a curvatura geodésica em termos da

métrica de caminho 6tico geral
1
Y

kg = — Ny, (5.34)

Substituindo os termos da expressao (5.22) na equagao (5.34) obteremos a expan¢ao em
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série de ky

k:

g I

rd

2aM  2aM?  4akM  3ak*M  6akM?  Sak*M? aM? a M?k?
T3 T 4 5+ 5 6 +0 6
r r r r r r r

(5.35)

Agora para computarmos a contribuicdo da curvatura geodésica para o desvio angular
total, temos que usar a integral de caminho da orbita dos raios de luz do observador até

a fonte. Para isso usaremos a expressao geral para diferencial de caminho,

dr\?
ai = (% <d¢> +7¢¢)d¢, (5.36)

onde podemos usar a seguinte aproximacao para dl = (b/cos(¢)? + O (M)) d¢ e também

r =b/cos(¢)+O (M). Entdo, encontramos a seguinte contribuigao da curvatura geodésica

/S © hydl — /S ¢ (—W cos() + cos(9) (4akM — 2aM?) + M(—P)ak?M + 6akM?)—

Z E b
COSZ5(¢> (Sak*M?) + O (“é\fg» do (5.37)

De modo semelhante a equagao (5.33) a expressao (5.37) se reduz a

o 3ak?’M?  2akM  aM?
/s kydl = (cos ™ uo b+ cos™ usb) <_ Tt b3>

2aM  3ak*M  6akM?
+<_ T I )Wl_“%b”w_“w)

2N 2akM?
+ (_ak‘b4 — al;4 )((1—u20b2)\/1—u2062+(1—u§b2)\/1—u23b2>
2ak2M?
+ = (uob(l—u?)bQ)\/l—uQOb2—|—qu(1—ufqbz)\/l—u%lﬂ) (5.38)

Existem duas possibilidades para contribuicao da curvatura geodésica, uma em que dl > 0,

chamado de caso progressivo, onde o momento angular orbital dos fétons esta alinhado
com a rotacao do buraco negro. E o caso do dl < 0, chamado de caso retrégrado, onde
o momento angular da orbita dos fotons esta no sentido contrario da rotacao do buraco
negro. No caso retréogrado temos que acrescentar um sinal negativo nos valores obtidos
em (5.38) [163, 2, 164, 168, 166].

Considerando que o buraco negro esta muito distante da fonte de luz e do
observador de modo que podemos usar os limites assintéticos up — 0 e ug — 0. Entao,
substituindo a equagdo (5.38) e a equagao (5.33) na equagao (5.23) obteremos uma ex-

pressao que permite determinarmos o angulo de deflexdo da luz devido ao buraco negro
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Figura 25: Corregao do angulo de deflexdo 6 ap = ap |senw —p para o buraco negro de
Kerr Regular em unidades de arcsec, onde usamos o parametro fixo a = 0.2M

de Kerr regular,

3rk _ 2rak B 8 k? n 8 ak? e
2 b2 b3 3b3 b4

56k Sak 3ak® 117K*w 9 M3 a®>M?* M3k

onde o termo ap |gerr representa o dngulo de deflexdo para limite de Kerr [2, 167]. Que

ap =C&p |Ker7" - <

3 3254

neste caso ¢é escrita na forma

4  4a  Td? 157 wa 6aT 9
&D‘Ker‘r: g—ﬁ‘f‘ﬁ + 47()2_?—’_ i M
M3 M3a
+0 <b3’ b4> . (5.40)

E facil ver que a equacdo (5.39) se reduz a equagao (5.40) quando o pardmetro k é nulo.
E naturalmente, no caso de ambos os termos a = 0 e k£ = 0 obteremos o ja bem conhecido

dngulo de deflexdo do buraco negro de Schwarzschild [169]

2 3
AM | 1M O<M> (5.41)

ap |Schw: b 4b2 673

5.2.1 Deflexao de luz por buraco megro de FEinstein-bumblebee em baixa
rotagcao

A solug¢ao do buraco negro em baixa rotagdo em gravidade bumblebee em co-

ordenadas Boyer-Lindquist é definido pela métrica [170]:
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| k/M | a/M=0]a/M=02]a/M=04]a/M=0.6|
0.1 [0.097580 [ 0.097554 [ 0.097528 [ 0.097501
0.2 | 0.195148 | 0.195096 | 0.195044 | 0.194992
0.3 | 0.292706 | 0.292628 | 0.292550 | 0.292472
0.4 [ 0.390252 | 0.390148 | 0.390045 | 0.389941
0.5 | 0487787 | 0.487658 | 0.487528 | 0.487398
0.6 | 0.585312 | 0.585156 | 0.585001 | 0.584845

Tabela 13: As corregoes no angulo de deflexao dap = aply,,, — ap para Sgr A* com
b= 103M, e variando k e a; dap estd em unidades de arcsec.

| k/M | a/M=0]a/M=02]a/M=04]a/M=0.6|
0.1 ]0.0975796 | 0.262676 | 0.427733 [ 0.592752
0.2 | 0.195148 | 0.360218 | 0.525250 | 0.690243
0.3 | 0.292706 | 0.457750 | 0.622756 | 0.787722
04 | 0390252 | 0.555271 | 0.720250 | 0.885191
0.5 | 0487787 | 0.652780 | 0.817734 | 0.982649
0.6 | 0.585312 | 0.750278 | 0.915206 [ 1.080100

Tabela 14: As correcoes no angulo de deflexao dap = aplgy, — ap para Sgr A* com
b= 102M, e variando k e a; dap estd em unidades de arcsec

(I+M)r

1 27 T AT
r—2M

r

dtdyp +

oM AMasin?
ds? — _< )dt2 _ 4Masin"6 dr? + r2d0% + r¥sin2 0dg®. (5.42)
T

Os termos 7, ; que representam a geodésica nula nesse caso sao escritos como

P (1+XN) r? Art + 4M? a? sin*0 ,
Yyda'de! = e+ df? + ST dg? | sin®0,
: 2M a sin? 0
Nidyt = ——— """ 7 4

onde A =1—2M/r. Com base na métrica do buraco negro Einstain-bumblebee em baixa
rotacdo com parametro de bumblebee, dada pela equagao (5.43), a curvatura de Gauss é

calculada como,

2)\2 2 2 24a2 \2 2442 2402 2
K:M<_)‘ )\—>+M2<— a)\+ a’A  24a®  3A% 3A 3)

_|_ R R
r3 r3 r3 r6 76 76 ré r4 r4

(5.44)

Y Y

o <M3 M N a3M2>.

r3 r3 r7

Precisamos determinar agora a equacao de orbita de luz dentro do dominio de integragao

do quadrilatero ¥%, entdo usando a mudanca de variavel u = 1/r obteremos com base
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na equagao (5.26) a seguinte equagao de orbita

du\® | (2Mu— ) (42 M2t — 2Mu + \) (—AabMu + B2 (2Mu — 1) + )
do | (A4 1)(2aMu — 2bMu + b)?

(5.45)

Identificamos os parametros M, a, e A como sendo muito menores que o parametro de
impacto b no regime de campo fraco. Desse modo expandindo a equacao (5.45) em termos
dos parametros e usando a equacao (5.29) obteremos a seguinte solugao para equagao de

orbita dos raios de luz:

"y sin(p) M

2 + " (1 + cosQ(gb))

2a M ¢pcos(9)
B2

MM M M )2
/\+(’)< A Aa )\a>‘

2o T b2
(5.46)
Podemos computar uma expressao analitica para contribui¢do do termo de curvatura de

Gauss mediante a equacao (5.31) e considerando que /¥ =r+3M+O(M z, Az, Mz \),

logo obteremos

//de ~ (9a*M?  15AM? N 15M2  9a2 \M? N 9a2 \2 M2 N 15M\2 M2
IR 4h2 4h2 4 4b* 42

(COS_l uo b+ cos L ug b) +

2X2 M 20M  2M
< T b)(\/l—u%b2+\/l—u§62>

(15@2M2 AM? M? 6a2)\M2+15a2)\2M2 )\2M2>

e e = B 4w

(uob\/l—u%b2+usb\/1—u§b2>+
3a> M?  3a*XM?  3a*\* M? 5 o
+ (— T + ST T ) (uo b(1 — ug b)\/ 1 — ud b+

E—— M3 a®> M3\ a®> M?\3
212

Semelhante ao que fizemos ap6s obtermos a equacao (5.33) usamos para os limites de inte-

gracao as expressoes aproximadas cos ¢, = —/1 — b?u2 + O(M/b) e cos ps = /1 — b?u? +

O(M/b), na equagao (5.47). Computamos a curvatura geodésica para métrica do buraco

negro de Einstain-bumblebee com o parametro de bumblebee, substituindo os termos da

métrica éptica representada pela equagao (5.43) na equacao geodésica (5.34), de modo
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que encontramos

2aM alM 2aM? 3adM? 3a)M alM?
ko == r3 + T 43 + rd

3 3
+O<GM ,“MA) (5.48)

75 r3

Usando a aproximagcao da equagao (5.36) e também tomando a varidvel r = b/cos(¢) +
O (M) encontramos a expressao aproximada para a contribui¢do da curvatura geodésica

167, 2]

Okdl
/&

M? /\M2 3 12M?
a a8b3 > ((:os’luob—i-cos’1 Ug b) +

)\2 /\./\42 AM M?  2aM
< sa + 2 + 2 o )(\/1—u2062—|—\/1—u%b2>+
@

43 b? 2b3 b?

3 )\2M2 AM? M?
a16b3 a4b3 ab3 ) (u2ob2\/1—uzob2+u2562\/l—u%62>+

aM3 aMMN
Ty 2

(5.49)

Aqui novamente usamos o caso progressivo dl > 0 para contribuicao da curvatura geodésica
do angulo de deflexao.

Finalmente podemos determinar o angulo de deflexao do buraco negro Einstain-
bumblebee em baixa rotagao. Substituindo as equagoes (5.47) e (5.49) na equacao (5.23) e
considerando que o buraco negro esta a uma distancia tao grande da fonte e do observador

que podemos usar os limites assintoticos up — 0 e ug — 0 de modo que obteremos

4N 2)2 @_I_Ba)? e
b 3b b2 2b2

ap =Qp |Kerr - < — Y57 —

aX  adm  3aXNwm 15Am  9a®Am 9a*N’m 15M\*mw 9
<_2b3_ R R T R ¥ ¥ T T )M
+0 <J‘§ aﬂb?g, < %BA, i Ab{f Ag). (5.50)
O termo do buraco negro de Kerr ap |k nesse caso é definido como:
Lo (]‘lf Aﬁ“) , (5.51)

quando o termo de bumblebee A é nulo teremos apenas o angulo de deflexdo para o buraco

negro de Kerr.

Uma vez que consideramos que as distancias do observador e da fonte luminosa
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| 1 [ a/M=0]a/M=02]a/M=04]a/M=0.6|
0.001 | 0.0825517 | 0.082516 0.082515 0.082514
0.002 | 0.165006 | 0.165004 0.165002 0.165001
0.003 | 0.247467 | 0.247465 0.247462 0.247460
0.004 | 0.329901 | 0.329898 0.329895 0.329892
0.005 | 0.412308 | 0.412304 0.412300 0.412296
0.006 | 0.494687 | 0.494682 0.494677 0.494672
Tabela 15: As corregoes no angulo de deflexao dap = aply,,, — ap para Sgr A* com
b= 10*M, e variando a e I; dap em unidades de arcsec.

até o centro da lente sao finitas pudemos deduzir expressoes analiticas para pequenos
angulos de desvio dos raios luminosos. Utilizando a métrica de um buraco negro de Kerr
regular (5.20) e a métrica de Eisntein-bumblebee em baixa rotagao (5.42) conseguimos
obter as expressoes dadas pelas equagoes (5.40) e (5.51). As expressoes do angulo de
desvio como vimos podem ser organizadas em termos que representam o angulo desvio de
Kerr somada com os termos de corre¢oes do buraco negro de Kerr regular e de bumblebee.
Os termos de corregao das equagoes (5.40) e (5.51) tendem a reduzir os valores dos desvios
de Kerr.

Como exemplo pratico podemos usar alguns corpos celestes bem conhecidos
para observarmos as corregoes que o angulo de desvio deve sofrer. Computamos os valores
do angulo desvio usando o buraco negro do centro da Via Léctea, Sagitario A*, como
centro espalhador da lente. O grafico 25 mostra as corregdes dos angulos de deflexao
para o caso do buraco negro de Kerr Regular em unidades de arcsec, onde fixamos o
parametro a = 0.2M. Enquanto que o grafico 26 mostra as corregoes dos angulos de
deflexdo para o caso do buraco negro Einstain-bumblebee em baixa rotagdao. As tabelas
(13) e (14) resumem valores de correcao dos angulos de desvio de Kerr e Schawazschild
para caso do buraco negro em rotacao regular. Entdo, as tabelas (15) e (16) resumem
valores de correcdo dos angulos de desvio de Kerr e Schawazschild para caso do buraco
negro em gravidade de Einstain-bumblebee. Os trabalhos [175, 176] mostram resultados
das correcoes dos angulos de desvios em gravidade de Kalb-Ramond e para o buraco negro
regular em rotacao carregado. No caso do artigo [175] os valores tabelados sdo da mesma

ordem de magnitude dos valores das tabelas 13, 14, 15 e 16.
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Kerr em baixa rotacao em gravidade bumblebee em unidades de arcsec, onde usamos o
parametro fixo a = 0.2M

|1

| a/M =0 ]a/M=02]a/M=04]a/M=06|

0.001 | 0.0825165 | 0.084166 0.085816 0.087465
0.002 | 0.165005 | 0.166654 0.168303 0.169951
0.003 | 0.247467 | 0.249115 0.250763 0.25241
0.004 | 0.329901 | 0.329898 0.329895 0.329892
0.005 | 0.412307 | 0.413953 0.415599 0.417246
0.006 | 0.494686 | 0.496331 0.497977 0.499622

Tabela 16: As correcoes no angulo de deflexdo dap = aplgy, — ap para Sgr A* with
b= 10*M, e variando a e [; dap em unidades de arcsec.
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6 CONCLUSAO

Nos capitulos 2 e 4 usamos nossas métricas de buracos negros e wormholes
para calcularmos os MQNs e as correcoes dos angulos de desvio dos raios de luz usando o
teorema de Guass-Bonnet. No capitulo 4, analisamos o wormhole em gravidade bumblebee.
Nesse cenario existe um parametro de violacdo de Lorentz A\, que permite a preservacao
das condig¢oes de energia, consequentemente temos um wormhole que é sustentado por
matéria nao exética [24]. Analisamos as possiveis escolhas dos pardmetros A e w, onde
obdece a seguinte relacao P = wp, que satisfazem a condi¢ao de flare-out e as condigoes
de energia. Devido a necessidade de obtermos uma transformacgao analitica e simplificada
das coordenadas da tartaruga da equacao 4.24, tivemos que sacrificar a condicao SEC.
Porém as demais condig¢oes de energia, NEC, WEC, DEC e FOC permanecem validas.
Além disso, as perturbagoes escalar e tensorial do wormhole de bumblebee foram obtidas.
Usamos as expressoes gerais para o potencial escalar e gravitacional. Ambos os potenciais
admitem formato de sino positivo (ver figura 13). Portanto, avaliamos as frequéncias
dos MQNs para ambas as perturbacoes usando o método WKB. Os MQNs sao confiaveis
para n < [ (como podemos ver nas tabelas 6 ¢ 7) e mostram curvas suaves (ver figura 14).
Além do mais, calculamos o perfil no dominio do temporal para ambas as perturbacoes
na figura 15, de onde notamos que todos os MQNs estudados realizam perfis de oscilacao
de amortecimento.

Na subsecao 4.1.6, utilizando o teorema de Gauss-Bonnet, analisamos os efeitos
na deflexao da luz devido a presenca de um wormhole na presenca de uma campo de Kalb-
Ramond que viola a simetria de Lorentz. Foi possivel encontramos apenas dois valores do
pardmetro (A = 1,3/2) que permitem determinarmos expressoes analiticas. Os graficos
das equagdes (4.52) e (4.54) podem visualizados na figura 16. O comportamento do angulo
defletido o em relagdo ao pardmetro de impacto é semelhante ao encontrado no campo
bumblebee [24]. No entanto, nosso resultado indica que a presenca de campo que viola
Lorentz do tipo de Kalb-Ramond aumenta a taxa com que o angulo de deflexdo diminui.
Além disso, quando A 17 cresce ambos os wormholes bumblebee e KB tende a reduzir a
taxa de decrescimento dos angulos de desvio em fung¢ao do parametro de impacto b.

Na secao 5.1 iniciamos o estudo das métricas de buracos negros, onde pri-
meiramente exploramos a métrica de Schwarzschild-Bumblebee. Aplicamos o método
WKB para calcular os MQNs para um buraco negro na gravidadebumblebee, e os resul-
tados foram comparados com os buracos negros puramente de Schwarzschild (e com o

Einstein-aether). Consideramos ambas as perturbagoes escalares e gravitacionais do bu-
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raco negro de Schwarzschild-bumblebee. A equacao de Regge-Wheeler foi obtida, e o termo
de corre¢ao responsavel pela violacao de Lorentz foi abordado. Uma vez que o potencial
modificado ainda exibe uma forma de sino, o método WKB foi aplicado para a 3* e 62
ordem. O parametro de violacdo de Lorentz gerou pequenas variacoes em relacao aos
MQNs das solugoes de Schwarzschild e aether. O aumento do pardmetro LV aumenta a
parte real da frequéncia e diminui o médulo das partes imaginarias. Este comportamento
¢é semelhante a primeira dobra dos buracos negros do eather. Para a gravidade de bumble-
bee, a Orbita circular do féton é idéntica a do Schwarzschild e a ligagdo da orbita do féton
e dos MQNs é preservada. Além disso, o dominio do tempo para ambas as perturbagoes
foi analisado e representa perfis de amortecimento.

Usamos o formalismo do teorema Gauss-Bonnet para métricas em rotagao,
secoes 5.2 e 5.2.1, pudemos deduzir expressoes analiticas para pequenos angulos de desvio
dos raios luminosos. Considerando as métricas de um buraco negro de Kerr regular (5.20)
e a métrica de Einstein-bumblebee em baixa rotagao (5.42) as expressoes sao representadas
pelas equagoes (5.40) e (5.51). Concluimos que as expressoes do angulo de desvio podem
ser escritas termos de uma série. Sendo que os primeiros termos representando puramente
o angulo desvio de Kerr mais os termos de correcoes do buraco negro de Kerr regular e de
bumblebee. Analisando as equagoes (5.40) e (5.51) concluimos que os termos de corregoes
tendem a reduzir os valores do angulo de desvio classico de Kerr. Considerando o buraco
negro do centro da Via Léctea, Sagitario A* como centro espalhador da lente, computamos
os valores dos dngulos de desvio 8,9, 10 e 11. O gréfico 25 mostra as corre¢oes dos dngulos
de deflexao para o caso do buraco negro de Kerr Regular em unidades de arcsec, onde
fixamos o pardmetro de rotacdo a = 0.2M. J& o grafico 26 mostra as corregdes dos
angulos de deflexdo para o caso do buraco negro Einstein-bumblebee em baixa rotacgao.
Olhando as tabelas (8) e (9) temos os valores de correcao dos dngulos de desvio de Kerr
e Schawazschild para caso do buraco negro em rotacao regular. Enquanto que, as tabelas
(10) e (11) resumen valores de corregao dos angulos de desvio de Kerr e Schawazschild
para caso do buraco negro em gravidade de Einstein-bumblebee.

Dando sequéncia ao estudo de gravidade bumblebee, 4.1.1, pretendemos en-
contrar novos backgrounds de wormholes transponiveis que permita encontrarmos fungoes
forma b(r) analiticas. Uma vez que tenhamos novas wormholes para explorarmos, sem-
pre podemos determinar os MQNs por métodos diferentes do WKB que usamos nesse
trabalho. Outro campo de teste que vem amplamente sendo investigado que também
iremos incorporar ¢ o da técnica de determinar a sombra de buracos negros e wormholes
[178, 179]. Por exemplo, se tivermos que lidar com métricas em rotagdo podemos apli-

car de preferéncia o método de Leave, como vimos na subsecao 2.1.2. No contexto da
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solucao do buraco negro de Einstein-bumblebee em baixa rotagao é possivel investigarmos
os ecos das oscilagbes gravitacionais do sistema pds-fusdo [112]. No caso das corregoes
dos angulos de deflexdao, usamos como centro espalhado Sagitario A*, entdo podemos
usar outros modelos como o da galaxia M87 para compararmos com o nossos valores ja

tabelados.
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