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RESUMO

Nas mais diversas areas do conhecimento, tais como Atuéria, Biologia, Economia, Enge-
nharia, Medicina entre outras ¢ comum a observacao de estudos com medidas repetidas,
ou seja, cada parcela amostral é observada em pelo menos duas vezes. Ademais, deve-se
compreender que a presenca de medidas repetidas pressupoe a existéncia de dependéncia
entre as medidas das intra-unidades amostrais. No que tange a modelagem, ajuste e
avaliacao da qualidade do modelo para dados com medidas repetidas, o presente estudo
destaca o uso das Equagoes de Estimagao Generalizadas (EEG’s) proposta por Liang e
Zeger (1986) sob a 6tica de fungoes de estimagao (Godambe,1991). A escolha se deu devido
a vantagem de que tal proposta permite a flexibilizacao do modelo probabilistico adotado
para a variavel resposta. Dessa forma, nao se faz necessario sequer ter o conhecimento
sobre a distribui¢ao conjunta associada, mas somente as distribui¢coes marginais, no qual
inicialmente foi assumido serem membros da familia exponencial linear, permitindo assim
uma alta flexibilidade de modelagem. Com base no exposto, o presente estudo, tomando
por base a proposta de Venezuela (2008), apresenta a extensdao do uso das EEG’s na
presenca de medidas repetidas quando a distribuicao marginal é Beta, generalizando assim

o modelo de regressao Beta de Ferarri e Cribari-Neto (2004).

Palavras-chave: Modelagem. Medidas Repetidas. Equacoes de Estimacao Generalizadas.

Modelo de Regressao Beta.



ABSTRACT

In the most diverse areas of knowledge, such as Actuarial Science, Biology, Economics,
Engineering, Medicine, among others, it is common to observe studies with repeated
measurements, that is, each sample plot is observed at least twice. Moreover, it should be
understood that the presence of repeated measurements imply the existence of dependence
between the measurements of the sample intraunits. Regarding the modeling, adjustment
and evaluation of the quality of the model for data with repeated measurements, this study
highlights the use of Generalized Estimation Equations (GEE’S) proposed by Liang and
Zeger (1986) from the perspective of estimation functions (Godambe, 1991). The choice
was due to the advantage that this proposal allows the flexibility of the probabilistic model
adopted for the response variable. Thus, it is not even necessary to have the knowledge
about the associated joint distribution, but only the marginal distributions, in which it
was initially assumed to be members of the exponential linear family, thus allowing a high
flexibility of modeling. Based on the above, this study, based on the proposal of Venezuela
(2008), presents the extent of the use of EEGs in the presence of repeated measures when
the marginal distribution is Beta, thus generalizing the Beta de Ferarri and Cribari-Neto

regression model (2004).

Keywords: Modeling. Repeated measurements. Generalized Estimation Equations. Beta

Regression Model.
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1 INTRODUCAO

Comumente, as mais diversificadas areas do conhecimento apresentam estudos
em que cada parcela amostral é verificada em pelo menos duas vezes, de modo que os
mesmos passam a ser caracterizados como andlises de medidas repetidas.

Outro aspecto referente a utilizacao de estudos com medidas repetidas é o
pressuposto de que ha existéncia de dependéncia entre as medidas das intra-unidades
amostrais.

Além disso, no que tange o ajuste, modelagem e avaliagao da qualidade dos
modelos para dados com medidas repetidas, destaca-se o uso das Equagoes de Estimacao
Generalizadas (EEG’s) proposta por Liang e Zeger (1986) sob a 6tica de fungoes de
estimagao (Godambe,1991).

A utilizacao de tal metodologia é justificada fato de que nao se faz necessario
sequer ter o conhecimento sobre a distribuicao conjunta associada, mas somente as
distribuicoes marginais, no qual inicialmente foi assumido serem membros da familia
exponencial linear, proporcionando alta flexibilidade de modelagem.

Com base no exposto, o presente estudo, tomando por base a proposta de
Venezuela (2008), apresenta como objetivo principal o estudo da extensao do uso das EEG’s
na presenca de medidas repetidas quando a distribuicao marginal é Beta, generalizando
assim o modelo de regressao Beta de Ferarri e Cribari-Neto (2004). J& os objetivos
especificos sao: estudar a teoria dos modelos de regressao beta, estudar a teoria de fungoes
de estimacao e de equagoes de estimacao generalizadas, compreender os métodos de
diagnosticos para o referido tema e aplicar o tema em estudo em um conjunto de dados
reais.

Finalmente, o presente trabalho esta estruturado de acordo com a seguinte
ordem: no Capitulo 02 sao apresentados os aspectos fundamentas para a compreensao
do Modelo Linear Generalizado; no Capitulo 03 é apresentada uma discussao sobre o
Modelo de Regressao Beta, onde é apresentado uma aplicacao por meio do software
R; no Capitulo 04 é destacada a fundamentacao tedrica das Equacoes de Estimacao
Generalizadas; no Capitulo 05 seguem as teorias sobre os Modelos de Regressao Beta com
Medidas Repetidas, além da apresentacao das propostas de diagndsticos para os modelos;
no Capitulo 06 se encontra uma aplicacao que busca a compreensao das performances

motoras de recém-nascidos; no Capitulo 07 sao dispostas as consideracgoes finais do estudo.
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2 O MODELO LINEAR GENERALIZADO

Comumente em diversas situagoes de interesse, sejam elas da ordem experi-
mental ou observacional, pesquisadores sao confrontados com problemas cujo o objetivo
principal é o de estudar o comportamento (relagdo) entre varidveis. Nesse sentido, es-
pecificamente, busca-se compreender a influéncia exercida por uma ou mais varidveis
(explicativas) sobre uma determinada varidvel de interesse de nominada varidvel resposta.
Assim, a metodologia, em geral, utilizada em tais situagoes é através da andlise de regressao.

Em linha com Turkman e Silva (2000), o modelo linear, “desenvolvido” no
século XIX por Lengendre e Gauss, foi o principal método utilizado para a modelagem
estatistica até meados do século XX. Contudo, ao longo de tal periodo, uma vasta gama
de modelos baseados em distribuigoes diferentes da normal foram desenvolvidos para
atuar em situacoes em que o modelo baseado na distribuicao normal nao era adequado.
Pode-se citar, como exemplos, o modelo complemento log-log (Fisher, 1922), o modelo
Probito(Bliss, 1935), os modelos log-lineares para dados de contagem (Birch, 1963), os
modelos de regressao para andlise de sobrevivéncia (Feigl and Zelen, 1965; Zippin and
Armitage, 1966; Glasser, 1967).

Tais modelos apresentados, entre outros, ditos alternativos ao modelo linear
normal, compartilham as seguintes caracteristicas: geralmente apresentam uma estrutura de
regressao linear e a variavel resposta do modelo segue uma distribuicao pertencente a familia
exponencial linear, em que sao chamados de Modelos Lineares Generalizados(MLG'’s).

Segundo Paula (2013), os modelos lineares generalizados expandem a gama de
opgoes no que tange a distribuicao da variavel resposta, fazendo com que a mesma faca
parte da familia exponencial linear. Desta forma, geram uma maior flexibilidade para a
relacao funcional entre o valor médio da varidvel resposta e o preditor linear 7.

As contribuigoes presentes em Nelder e Wedderburn (1972), além de responsa-
veis pela proposta do modelo, apresentam um processo iterativo objetivando a estimacao
dos parametros e introduziram o conceito de func¢ao desvio (amplamente utilizado para a

mensuragao da qualidade do ajuste dos MLG's).
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2.1 Familia exponencial linear

Conceitua-se que uma variavel aleatéria Y apenas é pertencente a familia
exponencial linear se a sua fungado densidade de probabilidade (f.d.p) ou sua funcao de

massa de probabilidade (f.m.p) possa ser escrita na forma a seguir:

y6 —b(0)

a(0) +c(9,¢)}, (2.1)

f(y;9,¢)=exz9{

em que, a(.), b(.) e c(.) sdo fungoes reais especificas. 6 é chamado de parametro
de localizagao e ¢ é o parametro de dispersao. Ademais, ressalta-se que o suporte nao
pode depender funcionalmente de 6.

No modelo apresentado em (2.1) , 8 é denominado pardmetro canénico e ¢ é
um parametro, em geral, conhecido. Dessa forma, diz-se que a distribuicao descrita faz

parte da familia exponencial linear uniparamétrica.
2.1.1 Meédia e variancia

Ainda no que tange a familia exponencial linear, seja [(0; ¢, y)= In(f(y|6, ¢).

Define-se a funcao score:

S(6) = 81(9{9;;51)

Considerando valida as condicoes de regularidade, tem-se que VO € © :

E(S*(9))=E

(az(e;¢,y)>2] L l82l(9;¢,Y)} |

26 062

Lembrando (2.1), obtém-se:
1(6:9,y) =

de forma que:
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Var(Y) = a2(¢)

=a(¢)b"(6),

de modo que b’ representa a derivada da funcao b(.) e b” a derivada segunda da mesma
funcao. Assim, verifica-se que a variancia de Y é o produto de duas fungoes: funcao de
variancia V(i ), que depende apenas do parametro canénico 6 (valor médio p) e outra,
a(¢), dependendo apenas do parametro de dispersao ¢.
E possivel, ainda, que funcao a(¢@) possa ser reescrita da seguinte forma:
¢
a(¢) = o’
em que @ se apresenta como uma constante conhecida. Logo, é possivel obter a variancia

de Y como o produto da métrica de dispersao por uma funcao apenas do valor médio.

Nesse caso, (2.1) pode ser reescrita escrita como:
0
f(y|9,¢,0))=CXp 5(y0-b(9))+€(y,¢,(1)) . (22>
2.1.2 Alguns casos particulares da familia exponencial linear

Na tabela a seguir é apresentada uma listagem das principais distribuicoes

pertencentes a familia exponencial e suas caracteristicas.

Tabela 1 — Algumas distribuigoes da familia exponencial linear

Distribuigao Normal Binomial Poisson Gama
Notagao N(u,0) B(m,m)/m P(1) Ga(v, ’L—“)
Suporte R(—o0, 4o0) {o,L ..,1} N(0.1,.. R(0, +o0)

G p In(%7) In(2) “u
a(9) o L 1 1
¢ o2 1 1 é
w 1 m 1 1
c(y,9) —%(%; +In(2n¢9)  In( n’?y ) —Iny! vinv—InI'(v)+ (v —1)Iny
b(6) e In(1+¢°) e —In(—0)
0

¥(6) = E(Y) 6 Pe A= el

b"(0) =V (u) 1 n(l—nx A u?
Var(Y) o> a(l-m) ) w

Fonte: elaborado pelo autor.
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2.2 Especificagao do Modelo Linear Generalizado

O modelo linear generalizado pode ser compreendido como um extensao do

modelo linear, definido como:

Y = XB +¢,

assim, X pode ser compreendido como uma matriz de dimensao n x p , relacionada a um
vetor B = (Bi,...,Bp) " de parametros e € é a componente (vetor) de erros aleatoriamente
distribuidos com distribui¢ao N, (0, 5>T).

Tais suposigoes definem que o valor esperado da varidvel resposta (Y) é uma
fungao linear de suas covariaveis, ou seja, E(Y|X)=u com u= Xf.

A extensao do modelo linear é realizada em dois passos. No primeiro, com
relacao a distribuicao considerada, nao é necessario que a mesma seja normal, podendo ser
qualquer distribuicao pertencente a familia exponencial linear. Para o segundo, embora seja
mantida a estrutura de linearidade, a funcao responsavel por relacionar o valor esperado
e o vetor de covariaveis pode ser qualquer funcao ao menos duplamente diferencidvel
(TURKMAN e SILVA, 2000).

Diante disso, os modelos lineares generalizados (MLG’s) podem ser definidos
de acordo com os seguintes componentes:

1. Componente aleatorio
Conhecendo o vetor de covariaveis x; as variaveis Y; sao condicionalmente indepen-
dentes com distribuicao pertencente a familia exponencial linear de acordo com a
(2.1) ou a (2.2).

2. Componente Sistemdtico
O valor esperado ; estd relacionado com com o preditor linear 1; =% B de acordo

com as relagoes:

g(ui) =n; =z B,

em que :
e ¢(.) é a funcdo de ligagao, considerada monétona e ao menos duplamente diferencié-
vel;
e f3 é um vetor de parametros com dimensao px1;

e z; ¢ um vetor de covariaveis com dimensao px1.
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Além disso, a escolha da funcao de ligacao depende do tipo de resposta e da
conducao do estudo. Dessa forma, na Tabela 2 sao apresentadas as principais fung¢oes
de ligacao canonicas, i.e., nos casos em que tais funcoes o preditor linear coincide com o
parametro canodnico. Dessa forma, 6; = 1n; e implica 6; = ziT B.

Tabela 2 — Funcoes de ligacao canonicas para alguns membros da Familia
Exponencial Linear

Distribuicao Normal Binomial Poisson ~ Gama

Ligaggo ~ p=n In(E;)=n hu)=n p

Fonte: elaborado pelo autor.

Segundo Paula (2013), além das ligagoes candnicas, destacam-se as seguintes
ligagoes:
e Ligacao probito;
e Ligacao log-log;
e Ligacao de Box-Cox;
e Ligacao Aranda- Ordaz.
Dessa forma, de acordo com o teorema da fatoracao, quando a ligacao é canonica,
isto é 6; =1, = ziT B e a sua funcao de log-verossimilhanca L() pode ser escrita da seguinte

forma:

n n

L(B)=Y 0(yi6i—b(0))+ ) c(yi, o).
n=1 n=1

Nos casos em que o parametro candnico (0) for correspondente ao preditor

linear, ou seja, quando 6; =n; = Z§:1xi,jﬁj e com estatistica S; = @Y, Yix; j L(B) pode
ser reescrita como:

)4 n p n

LB)=) siBi—0 Y. b() xijBj)+ Y, ci,9).

j=1 =1 =1 =1

Com relagao as ligacoes canonicas, as vantagens de sua utilizagao estao no fato

de que sendo o parametro de escala (¢) conhecido, o vetor de parametros desconhecido

da estrutura linear admite uma estatistica suficiente minimal de dimensao fixa e que

as mesmas garantem a estrutura concava de L(B), facilitando a obtencao de resultados

assintéticos (PAULA, 2013).
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O processo iterativo de Newton-Raphson para a obtencao da estimativa de
médxima verossimilhanca de B ¢ definido expandindo a fungao escore Ug em torno de um
valor inicial [3(0). Em seguida, é aplicado o método escore de Fisher para evitar a existéncia
de uma matriz nao positiva definida. Por fim, é possivel chegar a um processo iterativo de

minimos quadrados reponderados da seguinte forma:
ﬁ(m—i—l) _ (XTW(m)X)_leW(m)Z(m).

de modo que m=0,1,...,ez=1 +W_1/2V_]/2(y—,u). Nesse sentido, observa-se que z
assume o comportamento de uma varidavel dependente modificada e W representa uma
matriz de pesos que se modifica a cada passo do processo de iteracao. Uma explanagao

completa do processo é apresentada em Paula (2013), por exemplo.

2.3 Funcao desvio

Compreende-se que o modelo saturado (p =n) é adequado para determinar
a qualidade do ajuste de um determinado modelo sob investigacao. Isso se da através
da inclusao de uma medida responsavel por quantificar o valor da distancia entre os
valores ajustados 3 com esse modelo e dos correspondentes valores de y. Essa métrica de
discrepancia, entre o modelo saturado e o modelo sob investigacao, baseia-se na estatistica
de teste da razao de verossimilhangas generalizada de Wilks (Wilks,1938). Logo, a qualidade

do ajuste de um MLG, denominada fun¢ao desvio, pode ser definida como:

D(y; 1) = ¢D(y; ft) = 2{L(y;y) — L({;y)}.

Alternativamente considerando a densidade (2.1) , a equacao acima pode ser reescrita

COIMo:

A

D(y: 1) =2ﬁ;l{y,-<é,-—é,->+<b<éi>—b< )}, (2.3)

de modo que 6; = 0;(4;) e 6; = 6;(fi;) representam, respectivamente, os estimadores de
maxima, verossimilhanca para o modelo com p parametros e para o modelo saturado. Além
do mais, é facilmente observado que o desvio é sempre maior ou igual a zero, decrescendo
a medida que covariaveis irao sendo adicionadas ao modelo nulo. Além disso, o0 mesmo é

utilizado para verificar a adequacao do modelo sob investigacao.
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2.4 Testes de hipoteses

De acordo com McCulloch e Searle(2001) e Paula (2013), uma grande variedade
de problemas de inferéncia ligados aos testes de hipdteses sobre o vetor de parametros f8

pode ser descrito da seguinte forma:

Hy: B = B° versus H; : B # B°. (2.4)

Assim, é possivel afirmar a existéncia de essencialmente quatro estatisticas
capazes de testar hipéteses do tipo descrito em (2.4). Sao elas:

1. de Wald, baseia-se no comportamento normal assintético do estimador de verossimi-

A

lhanga f3.

2. Teste de Wilks ou Teste de razao de verosimilhancas generalizada, baseia-
se na distribuicao assintética da razao de maximo das verossimilhancas de acordo
com as hipoteses Hy e HyUH;. Além disso, tal estatistica pode ser compreendida,
no caso do MLG, como a diferenca entre duas fungoes de desvio.

3. Teste de Rao ou Teste FEscore , baseia-se nas atribuicoes assintdticas da fungao de
escore.

4. Teste Gradiente , por apresentar uma maior flexibilidade, torna-se simples de ser

calculada, de modo que nao envolve nenhum célculo matricial (LEMONTE; 2016).

2.5 Técnicas de diagnéstico

A anélise de diagndstico é uma etapa importante na avaliacao da qualidade do
ajuste de um modelo de regressao. Nesse momento, é possivel realizar a identificacao de
discordancias entre as suposicoes estabelecidas para o modelo, bem como o mapeamento

de pontos (observagoes) influentes em determinados aspectos.
2.5.1 Pontos de alavanca

O intuito principal que esta contido na definicao de ponto de alavanca ¢ a
avaliagao da influéncia de y; sobre o proprio valor ajustado y;. Na estrutura definida do

MLG para ¢ conhecido a matriz d9/dy" pode ser obtida como:

95 A
GL = ay_T = {D[}(_L,Bﬁ) lLﬁy}ma
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em que Dg = 8[.1/8[3,@3,3 = 82L(B)/8B8ﬁ—l—,f,ﬁy =9%L(B)/dBaIyT.
Com a substituicao de —Lﬁﬁ pelo seu valor esperado ¢(XTWX), é possivel

obter de maneira aproximada:
GL=NX(XTWX) 'XTV 'K,
Finalmente, o elemento (/Jzu pode ser escrito como:
ézn- = (I)ixiT(XTWX)*lxi,

em que @; = (dy;/dn;)?/V;. Para mais informacoes, recomenda-se a leitura Hoaglin e
Welsch (1978), Cook e Weisberg (1982), Emerson, Hoaglin e Kempthorne (1984), St.
Laurent e Cook (1992) e Wei, Hu e Fung (1998).

2.5.2 Residuos

E possivel considerar o residuo ordinario da solucao de minimos quadrados
da regressao linear ponderada contra X. A partir disso, o residuo padronizado pode ser

definido a seguir:

I OL/2(yi — fu)
i = ——=,

Vi(1 — hi)
nesse caso, diz-se que h;; é o i-ésimo elemendo da diagonal principal da matriz H.
De acordo com Paula (2013), os residuos mais utilizados em modelos lineares
generalizados sao definidos a partir dos componentes da funcao desvio. Assim, sua forma
padronizada é:

Do @ lif) _ 9" 2d(yif)
Si — = .

(1 —hir) (1= hip)

2.5.3 FEnvelope Simulado

Desenvolvido por Atkinson (1985), o gréfico de probabilidade meio-normal com
envelope simulado é uma outra técnica aplicada na avaliacao do ajuste do modelo.

Nele, dispomos o i-ésimo valor ordenado dos residuos padronizados r}, contra
o valor esperado da estatistica de ordem, em valor absoluto, da normal padrao. O modelo

pode ser descrito como:
i+N— 1/8)

. ~ -1
E(lZp) ~ @ <2n—|—1/2
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Diz-se que, em particular, o grafico é indicado para deteccao simultanea de pontos aber-
rantes e/ou influentes. Como sugestao de aprofundamento, o leitor pode consultar Neter

et al.(1996); Tan, Qu e Kutner (1997) e Venezuela (2003).
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3 MODELO DE REGRESSAO BETA

E comum em diversas situacoes de interesse a necessidade da modelagem de
variaveis do tipo proporcoes ou taxas, como por exemplo: a proporcao de casas que possuem
servicos de TV a cabo, a porcentagem da renda gasta com combustivel e alimentacao,
etc. Além disso, em diversos casos essas varidveis podem estar contidas no intervalo (0,1).
Kieschnick e McCullough (2003) apresentam essas variaveis classificadas em dois tipos.
No primeiro, observa-se que os valores podem ser modelados por meio de um processo
continuo, enquanto que no segundo, é possivel definir um intervalo fechado [0,1] e seguem
uma distribuicao mista discreta-continua. Ao analisar o primeiro tipo, é possivel elencar,
em linha com os autores, sete modelos:o modelo normal linear, o modelo logito, o modelo
normal censurado, o modelo normal nao linear, os modelos de regressao baseados na
distribuicao beta, a distribuicao simplex e o modelo de quase-verossimilhanca.

Além disso, em um estudo comparativo realizado por Kieschnick e McCullough
(2003), foi possivel indicar que, dentre os modelos acima citados, os modelos de regressao
beta, simples e quase-verossimilhanca sao os mais adequados para modelagem de dados de
proporgoes em que oS mesmos apresentam respostas inferenciais semelhantes. Finalmente,
o trabalho reforca que, dentre os trés modelos, uma variacao do Critério de Informacao de
Akaike (AIC) evidencia a proficiéncia do modelo de regressao beta.

O modelo de regressao baseado na distribuicao beta, cuja contribuicao presente
em Ferrari e Cribari-Neto (2004) corresponde a reparametrizagao e ajuste a um formato
similar a de um MLG, busca modelar situacoes em que a variavel resposta é continua,
definida em um intervalo restrito (0,1) e possui relagdo com outras varidveis por meio
de uma estrutura de regressao. Além disso, o modelo proposto é fundamentado na
suposicao de que a variavel resposta assume uma distribuicao beta fazendo uso de uma
parametrizacao da lei beta que é indexada pela média e um parametro de dispersao, ou
seja, o modelo supoe que a distribuicao da variavel resposta é beta e sua média estd
relacionada a um preditor linear a partir de uma funcao de ligacao. De acordo com essa

definigao, em diversos aspectos, a regressao beta é bastante semelhante aos modelos lineares

generalizados (MLG’s).
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3.1 Distribuicao Beta

Como dito anteriormente, a distribuicao beta é muito flexivel, assumindo uma
grande variedade de formatos simétricos e assimétricos, incluindo os formatos de “J”, “U” e
“J” invertido. Isso pode ser verificado pelas diversas densidades da distribuicao apresentadas

na Figura (1). A funcdo densidade da distribuicao beta, indexada pelos parametros p > 0

Figura 1 — Densidades beta para combinagoes diferentes de (i, ).

N {1 (0.055) (0.95,5)

~—

density
6
I

Fonte: Ferrari e Cribari-Neto (2004)

e g >0, é definida como:

F(p+q) pfl(l_y)qfl, (31>

em que I'(p) é definida por:
I(p) = / yleray.
0

A média e a variancia de y sao, respectivamente, definidas por:

E(y) =p/p+q

pq

Var(y) = (P+q)?*(p+q+1)
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3.2 Definicao do modelo de regressao beta

O modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) apresenta
uma reparametrizacao da distribuicao beta, considerando a média da resposta e um
parametro de dispersao. Essa reparametrizagao, em linha com Venezuela (2008), se da
devido ao fato de que a estrutura original (3.1) apresenta, apenas, parametros de forma.
Assim, com a reparametrizacao é possivel a obtencao de métricas de posicao e precisao,

representados por i e @, respectivamente. Diante disso, a (3.1) pode ser reescrita como:

fsug) = F(qu)rr((g)_u)(p)y““’_l(l —y)mmet (3.2)

Com isso, a média e a variancia sao dadas por:

E(y)=u

Var(y) = V(1)/1+ .

em que V(i) = pu(l —p) é a fungdo de variancia, u é a média da varidvel resposta e @
pode ser compreendido como uma métrica de precisao (dispersao) no sentido que, para u
fixado, quanto maior for o valor de ¢ , menor a variancia de y.

Supondo que yy,...,y, sejam variaveis aleatérias independentes, em que cada yy,
t = 1,..., n, segue uma distribuicao beta com parametros y; e @, cuja densidade é definida
de acordo com a (3.2). Define-se que o modelo de regressao beta ¢ definido pela (3.2) e

pelo componente sistematico

k
g(uy) = ;xtiﬁi =M, (3.3)

em que 1); = x5 B; é o preditor linear, 8 é um vetor de parametros desconhecidos a serem
estimados, xtT é o vetor de variaveis explicativas associado ao t-ésimo individuo, assumindo-
as fixas e conhecidas. A funcao g(.) ¢ dita funcao de ligacao (estrutura estritamente
monoétona e duplamente diferencidvel).

Uma funcao amplamente utilizada é a logito, dado que é possivel obter uma
facil interpretacao dos parametros da regressao. De acordo com a equagao acima

sl =tog (12 ) =7 p.
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Assim,

(125 ) =ew' B

~exp(x'B)
b rexp( B)

Além disso, pode-se escrever:

(3.4)

Nota-se que (3.4) é apresentada como a funcao inversa de g(1;). Quando utiliza-se a fungao
de ligacao logito os parametros da regressao podem ser compreendidos em termos de razao
de chances (odds ratio). Com isso, assumindo que o valor da i-ésima varidvel regressora é
acrescido em m unidades, ao passo que as demais varidaveis dependentes do modelo em
estudo permanecem inalteradas. Além disso, denotando ' como o valor médio de y sob
o novo valor das covaridveis, de modo que U seja a média de y sob o valor original das
covariaveis, dessa forma tem-se:
T
1—put

=exp(x Bi + ... + (xi +m)Bi+ ... + xBr)-

Logo, a razao de chances é dada por:

oxn(mp) — /(L =uh)
PUmB) = =y

3.3 Residuos

Tendo em vista que os residuos sao a base primordial para a realizacao da analise
de diagndstico, um fase importante no processo de regressao para a validacao adequada
do modelo, a presente Secao busca apresentar os residuos propostos por Espinheira el

al.(2008) e Ferrari e Cribari-Neto (2004) tomando por base o modelo apresentado em (3.2).
3.3.1 Residuo ordindrio

Proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), o residuo ordinario padronizado

pode ser expresso como:

Ve M
rr = )

Var(y,)

em que \//a\r(y,) =0(1—0)/(1+¢), =g '(x/B). Além disso, B e ¢ sdo apresentados

como os estimadores de maxima verossimilhanga de B e ¢, respectivamente.
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3.3.2 Residuo ponderado padronizado 1

Este residuo foi estruturado tomando por base o método iterativo scoring de
Fisher para a estimagao de 8, com ¢ é conhecido. A partir disso, dado o processo iterativo
pode ser reescrito em termos de regressao de minimos quadrados ponderados, Espinheira
et al.(2008) apresentam a defini¢ao de residuo ponderado como:
P = i — :
Vé()
com Uy = V' ({,0)+ v ((1—f)¢). Além disso, em linha com os autores supracitados, como
Var(y?) = v (:0) + v ((1 — 1) ¢) o residuo ponderado padronizado 1 é dado por:

* y*_A*
rf:d)l/z’:l?:t'

3.3.3 Residuo ponderado padronizado 2

O residuo ponderado padronizado 2 é outra métrica desenvolvido por Espinheira

et al.(2008), definido como:

rpp_ r _ rtp . yi — i
t - - - 9
O~1(1—hy) (1 —hy) v(l —hy)

em que hy, ¢ compreendido como o t-ésimo elemento da diagonal de H.

Com isso, deve-se considerar ¢ como fixo. Em termos praticos, para o calculo
de tais residuos, devera ser considerada a substituicao de ¢ pela sua estimativa de méxima
verossimilhanca de @.

Outro ponto de destaque é o fato de que o residuo ponderado padronizado
2 apresenta-se como o mais eficiente na identificacao de observacoes que possuem alta
influéncia nas estimativas dos parametros. Em Espinheira et al.(2008) os autores mostram,
por meio de um estudo com dados simulados, em que foi inserida uma observagao atipica,
que tal residuo é capaz de apontar um valor claramente atipico, sendo, simultaneamente,

um ponto leverage e outlier.
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3.4 Meétodos de diagnéstico

A importancia da utilizacao de métricas de diagndstico esta pautada no fato
de que a aplicacao da mesma em um modelo de regressao permite vericar possiveis
distanciamentos entre as suposicoes feitas para o modelo em estudo, além de identificar
observagoes extremas que possam interferir desproporcionalmente nos resultados do ajuste
do modelo.

Dentro desse cendrio, a presente Secao apresenta algumas métricas construidas
tomando por base o método iterativo scoring de Fisher para a estimacgao dos parametros
de regressao B, no que se refere a modelagem através do modelo de regressao beta.

Diante do exposto, o método método iterativo scoring de Fisher para estimar

B pode ser reexpreso como a solu¢ao de minimos quadrados reponderados da forma
plmt) = glm) 4 (XTP(m)X)_leT(m)b(m), (3.5)

com T=diagl/g'(u1),...,1/¢' (), P=W e b=y"—pu".
Com isso, (3.5) pode ser reescrito como o processo iterativo de minimos qua-

drados reponderados apresentado a seguir:
B\ (m+1) _ (XTP(m)X) —IXTP(m)Z(m) 7

em que z =0 L P=1MT(m)b(m), com n = (N1,...,n,)" = XB. No processo de con-

vergéncia, tem-se
B=xTPx)"'xTP;, (3.6)

com z =1 +P~17Tb, de modo que f,P,T e b sao os valores de n,P, T e b quando avaliados
no estimado de méaxima verossimilhanca. Vale destacar que ﬁ apresentado em (3.6) pode ser
compreendido como a estimativa de 8 fornecida pela regressao de uma variavel dependente

modificada, Z, com uma matriz de especificacao X e uma matriz de pesos P.
3.4.1 Ponto de alavanca

Tomando por base a equacao (3.6), B pode ser definido como a solugao de mini-
mos quadrados da regressao normal linear de P2, possuindo como matriz de especificagao

Pl/2x. Logo, pode-se concluir que o residuo ordinario, apresentado como a diferenca entre
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os valores observados e ajustados, é dado por:
ro=(1—H)P'/?z,
de modo que I corresponde a matriz identidade e H uma matriz diagonal descrita a seguir.
H=P"2x(x"Px)"'xTP'/2.

Diante do exposto, admitindo que P27 atua como vetor resposta, pode-se
considerar H como a matriz de projecao ortogonal, ou matriz chapéu. Além disso, é
possivel a utilizagao dos elementos da diagonal principal de H, h; na identificacao de
pontos de alavanca. Tal processo é apresentado em Paula (2013) para modelos lineares
generalizados(MLG’s) e em Venezuela (2003), Venezuela, Botter e Sandoval (2007) e Paula
(2013) no caso de MLG’s com presenca de medidas repetidas.

Ainda nesse cenario, um ponto de alavanca apresenta um perfil diferente dos
demais em relagao aos valores apresentados pelas varidveis explicativas. Nesse caso, na
pratica, a construgao do gréafico de hy; versus o indice das observagoes t, t=1,...,n auxilia na
identificacao de possiveis pontos de alavanca. Toda via, é importante frisar que os valores
de h;; dependem da matriz de pesos, ou seja, observacoes com altos valores de h;; nem
sempre serao pontos de alavanca. Tal fato evidencia a necessidade de cautela na realizacao

da analise de tais pontos.
3.4.2 Distancia de Cook

Tendo em vista que um ponto influente é aquele que apresenta um peso
desproporcional no valor das estimativas dos parametros de um dado modelo. Além disso,
o mesmo apresenta um perfil diferente dos demais no que se refere ao valor da variavel
resposta e apresenta um valor elevado na matriz de projecao H.

Com isso, Cook (1977) propos uma métrica de influéncia de cada observagao
nas estimativas dos parametros. A mesma é conhecida como distincia de Cook (DC) e

pode ser definida a seguir:

DG, = (B~ ) X WX(B ~ B)
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3.4.83 Grdfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado

Desenvolvido por Atkinson (1985), o gréfico de probabilidade meio-normal com
envelope simulado é uma outra técnica aplicada na avaliacao do ajuste do modelo. Cons-
truido com base nos residuos padronizados, o mesmo apresenta-se como uma ferramenta
de diagnostico bastante 1util na avaliacao do ajuste do modelo. Além disso, de acordo com
Neter et. al (1996) tal gréafico pode utilizado mesmo quando os residuos nao apresentam

uma distribuicao normal. O modelo pode ser descrito como:

i+N—1/8> 57)

. ~ -1
ElZp) = (2n+1/2

A seguir é apresentado, conforme apresentado em Ferrari e Cribari-Neto (2004),0

algoritmo para a construcao do gréafico de probabilidade meio-normal com envelope simu-

lado:

ETAPAS PARA A ELABORACAO DO GRAFICO DE PROBABILIDADE MEIO-
NORMAL COM ENVELOPE SIMULADO
1: Para cada unidade experimental i; 1 = 1,..., t;, deverd ser simulado um vetor de respostas
de tamanho ¢;, observando o vetor de médias e a matriz de covariancias ajustados aos
dados originais.
2: O mesmo modelo, utilizado para o ajuste dos dados originais, devera ser aplicado ao
ajuste das respostas simuladas no passo 1.
3: Realizar o ajuste do modelo a amostra gerada e calcular os valores absolutos ordenados
dos residuos;
4: Repetir os trés primeiros passos mais 24 vezes, numero de réplicas sugerido por Tan,Qu
e Kutner (1997).
5: Determinar o minimo, a mediana e o maximo dos menores valores absolutos dos residuos
padronizados de todas as simulagoes.
6: Organizar em um grafico os valores minimos, medianos e maximos obtidos nos passos
supracitados versus os correspondentes valores esperados em (3.7). Apds isso, associar os
pontos referente aos valores minimos, medianos e maximos.

A partir do processo descrito acima, a ocorréncia de elevados desvios dos pontos
em relagao a mediana dos valores simulados ou a ocorréncia de pontos préximos ou fora

dos limites da banda de simulagao sao indicativos de que o modelo pode nao ser adequado.
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Ademais, caso existam, os pontos aberrantes devem aparecer no topo direito do grafico
separado dos demais pontos.

Mais detalhes sobre sua construcao do grafico de probabilidade meio-normal
com envelope simulado sdo apresentados em Neter et. al (1996); Tan, Qu e Kutner (1997)
e em Venezuela (2003) poderao ser vistos os algoritmos para gerar varidveis aleatérias

correlacionadas das distribuigoes Binomial, Poisson e Gama.

3.5 Aplicagcao dos modelos de regressao beta através do uso do software R

A implementacao do modelo de regressao beta, apresentado por Ferrari e
Cribari-Neto (2004) e estendida por Simas, Barreto-Souza e Rocha (2010), é apresentada
no software R por meio do pacote betareg (). Com isso, o pacote visa uma modelagem
beta-distribuida com parametrizacao usando parametro de média e precisao, de modo que
a média (U) estd ligada, como nos modelos lineares generalizados (GLMs), as respostas
através de uma funcao de ligacdo e um preditor linear. Além disso, o parametro de precisao
(¢) pode ser ligado a outro conjunto de regressores através de um segundo fungao de
ligacao, resultando em um modelo com dispersao variavel.

No que tange a estimacao, a mesma ocorre via funcao de maxima verossimi-
lhanga via optim() utilizando gradientes analiticos e (por padrao) iniciando valores de
uma regressao linear auxiliar da resposta transformada. Além disso, a principal funcao
e ajuste de modelo é betareg () que possui uma abordagem bastante simples para im-
plementagao da maxima verossimilhanga em modelos de regressao no software R. Os
comandos formula e data sao utilizados para a definicao do modelo e especificacao dos
dados, respectivamente. Os argumentos de betareg () sao:
betareg(formula, data, subset, na.action, weights, offset, link = ‘logit’’,
link.phi = NULL, control = betareg.control(...), model = TRUE, y = TRUE, x
= FALSE, ...).

Recomenda-se que para mais informagoes e exemplos o leitor interessado con-
sulte o manual de referencia do pacote betareg existente no software R (R Core Team,
2018).

Buscando apresentar uma aplicacao do modelo de regressao beta e perpassando
pelos assunto apresentados neste Capitulo, a seguir sera apresentado um exemplo pratico

desenvolvido por Atkinson (1985) e com aplicagao realizada por meio do pacote betareg.
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3.5.1 Aplicacao

A presente aplicagao foi anteriormente apresentado em Atkinson (1985) e
consiste na andlise dos dados sobre gasolina de Prater (1956), de modo que a variavel
dependente (y) é compreendida como a propor¢ao de petréleo convertida em gasolina apés
o processo de fracionamento de 32 observacoes. Além disso, as varidveis independentes
sao: tipo do petrdleo e temperatura.

A partir disso, considera-se que as observacoes yi,...,y3» sao independentes
e possuem distribuigao beta com média py, (t= 1,...,32), com parametro de precisao ¢

desconhecido. O modelo é descrito da seguinte forma:

g(t) = Bo+ Brx1 + ...+ Proxio (3.8)

O ajuste do modelo de regressao especificado acima foi realizado considerando a
fungao de ligacao logito. Com isso, a partir da tabela a seguir, é apresentado os resultados
da estimacgao. Assim, é possivel afirmar que todas as varidveis sao siginificativas para o

modelo.

Tabela 3 — Valores estimados do modelo de regres-

sao beta

Parametro Valor Estimado FErro Padrao valor - p
Bo -6,16 0,18 <0,001
Bi 1,73 0,10 <0,001
B 1,32 0,12 <0,001
B3 1,57 0,12 <0,001
Ba 1,06 0,10 <0,001
Bs 1,13 0,10 <0,001
Be 1,04 0,11 <0,001
B 0,54 0,11 <0,001
Bs 0,50 0,11 <0,001
Bo 0,39 0,11 0,001*
Bio 0,01 0,00 <0,001
[ 440,30 110,00 <0,001

Fonte: Elaborado pelo autor

Seguindo a analise, é possivel verificar as medidas de diagnéstico com o objetivo
de identificar algum ponto de comportamento atipico.

A figura a seguir sugere que nao ha presenca de pontos de alavanca. Contudo,
apenas a observacao 4 ¢é apresentada como possivel ponto influente. Além disso, grafico de

probabilidade meio-normal com envelope simulado (a 95%) evidencia que os pontos estao



35

Figura 2 — Graficos de diagndstico do modelo de regressao beta ajustado para os dados.
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Fonte: Elaborado pelo autor

concentrados dentro da banda de confianca,

com o modelo beta é adequado.

Com a utilizacao da medida de variagao percentual descrita a seguir, em linha

‘IH‘\‘.
T T
25 30

Deviance residuals (absolute values)

Normal quantiles

sugerindo que o ajuste dos dados de acordo

com Miyashiro (2008), pode-se avaliar a capacidade da influéncia exercida pelas observacoes

distintas das demais sobre as estimativas dos parametros de dispersao.

A

éf ontos(s) — 0
VP, = % +100%, (3.9)

onde, é_pomos(s) ¢é apresentado como a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 sem
o(s) ponto(s) com comportamento(s) distinto(s) dos demais e 8 é a estimativa de 6 com

todos os pontos do modelo.
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O reajuste do modelo sem a observacao 4 pode ser visto na tabela a seguir.
Dado a presenca de 32 observagoes, implica-se que cada unidade observada deve influenciar
em 3,13% nas estimativas dos parametros.

Tabela 4 — Valores estimados do modelo de regressao beta (sem a observagao 4)
Parametro Valor Estimado Valor Estimado Sem o Ponto 4 ~ VP

Bo 6,16 76,35 3,20%
By 1,73 1,89 9,21%
B 1,32 1,37 3,61%
B 1,57 1,63 3,36%
B4 1,06 1,08 1,98%
Bs 1,13 1,15 1,57%
Bs 1,04 1,06 1,68%
B, 0,54 0,57 3,95%
Bs 0,50 0,50 0,97%
Bo 0,39 0,39 -0,16%
Bio 0,01 0,012 4,55%
¢ 440,30 577,80 31,23%

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir disso, observa-se que nao ha grande alteracao na estimacao dos
parametros e que a maior varia¢do ocorre no parametro de precisao (@). Assim, conclui-se
que a eliminacao do ponto 4 nao muda as conclusoes inferenciais.

No préximo capitulo do presente estudo serao introduzidos os conceitos re-
ferentes as Equagoes de Estimacao Generalizadas, conforme prostas por Zeger e Liang

(1936).
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4 EQUACOES DE ESTIMACAO GENERALIZADAS

Tomando como base os MLGs, é possivel afirmar que uma de suas principais
suposicoes é a independéncia entre os sujeitos em observacao. Um exemplo seria a
construcao de um modelo para o estudo do comportamento da mortalidade infantil
assumindo a suposi¢cao que o conhecimento sobre ocorréncia do 6bito em uma crianca
nao fornece nenhuma informacao a respeito do estado de outra crianca nesse estudo.
Contudo, existem determinados tipos de estudos em que a hipdtese de independéncia nao
se faz coerente, revelando, assim, que uma correlagao entre os objetos em estudo pode ser
considerada.

No exemplo anteriormente citado, caso a amostra contenha irmaos, é plausivel
supor que a hipdtese de independéncia nao seja adequada. Isso se da, de acordo com Ale-
xander et al.(1998), pelo fato de que criangas expostas as mesmas caracteristicas maternas
e a condicoes de gestagao semelhantes, apresentam comportamentos mais parecidos do
que os de gestacoes diferentes. Logo, de acordo com o exemplo apresentado, os sujeitos
que nao pertencam a mesma familia seriam independentes, em oposicao aqueles que sao
irmaos. Nesse sentido, a dependéncia de observagoes pode ocorrer em casos em que €
possivel identificar relagoes de agrupamento entre os elementos do objeto de estudo.

Além disso, verifica-se a possibilidade de ocorréncia de correlacao em pesquisas
com dados que envolvam medidas repetidas, ou seja, estudos em que a estratégia de coleta
seja pautada na observagao de uma ou mais variaveis resposta de um grupo amostral de
acordo com algum requisito avaliativo. Uma ilustracao disso seria analisar o efeito de um
repelente em um sujeito ao longo de um tratamento, com isso testes seriam realizados
diariamente ao longo de dois meses em um grupo de voluntarios. O grupo de medidas
repetidas pode ser compreendido como ensaios em que o requisito de avaliagao nao pode
ser aleatorizado, a exemplo, o tempo, gerando a ocorréncia de dados longitudinais; estudos
de coorte, especialmente realizados em Bioestatistica e dados em painel, comumente
observados em estudos econométricos.

Diante do exposto, a literatura evidencia a existéncia de abordagens para
para a analise de informagoes agrupadas. As principais sao as Equacoes de Estimagao
Generalizadas (EEG’s) e os Modelos de Efeitos Mistos. Trazendo o foco para as EEG’s, o
método foi proposto por Zeger e Liang (1986) com o objetivo de estimar parametros de

regressao especialmente quando os dados estao correlacionados. Os autores basearam-se
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nos MLG’s, incluindo uma estrutura de correlacao de “trabalho” (“working correlation
matrix”) entre as observagoes para a obtencao de estimativas consistentes e nao viciadas.

Em continuidade ao trabalho proposto inicialmente (conhecido como EEG1),
Prentice e Zhao (1991) estenderam o modelo, permitindo a avaliagao dos parametros de
correlacao por meio das equagoes de estimacao. Essa contribuicao passou a ser conhecida
como EEG2. Song et al. (2004) apresentaram a modelagem do parametro de dispersao
por meio das equacoes de estimagao. Com isso, tem-se o surgimento da EEG3. Nesse
sentido, as Equacoes de Estimacao Generalizadas apresentam uma alta performance em
sua estrutura funcional, visto que as mesmas ao incorporarem a estrutura de correlagao
de trabalho, sao capazes de fornecer estimadores consistentes e assintoticamente normais
para os parametros dos modelos em que tal procedimento estatistico é utilizado. Além do
mais, as EEG’s viabilizam uma flexibilidade na distribuicao da variavel resposta.

Para os leitores interessados na obtencao de mais detalhes, recomenda-se as
seguintes estudos: Godambe (1960), Godambe (1991), Godambe e Kale (1991), Sen e
Singer (1993), Jorgensen e Labouriau (1994), Artes (1997), Godambe (1997), Venezuela
(2003), Artes e Botter (2005), Sen et al. (2009), Freitas (2018).

4.1 Funcgoes de estimagao

No que se refere as fungoes de estimacao, diz-se que elas sao estabelecidas através
de uma relacio funcional dos dados (y) e dos parametros de interesse (6). E relevante
evidenciar que no estudo de tais func¢oes o estabelecimento de premissas que garantam
boas propriedades dos estimadores dos parametros envolvidos é um fator primordial.

Tomando por base a definicao anteriormente citada, é possivel afirmar que
uma fungdo y é uma funcdo de estimagao do vetor aleatério (y) e dos dos parametros de
interesse (0) desde que para cada 8 € ®, w(8;y) = (W1,...,W,)' é uma varidvel aleatéria,
de forma que ® C R? é o espaco paramétrico. Para essa definigao é considerado que as
situagoes em que ® é pequeno e possui dimensao finita p. Partindo para uma amostra de
n vetores aleatérios independentes y; =(yi1, .-, yik)T, i= 1,...,n em que cada vetor esteja

relacionado com uma funcao de estimacao y;, logo uma fungao de estimacao da amostra

¥, (0) pode ser definida como:

Pa(y;0) = Y Wiy 0),
i=1
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em que y= (le, .yn ). A funcdo de estimacdo apresentada estd restrita apenas as

fungoes cujas raizes sao estimadores dos parametros de interesse, ou seja,
¥, (y;0) =0. (4.1)
A partir disso, dispoe-se as seguintes definicoes sobre a funcao de estimagao:

Defini¢ao 1: Admitindo yj,...,y, como uma amostra aleatéria com E(y;) =u;(0), com w;

duplamente diferencidvel com relacio a 6 e Var(y;) =62, é possivel definir que:
B,u,
Z )" — 1i(0)].

Diante disso, define-se que a funcao de estimacao apresentada anteriormente é chamada

de Equacao de Estimagcao e suas raizes sao os estimadores de minimos quadrados de 6.

Definigao 2: Define-se que ¥(0) e ®(0) sdo fungoes de estimagao equivalentes se:

em que C(0) é uma matriz quadrada de posto completo.

Dado que C(6) é de posto completo é possivel afirmar que caso 0, seja a raiz
de uma funcao de estimacao, ela serd, também, raiz de todas as funcoes de estimacao
equivalentes. Vale ressaltar que uma funcao particular possui infinitas fungoes de estimacao

equivalentes.

Definicao 3: Diz-se que a fungao ¥(6) como nao viciada se:
Ey[¥,(0)] =0,V6 € 0.

Como consequéncia, se todas as fungoes de estimacao ¢; forem nao viciadas, logo ¥,

também nao seré.

Definicao 4: Seja ¥, uma funcao de estimacao nao viciada, sua matriz de variabili-

dade e sensibilidade, sao dadas, respectivamente, por:

Vip(6) = Eo[¥a(6)¥, (6)], (4.2)
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d

S¢(6) = Eo[ 5+ Pn(6)]. (4.3)

Dessa forma, é dito que as matrizes quadradas sao de ordem p.

Definigao 5: Admitindo (Q, &/, &) como sendo um espago de probabilidade, Q C
R expresso como um espago amostral sobre o qual define-se & = {Py: 6 € ® C R? },
para algum p € IN. Com isso, uma funcao de estimagao ¥,(0) : Q x ® — RP é dita
regular se VO € ® e 1, j=1,...p,

1. ¥,(0) é uma funcao de estimacao nao viciada;

2. A derivada % existe e é continua quase certamente Vy € Q;

1

3. E possivel permutar o sinal de integracao e derivacao de acordo com a seguinte forma:

P P
aei/Q‘Pn(G,y)dPg:/Qg—ei[‘l‘n(e,y)]dPg.

Essa possibilidade se da devido ao fato de que o y(0) pode ser integravel como fungao de
y para cada 6;, dado a Propriedade 2 e assumindo que abrange uma func¢ao integravel;
4. Eg[¥i(0)¥(0)] € R e Vy(0) ¢é positiva definida;

5. Eg[gi‘l’i(e)e%‘{’j(e)] €Remquei, k= 1,..,peSy(0) énao singular.

Definigcao 6: A matriz de informacao de Godambe de 0 relacionada a uma funcao

de estimagao regular ¥, é definida por:
J9(6) = Sy (6)Vy 1(6)Sw(6).

Por incorporar as informagoes sobre a variabilidade dos estimadores, a matriz de informacao
de Godambe possui a mesma funcao da matriz de informacao de Fisher no cotexto do uso

da funcao score para a obtencao do estimador de méxima verossimilhanga.

Definigao 7: De acordo com Crowder (1987), uma classe de fungoes de estimagao é
dita ser aditiva ou linear, com Q;(0), i=1,...,n definido como sendo matrizes nao estocasti-

cas e u; = u;(y;;0) vetores com média zero mutualmente independentes, se :

g(l/t) = {Tn eR: an(e) = i Q,-(G)u,-(y,-;e)} .
i=1
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Definicao 8: A condi¢ao para que uma funcao de estimagao regular seja considerada
otima é que as raizes da mesma possuam variancia assintética minima. De acordo com
Crowder (1987), a funcao de estimacao étima da classe de fungoes de estimacgao lineares é

dada por:
¥,(0) =) 0/ (0)ui(vis0), (4.4)

de modo que

com

Cov(u;) = diag {Var(ui)l/z} R(u;)diag {Var(ui)l/z} , (4.5)

sendo R(u;) a matriz de correlagao auténtica de u;, parai= 1,...,n.

Vale ressaltar que a Definicao 2 também vale para garantir otimalidade de uma
funcao de estimacao. No que se refere as condigoes que garantem a normalidade assintética
dos estimadores obtidos a partir das funcoes de estimacao regulares, é apresentado os
teoremas abaixo:

Teorema 1: De acordo com Jgrgensen e Labouriau (1994), assumindo que ¥ : ) X
® — R? seja um funcao de estimacao regular e {é”}nZI uma sequéncia de estimadores

satisfazendo (4.1), admitindo que existe 8 € ® de forma que:
6250, (4.6)

pode ser considerado assintoticamente normal, ou seja,

V(0 —0)=51 (0,75'(9)), (4.7)

em que
_ 1
- s o)
Fu(®) = lim  {S5(6)V1(0)5w(6) .
atua desempenhando o papel da matriz de informagao de Godambe assintética. No que se
refere ao processo de convergéncia das equagoes (4.6) e (4.7), tem-se, respectivamente, um

processo de convergéncia em probabilidade e convergéncia em distribuicao.



42

Teorema 2: Admitindo a ocorréncia das seguintes premissas:

1: y;, 1=1,...,n sao vetores aleatorios t;-dimensionais independentes;

2: y;(0)= (Vi1,..., ¥ip), com i=1,...,n, sdo funcoes de estimacao regulares;
3: W,(0) = T, wi(0):

4: Para 6 >0

d d
Eod sup || =—=wi(0+h)— ——yi(0) | + — 0,
e{h#h%ﬁuww ) wwuu} 65

a medida que n— oo, ¢5 — o quando & — o e ¢5 — 0 quando 6 — 0. Além disso, a
convergéncia do processo é em probabilidade.

5: Quando n — oo com convergéncia em probabilidade.

1 0¥,
gt (0)=Sw(0).

6: E possivel demonstrar que com convergéncia em distribuicao
1 n
- Y Cov(yi) -V (6)
i=1

é positiva definida.

7: Quando n — oo com convergéncia em distribuicao.

‘Pf};)&,/@(o,vlp(e».

8: Dado que 8, ¢ a solucio para ¥, (z) =0,z € O e sob condigoes que permitam a existéncia
de uma sequencia de raizes de ¥,(z), sendo limitada em probabilidade, ou restrita a um

conjunto compacto quase certamente quando n — oo, pode-se mostrar que:

0,—250.

V(0= 0)=>4(0,7'(9)).

O Teorema 2 esta provado em Jgrgensen e Labouriau (1994, p. 144), por exemplo. Além
disso, ressalta-se que tais premissas aqui apresentadas sao generalizacoes das condicoes de
regularidade de Frechet-Cramer-Rao (Sen et al., 2009). Sugere-se pra o leitor que busca

um maior aprofundamento examinar o caso uniparamétrico em Godambe (1960).
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4.2 Modelagem da média

Considerando a coleta de uma amostra aleatéria de tamanho n e que a i-ésima
unidade experimental, i=1,....n, foi observada t; vezes sob uma condicao avaliativa, a
exemplo o tempo, de modo que cada observacao esta relacionada a um valor da variavel
resposta y;;. Além do mais, admite-se que cada observacao sofre a influéncia de um
conjunto de p covariaveis, revelando, assim, um controle ou substituicao do controle local.

A partir do exposto, compreende-se que x;; = (xijl,....,xijp)T seja o vetor que
possui os valores das p covaridveis para o sujeito ¢ no j-ésimo instante, y; = (y,-l,....,xiti)T
compreendido como um vetor (¢ X 1) com as respostas observadas para o i-ésimo individuo
e associado a ele X; = ()c,-l,....,)c,-ti)T que se apresenta como uma matriz de especificacao
(ti x p). Com isso, restringindo a distribuicdo marginal de y;; para uma distribuicao

pertencente a familia exponencial linear, sua densidade marginal pode ser definida como:

F(ij16:j,9) = exp {91yi;6;j — b(0:)] + c(vij, 0) } L (vij),
com

E(yij) = tij = b (6;) e Var(y;j) = ¢~ 'b (6;)),

em que b(.) e c(.) sdo funcdes conhecidas; e ¢! é interpretado como um parametro de

dispersao conhecido. O modelo estabelecido para a média ¢ dado por:

g(uij) = mij =x;

4.3 Equacgoes de Estimacao Generalizadas

Propostas por Liang e Zeger (1986), as Equagoes de Estimagao generalizadas
sao aplicadas em casos onde as observacoes de uma mesma unidade observacional sao
dependentes. Nesse sentido, o modelo proposto pelos autores apresentam uma funcao
capaz de incorporar informacoes sobre a estrutura de dependéncia dos dados. Com isso,

os fatores da funcao de estimacao 6tima sao dados por:
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Covg(u;) =Cov(y;) = diag {Var()’ij)l/z}Ridiag {Var(y,-j)l/z} _

=0 'APRA =75,

A partir disso, tem-se que R; é dita como a matriz verdadeira de correlagao das compo-
nentes de y;, 1= 1,...,n com todas as matrizes definidas para as Equacoes de Estimacao
Independentes.

Com base nisso, considerando a matriz verdadeira de correlacao a equacao de

estimacao de B é dada por:

W (Be) = YD £ (vi— ) = 0. (4.8)

Liang e Zeger (1986), tomando por base as condigoes gerais de regularidade, expressas no
Teorema 2, conseguiram provar que B(*;, raiz de (4.8), é um estimador consistente de f3.
Tomando por base a matriz de transformacao de Godambe é possivel relacionar
que equagao de estimacao generalizada de B é dada por:
n
J6(Bs) = X}D?Zi_ll)i-
i=
Consequentemente, um estimador (estimador “naive” ou “model-based”)consistente para a

matriz de variancias e covariancias de B¢ é:

-1
) = {Zﬁ?iﬂﬁi} | w9)
i=1

com todas as qualidades avaliadas em 3g.

Outro conceito apresentado por Liang e Zeger (1986) importante é matriz de
correlacao de trabalho ou matriz de trabalho (R;(a)). Esse conceito busca contornar o
fato de que na pratica, comumente, a funcao ‘I’,?*(ﬁé) é pouco utilizada, pois a matriz
verdadeira de correlagao R; é desconhecida. Diante disso, é definido que R;(a) é uma
matriz simétrica (¢; X t;) satisfazendo as condigdes para ser uma matriz de correlagao, onde
o é um vetor (s x1) que define completamente R;(a). O ponto de destaque desse processo
é o fato de que a matriz trabalho nao precisa ser necessariamente a verdadeira matriz de

correlacao das componentes dos y;’s, com isso, dado que ela reapresenta a correlagao entre
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as observagoes de um mesmo grupo, os valores de R;(a) estao contidos no intervalo [-1; 1].

Assim, as Equagoes de Estimacao Generalizadas (EEG’s) de B sao expressas por:
WS (Bo) =% [ B, &(Bo,6)| = L. B/ & (i — i) =0, (4.10)
em que

1/2

Qi = Qi(a,0) = oA Ry ()A) (4.11)

denotando & como um estimador consistente de a.

Nesse ponto, deve-se ressaltar que as equacoes de estimacao em (4.10) deixam
de ser 6timas, podendo tornarem-se viesadas. Com isso, é preciso garantir que o seja
definido de modo que ﬁG permaneca sendo um estimador consistente de B, além de
ser assintoticamente normal. Ainda nesse cenario é presuposto que quase sempre @ é
desconhecido, requerendo um estimador para tal parametro. Finalmente, para que o
estimador de B conserve suas propriedades de estimacao 6tima, os estimadores de a e ¢
devem satisfazer algumas condig¢oes descritas no teorema abaixo:

Teorema 3: Supondo 36 araiz de (4.10), de acordo com as condigdes gerais de regularidade
e assumindo que

1: &(B,9) é um estimador /n-consistente de «;

2:9(B) é um estimador \/n-consistente de ¢;

3:| & B 0) |<H(y,B), sendo H(y, B)uma funcao limitada em probabilidade;

A partir disso, Bg é um estimador consistente de f e

A

V(e —B) — A,(0,(Jg) "),

-1
jG(ﬁG):%:}gQO{ZSi}{ZVi} {Zsi}7
i=1 i=1 i=1

0 _ d _
Si=Ep {8BTDTQ (y i_lii)} =D,/ Q; 'Eg [W(Yi—ui)] =-D/Q;'D;

de modo que:

com

Vi =Epg [DiTQi_l(Yi_,ui)(Yi_“i)TQi_IDi} =
=Q. 'DiEg [(Yi—ui)(Yi—lJi)T} Q'D; =

=D/ Q; 'Cov(y;)Q; 'D;.
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A demonstracdo do resultado anteriormente apresentado se deve a Liang e Zeger (1986).
Ressalta-se que os resultados do Teorema 3 sao vélidos mesmo quando R (a)nao
corresponde a verdadeira matriz de correlagoes de .
Proposta pelos autores anteriormente citados, a estimacao consistente da matriz

de covariancias é escrita como:

—1 —1
n n n

i = {zsz} { D:sz;laiam,.—lni} {zsi-} (412
i=1 i=1 i=1

A estimativa da expressao acima é obtida através da substituicao de a; B e ¢
pelo seus respectivos estimadores consistentes. Além disso, tal estimador recebe o nome
de estimador robusto, empirico ou sanduiche. Um caso particular ocorre quando Rj(o) for
a matriz verdadeira de correlacdo , em que Q;= Cov(y;j) e o estimador robusto coincidird

com o estimador “ naive ” definido em (4.9).

4.4 Testes de hipoteses

Tomando como referéncia na construcao de estatisticas de teste para testes
de hipoteses, sao apresentados o teste de Wald e o teste de escore. Basicamente, tais
testes sao fundamentados para modelos que se baseiam em verossimilhanga. A seguir
serdo apresentadas as adaptagoes das estatisticas do tipo Wald (Wald, 1943) e escore
de Rao (Rao, 1948) para equagoes de estimagao generalizadas os mesmos sao definidos
para as Equagoes de Estimacdo Generalizadas, em linha com Hardin e Hilbe (2003) e
Venezuela (2003). Incialmente, é necessario admitir que 8 é o vetor (p 1) de coeficientes de
regressdo, podendo ser expresso como o vetor aumentado (y',8 "), de modo que y possui
os parametros de interesse e 6 os demais componentes. Os testes de hipéteses podem ser

expressos da seguinte maneira: J&) : Y = Y versus Hy Y F# Y-
4.4.1 Teste de Wald

Por meio da utilizacao do estimador robusto, a estatistica de Wald para EEG’s

¢ definida como:

Qw=(%6—1)"J,6(%6— ),



47

de modo que 7G é o vetor (q x 1) dos q primeiros componentes de é(; e j;é a matriz

(¢ x q) do estimados robusto J;' definido em (4.12). Considerando que :

Va(Be—Bs) = A5(0,J5")

quando n — o, tem-se, sob hipdtese nula, que Q, possui distribuicao assintética xqz

(Qui-quadrado com q graus de liberdade).
4.4.2 Teste Escore

Partindo para o Teste Escore, o mesmo é dado por:

Qs =¥¢(1) " V,0 w9 (10),

de modo que WC(y0) é o subvetor (q x 1) de ‘I’Ge;ol a submatriz (q X q) da matriz de
variabilidade apresentada em (4.12), avalidados no vetor . Analogamente ao teste de
Wald generalizada, sob a hipdtese nula, Qg possui distribuicao assintética xg.

Contudo, ressalta-se que a utilizacao do estimador robusto, podera ocasionar
alguns casos problemas de singularidade devido ao nimero de unidades observacionais ser
pequeno. Como alternativa a isso, Rotnitzkye Jewell (1990) apresentam uma alternativa
ao teste de Wald e ao teste de escore generalizado denominada testes de trabalho, com
isso, tal abordagem ¢é baseada na utilizagao do estimador model-based apresentado em

apresentado em (4.9).
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4.5 Técnicas de diagndéstico para EEG’s

Tendo em vista a relevancia do processo de diagnodsticos para a escolha adequada
de um modelo, nesta Secao serao apresentadas as métricas de diagndstico para a modelagem
de EEG’s apresentadas e desenvolvidas em Venezuela (2003), Venezuela et al.(2007) e
Venezuela et al. (2011). Ademais, no que tange o tratamento de técnicas de diagnéstico para
EEG’s, reforca-se as contribuicoes dos trabalhos de Preisser e Qaqish (1996) - responséveis
pela apresentagao de formas de detectar observagoes e/ou unidades experimentais influentes;
Chang (2000) - autor do teste nao-paramétrico para a avaliagdo da aleatoriedade dos
residuos e Pan (2001) - responsavel pelo desenvolvimento de medidas capazes de escolherem
a melhor matriz de correlacao de trabalho, além selecionarem covariaveis baseados no AIC

(critério de informagao de Akaike).
4.5.1 Alavancagem

Hoaglin e Welsch (1978), Cook e Weisberg (1982), Emerson et al. (1984), St.
Laurent ¢ Cook (1992) ¢ Wei et al. (1998) busca, como objetivo principal da aplicac¢do
do conceito de pontos de alavanca em modelos lineares normais, analisar a influéncia da
i-ésima observacao y; sobre o préprio valor ajustado y; através de h;;, os elementos da
diagonal principal de H, posto que h;; corresponde a variagao de y;quando y; é acrescido de
um infinitésimo. Partindo para a definigao de alavancagem para MLG’s, Pregibon (1981)
propos uma medida formulada capaz de fazer analogia entre a solu¢ao para f num MLG
utilizando o método da maxima verossimilhanca e a solu¢ao de minimos quadrados de
uma regressao linear ponderada. Dentro desse cendrio, Venezuela et al. (2007) estenderam
para EEG o modelo inicialmente apresentado por Pregibon (1981).

No que se refere a expansao do modelo, apresentado por Venezuela et al.
(2007), é sugerido a utilizagdo dos elementos da diagonal principal da matriz H para a
identificacao de possiveis pontos de alavanca, assim como proposto por Hoaglin e Welsch
(1978) para modelos normais lineares. Com isso, a ocorréncia de um ponto de alavanca serd
fundamentada quando este for ponto remoto no subespaco gerado pelas colunas da matriz
de especificacao, ou seja, um valor alto de h;; evidencia a influéncia do valor observado no
correspondente valor ajustado.

Para a i-ésima unidade observacional pode ser caracterizada como unidade



49

observacional alavancada quando

—
-~
~

r(Hj)
h; = - hii = > —.
! t; Z.l Y ti — N

(\®]

E importante frisar que que os valores de h;; dependem da matriz de pesos W;.
A identificacao de detectar os possiveis pontos de alavanca através se da por meio de um
grafico com os valores da diagonal principal da matriz H, h;j, com i=1,...ne j=1,....t;,
versus i indicando a ordem em que cada unidade observacional aparece no conjunto de
dados. Ademais, caso o interesse de estudo seja verificar se a unidade observacional é um
ponto de alavanca, entao devera ser feito um grafico de h;; versus os indice das unidades

amostrais.
4.5.2 Andlise de residuos

Semelhante a matriz H,é possivel considerar o vetor de residuos ordinarios da

solucao de minimos quadrados da regressao linear de z versus X e os pesos de W, com isso:

r'=W"2(z— /) = W/2(AG) ! (y— o),

A

em que A=diag(Ai,...,A,) e G=diag(G,...,G,), ambas com dimensdo (N x N). Além

disso, y = (y{,--¥,) e f=(4,...., [ )T, ambas com dimensido (Nx 1). A partir do

exposto, assumindo que Cov(z) = (éA)_1C0V(y) (AG)~' =W~ ¢ possivel mostrar que:

Cov(r*) = Cov(W!/2z— W!/2X ) =
= Cov(W!2:— W2X(XTWX)~IXTW2) =
= (Iy —H)W'/2Cov(2)W'/?(Iy —H) = (Iy — H),

de modo que Iy representa a matriz matriz identidade de dimensao (Nx N) e H a matriz

de projecao H; = \'7\Vi1/2Xi(XTV\VX)_1X1'TV\Vi1/2

. Dai, dado que os elementos de r* podem
possuir variancias diferentes, tal fato dificulta compara-los entre si. Dessa forma, utiliza-se
o residuo padronizado associado a observagao y;;, que é dado por

T 4%

Chayiwrmm

em que m;; representa um vetor de tamanho #; com a posicao referente a observagao y;;

(4.13)

possuindo o valor 1 com as demais posi¢oes contendo o valor zero. Além disso, h;j é o

J-ésimo elemento da diagonal principal de H;, com i=1,...ne j=1,...,1.
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4.5.3 Envelope simulado

Desenvolvido por Atkinson (1985), o gréfico de probabilidade meio-normal com
envelope simulado é uma outra técnica aplicada na avaliacao do ajuste do modelo. Cons-
truido com base nos residuos padronizados, o mesmo apresenta-se como uma ferramenta
de diagnostico bastante 1util na avaliacao do ajuste do modelo. Além disso, de acordo com
Neter et. al (1996) tal gréafico pode utilizado mesmo quando os residuos nao apresentam

uma distribuicao normal. O modelo pode ser descrito como:

M) (4.14)

. ~ -1
ElZp) = (2n+1/2

Abaixo, em linha com Freitas (2018), é apresentado o algoritmo para a constru-

¢ao do grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado:

ETAPAS PARA A ELABORACAO DO GRAFICO DE PROBABILIDADE MEIO-
NORMAL COM ENVELOPE SIMULADO

1: Para cada unidade experimental ¢; ¢ = 1,..., {;, devera ser simulado um vetor de respostas
de tamanho t;, observando o vetor de médias e a matriz de covariancias ajustados aos
dados originais.

2: O mesmo modelo, utilizado para o ajuste dos dados originais, devera ser aplicado ao
ajuste das respostas simuladas no passo 1.

3: Realizar o calculo dos residuos padronizados utilizando (4.13). Apds isso, ordenar os
seus valores absolutos.

4: Repetir os trés primeiros passos mais 24 vezes, niumero de réplicas sugerido por Tan,Qu
e Kutner (1997).

5: Determinar o minimo, a mediana e o méaximo dos menores valores absolutos dos residuos
padronizados de todas as simulagoes.

6: Repetir o passo anterior para os segundos menores valores absolutos dos residuos
padronizados das simulacoes, e analogamente, até os maiores valores absolutos dos residuos
padronizados das simulacoes. Ao final deste passo serao obtidos 3 vetores contendo os
minimos, as medianas e os maximos dos valores absolutos dos residuos padronizados.

7: Organizar em um grafico os valores minimos, medianos e maximos obtidos nos passos
supracitados versus os correspondentes valores esperados em (4.14). Apds isso, associar os

pontos referente aos valores minimos, medianos e maximos.
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A partir do processo descrito anteriormente, a ocorréncia de elevados desvios
dos pontos em relacao a mediana dos valores simulados ou a ocorréncia de pontos préximos
ou fora dos limites da banda de simulacao sao indicativos de que o modelo pode nao ser
adequado. Ademais, caso existam, os pontos aberrantes devem aparecer no topo direito
do gréfico separado dos demais pontos.

Mais detalhes sobre sua construcao do grafico de probabilidade meio-normal
com envelope simulado sdo apresentados em Neter et. al (1996); Tan, Qu e Kutner (1997)
e em Venezuela (2003) poderao ser vistos os algoritmos para gerar varidveis aleatérias

correlacionadas das distribui¢oes Binomial, Poisson e Gama.
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5 MODELOS DE REGRESSAO BETA COM MEDIDAS REPETIDAS

O presente capitulo apresenta uma estrutura conceitual diretamente relacionada
com os assuntos abordados nos Capitulos 2 e 3 do estudo aqui apresentado. Vale ressaltar
que aqui serd apresentado, de acordo com a proposta de Venezuela (2008), uma extensao
das Equacoes de Estimacao Generalizadas para os modelos de regressao beta com medidas
repetidas. Nesse caso, tais equagoes apresentam como elemento primordial possibilidade
da modelagem da média admitindo que ha a presenca de homogeneidade na dispersao,
além de possibilitar a modelagem conjunta da média e da dispersao.

Além do exposto, tal capitulo busca explanar algumas métricas de diagndsticos
para modelos que envolvem dados com medidas repetidas, bem como evidenciar os modelos
de influéncia local para equacoes de estimacao generalizadas fundamentadas por Cook
(1986) e Cadigan e Farrell (2002). Por fim, serd apresentada no Capitulo 5 uma aplicacao
com o objetivo de apresentar uma utilizacao pratica das equagoes de estimacao abordadas

no presente estudo e valida-las por meio das técnicas de diagnésticos.

5.1 EEG’s para modelos de regressao beta com presenca de medidas repeti-

das

De acordo com Venezuela (2008) as equagoes de estimacao generalizadas propos-
tas aqui apresentadas foram desenvolvidas para os casos em que observa-se que a variavel
explicada possui medigao continua no intervalo unitario (0,1) e hd mais de uma observacao
numa mesma unidade experimental. Um exemplo disso, seria a observacao da proporcao
de petréleo convertida em gasolina apds o processo de fracionamento de um determinado
lote ao longo de seis meses. A utilizacao de tais equagoes é embasada na suposigao de
que a variavel resposta possui uma distribuigao marginal do tipo beta e fazendo o uso da
parametrizacao atribuida pela média e pelo parametro de precisao e apresentada na Secao
(3.2).

Diante do exposto, busca-se definir a modelagem com base na perspectiva de
que o parametro de posicao ¢ homogéneo. No que tange a ocorréncia de modelos com
uma possivel heterogeneidade da precisao, aborda-se a modelagem conjunta da média e da

precisao via EEG’s.
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5.1.1 Modelagem do parametro de posicao

Considera-se que ¥; = (yi1,Yi2,---,Vi;) | 0 vetor de respostas da i-ésima unidade
observacional, com ¢=1,....n e que a densidade marginal da variavel resposta possua

distribuicao beta, y;; ~ Z(Wij,¢), dada por:

F00) = g (5.1

Inicialmente, supoe-se que o parametro de precisao ¢ é conhecido e igual para
todas as observacoes. Sem perda de generalidade, visando simplificar a notagao, admite-se

que t; =t,2=1,...,n. Com isso, admite-se que as médias y;;s sao modeladas por

g(1ij) = nij =x;;B, (5.2)

sendo g(.) uma estrutura mondtona e duplamente diferencidvel, denominada por funcao de
ligacao, 7;; o preditor linear, x;; um vetor de covariaveis referente a j-ésima observacao da
i-6sima unidade observacional, com i=1,....,n e j=1,...,n, além de B = (Bi,....Bp) ", p <n,
dito um vetor de parametros desconhecidos a serem estimados.

Para a realizar o uso das equacoes de estimacao pautadas nos modelos de
regressao beta com medidas repetidas, deve-se utilizar os conceitos apresentados em (4.4)
sobre a definicao de estimacao linear 6tima. Em linha com a definicao apresentada, para que
ocorra a adequacao as propriedades das funcoes de estimacao regulares, faz-se necessario
que hajam vetores b; = b;(y;; ), i=1,...,n, com média zero, mutuamente independentes.

No que tange os modelos de regressao beta com medidas repetidas, primei-
ramente, define-se b; =y; — W;, com y; = (i1, ...,vir) | € Wi = (Wit ..., dir) |, i=1,...,n, em
que os mesmos satisfazem as propriedades das funcoes de estimacao regulares. Contudo,
na presenca de independéncia entre as observagoes da mesma unidade experimental, os
vetores b;s nao formam um classe £(b) (ver defini¢ao (4.1)) que contém a funcao de escore
proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004).

Uma forma alternativa para tratar isso, permitindo a criacao das equacoes
estimacao capazes de generalizar tanto o caso em que ha correlacao entre as observagoes
de uma mesma unidade experimental como em casos mais simples, onde ha independéncia

entre elas, Venezuela (2008) propoe:

bi = Y;k _nui*7
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com yi = (yi,-¥i) | e = (Wi, ...,ui)", i=1,...,n. Tais vetores produzem uma classe
¢(b) que, em caso de independéncia entre todas as observagoes, possui a fungao escore
apresentada por Ferrari e Cribari, além de serem vetores de média zero, mutuamente
dependentes e com as caracteristicas das fungoes de estimacao.

Admitindo a estrutura da densidade marginal de y;; (5.1), o componente
sistematico (5.2) e definindo b; =y; —u*, i=1,...,n, dessa forma as equagoes de estimacao
generalizadas para modelos de regressao beta com medidas repetidas podem ser realizadas.
Ademais, assumindo a ocorréncia de dependéncia entre as observacoes da mesma unidade
experimental 4, os termos da funcao estimadora definida em (4.4) sao dados por:

abi T T
£(5pr) =X

Cov(by) = Var(y})'/2R(y}) Var(y)) /> = A/ ?R(y})A)/

1 )

com isso, tem-se que X; = (x;1,...,xi) |, Ai = 0G;A;, A; = diag(a;1, ...,a;) e R(y}) a matriz
de correlacao verdadeira de y;, com G; = diag(dg~' (i) /Mt ..., 08~ (M) /Nix) aij =
V(W) + v ((1—wj)e), i=1,...,nej=1,..t.
A funcao de estimagao linear 6tima de 3, considerando a matriz verdadeira de
correlagao de y; e ¢ conhecido, equivale-se a:
n
P(B) = Y X; AiCov(b;) ' (y; — ).
i=1
Conforme apresentado no Teorema 1, tem-se que f)’ (solucdo para W{(B) =0) é

um estimador consistente de f. Além disso:

~1
n
Vi —B)2s.4;, | 0, lim n { y XIAiCOv(bi)—lAixi}
n—oo

i=1
Em termos praticos, verifica-se que a matriz verdadeira de correlacao é comumente
desconhecida. Com isso, considerando a proposta de Liang e Zeger (1986), introduz-se
o conceito da matriz de correlagdo de trabalho R(a), uma matriz simétrica (f X t) que
satisfaz as condigoes para ser uma matriz de correla¢ao, em que @ é um vetor (s x 1) que

atua caracterizando totalmente R().

Finalmente, a fungao de estimagao generalizada de B é definida a seguir:

n n
Wi (B) = Y XA (7 — ) = )X WA Dy, (5-3)
i=1 i=1
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com Q; = A?R(a) e Wi = A, Q7 1A,

Nesse ponto, deve-se ressaltar que as equagoes de estimagao em (5.3) deixam
de ser 6timas, podendo tornarem-se viesadas. Com isso, é preciso garantir que & seja
definido de modo que @ permaneca sendo um estimador consistente de B, além de
ser assintoticamente normal. Ainda nesse cendrio é pressuposto que quase sempre ¢ é
desconhecido, requerendo um estimador para tal parametro. Finalmente, para que o
estimador de B conserve suas propriedades de estimacao 6tima, os estimadores de a e ¢
devem satisfazer algumas condigoes descritas no teorema a seguir:

Teorema 3: Supondo ﬁg a raiz de (5.3), de acordo com as condigoes gerais de
regularidade e assumindo que

1: &(B,9) é um estimador /n-consistente de @ dados 8 e ¢;
2:9(B) é um estimador \/n-consistente de ¢ dado B;
3:| %ﬁ;@) |<H(y,B), sendo H(y, B)uma funcao limitada em probabilidade;

A partir disso, Bg é um estimador consistente de f8 e

V(B —B)2s (0,37,

de modo que J =1lim,_,.J,/n, com J sendo a matriz de informagao de Godambe de B
assocada a ¥, definida como:

vefRa i ()

Xn: S,=E [8%\1!1 ([3)1 =— iXiTW,-X,-

i=1

=

||M=
IM:

em que

n
ZV E[ B/ (B )}:ZX,TAiQi_ICOV(bi)Qi_lAiX,-.Cov(bi)Ql._l
i=1

Em Artes (1997) é apresentada a demonstra¢ao do teorema acima, bem como
evidenciado que os resultados assintoticos desse teorema sao validos mesmo quando
R(a) nao é correspondente com a matriz verdadeira de correlagao. Assim, a matriz de

covariancias de f é estimada de maneira consistente de acordo com a expressao a seguir:

-1 -1
. :{;S,} {;XZT/A\,Q 'hb O AX }{ZS}
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A substituicao de B, o e ¢ por suas respectivas estimativas consistente, acarreta na
estimativa da expressao acima. Tal estimativa é denominada pela literatura de estimador

robusto, empirico ou sanduiche. O estimador robusto se reduz a

-1
erl:_ S\vi >
i=1

quando R(a) representar a matriz verdadeira de correlagao. Nesse caso, o estimador acima

M=

é chamado de estimador “naive” ou “model-based”.
5.1.2 Estimacao de B, ¢ e o

O procedimento para o calculo de B, ¢ e o relaciona o método scoring de
Fisher para realizar a estimacao de B com o método dos momentos para estimar ¢ e o.
Estendendo a equagao de estimagao generalizada apresentada em (5.3) e tomando por base
um valor inicial B(O), 0 processo iterativo para estimar f3 é apresentado a seguir:

1y =1
R I R

—1r

em que m=1,...2, corresponde ao numero de interagoes. Além disso, o indice m no lado
direito das equagoes evidencia a atualizagao dos matrizes e dos vetores de acordo com as
estimativas de B, ¢ e a da m-ésima iteracao.

Reescrevendo a equacao anteriormente apresentada, levando em consideracao o
processo de minimos quadrados reponderados, em que tal processo determina uma matriz
de pesos W; e uma variavel dependente modificada z;, obtém-se :

(m)
n
Z X,-TWiZi] : (5.4)

i=1

-1
n

Y X/ WiX;
i=1

plmt) _

de modo que z; é definido como z; = ; + A; 'b;. Tal processo iterativo (5.4) serd utilizado,
especialmente, para a obtencao das métricas de diagnoéstico.
Fazendo o uso do método dos momentos e da Var(y;;j = v(;;j)/1+ ¢, o estimador

obtido pelo método dos momentos, de acordo com Venezuela (2008) é dado por: observa-se
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que a estimativa de ¢ obtida no m-ésimo passo do processo iterativo é descrito como:

$(m) = iia) ft—p) b 1 (5.5)

n

—1
- () 2

(m) (m)

li=1 naij (1_:[1[] )

~

O processo de estimagao de B permite que a estrutura de correlacao entre as observagoes
da mesma unidade experimental seja especificada das seguintes formas: identidade, padrao
uniforme, auto-regressiva de ordem 1 e nao estruturada, entre outras.

Diante do exposto, acompanhando a proposta apresentada por Artes (1997),
sao apresentados os estimadores para algumas estruturas utilizadas para definir R(a)
(matriz que reflete as correlagoes entre yj; e yj):

1: Na matriz de correlagao uniforme, assume-se que Corr(b;j,by) = o,¥; #1 e

1 <j,l <t. Com isso, a estimativa de & no passo m é:

5 ( ?:1211131']'131'1) nt (m): ( ?:1Z,T>1Z’iji’il> 2

A 1 A —
(zixfB3) 2= (zixiapz) =

2: Na matriz de correlagao autoregressiva de primeira ordem, AR-1, especifica-

(m)

se que Corr(bjj,by) = OCU_”,Vj #1el1<j,l<t. Dessa forma, um estimador simples para
aé:

n yvi-173. 7 (m)
( i—1 FﬂbUhJ+O

n t—1 72 vn t 72 172
< i1 X-1 bjj i:l):jzzbij>

Um pondo de deficiéncia desse estimador se refere ao fato de que o mesmo utiliza apenas
a informacao sobre a dependéncia de observacoes consecutivas de b;;.

3: Ja, quando a matriz de correlacao é do tipo nao estruturada, o =
(a2, 043, ...,04_1,) ", apresenta-se como um vetor com #(f — 1)/2 componentes, em que aji
corresponde a correlagao entre b;; e by, com ¢ = 1,...,n e j,l= 1,....,t, com j < [. Assim, um

estimador para aj; é:

(m)

) (X7 bijba)
ajl N nop2 12 n 72\1/2
( i:lbij> ( i:lbil)
No que se refere a selecao da estrutura da matriz de correlagao de trabalho,

verifica-se que Liang e Zeger (1986) citam que para qualquer R(a) utilizada hé a garantida
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de que ﬁ’ eJ " ! serdo consistentes. Além disso, evidencia-se que a eficiéncia cresce a medida
que a matriz de correlagao de trabalho selecionada estiver proxima da matriz verdadeira
de correlagao. Em Wang e Carey (2003) é apresentado o estudo da eficiéncia relativa
assintotica de ﬁ de acordo com a especificacao da matriz de correlacao de trabalho, do
estimador de & e da matriz de planejamento. Pesquisas analiticas e numéricas desenvolvidas
por tais autores evidenciam que o principal impacto gerado no processo de eficiéncia dos
estimadores é oriundo da especificagao da estrutura imposta a matriz de correlacao de
trabalho.

Como uma forma de sintetizar os processos acima, a seguir estao contidas as

etapas que visam demonstrar como, na pratica, os parametros 8, ¢ e o devem ser estimados.

ETAPAS PARA A ESTIMACAO DE B, ¢ E a

Etapa 1: Admitindo independéncia entre as observacoes da mesma unidade
experimental, deve ser ajustado um modelo de regressao linear de g(y) sobre X via
método dos mimos quadrados ordindrios, em que u = (,ulT, ol ) e X = (XIT, LX)
Vale ressaltar que ao assumir uma estrutura de independéncia, os parametros ¢ e a sao
eliminados do processo de estimacao de f3.

Etapa 2: Permanecendo com a suposicao de independéncia entre as observa-
¢oes da mesma unidade, ou seja, admitindo que R(a) seja igual a uma matriz identidade,
sugere-se considerar as estimativas dos parametros de regressao da etapa anterior como
os valores iniciais, 3(0), para a estimacao de B e ¢ por meio dos processos descritos em
(5.4) e (5.5), respectivamente. Tais estimativas sao calculadas a cada passo do processo
iterativo até que se atinja a convergéncia de 3. Nessa etapa, sdo obtidas as estimativas de
B e ¢ admitindo um modelo de regressao beta com independéncia entre as observacoes da
mesma unidade experimental.

Etapa 3: Nesse passo é definida a estrutura de correlagao de trabalho R(o)
para ser utilizada na modelagem dos dados. Caso a estrutura seja independente as
estimativas de B e ¢ serao os valores obtidos na convergéncia do processo iterativo da
Etapa 2. Caso contrério, considerando 3(0) ¢ 00 as estimativas de B e ¢ definidos na
etapa anterior, calcula-se os parametros de correlagao (66(0)). Dando continuidade, no

passo seguinte do processo iterativo é calculado os parametros de regressao (B(’") ), fazendo
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uso de (5.4), o parametros de precisao ((ﬁ(’") ) e os pardmetros de correlacao (&™) ).

Finalmente, o processo é repetido até que se chague a convergéncia de 3.

5.1.3 Modelagem conjunta dos parametros de posicao e dispersao

Tomando por base que y; = (yi1,Vi2,---,i) | seja o vetor (# x 1) de respostas
associado a i-ésima unidade experimental, com i=1,...,n. A partir disso, admitindo que a

densidade marginal de y;; possua distribuigao beta, y;; = & (u;j, ¢ij), dada por:

L) — [(9;)) ij9ij=1 o (1= pij)ij—1 5.6
f(yl]uulj(Pl]) F(Hij(pij)F((l _.uij)(Pij)yU ( ylj) ) ( . )

Nesse ponto, evidencia-se a incorporacao da heterogeneidade do parametro de
precisao, em que cada unidade experimental y;; possui sua prépria precisao. Assim, ¢;;,
i=1,....n e j=1,...,t;. Tomando por base a estrutura do componente sistematico responsavel
por modelar a média, p;;, apresentada em (5.2) e que o componente sistematico que
modela o parametro de precisao,¢;j, como funcao de covariaveis q;; (que podem ser um

subconjunto de X;;), seja dado por:

f(#j) =8 =q;7, (5.7)

em que f(.) uma fungdo mondtona e duplamente diferencidvel cuja inversa deve ser positiva,
0;j o preditor linear e y = (yl,...,yq)T, q <n, um vetor de parametros desconhecidos a
serem estimados, com i=1,....n e j=1,....t;.

Sem perda de generalidade, buscando facilitar a notacao, tem-se que t; = t,
i=1,....n. A estruturacao das equacoes de estimacao que modelam conjuntamente os
parametros de posicao e precisao, no que se refere aos modelos de regressao beta com
medidas repetidas, leva em consideracio a densidade marginal de y;; apresentada em (5.6),
os componentes sistematicos (5.7) e (5.2) responsaveis pela modelagem dos parametros de
posicao e de precisao, respectivamente. Além disso, também é possivel a modelagem dos
vetores b; = y7 - uf, i=1,...n.

)T

A funcdo de estimacdo 6tima de 8 = (8" e y")T, assumindo dependéncia entre

as observagoes da mesma unidade experimental 7, é equivalente a

50 =Y [T (arronal2) 05 -
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€m que Xi - (xila"'7xil‘)T7 cI)i - diag((Pila"'?(Pil)) Ai - diag(ail7"'aail‘)a Qi - (Qila---v(Iiz)T
Gi=diag(dg~'(min)/IMi1, ..., 9g" " (M) /ONir), Fi = diag(df~"(81)/ 98, ..., f " (84) /I 8i)

e C; =diag(cit,...,cit).

Y

Além do mais,R(y;) a matriz verdadeira de correlagdo em funcao y;, em que
aij = y (i 9+ v ((1=pi)95) o cij = ‘ul.jll//(#ijfpij)—(l_liij)‘Pij((l—Nij)‘Pij)’ com i= 1,..me j=1,..t.
A demonstragao aprofundada das expressoes pode ser vista em Venezuela (2008). Em
linha com o Teorema 1, é observado que é, solucao de ‘Pg(é) =0, é um estimador de 6.
Ademais, com convergéncia em distribuicao

n [XTGDA; X! Gi®A, !
V(0 =8) = Ny [ 0,1im § 3 | 7 ) oy~ 7 T
i=1\ Q/F.C; Q; F.C
Realizando o mesmo procedimento da Secao 4.2.1, a matriz verdadeira de

correlagao de trabalho serd substituida por uma matriz de correlagao de trabalho, R(a).

Dessa forma, a funcao de estimagao generalizada de 6 ¢é definida por:

¥ n XTqu)iAi
¥(6) = ) =2 Qi — i) =
W, (7) i=1\ Q,; FC; (5.8)

n n
=Y M AQ; b= Y MiWA; b,
i=1 i=1

. T, - X;i 0
De acordo com a expressao acima, A; ¢ a inversa de A;, M; = , N =
0 Q
G;PA;
e , Q= AI.I/ZR(OC)AI.I/2 e W; :A,-Ql._lAlT. Dado que Al-T é uma matriz de di-
F,C;

mensao tx 2t com posto t, dessa forma AiTAl-_ T = I;, em que I; é uma matriz identidade de
tamanho ¢ (Graybill, 1976, Teorema 1.5.12). Vale ressaltar no presente caso apresentado,
A; nao é definida como uma matriz assimétrica.

Tendo em vista que a Equagao (5.8) deixa de ser 6tima, o teorema a seguir
apresenta as condigoes que o estimador de @ possua para que satisfaca o estimador de 6
seja consistente e assintoticamente normal.
Teorema 4: Admitindo que 0 seja a raiz de (5.8), de acordo com as condigbes gerais de
regularidade, com &0 sendo um estimador de y/n-consistente de o dado 6. Diante disso,

0 ¢ um estimador consistente de 0 e

A

V(0 —8) = Npg(0.71),
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de modo que J = lim,_eJ,/n, com J sendo a matriz de informagao de Godambe de B

assocada a ¥, definida como:

i) (i)

9
BT

em que

‘1’2(9)} = iMzTWiMi

n
— i=1

si—&|

i=1

n n
Y Vi=E [#(0)%](0)] = Y M/ A Cov(b) @AM Cor(bi)e;
i=1 i=l

De maneira andloga a prova desse teorema pode ser encontrada em Artes (1997,
Teorema 7, p.67). Ainda tomando por base a equacao (5.8), para o ajuste conjunto dos

parametros de posicao e precisao, o estimador robusto para a matriz de covariancias de 0

—1 -1
j;l — { i} {ZMITAZQZIBIB;FQZIAIMI} { Sl} .
i=1 i=1 i=1

O estimador da expressao acima pode ser obtido por meio da substituicao de 8 e o por

é:

D=
>
Nt

suas perspectivas estimativas consistentes. Além disso, o estimador “naive”, obtido quando

R(o) apresentar a matriz verdadeira de correlagao dos y!'s, ¢ dado por:

~1
i=1

5.1.4 Estimacao de B, v e a

O processo de iteracao para o calculo de 6 = (3 7,917 e & une o método scoring
de Fisher para a estimagao dos parametros de regressao com o método dos momentos para
a estimacao dos parametros de correlacao . Por meio da expansao da EEG apresentada em
(5.9) quando situada em torno de um valor inicial, o processo de itera¢ao para a estimagao

de 6 segue a seguir.

Alm N (m a n B o™
Hm+1) _p(m) _ {E [W\PZ(O )]} ¥, (0") =
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em que m = 0,1,2,... o nimero de iteragoes. Reescrevendo a expressao acima na forma de

um processo iterativo de método dos minimos quadrados reponderados, tem-se que:

—1 (m)
flm+1) _ [Z M,TWiMi] [ M;—Wizi] , (5.10)
i=1 i=1

comz; =D +Aini, em que V; = (nl-T, SiT)T. De maneira pratica, os passos para a estimacao

dos parametros B, ¥ E a sao descritos a seguir.
ETAPAS PARA A ESTIMACAO DE B, yE «

Etapa 1: Havendo a suposicao de independéncia entre as observacgoes da
mesma unidade experimental, deve-se ajustar um modelo de regressao linear de g(y) sobre
X eumde f ((;3) sobre Q, ambos por meio do método dos minimos quadrados ordinérios, em
que ¢ = (¢, ,....0, )T e Q= ( 5 Q)T com ¢ = (¢i1,...,0) " e i=1,...,n. Ademais,
para a correcao do parametro de precisao, o modelo sugerido por Ferrari e Cribari-Neto

(2004) expresso por:

de modo que,

fij =g (x}Bugo) e 8% =&"€[G2j/(n—p)].
Com isso, 3MQ0 ¢ a estimativa gerada pelo ajuste do valor médio por meio do método dos
minimos quadrados ordinérios, € = g(y) — XﬁAMQO o vetor referente aos residuos ordinérios
de uma regressao linear com a varidvel resposta transformada e, por fim, G; j € 0 j-€ésimo

elemento da diagonal de G,- quando avaliado em fI;;.

Etapa 2: A estrutura da matriz de correlagao de trabalho R(a) devera ser
definida para que a mesma possa ser utilizada na modelagem dos dados. Diante disso,
leva-se em conta as estimativas dos parametros de regressao da etapa anterior como
medidas iniciais (ﬁ(o) e }AO)). Em seguida, obtém-se a estimativa inicial de o tomando por
base os componentes do vetor b;. Em tal etapa, a estimagao de B e ¥ é dada em processos

iterativos separados. Tais processos sao descritos a seguir.

(m)

—1
Z X?Wﬁizﬁi] )
i=1

BlmtD) — XZTVAVBiXZ.
=1

1
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-1 . (m)
ervAvwzw] |
i=1

de modo que Wyi = Fiéiﬂfléiﬁi e Zy; = 3,- + (éiﬁi)_lf)i. Vale ressaltar que os processo
acima descritos sao derivados da separagao das equagoes de estimacao de fB e de ¥, definidos
em (5.8). Além do mais, as estimativas de B, ¥ e & devem ser calculadas acada passo m
até que se obtenha a convergeéncia.

Etapa 3: Tomando as estimativas de 8, ¥ e a, definidas na etapa anterior,
como valores inicias do processo iterativo definido em (5.9), deve-se repetir cada passo m

do processo iterativo até a convergéncia de 3 e .

5.2 Técnicas de diagnésticos para dados com medidas repetidas

Tendo em vista a importancia etapa de anélise de diagndstico na avaliagao da
qualidade do ajuste de um modelo de regressao - dado que tal passo permite a identificagao
de possiveis distorcoes sobre as suposigoes realizadas para o modelo em questao, permitindo
a identificacao de pontos extremos que atuam interferindo de maneira desproporcional
o resultado do ajuste dos dados - serao apresentadas algumas métricas de diagnéstico
tomando por base as contribui¢es de Paula (2013) e Venezuela et al. (2007) de modo que,
em linha com Venezuela(2008), serdo apresentadas generalizagoes para os casos em que ha
abordagem de quaisquer equacoes de estimagao apresentadas tanto para a modelagem do
parametro de dispersao como para a modelagem conjunta dos parametros de posicao e
dispersao.

Reforga-se que as abordagens apresentadas suportam a presenca de dados com
medidas repetidas. Com base nisso, destacam-se, como modelos abordados no estudo, os
elementos da diagonal da matriz de projecao, a distancia de Cook e os residuos do modelo
ajustado. Finalmente, é necessario que para as métricas apresentadas a seguir tenham
acurdcia, a estimativa da matriz de correlacao de trabalho - R(&) - deverd ser préxima da

verdadeira.



64

5.2.1 Pontos influentes, aberrantes e alavanca

Nesta parte do presente estudo serao apresentadas algumas métricas de di-
agnostico construidas através de um processo de iterativo reponderado. Com isso, a
estimagao dos parametros de regressao 6 podera ser realizada tanto unicamente para a
modelagem da média (quando 6 = ) quanto para a modelagem conjunta da média e da
dispersdo ( quando 8 = (B7,7")T). De maneira andloga ao exposto acima, a interpretacao
dos parametros regressores (0) estd pautada em duas possibilidades, segundo Venezuela
(2008):

Se o interesse for constituir medidas de diagndstico que avaliem apenas
o comportamento da modelagem da média, entao os parametros de re-
gressao 0 sao caracterizados pelos pardmetros de regressao . Mas se o
interesse for constituir medidas de diagndstico que avaliem o comporta-
mento conjunto dos ajustes da média e da dispersao dos dados, entao os
parametros de regressio siao definidos por 8 = (B",y")").

A partir disso, as medidas de diagnéstico apresentadas possuem estruturas compreendidas

como vetores (N x 1) quando 6 = f8 com N= nt, ou vetores (2N X 1) na ocasido de

6= (B",y")"). De maneira genérica, o processo iterativo reponderado considerado para

a estimacao de 6 ¢ descrito a seguir:

.| (m)

n n
flm+1) _ M, W;M; ZM,TVAViZi , (5.11)
i=1 i=1
Xi 0 T, &
com M; =X; quando 8 =3 ou M; = nos casos em que 0 = (B',7")"), W; =
0 Q

Aifzgl& ez = 13+/A\l-TlA)i, de modo que O =M;0 com i=1,...,n. No que se refere as
dimensoes de M;, W, e z;, tem-se ¢ x d, ¢ x t e ¢ x 1 respectivamente, em que { =t e d=p
em casos em que os parametros 0 sao definidos unicamente pelos parametros 8 ou ¢ = 2t
e d= p+ g para os casos cuja relacdo é dada por 8 = (B7,7")"). Vale ressaltar que ¢ é
determinado pela quantidade de observagoes existentes em cada unidade experimental 4, p
é expresso como a dimensao de 8 e ¢ representa a dimensao de ¥, com i=1,...,n. Partindo
para a convergéncia do processo iterativo descrito em (5.11), de maneira simplificada, dado

a retirada do somatorio, a mesma ¢ dada por:
A A —1 A
6— (MTWM> M WMz,

de modo que M= (M/,...M,)", W = diag(Wy,...W, ez = (z],....z,))".
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Dado o processo iterativo exposto, M constitui uma matriz de covariaveis, W é
uma matriz de pesos e z tem a fungao de uma variavel dependente modificada. Ao longo

do processo de iteragao, W e z se alteram a cada passo do processo.
5.2.2 Ponto influente associado a distancia de Cook

Tendo em vista quem um ponto influente pode ser compreendido como um
ponto cujo perfil diverge dos demais no que se refere aos valores da variavel resposta e,
para além disso, apresenta um valor elevado em sua matriz de projecao H. A distancia
de Cook (Cook, 1977) identifica pontos influentes por meio do efeito da exclusao em
cada valor observado, ou seja, mede o distanciamento entre os valores estimados do vetor
paramétrico utilizando-se de todas as observagoes () e sem o ponto observado como de
possivel influéncia yij(é(ij)), i=1,...,nej=1,.,1.

Além disso, como geralmente a obtencao da forma fechada para (é(i j)) nao é
possivel, aplica-se aproximagao de um passo. Esse processo consiste em tomar a primeira
iteragao do processo iterativo pelo método scoring de Fisher (ver 5.11) no momento o

mesmo ¢ iniciado em 6. No caso dos modelos de regressao com medidas repetiras, a

aproximacao estabelecida por Pregibon em 1981, pode ser escrita como:

(i))

MW MW e ] [, WI2A TS
ol =6
(ij) 1—hy; '

A anélise grafica do processo descrito acima consiste em fazer (DC);; i=1,...,n
ej=1,...,t, versus o indice 4 e indicar como um ponto influente como aquele cujo o valor
é elevado quando comparado com os demais. No que se refere ao ajuste dos parametros, a
distancia de Cook para a unidade experimental i é dada por (DC)g; =Y ; =1"(DC);j/t,

com 1=1,...,n. J& para processos que envolvem o ajuste do parametro ¥, a distancia de Cook

para a unidade experimental i é dada por (DC)y; = Y; =1+ 1%(DC);j/t com i=1,...,n.
5.2.3 Ponto aberrante assoctado ao residuo padronizado

O residuo padronizado associado a observagao y;; é definido por:
eI. W!/2(z— D) egj)VAVl/zf\_lf)
I—h;  JT—h;

de modo que A = diag(Ay,...,A,), b = diag(lA)]T,...,lA),I)T, eij) ¢ um vetor de tamanho

(rep)ij =

adequado com valor 1 na posicao da referida observacao y;; e 0 nas demais posicoes;
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h;; apresenta-se como o j-¢ésimo elemento da diagonal principal de H;, com i=1,...,n e
j=1,...t.

A identificagao grafica de um ponto aberrante associado ao residuo padronizado
consiste em utilizar o residuo padronizado , (rpp);j, com i=1,...,n e j=1,...,7.

Espinheira et al. (2008) evidenciam o residuo padronizado ¢é o tnico capaz de
mostrar claramente um ponto que foi gerado como uma observagao aberrante quando se
considera que todas as respostas sao independentes e sao modeladas por meio de uma

distribuicao beta com homogeneidade do parametro de dispersao.
5.2.4 Ponto de alavanca associado a matriz de projecao

Tomando por base a Equagao (5.11), 6 pode ser compreendido como a solugao
de minimos quadrados da regressao normal linear de W'/2z com a matriz de covaridveis
dada por W1/2M, com isso o residuo ordindrio pode, compreendido como a diferenca entre

os valores observados e ajustados, pode ser expresso por:

ro=W"Y2(z—0) = 1-H)W'/?z,

T

A )T, T a matriz identidade ¢ H uma matriz do tipo bloco diagonal dada

com O = (9/,...,D

por H = diag(Hy,...,H,), de modo que:

. 1/2

~1/2
Hi:Wl /

M;(M"WwM) "M/ W/,
com dimensao ¢ x ¢, para todo ¢=1,...,n. Além disso, a matriz H é simétrica e indepotente.
Dado que W'/2z desempenha o papel do vetor resposta, H é denominada de matriz de
projecao ortogonal. A partir disso, evidencia-se a escolha pelos elementos da diagonal
principal de H para a identificagdo de pontos de alavanca como Pregibon (1981) realizou
para os Modelos Lineares Generalizados e Venezuela et al. (2007) fizeram para os caso dos
MLG’s na presenga de medidas repetidas.

Diante disso, caso a j-ésima observacao da diagonal principal de H;, A;;, possuir
um valor alto em comparagao com os valores das demais observacoes, com i=1,....n e
j=1,...,t, a j-ésima observacao da i-ésima unidade experimental podera ser um ponto de
alavanca quando realizado o ajuste dos parametros B. A utilizacao do ferramental gréfico
consiste na plotagem de h;; versus 7 sendo capaz de indicar a ordem em que cada unidade

experimental aparece na base de dados. Partindo para a andlise da modelagem conjunta
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- . . . N . .
da média e do parametro de dispersao, um ponto de alavanca no ajuste dos parametros de
Y pode ser evidenciado quando h;; possuir um valor alto em comparacao com os valores
das demais observagoes, com i=1,....,n e j=i+1,...,2t. Para tal, o procedimento grafico é

baseado na plotagem de h;; versus 4, em que i=1,....,n e j=i+1.

5.3 Ceritérios de selecao de modelos e de matriz de correlagao de trabalho

Tomando por base que o critério de informagao de Akaike (AIC) permite a
selecao do modelo mais parcimonioso entre os modelos sujeitos a um ajuste, revelando
aquele que possui um bom ajuste com um nimero reduzido de parametros.

Segundo Venezuela (2008), a métrica proposta é considerada um estimador
nao viesado para a informagao de Kullback-Leibler (Kullback e Leibler, 1951), em que
a mesma ¢ capaz de medir a discrepancia entre um modelo concorrente e o verdadeiro
modelo. Diante do exposto, observa-se que o modelo escolhido dentre aqueles que compoem
o conjunto de modelos concorrentes sera aquele que minimiza a medida AIC expressa a

seguir:

AIC = —20(B) +2p,

de modo que £(.) corresponde ao logaritmo da fungao de verossimilhanca atribuida aos
dados, [§ o estimador de maxima verossimilhanca tomando por base o modelo concorrente
e p a dimensao de f3.

Dado que a fundamentagao das equagoes de estimagao generalizadas nao sao
baseadas em verossimilhangas, observa-se a proposta de Pan (2001) que apresenta uma
modificagdo na medida AIC sugerindo que ao admitir independéncia entre todas as
observagoes, o modelo de equagao de estimagao apresentado por Liang e Zeger (1986) é
analogo a fungao quasi-escore (MCCULLAGH e NELDER, 2013). Ainda, se restrito a
familia exponencial, a medida proposta por Pan (2001), torna-se equivalente a fungao
escore expressa para tal familia de distribuicoes.

Com isso, a métrica apresentada, denominada por Quasilikelihood Information
Criterion (QIC), mostra-se 1til tanto em processos de selegao de modelos quanto para a
definicdo de uma matriz de correlagao de trabalho. A partir do exposto, na presenca de
independéncia entre as observagoes e supondo homogeneidade da dispersao as equacoes de

estimagao apresentadas no presente estudo apresentam, em linha com Venezuela (2008),
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equivaléncia com as suas respectivas fungoes escores.
Dito isto, a medida QIC pode ser definida, tomando por base o logaritmo da

funcao de verossimilhanca, como:

QIC = —20(B(R)) +2er(SJ 1), (5.12)

em que £(.) corresponde ao logaritmo da fungao de verossimilhanga que constitui a funcao
escore equivalente a equacao de estimagao quando a independéncia ente as observagoes é
admitida, S; a matriz de sensibilidade quando estabelecido a estrutura de independéncia e
J ;Rl o estimador empirico sob a estrutura de R. Assim, os mesmo sao avaliados em B(R)
que corresponde a estimativa de B gerada por meio da matriz de correlacao de trabalho
R. Finalmente, os parametros S; e j;RI serao assintoticamente anédlogos e tr(S;j;Rl) ~2
quando estiverem corretas todas as especificacoes da modelagem via equacoes de estimagao
(Pan, 2001).

Considerando a métrica QIC definida em (5.12), a mesma pode ser reduzida
para

A

0IC = —20(B(R)) +2p, (5.13)

a qual pode ser eventualmente utilizada no processo de selecao de coraviaveis.

Destaca-se que as métricas apresentadas acima serao ditas verdadeiras quando o
parametro de dispersdo (¢ ') for conhecido e tinico. Nos casos em que ¢ ! for desconhecido,
a avaliagao da métrica QIC é dada pela utilizacao do maior valor estimado para o parametro
de dispersao dentre os modelos candidatos e a métrica QIC; utilizando a estimativa para
¢! derivada do modelo ajustado com todas as covaridveis. Tal processo é realizado para
que as medidas definidas em (5.12) e (5.13) possam alterar seus valores apenas em funcao
da mudanca da matriz de correlagao de trabalho ou da inclusao ou exclusao de varidveis
no modelo.

Tomando por base o estudo apresentado em Botter et.al (2006) e Venezuela
(2008), o préximo capitulo apresentard uma aplicagdo com base em dados reais perpassando

os assuntos abordados nos capitulos 4, 5 e 5.2.

5.4 Influéncia local para dados com medidas repetidas

O objetivo principal da utilizagao de influéncia local esta centrado na necessidade

de identificar, através de métricas apropriadas, a robustez do modelo a luz do efeito exercido
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pelas pequenas pertubagoes no mesmo ou em seus dados. Se essas perturbacoes causarem
efeitos desproporcionais em componentes especificos do modelo, entao, ha indicios de que
ele estd mal ajustado ou que existem afastamentos nas suposicoes do modelo proposto.
Nesse sentido, a identificagao das observagoes geradoras de discrepancia pode auxiliar na
definicao de um modelo mais adequado, por sua vez robusto, aos dados.

E observado em Cook(1986) a proposta de um procedimento de avaliagao
para a influéncia desses pontos. No caso, busca-se examinar o que pequenas pertubacoes
em componentes do modelo causam na superficie do afastamento pela verossimilhanca

(likelihood displacement), definido por

LD =2{(6) —(00)},

em que @ = (,...,0y) ", @ € Q C RN é o vetor de perturbacoes (N) com N = nt, £(6)
e £(8|w) o logaritmo da funcdo de verossimilhanca para o modelo postulado e o logaritmo
da funcao de verossimilhanca para o modelo em pertubacao, respectivamente.

De acordo com Cadigan e Farrell (2002), é possivel descrever tal medida de
influéncia local para um caso mais genérico, ou seja, é possivel avaliar o afastamento de
uma funcao de ajuste .#(0), sendo esta duplamente diferencidvel em 6 e que possua como

estimador de 6, representado por 0, a solucio de

= 0. (5.14)

w(6) = | 252 |

Com isso, a medida de afastamento pela fungao de ajuste (FD) é

FDo=2{7(8)— F(0)},

de modo que B, ¢é a estimativa que maximiza a funcao de ajuste com perturbacao .# (0|w).
Vale ressaltar que nos casos em que a funcao de ajuste é definida pelo logaritmo da funcao
de verossimilhanca, observa-se que FDg = LDg,. Dentro desse cenério, dado que .% pode
alguma outra escolha, por exemplo, a funcao quase-verossimilhanca, a proposta de Cadigan
e Farrell mostra-se mais abrangente do que a proposta definida por Cook.

A seguir, em linha com Venezuela (2008), serd apresentada a proposta de
Cook(1986) sob a forma mais geral de Cadigan e Farrell (2002), definida como influéncia

local generalizada.
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5.5 Influéncia local generalizada

Admitido que o uso da medida FD(®) é adequado para comparar 6 e 8¢, no
que se refere aos contornos de uma funcao qualquer de ajuste quando variado ® em Q.
Contudo, realizar a avaliagao de FD(w) para todo @ € Q pode ser inviavel posto que hé
uma infinidade de valores que FD(®) pode vir a assumir. Diante disso, Cook(1986) propoe
a andlise do comportamento local de FD(w) para qualquer valor de @ pertencente a uma
vizinhanca @y, compreendido como um vetor de nao pertubacao definido anteriormente.
Analogamente, tem-se que .7 (0|ay) = .%#(0) = FDgo = 0.

Com isso, a proposta de Cook(1986) é estudar a curvatura normal (Bates e
Watts, 1980) da linha projetada no grafico FD(wp+ad) x a, em que a € R e d é apresentado
como uma diregao arbitraria de norma igual a um (||d||=1). Em Cook(1986) é mostrado

que a curvatura normal da direcao d é dada por

Cs=(0)=2|d"ATFAd|,

.

de forma que —.% é a matriz observada de Fisher

5 _97(0) _9¥(6)
20007 301

(5.15)

em que ¥(.|.) é definido como o vetor gradiente da funcao de ajuste de F(.|.). Além disso,
A é compreendido como a matriz

_ 0’Z(8lw)  9¥(6|w)

= = 5.16
A 2000w’ do’ '’ (5.16)

com todas as unidades avaliadas em 8 = 6 ¢ ® = @. Com isso, para identificar as
observacoes que, na presenca de pequenas perturbacoes, atuam realizando notavel influéncia
local em FD(ay), deve-se estudar a dire¢cdo do autovetor dmax correspondente a linha

projetada de maior curvatura Cpax que ¢ obtida pelo maior autovalor da matriz
~ATFIA (5.17)

Recomenda-se que o leitor interessado na temética consulte Lobato(2005) e Ospina (2007),
para aprofunda a compreensao mais detalhada da ideia apresentada em Cook(1986).
Comumente, utiliza-se os seguintes graficos de de diagnostico de influéncia

local:
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e Grafico de indice versus dmax;;

e Gréfico de indiceversus curvatura normal padronizada C;, com:

Chi

Ci=——"_
LY Gy

de modo que h; é definido como um vetor unitario na direcao de i-ésima posicao.

Em Poon e Poon (2002), outras formas para a padronizagao de Cp,.
Outro aspecto a ser notado é o fato de que é possivel avaliar a influéncia local
apenas para um subvetor 8y de 0, admitindo que tal vetor pode ser pode ser particionado
de modo que 6 = ( GIT , 92T )T, A partir disso, a curvatura normal na direcdo d é definida

cOmo:
Ca(61) =2 dTAT(j—l _j..ezez)Ad 7

de modo que,
0 O

sl
70,0,

g _
76,0, =

Y

em que Fg,q, ¢ avaliada em 6. Além disso, a partir do grafico de indices versus dmay; da
matriz —AT (% 1 — #80)A ¢é possivel realizar a identificacio de possiveis informacoes
influentes em 6;. Analogamente, a curvatura normal para o subvetor 6, na direcao d é

apresentada a seguir
Cy(6y) =2|d"AT(F 1 - F99)Ad|,
com
-
ca/\elel 0

0 O

gelel =

novamente com #g g, avaliada em 6. Além do mais, o gréafico de indices versus dmay; da

matriz —A" (%1 — . Z90)A realiza a identificacdo de possiveis informagoes influentes em

A

6,.
5.6 Influéncia local para equagoes de estimacao

Diate do exposto anteriormente na Secao 4.6, apresenta-se que medida de

influéncia local proposta por Cadigan e Farrell (2002) pode ser constituida de a partir de
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uma fungao genérica % (0) desde que exista e satisfaca (5.14). Dando continuidade com a
Segao anterior, foi apresentado que tomando por base (5.14), a defini¢do da medida de
influéncia local pode ser realizada através do vetor gradiente W(0) sem obrigatoriamente
haver o conhecimento da fungao .%#(0) que o gera.

Assim, no que tange as equagoes de estimacao generalizadas, é dado que ha o
desconhecimento da funcao de verossimilhanca, bem como a funcao de ajuste responsavel
por gerar tal equagao. Dai, em linha com Venezuela (2008), tal processo é garantido
quando se assume que qualquer EEG (que utiliza a verdadeira matriz de correlagdo quando
construida a partir de (4.4) ou que apresenta uma matriz de correlagao de trabalho R(a)
conhecida , pois, dessa forma, é possivel satisfazer as propriedade de quasi-verossimilhanca
citadas por McCullagh e Nelder (2013).

Nesse sentido, tais autores descrevem que uma funcao de quasi-escore com ob-
servacoes dependentes pode ser um vetor gradiente de quasi-verossimilhanca, sob condigao
de que a derivada dessa funcao quasi-escore com relagdo a f seja uma matriz simétrica
ou, analogamente, desde que as derivadas dos componentes de Cov(y,-)_1 relacionados a U;
sejam iguais sob permutacao de trés indices. Em outros termos, admite-se a relacao acima,
desde que a expressao a seguir seja satisfeita.

dCov(yij,yir) ! _ dCov(yij,yix) ' _ dCov(yir,yir) !
I Wik Iy ey

Y

comi=1,..nejlk=1,.t Nopresente caso, verifica-se que as derivadas dos componentes
da matriz Cov(b;)~! definida em (4.5) no que se referem & y; sdo ditas iguais sob a
permutacao dos trés indices j,l e k, com i = 1,...n e j,Lk = 1,...;t. Destaca-se que tal
processo ocorre quando hé a correta utilizagdo da verdadeira matriz de correlagao R(b;)
ou quando uma matriz de correlagao de trabalho R(a) conhecida é utilizada, visto que em
ambos 0s casos nao ocorre a dependéncia de U.

Diante disso, é possivel garantir que qualquer equagao de estimacao ¥(60) que
utiliza a verdadeira matriz de correlacao ou matriz de correlagao de trabalho conhecida é

o

um vetor gradiente de uma funcao de ajuste .#. Ou seja, pode-se admitir que

57(0) - a‘fée)

)
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de modo que 6 é o ponto de méximo da funcao de ajuste .Z (6). Com isso, pode-se haver
a utilizacado da matriz A apresentada na Equacao (5.16) para a obtengao do autovetor dmax
a partir da equagao (5.17).

Tendo em vista que a matriz .% definida em (5.15) néo pode ser obtida, é visto
que Cadingan (1995) propoe a simplificacdo da mesma fazendo o uso de seu respectivo valor
esperado. Diante do exposto, o valor esperado de .% é definido pela matriz de sensibilidade
apresentada na Equagao (4.2).

Dessa forma, assumindo que ¥(6) é um vetor gradiente de uma funcao de
ajuste .7, ainda que desconhecida e que (5.14) é satisfeita, Venezuela (2008) utiliza a

ideia de Cook(1986) para a construgao de uma medida de influéncia local para equacao de

estimacao dada pelo autovetor dpax, correspondendo ao maior autovalor da matriz
—A'S7IA, (5.18)

de modo que

_w(6]o)

A X0)

-6 (219)

sao avaliadas em 0 = 0 e © = . Reforca-se que pela adotada para a construgao do
presente estudo, quando se esta trabalhando com modelagem da média sob homogeneidade
do parametro de dispersao, o vetor de parametros 6 representa apenas os parametros de
regressao 3. Diante disso, o gréfico de indice versus dmax pode revelar quais observagoes
sao influentes na estimacao de B. No cenério em que hé a ocorréncia de um modelagem
conjunta da média e da dispersao, dpyax atua revelando quais as observacoes sao influentes
na estimacdo de @ = (B',y") . Em tal situacdo, caso o interesse seja a identificacdo de
observacgoes influentes apenas na estimagao dos parametros B ou 7y, o conceito de particao,
apresentado na Secao 6.1 podera ser utilizado.

Dessa maneira, para a identificacdo de observagoes somente na estimacao de f3,

a curvatura normal na direcao d é dada por Cy(B) = 2|dTAT(S™1 —S")Ad|, em que

0 O
~1
0 SW

SYY —
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com Sy, avaliada em 9.

Dessa forma, o grafico de indices do maior autovetor de —AT(S™! —8¥")A pode
apontar as observacoes influentes, de acordo com o esquema de perturbacao estudado,na
estimagao de B.

De forma semelhante, a curvatura normal para o vetor de parametro y na

direciio d é dada por Cy(y) = 2|d AT (S~ —SPB)Ad|, em que

-1
s — 368 0|
0 O
com Sgg avaliada em 6.
Dessa forma, o gréfico de indices do maior autovetor de —AT (S~! — SBﬁ)A pode apontar

as observacoes influentes, de acordo com o esquema de perturbacgao estudado,na estimagao
de 7.

Tomando o exposto acima, serao apresentadas as medidas de influéncia local
para alguns esquemas de perturbacao na composicao das equagoes de estimacao generaliza-
das, como propostas por Venezuela (2008) para os modelos de regressao beta com medidas

repetidas. De acordo com Venezuela (2008):

Essas medidas sao desenvolvidas para os esquemas de perturbacao ponde-
ragao de casos, da variavel resposta, de uma covariavel continua da matriz
de planejamento, no parametro de precisao e, finalmente, na matriz de
correlagao de trabalho.
Todos esses esquemas sao considerados para a modelagem sob homogeneidade do parametro
de dispersao, sendo os trés primeiros, para a modelagem conjunta da média e do parametro
de dispersao o qual admite dispersao variavel.
Ainda sobre tais esquemas de perturbacao, os mesmos atuam na avaliagcao
do comportamento das medidas de influéncia local de diversas formas. Nesse caso, a
ponderacao de casos pode ser compreendida como uma perturbagao na variancia de cada
unidade experimental, especialmente para o modelos normais lineares (Thomas e Cook,
1989). Perturbacao na varidvel resposta pode ser vista como um meio alternativo de
identificar outliers (Schawarzmann, 1991).
O esquema de perturbacao individual das covariaveis auxilia na avaliacao da

influéncia de cada uma no processo estimativo, além de checar sua sensibilidade a valores

altos. Porém, tal esquema apenas faz sentido caso a covariavel seja de natureza continua.
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Perturbacao no parametro de precisao atua indicando a sensibilidade do modelo em relagao
a suposicao de homoscedasticidade. Por fim, a perturbacao da matriz de correlagao de
trabalho pode indicar a necessidade da utilizacao de uma outra estrutura de matriz de

correlagao, por exemplo.

5.7 Esquemas de perturbacao sob homogeneidade da dispersao

De acordo com Venezuela (2008), a equagao de estimacao generalizada para
modelagem da média admitindo a suposi¢ao de homogeneidade do parametro de dispersao

para o modelo de regressao beta pode ser expressa por:

¥ (B) =X"AQ 'b=X"WA b, (5.19)

com A= GA e W=AQ 'A.Além disso, a matriz de sensibilidade, definida em (4.3), ¢

definida a seguir como:

S=-X"WM, (5.20)

de modo que X= (X{ ..., X;") ", A=diag(Ay, ..., Ay), Q=diag(Qy, ..., Q,), W=diag(Wy, ..., W,)
e b=diag(b/,....b] ).

Diante do exposto, as medidas de influéncia local, descritas a seguir para alguns
esquemas de pertubagao com suposicao de heterogeneidade da dispersao, com defini¢oes
apresentadas por meio de (5.43) e (5.44),avaliadas de acordo com as estimativas do modelo

pressuposto (BT, )T e em ay.
5.7.1 Ponderacao de casos
Considerando o seguinte esquema de perturbagao
¥ (|o) = X' WA diag(o)b, (5.21)

em que ® = (@] ,..., 0, )", com & = (@,...,0n) ", i=1,...n. Nesse caso, @y é um vetor
que atua representando a auséncia de perturbacao. Com isso @y assume @;; = 1, com
1=1,..., nej=1,.,t

Para o modelo de perturbagao definido em (5.21), facilmente é possivel definir

que A = X"WA~!diag(b). Desse modo, a matriz apresentada em (5.17) é dada a seguir
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por

diag(®)A"'WTX(X"WX) ' X"WA~!diag(b), (5.22)

de modo que se encontre avaliada em @y e (BT, 9)7.
Finalmente,de acordo com Venezuela (2008), quando temos que a equagao
(5.21) é definida a partir da equagao de estimagao para o modelo de regressao beta (5.3) e

com todas as observagoes independentes entre si, a matriz A definida para a ponderacao

de casos corresponde a matriz apresentada por Ospina (2007, Secao 3.4.1).
5.7.2 Perturbacao da varidvel resposta

Tomando por base um esquema aditivo de perturbagao da varidvel resposta y;;

¢é dado por

Yoij = Yij + 01/ Var(yij), (5.23)

com @;; = 0 equivalente a @y = 0, ou seja, atua representando a auséncia de perturbacao.

Partindo para o estudo da equagao apresentada em (5.19), é possivel identificar
que a unica parte dependente da varidvel resposta estd no vetor b. De tal modo, deve-se
considerar by, o vetor b com perturbacao na variavel resposta. A partir disso, a equagao

de estimagao perturbada pode ser escrita como

¥ (Blw) =X WA by, (5.24)
em que by = (b),.....by,) ", com bei = (bbb T, i=1,....n.

Diante do exposto, a matriz apresentada em (5.18) fica definida por A =
XTWA~'%. Além disso, = dbg,/dw .
Com base na equagao (5.17), a medida de influéncia local com perturbacao da

variavel resposta pode ser obtida por meio da matriz a seguir

BTATTWIX(XTWX)IXTWAT 2, (5.25)

avaliada em @y e (B7,4)7.
No contexto da Equacao (5.3), os vetores de b* sio definidos de diferentes

formas, tal fato ocasiona medidas de influéncia local distintas para cada caso. Diante de
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tal fato, para o contexto do modelo de regressao beta, na equagao (5.3) o vetor perturbado

na variavel resposta referente a i-ésima unidade experimental bgy; é dado por

b = Vi — 1 (5.26)

Yoij

de modo que yi. = (yi.1,..,¥5;,) |, com Yoij = log(l_ywij), i=1,..,nej=1,...1t.

5.7.3 Perturbacao individual das covaridveis

Adotando a existéncia de um esquema aditivo de perturbacao na k-ésima coluna
da matriz de covaridveis X,com X; = (X11k,X12k, ---sXnsk ), €m linha com a proposta sugerida
por Thomas de Cook, (1990). Diante do exposto, o vetor perturbado X4, tem cada

componente expresso por

Xoijk = Xijk T 0jSx; 5 (5.27)

com sy, representando um fator de escala obtido por meio do desvio padrao de xi, com
i=1,...,ne j=1,..,t. Buscando exemplificar, se k # 2 e k # p, o modelo dado em (3.3)

de acordo com o esquema descrito acima em (5.27) é

8(Uoij) = Nwij = B1 +xij2B2+ ... +XeijkBx + .- +XijpBp- (5.28)

Em tal caso, a pertubacao @y = 0.
Como visto na Equagao (5.19), verifica-se que todos os seus componentes sao
modificados quando hé a perturbagdo em uma covariavel. Assim, Venezuela (2008) propoe

a seguinte equagao de estimacao de perturbagao

¥ (Blo) =X"ApQy' by, (5.29)

com @ indicando que as matrizes X,A e £, bem como o vetor b sao dependentes, de algum
modo, da perturbacao apresentada em (5.27).

Consequentemente, de acordo com Herville (1997) a derivada de ¥;(B|®) com
relacdo & @' pode ser expressa a seguir como

., 9bg
2 w7

0Q,!
do’

29w T

oX,,!

+ o’

+

A=X/ Ay |Q diag(bw)} + {X diag(by) | Qy'diag(by),

(5.30)
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de modo que a derivada de Xg com relacdo & @' é uma matriz p x N de zeros exceto pela

k-ésima linha que ¢ formada pela constante sy, com N = nt, além disso

Q. 00,
Mg =0, awﬁ’r Q,l. (5.31)

As derivadas de Ag, Qg)l e by estao todas com lecao a o' e sdo definidas de acordo com

¥ (B) definida acordo com a equagao de estimagao apresentada em (5.3).
Como exposto anteriormente, a equacao de estimacao definida em (5.3) repre-

senta a EEG para os modelos de regressao beta e sua derivada é representada a seguir por

32? = (‘3/;‘? 8801)}) . (5.32)
Com isso, para a equagao descrita em (5.3), tem-se
Awi =0GiAwi,
Qui =A?R(a)A %6 (5.33)
boi =yi* —Ugpi,

com Ggi=diag(dg ™' (Mwi1)/OMails -, 08 (Meit) /M), Avi=diag(awi, ..., api) e o =
(Kepits -+ M) '+ de modo que awij = ¢'(1ij) +¢'((1— 1i)9) e pg; = ¢ (1ij9) — ¢((1 —
Uij)9), comi=1,..nej=1,..,t.

Aponta-se que nos casos em que todas as observacoes forem dependentes entre
si, a matriz A definida para perturbacao individual das covariaveis proposta por Venezuela

(2008) deveré coincidir com a medida de influéncia apresentada por Ospina (2007, Secao

3.4.4).
5.7.4 Perturbacao do parametro de precisao

Considerando uma estrutura de pertubacao do parametro de precisao, de modo
que esse nao seja constante ao longo das observacoes e nem entre os individuos, tal

parametro pode ser compreendido como

Poij = (’)iij’ (5.34)

comi=1,...ne j=1,...,t. EM tal caso de pertubacao, ® = 1. Partindo da equacao

(5.19),0btém-se a equagao de estimagao perturbada a seguir

¥ (Blo) =X"ApQy' b, (5.35)
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de modo que o indice  evidéncia que as matrizes A e Q e o vetor b dependem, de alguma
maneira, da perturbagao definida acime em (5.34). Dessa forma, segundo Harville (1997),

a matriz apresentada em (5.16) pode ser expressa a seguir por

db IA
A= XTAwaﬁ +XTAy, do'diag(be)+X' 8&)? Q' diag(by), (5.36)

em que as derivadas de Ay, Qg,l e by, estao todas com lecdo & @' é definida em (5.3).
Finalmente, a equacao ¥ (B|®), a partir de (5.3) pode ser definida para os

modelos de regressao beta com medidas repetidas.

Com isso, em linha com a equagao (5.3), tem-se que

Awi Zqu)a)iAwia
Qui =AY R(a)A % (5.37)
boi =i * — Ui,

com ®g;=diag(Py;, ..., Poir), Awi=diag(awil, ---, dwir) € u;i:(u;‘)il,...,u;)ﬁf , de modo que
awij = ¢' (Lijwij) + 9" (1 — Wij) Poij) € Mo = O (HijPoij) — (1 — Mij)9aij), com i=1,....n
ej=1,...t.

Deve-se notar que nos casos em que todas as observacoes forem dependentes
entre si, a medida de influéncia local para perturbacao individual das covaridveis proposta
por Venezuela (2008) devera coincidir com a medida de influéncia apresentada por Ospina

(2007, Secao 3.4.4).
5.7.5 Perturbacao na matriz de correlacao de trabalho R(x)

A principio, supondo que R(&) seja uma matriz de correlacao de trabalho
definida numa forma geral dada pelo vetor de correlagbes & = (a1, 02, ..., OC,,)T, de modo
que ajj=1e ajy=oy;, com j# j e j,j=1,..t De uma maneira simplificada, caso
a matriz de correlacao de trabalho for a padrao uniforme, entao oy=0a; caso seja a
auto-regressiva de ordem 1 (AR-1), entao ajj,:alj—j’\, para todo j # j e j,j/=1,....t.
Reforga-se que a matriz de correlagao de trabalho para a mdelagem dos dados é sempre a
mesma para todas as unidades observacionais i,i =1,...,n.

Em Venezuela (2008) e Venezuela et al. (2011) é observado que os autores

propoem um possivel esquema de perturbagao no vetor de correlagoes () de forma admitir
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que esse nao seja o mesmo entre as unidades experimentais e nem ao longo das observacoes.

Tal esquema de pertubagao é definido como
Qoi(jjy = — (5.38)

de modo que alphajy=1 quando j = j eo;y = a;y; quando j# j, com i=1,...,n e
j,j'=1,...,t. Para esse tipo de perturbacao, @y = 1.
Partindo para a equacao de estimagao apresentada em (5.19), perturbada de

acordo com o esquema (5.38) é definida por

¥ (Blo) =X"AQ ', (5.39)

alternando unicamente a matriz Q com tal perturbacao. Diante disso, a matriz definida

em (5.16) é expressa por

00!
A=X"A —P-diag(b), (5.40)

sendo a derivada de Q' dada em (5.32) com

2Q JR
aaﬁ = Var(b)l/Z%Var(b)l/z, (5.41)
em que d Ooij ) /0 Wy(jjy = —0jjr / a)iz(jj 9)’ sendo qualquer estrutura da matriz de correlacao

de trabalho. Assim, a derivada de Qg com relacao a wr avaliada no vetor com auséncia
de perturbacao é dada por —Q.
Tomando por base a equagao (5.18), a medida de influéncia local com pertur-

bacao na matriz de correlacao de trabalho é extraida da matriz a seguir

diag®)Q 'ATX(XTWX) " IXTAQ ' diag(b), (5.42)

de modo a ser avaliada em wge em (B7,9)7.

Por fim, a matriz definida acima (5.42) é a mesma em que obtém-se a medida
de influéncia local para ponderacao de casos, apresentada em (5.22). Tendo em vista isso,
evidencia-se que a ponderacao de casos, além de ser compreendida como uma pertubagao
na variancia de cada observacao, a mesma também pode ser vista como uma perturbacao

na matriz de correlacao de trabalho.
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5.8 Esquemas de perturbacao sob heterogeneidade da dispersao

De acordo com Venezuela (2008), a equagao de estimacao generalizada para
modelagem da média admitindo a suposicao de homogeneidade do parametro de dispersao

para o modelo de regressao beta pode ser expressa por:

¥ (B)=M'AQ 'b=M"WA b, (5.43)

com A= GA e W= AQ 'A.Além disso, a matriz de sensibilidade, definida em (4.3), é

escrita a seguir como:

S=-M'WM, (5.44)

com isso M= (M/,... M) T, A=diag(Ay,...,A,), Q=diag(Qy, ..., Q,), W=diag(Wi,..., W,,)
e b:diag(blT, ...,b)T. Deve-se ressaltar que a matriz A definida para modelos de regressio
beta nao é uma matriz quadrada, com isso é importante especificar sua matriz transposta
quando conveniente.

Diante do exposto, as medidas de influéncia local, descritas a seguir para alguns
esquemas de pertubagao com suposicao de heterogeneidade da dispersao, com defini¢oes
apresentadas por meio de (5.43) e (5.44),avaliadas de acordo com as estimativas do modelo

pressuposto 8 e em .
5.8.1 Ponderacao de casos

Considerando o seguinte esquema de perturbagao

¥, (0|w) =M WA~ "diag(w)b, (5.45)

em que @ = (CQ)IT,...,COIT)T7 com @; = (@j,...,w;) ", i=1,...n. Nesse caso, @y é um vetor
de uns e representa auséncia de perturbacao.

Diante disso, a matriz A, equivalente a derivada W,(0|®), definida em (?7),
com relacdo & @' é dada por A=M'WA~ "B, de modo que para o modelo de regressao
beta B=diag(b).

Finalmente, a matriz definida em (5.17) é definida por

BA'WTM(M' 'WM) 'M'MA ™ "B, (5.46)

que deve ser avaliada em 6 e em @y.
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5.8.2 Perturbacao da varidvel resposta

Admitindo by e b com perturbacao na varidvel resposta de acordo com a

estrutura apresentada em (5.23), a equac@o de estimac@o perturbada fica escrita como

¥, (0|w) =M WA~ by, (5.47)

T TA\T T
de modo que by = (bg;...,bg,) ", com by = (bwit,...,bwir) ', i=1,...,n.
Diante disso, em concordancia com a equagao (5.17), a medida de influencia

local com perturbacao da varidavel resposta é obtida por meio da matriz
B'AT'TWTMM WM) " 'MTWAT 2, (5.48)

avaliada em 6 e em @y, com PB=0by/d0T.
No contexto dos modelos de regressao beta, o vetor perturbado na variavel
resposta referente a i-ésima unidade experimental bg; ¢ dado por meio da expressao (5.26).

Com isso, igualmente para o caso de modelagem conjunta da média e da dispersao s;;

passa a ser definido como s;j = \/v(u);;/(1+ ¢;j), com i=1,..., n e j=1,., t.
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6 APLICACAO

O estudo anteriormente aplicado em Botter et.al (2006) e Venezuela (2008)
apresenta como objetivo principal a comparacao das performances motoras entre recém
nascidos Pré-termo, também denominado prematuro, em que o nascimento ocorre até 36
semanas de gestacao; e A termo, cujo nascimento estda compreendido apds 36 semanas de
gestacao. A relevancia do estudo esta evidenciada na necessidade do acompanhamento
e definicao do comportamento motor de tais nascidos, pois, em vista das intercorréncias
neonatais e da agao da gravidade no desenvolvimento da postura, equilibrio e locomocao,
o nascimento prematuro é caracterizado qualitativamente distinto do nascimento a termo
(RESTIFFE; 2007).

Diante do exposto, no que se refere ao registro do desenvolvimento dos nasci-
dos, foi considerada a idade corrigida (em dias) dos mesmos, ou seja, a idade corrigida
corresponde a diferenga entre a idade cronoldgica (equivalente ao tempo de vida desde o
nascimento até o momento presente em que se deu o estudo) e o indicador de prematuri-
dade (referente ao nimero de semanas que faltaram entre o nascimento pré-termo e as 40
semanas de idade gestacional).

A observagao dos recém-nascidos se deu de 2 a 13 vezes, como intuito de avaliar
o quantitativo de posigdes (escore) que o individuo era capaz de executar e a idade em que
ocorreu a execugao de cada posicao. Com isso, o valor do escore foi registrado podendo
apresentar variacao entre 0 e 58. Para o estudo, a variavel resposta proposta foi definida
como o percentual de de escore atingido com relagdo a pontuacio mdzima (58pontos)?. A
seguir, na Figura 3, é possivel a verificagao do comportamento da variavel resposta com
base na avaliacao dos dois grupos.

Com isso, a parir da configuracao da variavel resposta, e com base na estrutura
dos dados é ajustado um modelo de regressao beta com medidas repetidas, funcao de
ligacao do tipo complemento log-log, estrutura de correlagao AR-1 e homogeneidade no

parametro de dispersao. A estrutura de modelagem da média é dada por

log[—log(1 — ;)] = Bo + Bi (x1:7) + Ba(x2ij) + B3 (x1ij * x2i5), (6.1)

de modo que xy;; refere-se ao tipo de nascimente, ou seja, x1;; = 0 se “A Termo” ou xy;; = 1 se

“Pré-Termo” e xp;; representa a idade corrigida em dias. Além do mais, ressalta-se que para
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os valores registrados da variavel resposta iguais a 0 e 1, considerou-se, respectivamente,

iguais a 0,001 e 0,999.

Figura 3 — Graficos de dispersao do percentual de escore versus a idade corrigida, para os
grupos “A termo” e “Pré-Termo”.

2 K
2 o
2 21
[7)]
Ll
D o©
T o 7
e
S
g I
[
8 * ATermo
S « ¢ Pré-Termo
O o 7
o |8
o | T T | T | T
0 100 200 300 400 500 600

Tempo

Fonte: Elaborado pelo autor

A modelagem da média se deu por meio da utilizacao do software R de modo
a permitir uma boa performance na estimacao dos parametros do modelo, cujo os quais
estao apresentados na Tabela 5, bem como a identificagao da significancia da relacao entre
as varidveis grupo (x1) e tempo (x2) na explica¢gdo do aumento médio do escore alcancado,
tomando por como base a pontuagao maxima com um nivel descritivo p=0.001 .

Tabela 5 — Estimativas e erros padroes para os parametros da modelagem sob homogenei-
dade da dispersao

Erro Padréo Nivel
Parametro Estimativa Robusto  Naive  Descrivo
Po Intercepto  -2,187 0,058 0,050 < 0,001
Bi X1 0.065 0,073 0,066 0,373
B x 0,009 < 0,001 < 0,001 < 0,001
Bs  xi*xxp -0,001 < 0,001 < 0,001 < 0,001

¢ Precisao 13,923
o Correlagao 0,251

Fonte: Elaborado pelo autor

Ademais, as curvas ajustadas para o modelo encontra-se a seguir na Figura 4.
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Figura 4 — Curvas ajustadas para o modelo de regressao beta sob homogeneidade da

dispersao.
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No que se refere a andlise de diagnostico do modelo supracitado, utilizou-se a
medida de alavancagem baseada na matriz de projecao, a distancia de Cook e o residuo
padronizado, presentes na Figura 5. A analise grafica permitiu identificar que a observacao
atribuida ao recém-nascido 30, cuja idade corrigida foi de 491 dias, (30,491), apresentou-se
como um possivel ponto de alavanca. Ademais, um outro ponto classificavel como alavanca
e influente, foi a observagao do recém-nascido 106, cuja idade corrigida é foi de 560 dias,
(106,560).

Seguindo a andlise por meio da aplicagao do modelos de influéncia local,com
base nos esquemas de pertubagao (ponderagao dos casos, varidvel resposta, covariavel
da idade corrigida (x;) e precis@o), foi possivel evidenciar a existéncia do indicativo
de heterogeneidade do parametro de precisao. Tal fato é justificado pela auséncia da
dispersao homogénea dos valores de d,,, entre os bebés de indices de 1 a 50. Tais graficos

encontram-se dispostos na Figura 6.
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Figura 5 — Gréficos de diagnostico do modelo de regressao beta sob homogeneidade da

dispersao.
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Diante do exposto, dado a evidéncia fornecida pela aplicacao do modelos de
influéncia local, buscou-se eliminar a possivel presenca da heterogeneidade da precisa. Para
tal, foi realizado uma modelagem conjunta da média sob o modelo apresentado em (6.1) e

da precisao do modelo, apresentada a seguir.

log(@ij) = Y+ 7 (x1:7)-

Dito isto, é possivel verificar, por meio da Tabela 6, a partir da estimativa dos parametros
que as dedugoes para os parametros de B sdo as mesmas realizadas para a modelagem sob

homogeneidade da dispersao anteriormente apresentadas.
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Com relagao a curva ajustada para o modelo, a mesma encontra-se na Figura 7.

Outro aspecto a ser destacado ¢ a reducao do residuo padronizado. Porém, foi identificado

a inversao da influéncia, passando a ser maior no grupo Pré-Termo, bem como o fato de

que na nova modelagem ainda se fez presente a atuagao de influéncias distintas, oriundas

dos dois grupos, na estimacao dos parametros regressores.

As Figuras 8 e 9 apresentam os graficos de diagnéstico do ajuste de B e y para

o modelo de regressao beta sob heterogeneidade da dispersao, respectivamente.
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Tabela 6 — Estimativas e erros padroes para os parametros da modelagem sob heteroge-
neidade da dispersao

Erro Padréo Nivel

Parametro Estimativa Robusto  Naive  Descrivo

Bo Intercepto  -2,596 0,054 0,034 < 0,001
B X1 0,029 0,077 0,040 0,704
B x 0,001 < 0,001 < 0,001 < 0,001
B3 X3 -0,001 < 0,001 < 0,001 < 0,001
Yo Intercepto 4,348 0,022 0,007 < 0,001
" X 0.424 0.029 0,008 < 0,001

o Correlacao 0,816

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 7 — Curva ajustadas para o modelo de regressao beta sob heterogeneidade da

dispersao.
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Figura 8 — Graficos de diagnostico do ajuste de B para o modelo de regressao beta sob

heterogeneidade da dispersao.
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Figura 9 — Gréficos de diagnéstico do ajuste de y para o modelo de regressao beta sob
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho apresentou a proposta metodolégica dos Modelos de Re-
gressao Beta com Medidas Repetidas Via Teoria das Equacoes de Estimacgao Generalizadas
apresentada por Venezuela (2008), além de apresentar o desenvolvimento das Equagoes
de Estimacao Generalizadas desenvolvidas por Liang e Zeger (1986) e dos Modelos de
Regressao Beta apresentadas por Ferarri e Cribari-Neto (2004), instrumentos fundamentais
na construcao da metodologia apresentada.

Além disso, em linha com Venezuela (2008) o estudo também apresenta a
construcao teodrica que da suporte as técnicas de diagnostico para dados com medidas
repetidas, além do estudo sobre influencial local para dados com medidas repetidas.

No que se refere ao processo de aplicacao do estudo que tomou por base dados
reais sobre a performance motora de recém- nascidos prematuros e nao-prematuros. Assim,
tomando por base a modelagem apresentada no Capitulo anterior, destacam-se como
principais achados a boa performance do modelo, a identificacao de pontos aberrantes e
influentes, além da evidéncia de que a matriz de correlacao de trabalho considerada em tal
estudo deveria ser distinta para cada grupo. Tal afirmativa pode ser evidenciada pelo fato
de que a utilizacao da métrica de influéncia local com esquema de pertubacao fornece uma
interpretacao direta, podendo assim ser interpretada como uma perturbacao na matriz de
trabalho.

Outro ponto de destaque, corroborando com a teoria, foi a presenca da hete-
rogeneidade do parametro de precisao pode ser justificada pelo fato de que na base de
dados, verificou-se que os individuos com indices até 50 sao pertencentes ao grupo A Termo
(ndo-prematuro) enquanto que os demais indices sdo provenientes do grupo Pré-Termo
(prematuro).

Diante o exposto, conclui-se que a pesquisa alcancou os objetivos apresentados,
tornando possivel o estudo, a compreensao dos temas que permeiam a tematica abordada
e a plicacao dos mesmos.

Por fim, como sugestao de trabalhos futuros, sugere-se o estudo e modelagem
das equacoes de estimacao generalizadas para os modelos de regressao simplex, propostas

em Song e Tan (2000) e Song et al.(2004) e amplamente discutida em Venezuela (2008).
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