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RESUMO

Esferas magnetizadas podem se atrair formando cadeias. Injetemos essas cadeias em uma
célula Hele-Shaw com diferentes inclinagoes e descobrimos que elas formam espontanea-
mente padroes auto-semelhantes. Dependendo do angulo de inclinagao da célula, surgem
duas situagoes completamente diferentes; acima do angulo critico, limite para o atrito
estatico, o padrao formado assemelha-se ao empilhamento de uma corda e abaixo desse
angulo critico, o padrao formado assemelha-se a uma fortaleza vista de cima. Para essas
estruturas, localmente, o primeiro padrao forma uma rede quadrada, enquanto o segundo
padrao exibe uma simetria triangular. Para ambos os padroes, as distribuicoes de tama-
nho das areas fechadas, definidos como lagos, seguem leis de poténcia. Caracterizamos a
transicao morfologica entre os dois padroes por meio de experimentos e simula¢oes com-
putacionais e justificamos a mudanga na orientagao dos dipolos como uma disputa entre
a flexao do fio induzida pelo atrito e os efeitos da gravidade durante o processo de injegao

do fio no interior da cavidade.

Palavras-chave: transicao de fase; dipolo magnético; experimento; simulacao; material

granular.



ABSTRACT

Magnetic beads attract each other, forming chains. We push such chains into an inclined
Hele-Shaw cell and discover that they spontaneously form self-similar patterns. Depen-
ding on the angle of inclination of the cell, two completely different situations emerge;
namely, above the static friction angle the patterns resemble the stacking of a rope and
below they look similar to a fortress from above. Moreover, locally the first pattern
forms a square lattice, while the second pattern exhibits triangular symmetry. For both
patterns, the size distributions of enclosed areas follow power laws. We characterize the
morphological transition between the two patterns experimentally and numerically and
explain the change in polarization as a competition between friction-induced buckling and

gravity.

Keywords: phase transition; magnetic dipole; experiment; simulation; granular matter.
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LISTA DE FIGURAS

Trés possiveis comportamentos da matéria granular. Em (a), o castelo de
areia apresenta uma estrutura rigida, deixando o agregado em um aspecto
solido. Em (b), a soja flui continuamente como um liquido, do silo para o

contéiner. Em (c), uma tempestade de areia. A mistura de ar com a areia

deixa o material granular com um aspecto semelhante a um composto gasoso.24

Analisando a estrutura interna de meio granular Qicheng Sun et.al [32]
propoe que tal sistema é intrinsecamente multiescala, i.e. a micro, meso
e macro escala estao correlacionados. De (a) a (c) mostra trés escalas da
matéria granular, micro, meso e macro [32, 19]. De (d) a (f) explica como
as trés escalas se comunicam. Na microescala, atuam as forcas entre os
constituintes, que, por sua vez, constroem a rede de contato, como mos-
trado em (a). Essas cadeias de contato formam um esqueleto granular no
qual as forcas podem ser transmitidas via interagao de contato particula-
particula. Essas estruturas sao chamadas cadeias de forgas, como mostrado
em (b). Em (c), quando o meio granular é posto sob algum processo no
qual o material est4 em movimento, essas cadeias evoluem e interagem en-
tre si. As interagoes entre os constituintes da escala microscopica somadas
as interagoes entre as cadeias de for¢a da escala mesoscopica regem as pro-
priedades mecénicas macroscopicas. Como por exemplo, a estabilidade,
a elasticidade, a fluidez e a relagao entre a tensao e o cisalhamento, im-

portante para a descricao das equacoes constitutivas usadas na abordagem

Lagrangeana [35]. ... oo



2.3

2.4

2.5

2.6

Empacotamento do DNA de um virus bacteriéfago. Em a 70|, um esquema
mostrando como o bacteriéfago injeta o seu material genético dentro de uma
bactéria. Estudos sobre empacotamento de DNA por simulagoes exigem
pelo menos 3 milhoes de nucleotideos, contudo, é possivel fazer uma reducao
do nivel dos detalhes da cadeia a fim de reduzir o nimero de interagoes a
serem calculadas. Tal técnica ¢ chamada Coarse-graining |73, 71]. Em b
mostra a reducao do nivel dos detalhes de uma cadeia de DNA. Longas
cadeias como o DNA sao frequentemente modeladas como polimeros, ou
seja, uma macro-molécula linear composta por N mondmeros conectadas
por N —1 ligagoes. Essas ligacoes representam algum potencial ou vinculo
geométrico. Em c, as ligagoes sao representadas por potencias harmonicos
e os monomeros como esferas duras, fazendo o uso do potencial de Lennard-

Jones. Além das interagoes de curto alcance, também sao implementados

potenciais de longo alcance como coulombiana |71] ou dipolar (93] ...........

Frustragao geometrica [116]. Em (a), primeiros vizinhos tendem a se ali-
nhar em uma configuragao antiferromagnética. Essa configuracao é com-
pletamente satisfeita para uma rede quadrada. Entretando, para uma rede
triangular, nao é possivel alinhar todos os spins em uma configuragao an-
tiferromagnética. Dessa maneira, dizemos que o sistema é frustrado. A
consequéncia imediata da frustragao é que o sistema passa a ter um estado
fundamental degenerado. Em (b), barras quando submetidas a uma defor-
macao tendem a preservar os angulos nas jungoes para minimizar a energia
de deformacao. Quando as barras estao dispostas como um quadrado, a mi-

nimizagao da energia ¢é realizada simultaneamente em todas elas, contudo,

nao é possivel para o caso triangular. ............ ... ..

Estados possiveis de minimos de energia em uma célula triangular usando

o modelo de Ising com spins acoplados antiferromagneticamente [123]. Em

vermelho mostra o par de interagao frustrado. ................... .l

Frustragao geométrica em empacotamento. Em (a), sistema nao frustrado
com um tunico estado fundamental. Em (b) sistema frustrado duplamente
degenerado. E impossivel cobrir perfeitamente uma rede pentagonal de

lado [ com discos de raio [/2 colocando os centros dos circulos nos vértices

AESSA TEAC. . . oo
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2.8

2.9

2.10

2.11

Frustragao friccional durante o contato de discos [132]. Em (a) e (b),
mostra discos idénticos em contato, livres somente para girar em torno
de seus respectivos centros e interagindo apenas por atrito. Tanto em
(a) como em (b), se mantermos a velocidade angular da esfera 1 constante,
w; = w, observaremos dois resultados bastante diferente. Em (a), o sistema
consegue girar sem deslizar, pois com w; = w teremos ws = —w, W3 = w €
wy = —w. Em (b), a esfera 1 induz uma rotagao no sentido horério em 2,
a esfera 2 induz uma rotagao no sentido anti-horario na esfera 3 e por fim,
a esfera 1 induz uma rotagao no sentido horério na esfera 3. Tal arranjo
triangular nao deixa a esfera 3 girar sem deslizar simultaneamente com as
demais esferas em contato, deixando o sistema frustrado. A situagao em
(c) e (d) é similar a (b), pois durante a colisao temos o contato mutuo
entre trés corpos com atrito. Nesse contexto, a frustra¢ao colisional ocorre

devido a impossibilidade de manter contatos nao deslizantes entre os discos

em colis@o e superficie. ...... ...

Diagrama de fases para a dgua. Em (a), trés fases sdo determinadas e
separadas por curvas bem definidas. As figuras (b) e (c) ilustram como a

densidade pode servir de parametro de ordem, deixando evidente a distin-

¢ao entre as fases. Reproduzido de [140]. ...

Transicao em um sistema de spin. Foi usado um Modelo 2D de Ising, em
uma rede quadrada 100 x 100. Foram utilizadas duas condigoes iniciais,
uma em que a maioria dos spins aponta para cima (tridangulo preenchido)
e outra em que a maioria dos spins aponta para baixo (triangulo aberto).

Uma transicao ocorre em 7T, = 2.27, ponto em que, independente da tem-

peratura, a magnetizagao se torna nula. Reproduzido de [140]................

Padrdes em materiais granulares sujeitos a vibragao vertical [162]. Os pa-
droes foram obtidos variando dois parametros de controle, quais sejam, a
frequéncia de oscilacao f e a amplitude de oscilacao I'. Padroes de on-

das estacionarias: (a) quadrados, (b) listras, (c) e (d) fases alternadas de

hexéagonos, (e) camada plana, (f) quadrados, (g) listras e (h) hexagonos. ....

Jamming em silo [183]. A imagem mostra o escoamento de discos em um
silo. Os discos fluem como um liquido em um funil, mas em um determinado
momento, alguns deles formam um arco (discos coloridos), que sustentam
todo o peso do sistema, e que, eventualmente, congestionam o fluxo, o que

¢ mostrado no inset. O estado jamming ocorre inclusive no caso sem atrito

entre disco-disco e disco-cavidade. ...

.38
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2.12 Tlustracao mostrando as trés categorias do jamming. Em a, discos confina-

3.1

3.2

3.3

3.4

dos em uma caixa retangular rigida, organizada em um padrao de empa-
cotamento hexagonal, estd em um estado de jamming local. Contudo, nao
estd em um estado de jamming coletivo, pois a rotacao de uma subestru-
tura hexagonal em torno de seu centro de massa tira o sistema do estado
jamming (com excec¢ao de angulos multiplos de 60°). Em b, um empaco-
tamento de discos em uma rede quadrada dentro de uma caixa quadrada
rigida se qualifica em um estado de jamming coletivo. Em c, para a rede
quadrada, as tinicas deformacgoes simétricas nao expansivas permitidas vem

através de cisalhamentos orientadas ao longo de linhas horizontais, todas

as deformacoes de cisalhamento com outras orientagoes sao resistidas........

Distorcao em uma imagem. Um design nao simétrico das lentes e uma
abertura antes ou atras do centro optico da lente levam a distorcoes na
imagem. Em a, se o stop de abertura estiver na frente da lente e o conjunto
abertura-lente nao estiver perfeitamente alinhado, teremos uma distorcao

de barril na imagem. Em b, uma sobreposicao de duas malhas de pontos,

uma real e a outra alterada, deixa evidente a distorcao causada pela lente. ..

Malha quadrada usada para medir a distor¢ao da lente. A cAmera usada
nesse trabalho possui uma resolucao de 4160 x 3120 pizel, distancia focal de
f = 28mm, com uma abertura iqual a f/1.9, posicionada a uma distancia
de 27 ¢cm do objeto, gerando uma distor¢ao do tipo barril nas imagens. Em
a usamos uma linha verde como guia para mostrar a distor¢ao, que, como

pode ser vista, é bem pequena. Usando a Eq. 3.1 podemos quantificar a

distor¢ao, a qual na imagem em questao tem o valor de D; = 0.025..........

Transformagao Hough Circular (THC). Em (a), um objeto circular com
um raio r = 48 pixel. Somente com essa informacao podemos iniciar o
algoritmo. Em (b), foi usado o algoritmo Canny [204] para detectar a borda,
mostrada em branco. Em (c) o algoritmo THC desenha circulos, mostrados
na cor azul, os quais tém raio r = 48. Em seguida, o algoritmo localiza

e contabiliza os centros dos circulos no espago dos parametros (a,b,r). O

pico localiza as coordenadas do centro. ..................o i

Em (a) vista superior das esferas com r = 5 mm = 15 pixels. Foi usado o
mesmo protocolo experimental da Fig. 3.2. O algoritmo THC nao é usado
em toda a imagem, apenas na regiao de interesse (RDI). Na imagem a
RDI compreende a regiao dentro do circulo laranja. Em (b) é mostrado,
em circulos azuis, como 762 esferas foram detectadas. Foi usada a funcao
imfindcircles() do MATLAB [206]. Dados os ajustes nos parametros e

atribuindo os devidos cuidados na preparacao das imagens, é possivel obter

um resultado satisfatOrio. ...

49
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4.1 Trés condigoes de contorno usados em DM. As setas nos centros dos dis-
cos representam a sua orientacao. Em a, condi¢cao de contorno periédica.
Particulas que experimentam sair pelo lado direito da caixa de simulacao
emergem pelo lado esquerdo, e vice-versa, valendo o mesmo para a base e
o topo da caixa. Essa estratégia de confinamento é andloga a uma colegao
infinita de sistemas idénticos. Esses sistemas infinitos estao representados
por uma cor mais transparente em volta do sistema em estudo. Em b, uma
particula ao tentar atravessar a base da caixa de simulagao, sente uma forca
normal ao plano e que aponta para dentro da cavidade. A linha pontilhada
mostra a trajetoria paralela ao vetor velocidade (seta vermelha), antes e
depois da colisao. Para colisoes inelasticas, utiliza-se uma forga de amor-
tecimento, usualmente proporcional & velocidade [213]. Em ¢, é mostrado
que o confinamento passa a ser feito por linhas de discos com posigoes fixas.
Nessa situacao, dizemos que o confinamento ¢ feito de forma explicita [214]. . 57

4.2 Esquema mostrando trés perspectivas da interagao de contato entre duas
esferas de raio r. Em a, duas esferas com velocidades angulares w; e ws
com seus centros de massa se movendo a velocidades v; e vo. No meio e em
transparéncia, temos o plano de colisao que é usado como referéncia para a
decomposicao das forgas e dos momentos. A normal do plano é paralela ao
eixo que liga os centros das esferas. Em b, é mostrada a area circular entre
duas esferas formada pela deformacao elastica devido a aplicacao de uma
forga. A relagao entre forca e area deformada é dada pela Eq. (4.1) e pela
Eq. (4.2), respectivamente. Em c, é mostrada a projegao das esferas no
plano. Em DM a deformacao das esferas é parametrizada por um compri-
mento de penetracao . Quando a distancia entre os centros é menor do que
a soma dos raios, aplica-se uma forca de repulsao do tipo F' o kdé“. Nessa
forga, § = 2r — (r; —ry) -1, k é uma constante que representa a dureza do
material e a € um expoente que controla a resposta entre comprimento e
forga. Para a = 1, temos o modelo linear e, para a = 3/2, temos o modelo
de Hertz. Nessa tese, iremos usar o modelo linear, pois ele tem a vantagem
de ter solugao analitica e de ter um tempo de escala intrinseco. ............... 59

4.3 Coeficiente de restituigao normal pela velocidade de pré-colisdo [219]. (O)
Modelo linear com amortecimento linear. ((J) Modelo de Hertz com amor-
tecimento linear. (¢) Modelo de Hertz-Kuwabara-Kono. (A) Modelo de
Walton-Braun. . ... ... 61

4.4 Modelo de atrito descrito pela Eq. 4.8. A forca de atrito F; tem a mesma
diregao da velocidade tangencial relativa vi,, mas sentido contrario. Para
baixas velocidades vi,, passa a atuar na Eq. 4.8, a forca viscosa vs|vi,|.
Com esse modelo é possivel fazer uma esfera rolar sem deslizar em um plano

COMML AUTIEO. ot e e 61



4.5

4.6

0.1

0.2

2.3

Estados fundamentais para esferas rigidas magnetizadas no plano. Em (a),
a energia reduzida ux pelo nimero de esferas N [226]. A orientagao dos di-
polos esté destacada por setas vermelhas. A linha pontilhada corresponde
a energia de uma cadeia circular. As configuracoes foram encontradas
usando o método Monte Carlo. Em (b) e em (c¢), no limite termodinamico
com T' = 0, quando os spins estao localizadas no plano e organizados em
uma rede quadrada hé& apenas dois estados fundamentais, ambos com a
mesma energia, com fase antiferromagnética e com um sistema continua-
mente degenerado 228, 229]. A configuragao em (c¢) é obtida a partir de
(b), pela rotagao da subrede A (em vermelho) por § = 7/6, e da subrede

B (em azul), por 0 = —m/6. ..o

A estrutura hexagonal minimiza a energia de um conjunto de esferas mag-
netizadas para dipolos paralelos ao plano [226]. Essas estruturas hexa-
gonais perfeitas possuem p esferas na camada mais externa. Para o pre-
sente caso, p = 8. Estruturas hexagonais sem buraco central possuem
Npeza = 3p*> — 3p + 1 esferas, mas estruturas hexagonais com buraco pos-

suem Njepq = 3p® — 3p esferas. No limite em que p — oo a energia reduzida

tende a Upiano = —2.759 [227]. ..o

Configuragao esquematica para o experimento realizado. A cadeia de es-
feras magnéticas sao empurradas de baixo para cima, em uma célula de
Hele-Shaw inclinada em 6 graus. A célula de Hele-Shaw é formada por

meio de um cavidade cilindrica de raio R coberta por meio de uma placa

de acrilico transparente. ..............o i

Padroes obtidos depois que nenhuma esfera pode ser injetada na células
para (a), R = 40d e § = 0°; (b), R = 40d e 0 = 90°; (c), R = 20d e
0 = 0°. Em (d) duas cadeias sao injetadas na célula diametralmente, con-
forme indicado pelas setas pretas, com 6 = 0°. Para (a) e (c) observamos
o padrao poligonal e para (b) e (d) o padrao empilhado. A area ampliada
em (a) e (b) realga os dois padroes, o poligonal e o empilhado, respectiva-
mente. A legenda de cores indica o ntimero de primeiros vizinhos de cada
esfera. Podemos observar, que no padroes poligonal, localmente, a maioria
das particulas tem seis vizinhos, produzindo assim uma rede triangular, en-
quanto no padroes empilhado, quatro vizinhos mais préoximos prevalecem,
resultando em uma rede quadrada. Apenas em (a) a cadeia nunca atinge

a parede da cavidade. Os pontos pretos em (a), (b) e (¢) indica o ponto de

0 <7070 T

O padrao poligonal é formado por listras de cadeias paralelas com um

arranjo localmente triangular. Essas listras criam espontaneamente quinas,

formando angulos de 120°, como mostrado em (a) e ampliado em (b)........

.67

.70
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As areas delimitadas pelos lagos dentro da cadeia de esferas magnéticas
sao mostradas em azul para dois experimentos de injecao, resultando em
(a) o padrao empilhado e (c) o padrao poligonal. A area adimensionalizada
A; = Ay/Ap é calculada das imagens em preto e branco, onde A, ¢ a éarea
do buraco medida em pixels e Ay = m(d/2)?>. A distribuicao das areas
estao mostradas em (b) para o padrao empilhado e em (d) para o padrao
poligonal, calculada sob uma média de 15 realizacoes experimentais em
cada caso. As linhas solidas azuis foram feitas pelo ajuste dos minimos
quadrados resultando na lei de poténcia, P(A;) o A;77, calculada para

areas maiores do que 10 pixels, com expoentes v = 2.31+0.03 e 0.85+0.03,

para (b) e (d), reSpectivamente. ..............ooiiiiiiiiiii

Parametro de ordem ¢g da transicao de fase morfologica em funcao da
inclinagao 6 para R = 40d (circulos) e R = 20d (estrela). ¢g é definido
como a fracao média de particulas que possuem seis vizinhos. Observa-
se claramente um salto abrupto perto do ponto critico 6. = 19.4°, sendo
a assinatura de uma transi¢cao de fase de primeira ordem. O detalhe da
figura mostra como as fragoes médias ¢ de esferas com n vizinhos muda

drasticamente quando o angulo vai de 6 = 0° para § = 90°, ambos para

Numero N de esferas no padrao em funcao do angulo de inclinagao 6 da
célula, para R = 40d (circulos preenchidos) e R = 20d (estrelas). A linha
tracejada vertical verde em 6. = 19.4° corresponde ao coeficiente de atrito
estatico da base da célula. O coeficiente foi medido deixando trés esferas,
no formato de um triangulo, deslizar no plano da cavidade a fim de calcular
o angulo critico que deixa as esferas na iminéncia de deslizar. A relagao en-
tre o angulo critico e o coeficiente de atrito estético é p. = tan(f.) =~ 0.35.
Acima de 6., o nimero de esferas N se torna independente de #, mas de-
pende do raio R. No detalhe da figura, mostramos padroes observados ao

final das simulagoes para 6 = 0° sem (superior) e com (inferior) enfraque-

cimento das forcas dipolares na entrada da cadeia. ............................

(a) Padroes obtidos pela injecao de uma cadeia de esferas magnéticas, in-
jetada diametralmente, com raios R = 10d, R = 20d, R = 30d e R = 40d.
Primeira linha: experimentos realizados para quatro diferentes raios de ca-
vidade. Segunda linha: simulagoes usando o Modelo de Elemento Discreto
(MED). Em (b), Rede de contato (grafo) de um padrao de esferas obtidas
nos experimentos em uma cavidade de raio R = 10d. Os vértices represen-
tam os centros das esferas enquanto as arestas sao desenhadas quando a

distancia entre duas esferas é menor ou igual ao didmetro das esferas. Um

laco esté destacado em vermelho............ ... .
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2.9

Quatro diferentes imagens durante o processo de empacotamento. A cadeia
de dipolos é injetada por baixo e na posicao central da cavidade. Durante
o processo de injegdo nenhuma aresta (contato) é quebrada enquanto no-
vos contatos sao formados. Para esse caso de inje¢ao, em particular, o
padrao apresenta uma simetria local triangular. A formacao de defeitos na
estrutura cristalina é um efeito da frustracao, pois a configuracao inicial
dos dipolos head-to-tail compete com a estrutura triangular. No presente
caso, a frustracao é responsavel por quebrar a simetria global hexagonal do

sistema. Sendo assim, estamos diante de uma estrutura geometricamente

frustrada (EGF). .. ..

Configuragao de menor energia magnética para uma rede triangular. Em
(a), experimento injetando a cadeia por baixo da cavidade. Em (b), simula-
¢ao usando MC para dipolos com posicoes fixas mas orientacoes livres com
condi¢ao de contorno peridédico na vertical e horizontal. Em ambos os ca-
sos, o norte magnético dos dipolos sao identificados pelo hemisfério pintado
em vermelho. Para uma melhor visualizagao no experimento, nos separa-
mos o norte e o sul magnético por linhas verdes tracejadas em (¢). Em
(d), para uma melhor visualizagdo, destacamos e ampliamos uma parte da
Fig. 5.9 (b). Noés cercamos com uma linha verde tracejada parte do padrao
obtido numericamente em (b), onde as orientagoes dos dipolos magnéticos
apresentam considerével similaridade com o experimento, como mostrado

em (c). Nessas regioes selecionadas, o padrao dos dipolos magnéticos cor-

responde a uma configuracao de menor energia...............cooeviiiiiiain....
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INTRODUCAO

Os materiais granulares estao presentes tanto na natureza quanto na industria onde
apresentam uma variedade de formas, tamanhos e propriedades mecénicas/quimicas. Ma-
teriais granulares podem ser consideradas particulas rigidas e quando estudados em movi-
mento podem ser tratados por meio de colisoes inelésticas dissipando energia até cessarem
o movimento. Devido ao tamanho nao apresentam flutuacoes térmicas. Na condi¢ao de
confinamento, formam estruturas variadas com diferentes topologias e quando submetidos
a forcas externas repondem na forma de um sistema complexo. Das intimeras categorias de
estruturas formadas por materiais granulares, podemos destacar as estruturas cristalinas.
Dependendo do protocolo experimental e das interagoes envolvidas é possivel encontrar
nos materiais granulares, tanto estruturas ordenadas como estruturas amorfas [1].

Os materiais granulares podem ser agrupados em cadeias por meio de um vinculo fi-
sico, como ocorre por exemplo em uma corrente, ou por meio de uma interacao magnética
como em cadeias formadas por esferas magnéticas. Nesta condicao particular, os materi-
ais granulares apresentam propriedades comum aos fios, como flexibilidade e podem ser
utilizados com a mesma finalidade. A injecao de fios metalicos e plasticos em cavidades
rigidas sao usados em processos de empacotamento de DNA em gloébulos e capsideos virais
[2, 3], bem como em tratamentos minimamente invasivos para aneurismas saculares [4].
Padroes fractais sao observados no empacotamento de fios em cavidades com uma forca
de injegao que diverge para infinito como uma lei de poténcia |5, 6, 7, 8]. Modificando-se
o atrito e a rigidez a flexao do fio, trés diferentes padroes ja foram observados e organi-
zados em um diagrama de fase: uma fase espiral, uma fase de lagos e uma fase caotica
[9, 10]. Além de cavidades rigidas, cavidades deformaveis também ja foram utilizadas em
processos de empacotamento [11, 12].

Conforme descrito em trabalhos publicados anteriormente sobre o tema, a relevancia
do empacotamento de fios em cavidades é uma realidade com muitas aplicacées. A natu-
reza do fio é na maioria dos casos plastica e/ou metéalica, cujas propriedades relacionadas
com a deformacao e empacotamento, dependem basicamente da torgao, friccao e plastici-
dade. Neste cenario, as forcas envolvidas sao usualmente de curto alcance, ou seja, estao
relacionados ao contato entre as partes. Quando um fio magnético formado por esferas
magnetizadas é utilizado durante o empacotamento em cavidades, um novo aspecto entra
em cena. As interagoes de longo alcance devido a natureza magnética do material. Essa

interagao pode ser de atragao (polos opostos) ou repulsao (polos iguais). Com a inclusao
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desta caracteristica nas forcas de interacao entre as partes do fio, novos padroes devem
emergir durante o empacotamento desses fios com propriedades magnéticas. Quando a
condigao de contorno do problema pode ser alterada de forma gradual, como por exemplo,
as forcas de atrito entre o fio e a superficie da cavidade, um ingrediente adicional passa a
ser atuante no sistema.

Considerando todos esses ingredientes adicionais, apresentamos nesse trabalho um
estudo sobre a injecao de fio em cavidades cilindricas, porém, diferente dos trabalhos
anteriores, este fio é formado por uma cadeia de esferas magnetizadas, incluindo interacoes
repulsivas e atrativas entre as sec¢oes do fio magnético.

A cavidade sera substituida por uma célula de Hele-Shaw. Analisaremos os padroes
obtidos durante a injecao das esfera magnetizadas em funcao de parametros pertinentes
ao sistema: fracao de empacotamento dentro da célula, angulo de inclinacao da célula de
Hele-Shaw relacionado com a intensidade do atrito, tamanho da cavidade e finalmente, o
angulo de injecao das eferas no interior da cavidade. Esta analise é conduzida por meio
de experimentos e simulacoes. A coleta de dados experimentais foi realizada por meio da
obtengao de imagens (filmes gravados), usando a técnica hough transform. As simulagoes
complementam a analise das morfologias, trazendo informagcoes adicionais acerca da ori-
entacao dos dipolos e sobre a quantidade de energia magnética armazenada nos padroes
encontrados. Este dltimo torna-se um parametro importante para explicar a forma dos
padroes estabelecidos no interior da cavidade.

Esta tese é composta de cinco Capitulos organizados na seguinte forma.

O Capitulo 2 apresenta alguns conceitos pertinentes ao estudo de materiais granulares,
exibindo as propriedades e os efeitos que sao comuns e Unicos a este estado da matéria.
E citado exemplos do processo de empacotamento em sistemas fisicos e biologicos, como
também expoe a importancia industrial e tedrica de tal mecanismo. Definimos termos
como frustragao, transicao de fase e auto-organizacao. Tais efeitos emergem espontanea-
mente nas morfologias encontradas durante o empacotamento dos fios magnéticos.

No Capitulo 3, descrevemos em detalhes como inferir as posi¢oes da esferas a partir
de imagens. Ainda nesse contexto, sera discutido a origem dos erros de medida, como a
distorcao da lente e a técnica hough transform.

No Capitulo 5, detalhamos o protocolo experimental adotado e analisamos os resul-
tados obtidos tanto por meio experimental como através das simulagoes computacionais.
Aqui, caracterizamos as morfologias obtidas experimentalmente e numericamente durante
o processo de empacotamento do fio na cavidade. Apresentamos ainda, como as estru-
turas obtidas estao relacionadas com efeitos como a frustragao, a auto-organizacao e a
transicao de fase estrutural. Por fim, no Capitulo 6, temos as conclusoes dos resultados,

encerrando o mesmo com possiveis sugestoes para trabalhos futuros.
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ASPECTOS TEORICOS

2.1 Material Granular

O contato e a existéncia dos materiais granulares sempre fez parte da experiéncia hu-
mana, seja brincando na praia com areia, ou fazendo o café com agtcar pela manha antes
de ir para o trabalho. Fora do ambiente urbano, tais materiais estao presentes em um
conjunto de fendmenos tais como, avalanches nos alpes Suicos e o movimento de dunas
em Jericoacoara. Na Fig. 2.1 é possivel ver o material granular com trés possiveis com-
portamentos: sélido, liquido e gasoso. O uso desses materiais na industria é abundante,
j& que boa parte da matéria prima e dos insumos que sao fornecidos, transportados e ar-
mazenados, estdo na forma granular [13]. Outros processos de interesse industrial como a
mistura homogénea de compostos granulares ou o fluxo regular de graos em silos na forma
de funil nao sao faceis de obter, pois tais materiais tendem a segregar quando submetidos
a vibracgao e tendem a cessar o escoamento em silos devido & obstrugao (Jamming) na
forma de tubo ou abobada [14, 15, 16, 17]. Tendo em vista que tais processos sao ampla-
mente usados na industria farmacéutica, quimica e agricola, fica evidente a necessidade

de compreendé-los e de ter o controle sobre esses efeitos fisicos.

s y
a) . P>

Figura 2.1: Trés possiveis comportamentos da matéria granular. Em (a), o castelo de
areia apresenta uma estrutura rigida, deixando o agregado em um aspecto sélido. Em
(b), a soja flui continuamente como um liquido, do silo para o contéiner. Em (c), uma
tempestade de areia. A mistura de ar com a areia deixa o material granular com um

aspecto semelhante a um composto gasoso.

Devido ao seu tamanho macroscopico, tais sistemas sao imunes as flutuacoes térmicas,

sendo classificados como sistemas atermais'. Consequentemente, um agregado granu-

!Quando as flutuacdes térmicas ndo influenciam na dindmica e na estatica do sistema, o classificamos
como atermal.
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lar nao atinge um equilibrio termodindmico e sim uma colegao de estados metaestdveis
[18, 19]. Diferente de sistemas onde a temperatura é um parametro de controle que pode
induzir transicoes de fase, em materiais granulares tais mudangas estruturais sao dirigi-
das pela fracao de empacotamento, campos externos ou estresses aplicados. As interacoes
entre as particulas que constituem esses materiais podem ser de curto ou longo alcance.
Colisao e friccao sao exemplos de forcas que quase sempre ocorrem naturalmente em mate-
riais granulares. Como exemplos de forgas de longo alcance, podemos citar forgas elétricas
e magnéticas, as quais podem surgir espontaneamente devido as acgoes tribolégicas como
a friccao e o desbaste entre superficies [20, 21]. Além das interagdes particula-particula,
estas também podem ser submetidas a vibracao, ao cisalhamento ou estar imersas em
campos externos ou em fluidos. Essas interacoes podem induzir efeitos coletivos além da
segregacao e Jamming, tais como transi¢oes entre estados solido, liquido e gasoso [22, 23|.
Materiais granulares exibem uma colecao de efeitos que nao sao encontrados em outros
estados da matéria, assim podemos dizer que ela, sozinha, forma um estado distinto, o
estado granular [22, 24].

Do ponto de vista tedérico, uma tinica e completa descri¢ao, fundamentada a partir de
primeiros principios, ainda permanece rudimentar e incompleta [22, 25, 26|, & exemplo
da mecanica estatistica de Edward, que ¢ uma abordagem teoérica, mas somente valida
para ensembles densos movendo-se lentamente [27]. Ainda nao existe uma descri¢ao
hidrodindmica ou macroscopica que explique de forma satisfatéria todos os mecanismos
e efeitos encontrados nesse estado da matéria (e.g., Naiver-Stokes) [23|. Modelos para
esses materiais sao basicamente fenomenologicos e servem apenas para resolver problemas
praticos de engenharia [28].

Essa dificuldade surge por varios motivos. O primeiro deles é que a dissipacao de
energia pelo atrito ou pelas colisoes inelasticas, faz com que o sistema granular seja nao-
Hamiltoniano [29, 30|, deixando invalido todos os postulados da mecénica estatistica de
equilibrio. Para o caso da hipotese ergdtica, dependendo do protocolo experimental, é
possivel obter um sistema granular ergdtico ou nao-ergético [31]. O segundo motivo é
que para esses materiais, a escala espacial da dindmica das particulas nao é separada
da escala macroscopica, assim esses materiais sdo intrinsecamente de multiescala [32].
Ou seja, as interagoes entre as particulas (micro-escala) constroem cadeias de forgas [33]
(meso-escala), que por sua vez sao controladas pelas propriedades das particulas e das
condigoes de contorno (macro-escala). A evolucao dessas cadeias de forga controla as
propriedades mecéanicas desses materiais (macro-escala) [34], como explica a Fig. 2.2.

Além do estudo em seu proprio dominio, os materiais granulares sao usados como
modelo para estudar propriedades emergentes em sistemas dentro e fora do equilibrio.
Algumas ideias, originalmente desenvolvidas dentro do estudo da matéria granular, tém
sido exportadas para explicar e modelar outras areas da fisica da matéria condensada.
Como exemplo, podemos citar o conceito de Jamming, dando uma nova visao sobre as

transigoes de vidro [36, 37, 25| em agregados densos e amorfos, tais como coloides e po-
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Figura 2.2: Analisando a estrutura interna de meio granular Qicheng Sun et.al [32| propoe
que tal sistema é intrinsecamente multiescala, i.e. a micro, meso e macro escala estao
correlacionados. De (a) a (c¢) mostra trés escalas da matéria granular, micro, meso e
macro [32, 19]. De (d) a (f) explica como as trés escalas se comunicam. Na microescala,
atuam as forgas entre os constituintes, que, por sua vez, constroem a rede de contato, como
mostrado em (a). Essas cadeias de contato formam um esqueleto granular no qual as forgas
podem ser transmitidas via interagao de contato particula-particula. Essas estruturas sao
chamadas cadeias de forgas, como mostrado em (b). Em (c), quando o meio granular ¢
posto sob algum processo no qual o material estd em movimento, essas cadeias evoluem e
interagem entre si. As interagoes entre os constituintes da escala microscopica somadas as
interacgoes entre as cadeias de forga da escala mesoscopica regem as propriedades mecénicas
macroscopicas. Como por exemplo, a estabilidade, a elasticidade, a fluidez e a relagao
entre a tensao e o cisalhamento, importante para a descricao das equacoes constitutivas

usadas na abordagem Lagrangeana [35].

limeros. Estatisticas de avalanche, estudadas inicialmente nesses materiais, sao aplicadas
em dindmica de trafego [38], em terremotos [39] e até no movimento do fluxo magnético
em supercondutores [40, 41, 42, 43|.

E abundante na literatura casos que mostram a equivaléncia entre materiais granulares
e outros sistemas fisicos. Essa equivaléncia nos permite, por exemplo, imitar processos
fisicos microscopicos ou macroscopicos. Longas cadeias moleculares, como polimeros, sao
usualmente modeladas como uma cadeia granular [44, 45|, ou seja, uma sequéncia de
esferas duras ligadas por vinculos geométricos ou por potenciais harmonicos. Tal modelo
foi primeiramente apresentado por Ben-Naim et.al [46].

Mesmo com uma grande diferenca intrinseca entre a dissipagao inelastica em uma
cadeia granular macroscopica e a colisao elastica que ocorre nas moléculas microscopicas

dos polimeros, é possivel mostrar que ambos os sistemas possuem as mesmas propriedades
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estaticas e dinAmicas, propriedades estas previstas na teoria da fisica de polimero [47, 48|.

Processos biologicos como empacotamento de DNA por virus bacteridéfagos também
sao modelados pelo uso de cadeias granulares [45]. Varias caracteristicas no processo
de empacotamento de DNA, como a transla¢do unidirecional [49], estruturas ordenadas
[50, 51| e a relagao entre forga e velocidade de empacotamento [52| sdo reproduzidas usando
o modelo macroscopico de cadeias granulares. Nessa tese, iremos adotar o processo de
empacotamento de uma cadeia granular de esferas magnetizadas em cavidades 2D. Tal

processo sera explicado na Sec. 2.2.
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2.2 A Fisica do Empacotamento

Tarefas do nosso cotidiano, como organizar roupas dentro do guarda-roupa ou as com-
pras do supermercado dentro do porta-malas do carro, sao atividades nas quais se deseja
poupar espaco. Apesar de sua aparente simplicidade, o processo de empacotamento é
um campo de pesquisa interdisciplinar com principios basicos ainda desconhecidos [53].
Johannes Kepler foi o primeiro a conjecturar, em 1611, e Hales a demonstrar matemati-
camente, em 2005, [54, 55|, que a configura¢ao mais densa para um conjunto infinito de
esferas com mesmo raio tem um arranjo cubico de face centrada (FCC'), a qual maximiza
a densidade, ou equivalentemente, minimiza o volume por esfera. Encontrar a melhor
maneira de confinar objetos em cavidades finitas € um problema de interesse industrial e
teorico.

Na industria, o planejamento e design de redes de antenas de comunicacao [56] e o
corte de estoque [57, 58, 59| estao relacionados ao problema de encontrar a configuragao
mais densa possivel dentro de uma geometria confinante. A encapsulacao eficiente de
ingredientes ativos como drogas, vitaminas, proteinas, bolhas de gés e até mesmo célu-
las vivas é uma técnica experimental que tem ganhado uma crescente atencao por sua
aplicabilidade [60]. Dessa maneira, ha uma necessidade no desenvolvimento de técnicas
laboratoriais capazes de fornecer controle sobre o tamanho, a densidade, a permeabilidade
e a elasticidade [61, 62| desses aglomerados. Tais técnicas experimentais sdo usadas para
construir agregados de particulas, que por sua vez, servem como blocos de construcao
para estruturas mais complexas [63, 64] como por exemplo, unidades de armazenamento
de informagoes [65] ou cépsulas de administracao de medicamentos [61, 66].

Na biologia existe uma miriade de fenémenos relacionados ao empacotamento, das
quais iremos citar algumas. A aglomeracao macromolecular é um efeito importante, pois
ela aumenta a forca de interacao entre as proteinas e o DNA, além de ser um fator que
controla a difusao de proteinas |67, 68, 69]. Durante a replicacao viral [70, 71, 72|, o virus
infecta organismos injetando o seu DNA dentro das células ou bactérias, como mostra a
Fig. 2.3. Outro exemplo interessante € o DNA humano, este tem cerca de 4 mil vezes
o tamanho do didmetro do ntucleo celular [73]. A auto-organizacdo espacial, devido ao
confinamento do DNA dentro de um espaco tao pequeno, gera padroes, como a formagcao
de lagos. Como essas conformacoes sao realizadas e como a estrutura empacotada esté
relacionada com as fungoes do DNA sao questao que ainda nao foram completamente
respondidas [73, 74]. A formagao de padroes biologicos |75] e a coagulagdo sanguinea [76|
sao outros exemplos onde as estruturas atingem uma configuragao densa, space-filling,
pela minimizagao de algum funcional da energia potencial.

Na fisica, o confinamento de corpos, com ou sem anisotropia, em cavidades com duas
ou trés dimensoes, tem contribuido para uma compreensao mais ampla da relacao entre
a estrutura empacotada, a forma do constituinte confinado e a geometria confinante |77,
78, 79, 80, 81]. Contudo, o principal desafio de determinar o principio de minimizagao

que controla a forma e a densidade das estruturas empacotadas em espagos finitos ainda
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¢ objeto de estudo [62].

Frustragao (82, 83, 84, 85, 86|, transi¢oes de fase [87|, vinculos topologicos [88, 89|,
cristalizagao espontanea em cadeias unidimensionais de polimeros [82, 87, 90| sdo alguns
exemplos de efeitos que emergem quando constituintes sao confinados em cavidades finitas.
Investigagoes usando o modelo de esferas rigidas sob empacotamento, hard sphere model,
sao instrumentos de pesquisa que forneceram informacgoes bésicas sobre a estrutura e as
propriedades gerais dos estados da matéria condensada, como fases de baixa temperatura,

processos fora do equilibrio [91] e fisica de polimeros (92, 70, 71].

Figura 2.3: Empacotamento do DNA de um virus bacteriéfago. Em a [70], um esquema
mostrando como o bacteriofago injeta o seu material genético dentro de uma bactéria.
Estudos sobre empacotamento de DNA por simulagoes exigem pelo menos 3 milhoes de
nucleotideos, contudo, é possivel fazer uma reducao do nivel dos detalhes da cadeia a fim
de reduzir o nimero de interagoes a serem calculadas. Tal técnica é chamada Coarse-
graining |73, 71]. Em b mostra a redugao do nivel dos detalhes de uma cadeia de DNA.
Longas cadeias como o DNA sao frequentemente modeladas como polimeros, ou seja,
uma macro-molécula linear composta por N mondémeros conectadas por N — 1 ligacoes.
Essas ligacoes representam algum potencial ou vinculo geométrico. Em c, as ligacoes sao
representadas por potencias harmonicos e os mondémeros como esferas duras, fazendo o
uso do potencial de Lennard-Jones. Além das interagoes de curto alcance, também sao

implementados potenciais de longo alcance como coulombiana [71] ou dipolar [93]

Polimeros sao longas moléculas constituidas de monémeros, conectadas por ligagoes
covalentes [94, 95, 96, 97|. O processo de nanoconfinamento de polimeros em geometrias
finitas geram morfologias complexas, incluindo fases ordenadas [98], como padroes em
lagos, helicoidais, toroidais e espirais [99]. Essas morfologias sao estudadas tanto pela
abordagem teodrica da mecanica estatistica, fazendo o uso do ensemble grande candnico,
como pela abordagem computacional, fazendo o uso de aproximagoes como coarse-grained
[73] ou o uso do self-avoiding random walk. Para alguns processos que envolvem correla-
¢ao de longo alcance, como o movimento coerente, a modelagem que utiliza a interagao
dipolar representa uma boa aproximagao [93| para explicar esse efeito, o qual é observado

experimentalmente. Tal interacao sera o ingrediente principal desse trabalho.
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2.3 Frustracao

A frustracao se refere a situagao na qual somos incapazes de obter algo que desejamos,
apesar dos esfor¢os para consegui-lo. Ou, ainda, por nao conseguir concretizar as nossas
expectativas em relacao a determinada pessoa ou a alguma situacao. De uma forma
geral, a frustracao é parte natural de toda tentativa para solucionar problemas, seja um
problema que envolve relagoes humanas ou questoes relativas a fisica. No campo de estudo
da fisica da matéria condensada, a palavra frustracao foi usada pela primeira vez em 1977
por Toulouse [100], a fim de explicar um novo efeito fisico. Esse efeito tem gerado bastante
interesse tanto do ponto de vista tedrico quanto do tecnologico.

Dependendo do sistema fisico, a frustracao possui diferentes defini¢oes, mas que com-
partilham de uma qualidade em comum: a impossibilidade de constituintes de um sistema
realizarem algo esperado. Quando essa impossibilidade possui um aspecto geométrico, di-
zemos que o sistema é geometricamente frustrado.

Para Schiffer e Ramirez [101, 102], a frustracao é a incapacidade de um sistema em
minimizar simultaneamente a energia de interagao entre os seus constituintes. A exemplo,
considere o modelo antiferromagnético de Ising 2. A Fig. 2.4(a) exibe uma cé¢lula de uma
rede quadrada e uma célula de uma rede triangular. Para essa tltima, é dita frustrada.
Quando a interacao alcanca segundos vizinhos, a rede quadrada passa a ser frustrada
[103].

Para Sadoc e Mosseri a frustracao geométrica existe quando uma ordem local nao
pode ser propagada livremente pelo espacgo, o que leva a descrever a estrutura frustrada
como uma mistura de regioes ordenadas com defeitos entre elas [104]. A exemplo temos
os sistemas que sao representados por soft-sphere models, como cristalizacao de polimeros
ou a formacao do estado de vidro.

O efeito da frustragao ocorre em varias escalas da natureza, na escala microscopica
- nas ligas metalicas [105] -, na escala mesoscopica - nas proteinas [106] -, na escala
macroscopica - nas esferas magnetizadas [107] - e até nas estruturas astrondmicas - nas
erupgoes solares [108].

Na presente tese, iremos investigar o processo de empacotamento, cujo os constituintes
sao esferas magnetizadas (dipolos) e estdo na escala macroscopica, ou seja, a agitagao
térmica é desprezivel. Devido natureza anisotropica e de longo alcance da interagao
dipolar o sistema é naturalmente frustrado. A consequéncia imediata da frustracao sera
a formacao de estruturas auto-similares. Esse resultado serda abordado em momentos

posteriores deste trabalho.

20 modelo de Ising é uma abordagem capaz de descrever sistemas, que podem ser representados por

elementos individuais dispostos em uma rede com estados discretos.
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2.3.1 Frustracao em Sistemas de Spin

A frustragdo geométrica leva a estados exéticos da matéria, como vidro de spin [109],
gelo de spin [110], liquido de spin [111], quantizagao fracionaria da carga elétrica [112],
fracionalizagao do dipolo em monopolo magnético no sistema de gelo de spin [113], além
de dirigir processos como enovelamento, catalise e transigao alostérica em proteinas [106].

Sistemas frustrados possuem uma superficie de energia altamente degenerada, além

de exibirem fenémenos criticos [114, 115].
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Figura 2.4: Frustragdo geometrica [116]. Em (a), primeiros vizinhos tendem a se alinhar
em uma configuracao antiferromagnética. Essa configuracao é completamente satisfeita
para uma rede quadrada. Entretando, para uma rede triangular, nao é possivel alinhar
todos os spins em uma configuracao antiferromagnética. Dessa maneira, dizemos que o
sistema é frustrado. A consequéncia imediata da frustracao é que o sistema passa a ter um
estado fundamental degenerado. Em (b), barras quando submetidas a uma deformagao
tendem a preservar os angulos nas jungoes para minimizar a energia de deformacgao.
Quando as barras estao dispostas como um quadrado, a minimizacao da energia é realizada

simultaneamente em todas elas, contudo, nao é possivel para o caso triangular.

O gelo da 4gua é um exemplo de como a multiplicidade de estados fundamentais,
devido a frustracao em sistemas interagentes, pode levar a vérios graus de liberdade
efetivos em baixas temperaturas, o que a leva a entropia residual. No entanto, a relacao
quantitativa entre a frustracao e as propriedades térmicas ainda é um problema em aberto
[117].

Muito interesse tem sido despertado na formacao de padroes mesoscopicos e micros-
cOpicos em sistemas fisicos, quimicos e biologicos frustrados. Esses padroes surgem pela
competicao de interagoes de curto e de longo alcance, levando o sistema & frustragao.
Tais sistemas exibem uma colecao de fases ordenadas, possuindo uma organizagao es-
pacial complexa, como estados em espirais [118], defeitos topologicos [119] e curvaturas
[120].

Em sistemas de spin, morfologias como listras, labirintos, cadeias lineares e padroes

circulares sao encontrados em sistemas frustrados. Essas morfologias sao vistas em su-
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percondutores do tipo I, em filmes de Langmuir e em filmes ultrafinos magnéticos [121].
Assim, a frustragao pode levar a estados desordenados, como vidro de spin ou estados
ordenados, como listras.

Pequenas modificagoes em uma rede cristalina ou na orientagao da superficie do subs-
trato levam a diminutas mudancas na interacao entre os atomos que constroem a rede e,
consequentemente, surgem efeitos como a frustragao, mudando drasticamente as proprie-
dades do sistema. A exemplo do filme de ferro BCC que é ferromagnético sobre substratos
de tungsténio na configuragao W (110), mas o mesmo filme ferro BCC é antiferromagnetico
sobre substrato de tungsténio na configuracao W (001) [122].

O fenémeno da frustragao é importante em nanossistemas. O armazenamento de dados
moderno usa a codificagao de informacgoes em redes de spin, assim, ha uma necessidade de
entender, a partir de primeiros principios, como frustracao, ordem, desordem e degeneres-
céncia de estados estao relacionados. Outro aspecto importante da tecnologia moderna é
a producao de fios e de fitas que sao constituidos de nanoparticulas. Se esses fios ou fitas
sao empacotados em um meio ou substrato, levando a uma configuracao relativamente
densa, as particulas irdo interagir magnetostaticamente ou eletrostaticamente. Essas in-
teracoes de longo alcance sao naturalmente frustradas e, portanto, podem influenciar na

auto-organizagao de todo o conjunto.

Figura 2.5: Estados possiveis de minimos de energia em uma célula triangular usando o
modelo de Ising com spins acoplados antiferromagneticamente [123]. Em vermelho mostra

o par de interacao frustrado.

Muito tem se falado acerca da frustracao de forma qualitativa, assim, naturalmente
surge uma pergunta: E possivel medir frustracdo? A primeira caracterizacio quantitativa
da frustragao geométrica foi introduzida por Toulouse [100]. Toulouse definiu a fungao
® = Il.J;;, a qual mede o efeito da frustracao em uma regiao da rede em que c indica
qualquer caminho fechado ao longo das arestas da rede com interagoes J;; = 1 ou J;; =
—1. Se & = 1, é possivel orientar os spins sem frustracao, se ® = —1, o sistema tera
frustragao (caso do modelo de Ising). Infelizmente, essa fun¢ao nao pode ser simplesmente

generalizada para outros modelos.
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Outros autores [124, 125| definiram quantitativamente a frustracao ao analisar o acrés-
cimo de energia local devido a frustragao. Com o intuito de clarificar a ideia de medir
frustracao pelo acréscimo de energia, vamos analisar o sistema de trés spins de Ising em
uma célula triangular com interagao de primeiros vizinhos antiferromagnética. Se preten-
demos obter um minimo de energia para essa configuracao, pressupomos que cada spin
tenha uma energia minima Eiq = >, Ji;5:5; = (+1)(+1)(=1) + (+1)(+1)(-1) = 2.
Contudo, devido a frustragao, apenas um dos trés pode possuir uma energia F;; = —2.
Os outros dois spins terdo energia E; = (+1)(+1)(—1) + (+1)(+1)(+1) = 0. Conse-
quentemente, os dois spins com energia maior sao frustrados, enquanto que o spin com a
menor energia nao o é. Tendo isso em mente, uma medida local de frustracao pode ser

introduzida:
| Bl — | Eil
fi=

a qual caracteriza o aumento de energia com respeito ao sistema nao frustrado. No caso

(2.1)

triangular do modelo de Ising, com spins nos estados S; = +1, S5 = +1 e S3 = —1, a
frustracao local de cada spin sera f; = 1, fo = 1 e f3 = 0. Dessa maneira, a frustragao
do sistema tera o valor médio (f;) = 2/3. A vantagem de usar o parametro (f;) é que ele

pode ser aplicado para diferentes modelos e para qualquer tipo de rede [126].

2.3.2 Frustracao em Sistemas de Discos e Esferas

Até agora falamos de frustracao no contexto de sistemas com spin. Todavia, no con-
texto das transicoes de vidro em liquidos e polimeros, a frustracao é definida de ou-
tra forma. A definicao de uma transicao de vidro é usualmente especificada como uma
passagem de uma fase liquida para uma solida amorfa. Um modelo bastante popular
para descrever essas transi¢oes é o modelo de empacotamento de discos ou esferas duras
[127, 128].

O modelo de esfera dura é popular por captar bem as principais caracteristicas dina-
micas e estaticas em sistemas como vidros metalicos, materiais granulares e suspensoes
coloidais [129]. Materiais granulares sob vibra¢ao exibem uma dindmica lenta que se
assemelha & dos sistemas térmicos de vidro [130].

O problema de empacotamento de discos ou de esferas pode ser mapeado no problema
de preencher o espaco Fuclidiano com poligonos, para o caso 2D, como mostra a Fig. 2.6
ou com poliedros, para o caso 3D. Em 2D, o empacotamento mais eficiente para discos de
mesmo raio é o padrao triangular, exibido na Fig. 2.6.(a). Se para cada par de contato
no padrao triangular atribuirmos uma energia Ej, essa configuracao teré o tnico estado
de menor energia.

Um exemplo de interacao que poderia levar a um determinado sistema de discos ou
esferas rigidas é a interagao isotropica de Lennard-Jones. A Fig. 2.6.(a). mostra 10 esferas

em uma rede triangular. Nessa situacao, se quiséssemos encontrar a configuragao de menor
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energia, pela adicao de mais um disco, bastaria coloca-lo em contato com qualquer par de
discos que se encontram no entorno da estrutura, formando mais um triangulo. Assim,
a configuracao de minima energia ¢ a triangular e ela pode se propagar pelo espaco sem
apresentar nenhum defeito ou buraco. De outra forma, é possivel cobrir perfeitamente o
plano Fuclidiano com triangulos isosceles.

Nessa linha de raciocinio, ¢ impossivel cobrir o plano com pentagonos sem nenhum
defeito, como mostra a Fig. 2.6.(b). Se por alguma anisotropia da interagiao entre os
discos ou por alguma razao geométrica uma estrutura local de minima energia com ordem
pentagonal for favorecida, teremos um sistema frustrado. Nessa situacao, o sistema nao
consegue propagar a sua ordem local globalmente sem deixar falhas.

Na Fig. 2.6.(b), ndo é possivel ocupar todos os vértices dos pentagonos com discos.
Na regiao onde ocorre a frustracao, temos dois discos d; e dy que se sobrepoem devido a
frustracao, assim, devemos escolher apenas um, o que leva a uma falha na nossa regra de
empacotamento pentagonal. Em comparacao com o padrao triangular, se para cada par
de contato no padrao pentagonal atribuirmos uma energia E), essa configuracao tera dois
estados de menor energia, o que gera um estado duplamente degenerado.

Um pentagono regular possui um angulo interno igual a 108°, o qual nao é divisor
de 360°. Isso conduz a impossibilidade de cobrir o plano Fuclidiano com pentédgonos
regulares. Contraintuitivamente, é possivel relaxar a frustracdo em espacgos curvos, ou
seja, a frustracao deixa de existir em superficies nao Euclidianas. A exemplo disso, é
possivel cobrir perfeitamente a superficie de uma esfera S? com pentagonos regulares.
Straley [131] nos deu um exemplo do bom uso de superficies curvas em sistemas frustrados.
Ele mostrou que é mais rapido usar o processo de annealing, em sistemas frustrados, na

superficie de uma esfera S® do que no espaco Euclidiano 3D.

(a) (b)

a8

Figura 2.6: Frustragdo geométrica em empacotamento. Em (a), sistema nado frustrado
com um unico estado fundamental. Em (b) sistema frustrado duplamente degenerado.
E impossivel cobrir perfeitamente uma rede pentagonal de lado I com discos de raio 1/2

colocando os centros dos circulos nos vértices dessa rede.

No contexto de sistemas que sao modelados por discos ou esferas duras, a frustracao
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se aplica as situagoes em que uma ordem local nao consegue se propagar indefinidamente
- sem defeitos - pelo espago. A frustracao pode ser causada pelas razoes geométricas ou
pela competicao de forgas.

A frustracao ocorre também em outros contextos, como na colisao entre materiais gra-
nulares. A frustragao friccional se aplica, por exemplo, a situagao na qual os discos rolam
em uma superficie com atrito, exibido na Fig. 2.7(c) e (d). Nesse cenario, a frustragao se
refere a incapacidade de manter contato nao deslizante entre as particulas e a superficie
no momento da colisao [132, 133].

A consequéncia imediata dessa frustragao é acentuar a dissipacao de energia do sis-
tema. Além desse efeito dissipativo, a frustragao friccional leva a outros efeitos nao
intuitivos, como auto-organiza¢ao em cadeias unidimensionais de discos [134], formagao

de aglomerados [132] e transigao de fase [135].

—

Figura 2.7: Frustragao friccional durante o contato de discos [132|. Em (a) e (b), mostra
discos idénticos em contato, livres somente para girar em torno de seus respectivos centros
e interagindo apenas por atrito. Tanto em (a) como em (b), se mantermos a velocidade
angular da esfera 1 constante, w; = w, observaremos dois resultados bastante diferente.
Em (a), o sistema consegue girar sem deslizar, pois com w; = w teremos wy = —w,
w3 = wews = —w. Em (b), a esfera 1 induz uma rotagdo no sentido horario em 2,
a esfera 2 induz uma rotagao no sentido anti-horario na esfera 3 e por fim, a esfera 1
induz uma rotacgao no sentido horéario na esfera 3. Tal arranjo triangular nao deixa a
esfera 3 girar sem deslizar simultaneamente com as demais esferas em contato, deixando o
sistema frustrado. A situagao em (c) e (d) é similar a (b), pois durante a colisdo temos o
contato mutuo entre trés corpos com atrito. Nesse contexto, a frustracao colisional ocorre
devido a impossibilidade de manter contatos nao deslizantes entre os discos em colisao e

superficie.

A frustracao também ocorre, nos processos de empacotamento, em sistemas que sao
modelados por discos ou esferas rigidas. Sara Lévay [85] e colaboradores realizaram um

experimento empacotando esferas em cavidades quase 2D, mostrando que elas se orga-
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nizam em uma rede triangular, com uma fracao das esferas tocando na parte frontal e
o restante na traseira da cavidade. Andreea Panaitescu e colaboradores [136] realizaram
um experimento submetendo um feixe de filamentos ordenados hexagonalmente a um
processo de empacotamento por torgao. Tal processo, o qual é mapeado no problema de
empacotamento de discos em uma superficie de curvatura Gaussiana, gera defeitos devido
a frustracao geométrica.

Sabe-se que o confinamento espacial na fisica da matéria condensada origina uma
colecdo de estruturas cristalinas exoticas [137, 138]. O confinamento causa uma frustragao
no sistema fisico. Assim, o termo frustragdo de empacotamento [139] se aplica quando
h& uma incompatibilidade entre uma ordem local - seja em atomos, em moléculas ou em
particulas coloidais - e o vinculo geométrico imposto pelas superficies confinantes. Tendo
em vista que existe uma relagao entre processo de empacotamento, frustragao e transi¢oes

estruturais, iremos abordar o topico Transicoes de Fase nas proximas secoes.
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2.4 Transicao de Fase

O estudo das transi¢oes de fase estd no cerne da fisica da matéria condensada. As
transicoes entre estados também sao encontrados em outros contextos, a exemplo, na
biologia e em sistemas sociais. De uma forma geral, sistemas que sao compostos por muitos
corpos e que interagem entre si, propiciam efeitos como auto-organizacao, fenémenos
emergentes e transi¢ao de fase.

Sistemas com essas caracteristicas, sao definidos como sistemas complexos. Dos pos-
siveis fendmenos encontrados nesses sistemas, as transi¢oes de fase sao marcantes por
modificarem radicalmente a estrutura ou o comportamento de uma coletividade intera-
gente. A exemplo, ha transi¢oes nos padroes de atividade genética dentro das células,
nos padroes comportamentais em formigas, na evolugao de doencas como o cancer, na
propagacao de incéndios ou epidemias.

Para ganharmos um aprofundamento tedrico e ampliarmos a nossa nogao qualitativa
e quantitativa dessas transi¢oes na fisica, apresentaremos alguns alguns exemplos experi-

mentals e numéricos.

2.4.1 Transicoes no Equilibrio Termodindmico

E comum em nosso cotidiano nos depararmos com algumas fases da matéria, a exemplo
da agua, que frequentemente podemos encontrar nos estados sélido, liquido e gasoso. A
agua HyO pode estar no estado solido (gelo), ao derreté-la temos H2O na fase liquida
(dgua) e se continuarmos a aquecer transformamos todo o liquido em vapor, como mostra
a Fig. 2.8. Solido-liquido, liquido-vapor sao exemplos de transigoes de fase. Sélido, liquido
e gas sao estados da matéria que, sem duvida, temos mais contato no nosso dia a dia.

Nem toda transigao de fase esta relacionada a uma mudanga drastica na estrutura do
material, tal como na transicao soélido-liquido, em contrapartida essa mudancga pode se dar
apenas com alguma alteracao no comportamento. H& transi¢oes em que uma dada amos-
tra permanece sélida e, por meio de determinado parametro de controle, o material muda
drasticamente alguma propriedade intrinseca. Quando aquecemos um ima permanente a
uma temperatura suficientemente alta, mas sem derreté-lo, tal ima passa de um estado
magnetizado para um estado desmagnetizado. H& materiais em que, na temperatura
ambiente, sao isolantes, mas, a baixas temperaturas, se tornam supercondutores. KEssas
mudangas de regime ocorrem também em sistemas na fase liquida. O Hélio-4, quando
esfriado abaixo de uma temperatura critica T, = 2.7K, passa a apresentar um escoamento
sem atrito, em outras palavras, uma superfluidez.

Essas transigoes, magnetizado-desmagnetizado, isolante-supercondutor e fluida-superfluida
sao transformacoes de regime que ocorrem sempre em uma temperatura critica T.. Em
sistemas magnéticos, para materiais ferromagnéticos, essa temperatura critica é chamada
de ponto Curie, enquanto que para antiferromagnéticos é o ponto Néel. Para o hélio, o

ponto de transicao ¢ chamado de Ponto Lambda.
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Em termos formais, uma transicao de fase de um sistema termodinamico é uma trans-
formacao em que héd mudanca entre fases ou entre regimes. Para visualizar melhor as
diferentes fases dos sistemas e as suas respectivas transi¢oes, é comum fazer uso de um
diagrama de fase, como mostram as Fig. 2.8 e Fig. 2.9. Explicando-se de forma simples,
um diagrama de fase é um grafico em que cada eixo representa um parametro de controle
e todos os pontos desse grafico correspondem a uma fase ou um regime no qual o sistema

se encontra.
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Figura 2.8: Diagrama de fases para a dgua. Em (a), trés fases sdo determinadas e se-
paradas por curvas bem definidas. As figuras (b) e (c) ilustram como a densidade pode

servir de parametro de ordem, deixando evidente a distin¢ao entre as fases. Reproduzido
de [140].

A transicao de fase ocorre quando uma pequena mudanca em um algum parametro de
controle induz uma modificagao qualitativa dramatica nas propriedades fisicas do sistema.
Essa mudanca qualitativa sempre esta acompanhada de uma mudanca dréstica de alguma
quantidade mensuravel. Nesse contexto, tal quantidade fisica é chamada de parametro
de ordem. Para ganhar uma intuicao da nomenclatura e dos termos usados aqui, vamos
analisar microscopicamente a transicao da adgua liquido-solido.

Na transi¢ao liquido-sélido, as moléculas da agua estao desordenadas no estado liquido,
pois nao possuem posicoes fixas e consequentemente nao possuem um padrao espacial.
Por outro lado, as moléculas da agua no estado sélido organizam-se em uma rede perfeita-
mente cristalina com uma ordenacao hexagonal. As transi¢oes de fase sao frequentemente
analisadas em termos por um parametro de ordem, o qual descreve aproximadamente o
estado microscopico de um sistema. Usualmente, o parametro de controle é uma varia-
vel intensiva, como a temperatura, enquanto que o parametro de ordem é uma variavel
extensiva, como a magnetizagao no modelo de Ising.

Diferentes situacoes exigem variados parametros de ordem, por exemplo, um bom

parametro de ordem para um ima ¢ a magnetizagdo, como exibido na Fig. 2.9. Para
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Figura 2.9: Transi¢cao em um sistema de spin. Foi usado um Modelo 2D de Ising, em uma
rede quadrada 100 x 100. Foram utilizadas duas condig¢oes iniciais, uma em que a maioria
dos spins aponta para cima (triangulo preenchido) e outra em que a maioria dos spins
aponta para baixo (tridangulo aberto). Uma transi¢ao ocorre em T, = 2.27, ponto em que,

independente da temperatura, a magnetizacao se torna nula. Reproduzido de [140].

substancias que passam entre as fases solidas, liquidas e gasosas é comum usar a diferenca
entre a densidade atual (densidade medida) e a densidade critica (densidade prevista
teoricamente ou extrapolada experimentalmente) de transi¢ao, como exibido na Fig. 2.8(b)
e (c¢). Para uma mistura binéria de fluidos, o parametro de ordem é mais complicado, nessa
situagao o parametro é uma combinacao da densidade total do fluido com as densidades
relativas de cada fluido.

A magnetizacao e a densidade sao dois exemplos de pardmetros escalares que nos
auxiliam na determinacao do ponto exato de quando ocorre uma transicao de fase. Outras
quantidades importantes na caracterizagao de transicoes sao o comprimento de correlagao,
o calor especifico e a susceptibilidade. Embora nao exista um procedimento padrao para
definir um parametro de ordem, v, dado um estado termodinadmico E do sistema, ¢é

necessario que tal pardmetro obedeca a algumas propriedades:

1. Ser uma funcao bem definida da configuracao E.
2. Poder ser normalizada, ou seja, 0 < ¢ < 1.

3. Para dois estados E4 e Ep se ¥(E4) > (Ep), deve significar que o estado E4 é



40

mais ordenado do que o estado Ep.

No exemplo do diagrama de fase da agua, na Fig. 2.8, na qual a temperatura e a pressao
sao o parametro de controle, todas as suas propriedades termodinamicas sao determinadas

pela energia livre de Gibbs

G=E—TS+pV. (2.2)

A densidade pode ser obtida por

-n(5),

e apresenta uma descontinuidade no ponto de transicao solido-liquido e liquido-vapor na
Fig. 2.8(a) e (b). Essa mudanca repentina acontece porque o estado de equilibrio do
sistema (determinado pelo minimo de energia livre) muda de uma parte do espago de fase
para outra [141]. Transigdo de fase, parametro de ordem e descontinuidade nas derivadas
da energia livre sao termos fortemente relacionados.

As transicoes de fase sao geralmente classificadas em duas categorias: de primeira e
de segunda ordem. As transi¢oes de fase de primeira ordem sao aquelas nas quais um
sistema absorve ou libera uma quantidade fixa de energia (calor latente), por exemplo, a
evaporacao da agua ou a solidificagao da agua. As transi¢oes de fase de primeira ordem
exibem uma descontinuidade na derivada primeira da energia livre. As transi¢oes de fase
de segunda ordem nao tém calor latente associado e possuem uma descontinuidade na
derivada segunda da energia livre.

Nem toda transigao se encaixa nessas duas categorias. As transi¢oes Kosterlitz-
Thouless do modelo XY, relacionado a transi¢oes em supercondutividade, pode ser consi-
derada de ordem infinita [142], pois a energia livre ¢ infinitamente diferenciavel [143, 144].

Observa-se que varias quantidades termodinamicas divergem no ponto critico. Mais
importante do que isso é saber como elas divergem. Dessa maneira, a analise das transi¢oes
de fase é feita pelo célculo de um conjunto de indices chamados expoentes criticos, que
caracterizam o comportamento do sistema préximo ao ponto critico. A capacidade térmica
c=|T —T,* o parametro de ordem v = |T — T,|? e a suscetibilidade x = |T — T.|" sdo
apenas trés exemplos de varidveis termodinamicas, que escalam com expoentes criticos
a, 3,7, € que, por sua vez, caracterizam o sistema em estudo. Uma lista de expoentes
criticos pode ser encontrada em [144, 145, 146]

Sabe-se que as transicoes de fase, e seus respectivos expoentes criticos, dependem
apenas de algumas propriedades, como a dimensionalidade do sistema, o ntimero de com-
ponentes do parametro de ordem e a natureza das interagoes - se sao de curto ou longo
alcance. A consequéncia disso é que sistemas distintos apresentam o mesmo comporta-
mento perto dos seus pontos criticos. Isso leva ao fenomeno da universalidade, explicado

através da teoria de renormalizagao de grupo [147].
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Até aqui, falamos de transi¢oes de fase no equilibrio termodinamico. O fato surpre-
endente de que um sélido derrete a uma temperatura definida com precisao, embora a
energia térmica seja amplamente distribuida entre os varios graus de liberdade, pode ser
completamente explicado a partir do principio de minimizacao da energia livre.

Por outro lado, as transi¢oes de fase fora do equilibrio ainda estao longe de serem
entendidas de maneira concisa e unificada, apesar de sua onipresenca e de apresentar
algumas semelhancas as transi¢coes no equilibrio. A formacao coletiva de padroes em
sistemas moleculares [148|, as transi¢des em comportamento sociais [149, 150] e as mu-
dangas de padroes em materiais granulares [151, 152, 153] sdo exemplos de transi¢oes fora

do equilibrio e que, atualmente, tem despertado um crescente interesse.
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2.4.2 Transicoes de Fase em Materiais Granulares

A termodinamica e a mecénica estatistica de equilibrio demonstraram sucesso na des-
cricao de transi¢coes de fase. Através dessas teorias, é possivel classifici-las, prever suas
propriedades e entender os fenémenos criticos. Além disso, elas fornecem uma estru-
tura que pode ser usada para criar eficientes ferramentas numeéricas, como as simulagoes
usando o método de Monte Carlo. Do ponto de vista tedrico, as transi¢oes de fase foram
organizadas em classes de universalidades em termos de simetria, expoentes criticos e leis
de conservagao [154, 155].

Em condigoes fora do equilibrio, nao existe tal estratégia que possa ser usada para
analisar ou classificar as transi¢oes de fase. Existem, no entanto, alguns exemplos de mo-
delos que se mostraram aplicaveis em casos bastantes gerais. Alguns desses modelos sao
o processo de percolacao direcionada, o modelo de Kardar-Parisi-Zhang para crescimento
de superficie e 0 modelo Swift-Hohenberg [156, 157, 158]. A metodologia usada em siste-
mas em equilibrio foi estendida a sistemas fora do equilibrio, onde novamente, encontram
expoentes criticos e classes de universalidade. Contudo, uma teoria completa ainda esta
em processo de construgao.

Materiais granulares tém se mostrado 6timos candidatos para estudos de processos fora
do equilibrio. A matéria granular é uma colecao de particulas macroscopicas atérmicas que
interagem, principalmente, através de colisoes dissipativas e, dependendo das condicoes
externas, como pressao ou fracao de empacotamento, podem se comportar como um soélido,
um liquido ou um gas. Devido a forte dissipagao presente nas colisdes entre as particulas e
a correspondente necessidade de inje¢ao de energia (por vibrag¢ao ou injegao de particulas
em cavidades), tal sistema é um excelente candidato para estudar transi¢oes de fase fora
de equilibrio.

Quando submetido a vibragoes ou a forcas externas, um sistema granular pode exi-
bir transigoes, como sélido-liquido, liquido-gés e varios outros padroes ordenados (redes
cristalinas) ou desordenados (transi¢ao de vidro). Compreender fundamentalmente tais
materiais em seu proprio dominio nos proporciona entender efeitos em outros campos da
fisica como: plasticidade de solidos, fratura em materiais, atrito entre superficies, self-
assembly em sistemas dentro e fora do equilibrio - como coldides, espumas, emulsoes - e
padrdes em sistemas biologicos [159, 160].

A formacao de padrdes ou a mudanca da dindmica em materiais granulares, além
de depender das condigoes iniciais e das condig¢oes de contorno, dependem, também, da
forma com que injetamos energia no sistema, seja por vibragao, gravidade ou cisalhamento.
Muito tem sido feito confinando esses materiais em cavidades e submetendo-os & vibracao
vertical.

As primeiras observagoes de padroes em materiais granulares sob vibragao foram feitas
hé mais de dois séculos por Chladni (1787) e Faraday (1831). Além de padroes macrosco-
picos é possivel, ainda, encontrar estados localizados em materiais granulares, tais estados

sdo conhecidos como oscillons [161].
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Multicamadas de materiais granulares sujeitos a vibragao vertical exibem uma colegao
de padroes. Experimentos dessa natureza, usualmente utilizam uma camada vertical de
algum material granular com uma altura entre 10 e 30 didmetros de particulas e sao
agitados por uma vibragao vertical produzida por um agitador magnético. Dependendo
das condig¢oes experimentais, como frequéncia e amplitude de agitacao, pode-se observar
uma infinidade de padroes, a exemplo de listras, quadrados e hexagonos, como mostra a
Fig. 2.10.

Experiment Simulation Experiment Simulation

Figura 2.10: Padroes em materiais granulares sujeitos a vibragao vertical [162]. Os padroes
foram obtidos variando dois parametros de controle, quais sejam, a frequéncia de oscilagao
f e aamplitude de oscilagao I'. Padrdes de ondas estacionarias: (a) quadrados, (b) listras,
(c) e (d) fases alternadas de hexagonos, (e) camada plana, (f) quadrados, (g) listras e (h)

hexagonos.

Quando ha uma distribui¢ao de tamanhos de particulas na matéria granular, a agitacao
vertical ou horizontal geralmente leva a segregacao, ou seja, o material sai de um estado em
que as particulas de tamanhos diferentes estao misturadas para o estado nao misturado.
A manifestacao mais conhecida dessa segregacao é o “efeito castanha-do-brasil” que é a

tendéncia das particulas de maior tamanho em um meio granulado de ascender a superficie
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quando a mistura é agitada verticalmente.

Transi¢oes solido-liquido [163], em processo de avalanche, liquido-solido, devido ao
congestionamento repentino do fluxo de silos (jamming) [164, 165], e liquido-gas [166, 167|
sao alguns exemplos em que o material granular muda sua fase devido & vibra¢ao ou uma
forca externa.

Para entender melhor o comportamento de materiais granulares reais ¢ comum o uso
do modelo de esferas ou discos duros em geometrias confinantes. Através de simulagoes,
temos a liberdade de mudar livremente parametros intrinsecos e extrinsecos ao sistema,
deixando-nos entender como tais parametros controlam essas transi¢oes. Transigoes de
fase de primeira [168, 169, 167]| e de segunda ordem [170, 167, 171| podem ser encontradas
em materiais granulares.

Na subsecao 2.4.1, dizemos que a ordem de uma transicao de fase se relaciona com a
ordem na qual a derivada da energia livre apresenta uma descontinuidade. Infelizmente,
em materiais granulares, nao existe uma abordagem termodindmica generalizada [172,
173]. Contudo, sempre é possivel definir um parametro de ordem para esses sistemas e,
com isso, verificar seu comportamento com respeito ao parametro de controle estabelecido
no experimento/simulagao em estudo.

Comprimento de correlagao [169], nimero de coordenagao [174|, comprimento caracte-
ristico de escala [169] e parametro de ligagao orientacional [175, 171] sdo alguns exemplos
de parametros usados para descriminar fases e regimes em materiais granulares.

Dentro de um conjunto contendo uma enorme riqueza de transi¢oes entre fases e
entre regimes, a transicao de jamming chama a atencao por ser bastante interdisciplinar.
Jamming esta relacionado & mudanga de comportamento de um regime fluido para um
regime solido. O exemplo mais ordinario em materiais granulares é o jamming em silos,
como exibido na Fig. 2.11.

Para termos uma nocao da sua interdisciplinaridade, citamos trés exemplos fora do
contexto da fisica da matéria granular. A primeira é a transigao de vidro [176, 37|, a
segunda é a conformacao de proteinas [177] e a terceira é a transigao de jamming em
células cancerosas [178, 179].

A natureza das transi¢oes vitreas é um assunto ainda em debate e muito similar
a transicao jamming em materiais granulares. Estruturas formadas pelo processo de
empacotamento, em experimentos com materiais granulares, sao utilizadas como modelos
no estudo das transi¢oes de vidros [180, 109].

Essa analogia foi bem explorada por Edwards. Edwards conseguiu relacionar esta-
dos vitreos com estabilidade mecanica em empacotamento de materiais granulares [181].
Usando a mecanica estatistica, baseada no ensemble de Edwards, conceitos, como tempe-
ratura efetiva, avancaram bastante nossa compreensao tanto da fisica granular como das

transigbes em sistemas de vidro {173, 182].
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Figura 2.11: Jamming em silo [183]. A imagem mostra o escoamento de discos em um
silo. Os discos fluem como um liquido em um funil, mas em um determinado momento,
alguns deles formam um arco (discos coloridos), que sustentam todo o peso do sistema, e
que, eventualmente, congestionam o fluxo, o que é mostrado no inset. O estado jamming

ocorre inclusive no caso sem atrito entre disco-disco e disco-cavidade.

Para um empacotamento de esferas rigidas em um espago com d dimensoes, existe uma
classificagao hierarquica que divide o estado jamming em trés categorias: Jamming local,
Jamming coletivo e Jamming estrito [184, 185|. Tais categorias para o estado jamming,
estao intimamente relacionadas aos conceitos de rigidez e estabilidade em processos de
empacotamento de esferas encontrados na literatura [186, 187].

No Jamming local, cada esfera no sistema ¢é equilibrada localmente por seus vizinhos,
ou seja, nao pode ser transladada enquanto as posicoes de todas as outras esferas per-
manecerem fixas. Cada esfera precisa ter pelo menos N, = ng + 1 contatos com esferas
vizinhas, com ngz o niimero de dimensoes do sistema.

O Jamming coletivo ocorre quando qualquer sistema estd em um estado de jamming
local e nao existir nesse sistema qualquer subconjunto de esferas que possam se mover
simultaneamente sem deslocar qualquer outra esfera a sua volta.

O Jamming estrito ocorre quando qualquer configuracao em um estado de jamming
coletivo proibe todas as deformagoes na fronteira que possam vir aumentar volume do
sistema. Um sistema no estado de jamming estrito é similar a um sistema que esta no
estado de jamming coletivo com o adicional

Essas defini¢oes nao esgotam o universo de possiveis distin¢oes de jamming, mas elas
parecem abranger um conjunto razoavel de situacoes que podem ser modeladas usando
discos ou esferas rigidas [184].

A motivagao em categorizar o tipo de jamming é que elas possuem grande relevancia
nas propriedades mecanicas macroscopicas em sistemas que podem ser modelados usando
esferas rigidas. Em outras palavras, a natureza do jamming dita o tipo de relacao consti-

tutiva entre os tensores de tensdo e de deformacao [188]. E claro que a segunda definicdo é
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Figura 2.12: Tlustragao mostrando as trés categorias do jamming. Em a, discos confinados
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em uma caixa retangular rigida, organizada em um padrao de empacotamento hexagonal,
estd em um estado de jamming local. Contudo, nao esta em um estado de jamming
coletivo, pois a rotagao de uma subestrutura hexagonal em torno de seu centro de massa
tira o sistema do estado jamming (com exce¢ao de angulos multiplos de 60°). Em b,
um empacotamento de discos em uma rede quadrada dentro de uma caixa quadrada
rigida se qualifica em um estado de jamming coletivo. Em c, para a rede quadrada, as
tnicas deformacgoes simétricas nao expansivas permitidas vem através de cisalhamentos
orientadas ao longo de linhas horizontais, todas as deformagoes de cisalhamento com

outras orientagoes sao resistidas.

mais restritiva do que a primeira, e a terceira definicao, por sua vez, é a mais restritiva. E
crucial observar que o esquema de classificacao depende do tipo de condigoes de contorno
imposto - como condigoes de contorno perioddicas ou rigidas -, bem como da forma da
fronteira. A Tab. 2.1, exibe exemplos de sistemas empacotados de esferas, cujos centros
localizam-se nos vértices de redes bidimensionais e tridimensionais regulares.

Do ponto de vista quantitativo, o estado de jamming pode ser analisado usando a
segunda lei de Newton. Assim, para uma estabilidade mecdnica, as forcas e torques
devem obedecer as relagoes dadas pelas Eq.2.4 e Eq.2.5 . Nas equagoes, F;; ¢ a forca de
contato entre as particulas localizadas nas posicoes r; e r;, separadas pelo vetor diferenca
d

ij :I'j —T;.

> Fy=0 (2.4)

1<j

> [Fy x dij —dy; x Fyy] =0 (2.5)
i<j
O estado jamming ocorre também em configuragoes nao ordenadas. O estado de-
sordenado e de maior densidade para uma colecao de esferas congruentes, sem atrito e
dentro de uma geometria confinante, ¢ conhecido como random close packing (RCP). Tal
termo foi usado primeiramente por Bernal [189] como modelo para estudar estruturas em
liquidos. Resultados tedricos e numéricos convergem para um mesmo valor de fracao de
empacotamento ¢,., = 6/(6 + v/3) ~ 0.634 [169, 190].
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Tabela 2.1: Classificagao de algumas redes ordenadas formadas pelo processo de empa-
cotamento de esferas de mesmo raio em duas e trés dimensoes, onde Z denota o ntmero
de coordenacgao e ¢ ¢é a fracao de empacotamento para estruturas infinitas. Com condi-
¢oes de contorno apropriadas, a rede Kagomé esté local, coletiva e estritamente no estado

jamming [184].

Rede Jamming Local | Jamming Coletivo | Jamming Estrito
Hexagonal (Z = 3, ¢ = 0.605) Sim Nao Nao
Kagomé (Z = 4, ¢ = 0.680) Nao Nao Nao
Quadrado (Z =4, ¢ = 0.785) Sim Sim Nao
Triangular (Z = 6, ¢ = 0.605) Sim Sim Sim
Diamante (Z = 4, ¢ = 0.340) Sim Nao Nao
Cubo Simples (Z = 6,¢ = 0.524) Sim Sim Nao
BCC (Z = 8,¢ = 0.680) Sim Sim Nao
FCC (Z = 12,6 = 0.741) Sim Sim Sim
HCP (Z = 12,6 = 0.741) Sim Sim Sim

Hernéan [191] e colaboradores, através de experimentos e simulagoes, estudaram em-
pacotamento de esferas rigidas - com e sem atrito - em geometria confinante submetida
a uma pressao externa. Para o protocolo usado, foi mostrada uma transicao continua,

3 vai a zero com o o (¢ — ¢.)?. A fracdo de empacotamento critica ¢,

na qual a tensao
depende do tipo de interacao entre as esferas. Caso as esferas interajam apenas por forgas
normais (sem atrito), elas podem girar e rotacionar livremente como nos experimentos em
que graos foram submetidos & vibracao, assim ¢. = ¢, ~ 0.634. Para o caso com atrito
¢ = 0.6284. O expoente critico § ~ 1.6 ~ 3/2 esté relacionado com a lei de contato de
Hertz. O nimero médio de coordenacio * Z o< (¢ — ¢.)* também foi analisado, em que
a = 1/2 parece ser universal em relacao a diferentes leis de for¢a de contato.

Yuliang e Hernan [169], usando o algoritmo Lubachevsky-Stillinger, modificado [192,
193] para gerar estados desordenados no estado jamming, mostraram que a transigao para
o estado jamming pode ser interpretada como uma manifestacao de uma singularidade
termodindmica, definindo tal estado como uma transi¢cao de fase de primeira ordem, o que
mostra que existe uma mudanca descontinua no comprimento de correlagao &, similar a
transigdo na Fig. 2.8.(b).

Nesta tese iremos mostrar trés transicoes de fase pelo processo de injecao de uma
cadeia de esferas magnetizadas dentro de uma geometria confinante. Dependendo da
forma com que injetamos as esferas, da natureza do confinamento e da presenca ou nao
de uma forga externa (gravidade) o sistema apresenta duas mudangas de fase estrutural

e uma de spin.

3A tensao refere-se a pressio mecanica relacionada ao traco do tensor de tensdo de Cauchy.
10 ntmero médio de coordenagao ¢ Z = 2N./N,, no qual N, é o ntimero de contatos e N, ¢ o niimero

de particulas
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ANALISE DE IMAGENS

3.1 Calibracao da Imagem e Camera

A primeira impressao que temos ao tirar uma foto com um celular ou uma camera é
que a imagem digital produzida pelo dispositivo cria uma copia perfeita do real. Tirando
o exemplo 6bvio dos dispositivos que usam lentes olho-de-peize, ao tirar fotografias, as
imagens geradas serao distorcidas pelos efeitos da lente e pela perspectiva. Dessa maneira,
para usar imagens com fins cientificos, é necessario corrigir essas distorcoes. Nessa se¢ao
serd mostrado como tratar tais defeitos.

A incapacidade de uma lente em formar uma imagem perfeita é causada por imper-
feicoes, as quais fazem com que a luz se espalhe em uma regiao ao invés de convergir
para um ponto [194]. As aberragoes sdo divididas em trés classes: aberragoes cromaticas,
aberracoes monocromaticas e aberracoes de perspectiva.

Nessa tese foram colhidas imagens de objetos com tons de cinza (fundo preto e objetos
com cor cinza), o que evita a ocorréncia do fenémeno da aberragao cromética. Ademais,
com uma camera apontada frontalmente para o plano que contém os objetos é possivel
eliminar a aberracao de perspectiva. No que concerne as aberracoes monocromaticas,
ainda observamos aberracoes que causam distor¢oes nas imagens obtidas. A origem dessas
distorcoes sao causadas pelas imperfeigoes e pelo desalinhamento das lentes que compoem
o dispositivo.

Dentro desse conjunto de aberracoes causadas por lentes, a distor¢ao é a tnica aber-
racao que nao afeta a qualidade da imagem em termos de nitidez e foco. Esse tipo de
aberragao ¢ o mais comum entre as cameras de celulares e as cameras vendidas comerci-
almente. A aberracao de distorcao afeta o formato da imagem, fazendo que a imagem se
afaste da verdadeira escala do objeto, como mostra a Fig. 3.1.

Usando o centro da imagem como origem, classificamos as distor¢oes em duas cate-
gorias. A primeira, é a distor¢ao em barril, na qual os pizels se aproximam do centro da
imagem com relagao a posigao original Fig. 3.1b. A segunda, é a distor¢ao de almofada,
na qual os pizels se afastam do centro da imagem com relagao a posicao original. Ambas
sao distorgoes radialmente simétricas. A distorcao de barril geralmente esta presente na
maioria das lentes com grande visao angular (pequena distancia focal). A distor¢ao do
tipo almofada ocorre em dispositivos que usam lentes telefoto.

Ainda que haja uma inevitével distor¢ao em imagens, causadas por lentes, podemos
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atenuar essa distor¢ao usando dispositivos com uma distancia focal grande (angulo de
visdo pequeno) e removeé-la, por completo, aplicando algoritmos de transformacao de
imagem.

Podemos fazer uma anélise quantitativa da distor¢ao usando uma imagem de referén-
cia, como uma malha sem distor¢ao, e comparé-la, de alguma maneira, com uma imagem
tirada em um dispositivo qualquer. Uma maneira de calcular a distor¢ao em percentual
estéd ilustrada na Fig 3.1, assim, a medida em percentual de uma distor¢cao D; pode ser
calculada simplesmente relacionando a distancia real d,.., e a distancia alterada d,; da
imagem, usando a Eq. 3.1. Isso pode ser feito por meio de um padrao, como uma malha

de pontos, conforme mostrado na Fig.3.2.

dreal — dait
D; = _reat  Tait 3.1
dreal ( )
a Distor¢éo na imagem b

do tipo barril

Canto da Imagem

® e e

Stop de Abertura
L e @

Centro da Imagem I+

& @ @ ® %o

Lentes

¢ & 8§ % %

Objeto

Figura 3.1: Distor¢ao em uma imagem. Um design nao simétrico das lentes e uma abertura
antes ou atras do centro 6ptico da lente levam a distorcoes na imagem. Em a, se o stop de
abertura estiver na frente da lente e o conjunto abertura-lente nao estiver perfeitamente
alinhado, teremos uma distor¢ao de barril na imagem. Em b, uma sobreposi¢ao de duas
malhas de pontos, uma real e a outra alterada, deixa evidente a distorcao causada pela

lente.

O modelo da camera pinhole descreve a relagdo matemaética entre as coordenadas de
um ponto no espago tridimensional e a sua projecao no plano da imagem. Na Eq. 3.2,
(X,Y, Z) representam as coordenadas no espago 3D e (U, V') representam as coordenadas

no plano da imagem.

(X,Y,Z) — (U,V) (3.2)

A distorgao radial curva as linhas de uma imagem nao distorcida em arcos circulares,
violando a invariancia principal preservada no modelo de camera pinhole, no qual linhas
retas mapeiam pontos no espa¢o 3D em pontos no plano da imagem 2D [195, 196].

Os métodos para remover a distor¢ao radial podem ser organizados em trés categorias

principais: correspondéncia de pontos [197], autocalibragao de multiplas imagens [198] e
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linha de prumo [199].

Os métodos de linha de prumo sdo os mais promissores para distor¢ao quando se
deseja fazer um ajuste a partir de uma tnica imagem ou de um pequeno ntmero de
imagens. O primeiro passo para o uso do método é utilizar um objeto como referéncia.
O objeto pode ser uma folha A4 com uma malha quadrada impressa, como mostra a
Fig. 3.2.b. O segundo passo é usar uma linha como referéncia (linha de prumo) e aplicar
uma transformacao na imagem, através de algum parametros de controle )4, até que a
linha deformada na imagem coincida com a linha de prumo. O ajuste desse parametro \;

pode ser feito através de um algoritimo ou por meio de uma supervisao humana [200].

a b

Figura 3.2: Malha quadrada usada para medir a distor¢ao da lente. A cAmera usada nesse
trabalho possui uma resolucao de 4160 x 3120 pizel, distancia focal de f = 28 mm, com
uma abertura iqual a f/1.9, posicionada a uma distancia de 27 ¢em do objeto, gerando
uma distor¢ao do tipo barril nas imagens. Em a usamos uma linha verde como guia para
mostrar a distor¢ao, que, como pode ser vista, é bem pequena. Usando a Eq. 3.1 podemos

quantificar a distor¢ao, a qual na imagem em questao tem o valor de D; = 0.025.

Ha varios modelos que realizam essas transformagoes em imagens. O modelo de dis-
torcao radial mais usado é o modelo polinomial de ordem par, aplicado em imagens que
contém pequenas distorgoes [201]. Um modelo mais preciso do que o modelo polinomial
de ordem par & o modelo de divisdo, proposto por Fitzgibbon [202]. O modelo de divisao
¢ melhor do que o modelo polinomial de ordem par porque requer menos parametros de
deformacao Ag.

Se o centro da distorgao esta em (xg,40) € 15 = (x4 — 20)* + (ya — yo)?, usando o
modelo de Fitzgibbon podemos remover a distorgao de uma imagem cujos pontos (pixels)
estao localizados em (x4,94), 0 que requer as transformacoes de coordenadas dadas pela
Eq. 3.3 e pela Eq. 3.4, gerando uma nova imagem, sem distor¢ao, cujos os pontos estao

localizados em (x4, Yu)-
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T4
L+ M72 4 Xord + ...

Ty = To +

(3.3)

Yd
L+ M2+ Xorg + ...

Para a maioria dos problemas, basta usar apenas um parametros de deformagao, assim

usamos a Eq. 3.5 e a Eq. 3.6.

Tq
L= _d 3.5
. o + 1 "‘ )\17”3 ( )
Yd
u p— —_— 3-6
Yu=Yo+ 1 A72 (3.6)

Para transformacoes do tipo barril, o valor de \; serd negativo. Apesar da distor¢ao
do tipo barril nas imagens geradas pelo dispositivo usado nesse trabalho ter uma pequena
intensidade, o valor do parametro de distorcao que melhor deforma a imagem para a
Fig. 3.2 ¢ \y = —0.023.

Nesse trabalho iremos mostrar padroes gerados por dipolos magnéticos esféricos com
diametro de d = 5mm usando o mesmo protocolo utilizado para gerar a imagem em
Fig. 3.2.b. Ainda que a distor¢ao nao apresente uma relevancia significativa nas posigoes
do objeto em estudo, foram aplicadas as transformacoes dadas pelas Eq. 3.5 e Eq. 3.6 com
A1 = —0.023. Feita a calibragao da camera e da imagem, o préximo passo sera mostrar

como detectar as posicoes das esferas na imagem.
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3.2 Meétodo para Detectar Centro de Massa de Discos

Um problema comum na visao computacional é determinar a localizagao, a quanti-
dade ou a orientagao de um objeto especifico em uma imagem. A identificacao de objetos
circulares em imagens digitais é importante devido a varias aplicagoes em visao compu-
tacional, como deteccao de células, inspe¢ao de produtos manufaturados - a exemplo de
comprimidos-, deteccao de alvos e tracking de pessoas em vista aérea. Detectar circulos
¢ um ramo de pesquisa que tem ganho varios métodos nos tltimos anos [203].

A técnica mais comum para detecgao de circulo é a Transformacao Hough Circular
(THC) e suas variantes. A transformacao Hough pode ser descrita como a transformacao
no espago de parametro (p1,pa, ..., p,) em R"™ para o espaco do plano da imagem (U, V)
em R? [203].

O circulo é o mais simples de representar no espaco de parametros, comparado a
linha, pois os parametros do circulo podem ser transferidos diretamente para o espaco de

parametro. A equacgao do circulo é:

r? = (z —a)’+ (x — b)> (3.7)

Como pode ser visto na Eq. 3.7, o circulo possui trés parametros, r, a e b. Onde a e b sao
as coordenadas do centro do circulo e r é o raio. A representacao paramétrica do circulo

é:
xr = a+rcos(f) (3.8)

y = a+ rsin(0). (3.9)

Assim, o espaco do parametro na transformacao Hough para um circulo pertence a R3.
Quanto maior o nimero de parametros para descrever uma determinada forma, maior
¢ a dimensao do espaco do parametro e maior é a complexidade do algoritmo. Na re-
presentagao paramétrica do circulo é usual manter o raio constante ou limita-lo em um
intervalo.

O processo para detectar circulos em uma imagem usando THC comega com a bi-
narizagao da imagem. Em seguida, devemos encontrar as bordas dos objetos dentro da
imagem, como mostrado em Fig. 3.3.(b), sendo usualmente utilizado o algoritmo Canny
[204]. Depois, dado um raio inicial (pardmetro de entrada), desenhamos circulos cujos
centros coincidam com os pontos pertencentes a borda. Com isso, localizamos e conta-
bilizamos a frequéncia com que as intersecgoes dos circulos ocorrem, para construir um
histograma 2D, no qual os méximos locais representam os centros dos circulos.

A transformacao Hough s6 é eficiente se um grande ntimero de intersecgoes cairem
proximas a uma caixa binada, para que a posi¢ao possa ser facilmente detectada em

meio ao ruido de fundo. Isso significa que a largura da binagem nao deve ser muito
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pequena, caso contrario, muitas intersecgoes cairao nas binagens vizinhas, reduzindo,

assim, a visibilidade do maximo local [205].

(a)

Figura 3.3: Transformagao Hough Circular (THC). Em (a), um objeto circular com um
raio r = 48 pizel. Somente com essa informagdo podemos iniciar o algoritmo. Em (b),
foi usado o algoritmo Canny [204]| para detectar a borda, mostrada em branco. Em (c)
o algoritmo THC desenha circulos, mostrados na cor azul, os quais tém raio r = 48. Em
seguida, o algoritmo localiza e contabiliza os centros dos circulos no espac¢o dos parametros

(a,b,r). O pico localiza as coordenadas do centro.

Grande parte da eficiéncia da THC depende da qualidade dos dados de entrada, logo
as bordas devem ser nitidas e evidentes para que a THC seja eficiente. O uso da THC em
imagens ruidosas é uma questao muito delicada e, geralmente, um algoritmo de denoising
deve ser usado antes. Uma das causas do ruido é quando as cameras sao configuradas
com longa exposi¢ao ou com uma configuracao ISO (sensibilidade de luz da camera) alta.
O ideal é trabalhar com uma ISO baixa, em torno de 200. Outro cuidado é nao usar a
camera por muito tempo ou em um ambiente quente. A causa da maioria dos ruidos é a
radiagao térmica. Quanto mais quente o ambiente e quanto mais prolongado o tempo de
uso da caAmera, maior a probabilidade do sensor aquecer ou superaquecer, fazendo com que
as flutuacoes térmicas influenciem na tradugao dos pulsos luminosos em pulsos elétricos.

O outro fator importante é o ambiente onde se encontra o objeto que sera fotografado.



54

Um estudio de luz evita reflexos e mantém uma distribuicao uniforme de luz. Tal aparato
pode ser feito com madeira, tecido preto e luz de led.

Nesse trabalho, todos esses cuidados foram tomados. O sistema de aquisicao de ima-
gens foi construido em um ambiente de luz homogénea, assim tiramos as sombras das
esferas e o reflexo da camera nas esferas. A camera usada nessa tese possui uma resolugao
de 4160 x 3120 pizel, uma distancia focal de f = 28 mm e foi posicionada a uma distancia
de 27 cm das esferas. Nao foi detectada nenhuma aberracao cromética nas imagens.

As coordenadas das esferas foram estimadas usando o algoritmo THC. Todas as ima-
gens analisadas foram colhidas nas mesmas condigoes, propostas como ideais, gerando

resultados como mostra a Fig. 3.4.(b), com todas as esferas detectadas.
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Figura 3.4: Em (a) vista superior das esferas com r = 5 mm = 15 pizels. Foi usado o
mesmo protocolo experimental da Fig. 3.2. O algoritmo THC nao é usado em toda a
imagem, apenas na regiao de interesse (RDI). Na imagem a RDI compreende a regiao
dentro do circulo laranja. Em (b) é mostrado, em circulos azuis, como 762 esferas foram
detectadas. Foi usada a funcao imfindcircles() do M AT LAB [206]. Dados os ajustes nos
parametros e atribuindo os devidos cuidados na preparacao das imagens, é possivel obter
um resultado satisfatorio.
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METODOS NUMERICOS

4.1 Dinamica Molecular

Existem casos em que é possivel encontrar a solugao analitica da trajetoria para uma
particula sujeita a forcas externas, como por exemplo, o langamento de uma particula
submetida a um campo gravitacional uniforme. O problema se torna desafiador quando
lidamos com duas particulas. Para o caso de duas particulas sujeitas a forca gravitacional
s6 é possivel encontrar a trajetoria quando supomos que uma delas estd parada. Com
trés ou mais particulas nao é possivel encontrar uma solu¢ao analitica [207], entao, para
essa situacgao, se faz necessario o uso de métodos numeéricos.

A Dindmica Molecular (DM) é um método computacional capaz de encontrar as traje-
torias de um sistema de particulas através da solucao numeérica da segunda lei de Newton.
Assim como a abordagem Newtoniana, a DM considera os corpos que estao em movi-
mento como particulas puntiformes sujeitas a forgas internas e externas. Ao contrario da
abordagem semi-analitica, a DM nao resolve numericamente as equagoes diferenciais que
descrevem o sistema fisico, ao invés disso, o método discretiza o tempo em unidades At
para construir uma relagao entre o estado atual da i-ésima particula (r;(t), v;(t)) e o seu
estado posterior (r;(t + At),v;(t + At)). Ao passo que o sistema evolui temporalmente
seu estado, caracterizado pelas posicoes e pelos momentos, é possivel medir propriedades
dinamicas e estaticas do sistema de particulas.

A DM foi criada para simular sistemas microscopicos, nos quais a agitacao térmica é
relevante e as colisoes podem ser consideradas perfeitamente elasticas. Polimeros, cristais,
solidos amorfos, liquidos e gases sao alguns exemplos em que a técnica é utilizada para
modelar. Contrastando com os sistemas microscopicos, os materiais granulares sao ma-
croscopicos, atermais e suas colisoes sao, na sua grande maioria, consideradas inelasticas.
Mesmo assim, ainda se pode aproveitar muito da DM para descrever tais materiais. Além
das forcas impulsivas que descrevem as colisoes, também precisam ser incorporadas forcas

de friccao para uma descri¢ao mais proxima da experimental.

4.1.1 Um Algoritmo de Dindmica Molecular

Em meados do século XX, no ano de 1957, foi utilizado pela primeira vez um programa
de DM por B. J. Alder e T. E. Wainwright [208], simulando algumas centenas de dtomos

com o modelo de esfera dura. A segunda vez aconteceu em 1960, com J. B. Gibson [209],
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usando cerca de 900 particulas em seu programa. Com o progresso da computacao e com a
criacao de supercomputadores contendo varios processadores, atualmente é possivel simu-
lar bilhoes de particulas [210]. Novos paradigmas, como a orientac¢do a objeto, permitem
criar codigos mais genéricos para situacoes mais complexas, a exemplo da simulacao de
longas cadeias de proteinas [211]. Independente do paradigma de programacao ou das
técnicas que melhoram o desempenho do codigo, um algoritmo de dinamica molecular

deve seguir a seguinte receita :

inictalizacdo

para t = 0 : At : tpes
cdlculo das forgas
cdlculo das novas posicoes e velocidades
cdlculo das propriedades dindmicas e estdticas

fim para

Na inicializacao do programa, definem-se os parametros do sistema, como o nimero
de particulas, as constantes das interagoes envolvidas, os vinculos, além das posi¢oes e
das velocidades iniciais. O parametro principal na inicializagdo é o passo de tempo At.
Um passo de tempo muito pequeno pode nos dar uma solucao bastante precisa, porém,
pode prolongar, desnecessariamente, o tempo para finalizar a simulacao. Um passo de
tempo muito grande pode provocar uma instabilidade numérica, além de levar a um
erro grosseiro, como a nao visualizagao da conservagao da energia ou da conservacao do
momento, quando esperadas. Um bom passo de tempo fica em torno de At = 0.005 em
unidades adimensionais [212]. Uma vez definida as quantidades de interesse, o algoritmo
entra em um loop com ¢,,ax interagoes. Primeiramente, realiza-se o calculo das forgas,
logo em seguida, o método de integragao atualiza o estado do sistema e, por fim, medimos
as quantidades fisicas de interesse, compondo assim um passo de DM.

O célculo das forgas é, sem duvida, a parte que exige mais tempo de CPU, pois,
geralmente, o célculo das forcas de longo alcance exigem a determinacao das distancias
entre as particulas com um tempo de processamento, que escala com O(N?). Quando ha
forcas de longo alcance cuja intensidade decai rapidamente com a distancia ou quando
hé forgas de contato, é possivel fazer o uso de técnicas como lista de células ou lista de
Verlet, fazendo que o tempo de processamento escale quase linearmente com o nimero de
particulas. A intensidade da forca entre dipolos escala com o inverso da quarta poténcia
da distancia Fy;, oc 1/r%, assim, para esferas magnetizadas com diametro d, a forga é
desprezivel para distancias maiores do que 10d. Para esferas magnetizadas, precisamos
assumir duas interacoes de curto alcance: uma forca repulsiva para representar a rigidez
das esferas e uma forca de friccao para representar a sua rugosidade, além da interacao

dipolo-dipolo.
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Para o estudo de materiais granulares usando DM, ¢é necessério considerar que as
particulas estejam confinadas dentro de alguma caixa de simulacao. Essas condic¢oes de
contorno podem ser artificiais ou fisicas Fig. 4.1. Uma forma artificial de confinar um
conjunto de particulas é usar a condicao de contorno periédico. Essa condigao é usada
comumente para cavidades retangulares. Caso a particula tente sair pela direita, ela
emergiré pelo lado esquerdo. Caso a particula tente sair por cima, ela emergira por baixo.
Essa situacao é analoga a das particulas confinadas em uma superficie toroidal [212]. A
consequéncia fisica desse confinamento é o sistema ser considerado infinito e, com isso,

serem eliminados os efeitos de borda.

a b C

>
2
g

Ly Ly L

Figura 4.1: Trés condi¢bes de contorno usados em DM. As setas nos centros dos discos
representam a sua orientacao. Em a, condigao de contorno periddica. Particulas que
experimentam sair pelo lado direito da caixa de simulagao emergem pelo lado esquerdo, e
vice-versa, valendo o mesmo para a base e o topo da caixa. Essa estratégia de confinamento
é anédloga a uma cole¢ao infinita de sistemas idénticos. FEsses sistemas infinitos estao
representados por uma cor mais transparente em volta do sistema em estudo. Em b,
uma particula ao tentar atravessar a base da caixa de simulagao, sente uma forga normal
ao plano e que aponta para dentro da cavidade. A linha pontilhada mostra a trajetoria
paralela ao vetor velocidade (seta vermelha), antes e depois da colisdo. Para colisoes
inelésticas, utiliza-se uma forga de amortecimento, usualmente proporcional a velocidade
[213]. Em ¢, é mostrado que o confinamento passa a ser feito por linhas de discos com
posicoes fixas. Nessa situacao, dizemos que o confinamento é feito de forma explicita
[214].

Uma outra maneira de confinar, é considerar, na regiao fora da caixa de simulacao, um
potencial repulsivo e normal ao plano da parede, deixando a parede de forma implicita
na simulagao. Por fim, podemos cobrir a fronteira do sistema com particulas em posicoes
fixas e atribui-las uma interagao de contato repulsiva, como Lennard-Jones ou harmonica
[214].

Os célculos das novas posigoes e velocidades sao realizados pela integragao das equa-
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¢oes de movimento. Existem muitos métodos de integracao, a exemplo temos Leap-Frog,
Velocity-Verlet, Predictor-Corrector e Beamer [215]. Cada método apresenta suas van-
tagens ou desvantagens. Para simulagoes contendo vinculos geométricos, ¢ comum o uso
do Leap-Frog ou Velocity-Verlet. Para simulagoes com longos periodos de tempo, faz-se
o uso de integradores, como Predictor-Corrector e Beamer. Contudo, independente do
método de integragao escolhido, é imperativo que eles sejam reversiveis no tempo e devam
calcular apenas uma vez por passo de DM as forgas entre as particulas.

Por fim, temos o célculo das propriedades dindmicas e estaticas, como a funcao de
distribuicao radial, a energia total do sistema e a distribui¢ao de forgas de contato em um

meio granular.

4.1.2 A Mecdnica de Contato em Materiatis Granulares

Um dos ingredientes principais da DM ¢é o uso de expressoes explicitas das forgas
que atuam nos constituintes do sistema. O estudo dessas expressoes esta no contexto da
mecanica do contato [216, 217|. Aqui iremos nos ater & interagao de contato entre esferas
de mesmo raio com atrito.

Hertz, em 1882, foi o primeiro cientista a construir uma teoria sobre forcas de contato,
no cléssico artigo “On the contact of elastic solids”. Contudo, a teoria de Hertz s6 ¢é
valida entre superficies perfeitamente elasticas com contato nao-conforme e sem atrito.
Um contato entre superficies é dito conforme quando elas se encaixam perfeitamente.
Quando elas se tocam em um ponto ou ao longo de uma linha, dizemos que se trata de
um contato nao conforme. Para superficies com contato nao conforme, mesmo sob pressao,
as pequenas areas formadas pelo contato sao, geralmente, bem pequenas se comparadas
ao tamanho do corpo.

Pela definicao de pressao, forca sobre éarea, poderiamos pensar que, qualquer forca
aplicada em um ponto de contato, implicaria em uma pressao infinita. A solucao de Hertz
para esse impasse foi considerar que, quando um ponto ou linha de contato é posto sob
pressao, ha um aumento na "area de contato"devida a deformacao elastica do material.
Os centros de duas esferas idénticas, de raio r, em contato, na auséncia de forgas e quando
localizadas nas posigoes ry e ro, possuem uma distancia igual a 2r. Quando uma forca
é submetida ao longo da linha que as une, seus centros se aproximam a uma distancia
d = 2r — dya, com dijs = |r; — ry|, como mostra a Fig. 4.2.b. A relac¢do entre a forga
aplicada F' e a area circular, devido a deformacao elastica, é dada pela Eq. 4.1 e pela

Eq. 4.2, respectivamente.
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Figura 4.2: Esquema mostrando trés perspectivas da interacao de contato entre duas
esferas de raio r. Em a, duas esferas com velocidades angulares w; e wy com seus centros
de massa se movendo a velocidades v; e vo. No meio e em transparéncia, temos o plano
de colisao que é usado como referéncia para a decomposicao das forcas e dos momentos.
A normal do plano é paralela ao eixo que liga os centros das esferas. Em b, é mostrada
a area circular entre duas esferas formada pela deformacao elastica devido & aplicacao de
uma forga. A relagao entre forga e area deformada é dada pela Eq. (4.1) e pela Eq. (4.2),
respectivamente. Em c, é mostrada a projecao das esferas no plano. Em DM a deformacao
das esferas ¢ parametrizada por um comprimento de penetragao 0. Quando a distancia
entre os centros é menor do que a soma dos raios, aplica-se uma forga de repulsao do tipo
F o k6. Nessa forga, 6 = 2r — (r; — ry) - n, k é uma constante que representa a dureza
do material e @ é um expoente que controla a resposta entre comprimento e forca. Para
a = 1, temos o modelo linear e, para a = 3/2, temos o modelo de Hertz. Nessa tese,
iremos usar o modelo linear, pois ele tem a vantagem de ter solucao analitica e de ter um

tempo de escala intrinseco.

Na Eq. 4.1 e na Eq. 4.2, E é o modulo de Young e v é a razao de Poisson. Para o
Neodimio, as propriedades mecanicas sao E = 37.5 x 10°N/m? e v = 0.28 [218]. Mo-
delar uma colisao inelastica em DM requer dois ingredientes: uma forga repulsiva e uma
forca dissipativa. A maneira mais simples de conseguir tal efeito fisico é usar o oscilador
harménico amortecido. Assim, na dire¢ao normal ao plano de colisao, temos as seguintes

forcas :

F, = —k,0°n15 — %(fllz : V12)ﬁ12 (4-3)

Na Eq. 4.3, a constante k, representa a dureza da esfera, 7, ¢ uma constante que
representa o termo de amortecimento normal, rio =19 — 1] = |I‘2 — r1|ﬁ12 ¢ o vetor que
liga os centros das esferas e vip = 11 — 'y € 0 vetor que representa a velocidade relativa.

Quando a = 1, temos o modelo linear, também conhecido como linear spring-dashpot,
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o qual tem a vantagem de posuir solugao analitica. Com as condigoes iniciais 6(t = 0) = 0
ed (t = 0) = v, s@o permitidos os calculos analiticos do coeficiente de restitui¢ao normal

e do tempo de colisao normal, dados pela Eq. 4.4 e pela Eq. 4.5 respectivamente.

Tn
Qmef

en = exp(— tn) (4.4)

1/2

o [:L:f - (Qijef)z] 7 49

Em que m.y = (mymy)/(mq1+ms) é o quociente do produto pela soma das massas. Um

programa usando DM reproduz um coeficiente de restituicao e, com um erro na ordem
de 10™* quando o passo de tempo na simulacio estd ajustado para que haja 100 passos
de tempo durante a colisdo, ou seja, At = t,,/100 [219].

Quando @ = 3/2, temos o modelo de Hertz. A substitui¢ao de o na Eq. 4.3 possui
solucao analitica quando a colisao é elastica, ou seja, v, = 0. O tempo de colisao para

esse caso € :

mo\ 25
t, = 3.21 (k—f> (v})~1/5 (4.6)

Diferente do caso linear, o tempo de colisao, no modelo de Hertz, depende da veloci-
dade de pré-colisao, isso significa dizer que nao existe tempo de escala intrinseco na colisao
para esse modelo, assim, é necesséario ajustar o tempo de passo na integracao At pela ve-
locidade relativa maxima esperada na simulacao. Varios modelos tem sido testados, como
mostra Fig. 4.3, contudo, o modelo linear ¢ o que melhor representa um coeficiente de
restituicao independente da velocidade de pré-colisao.

Para uma simulacao mais real em materiais granulares ¢ preciso considerar colisoes com
rotacao e atrito. Nessa situacao, é necessario que o modelo de forca de contato tenha uma
componente tangente ao plano de colisdo. Além disso, precisamos de um modelo de forca
de atrito cinético e estatico que seja simples e validado experimentalmente [212]. O modelo
de forca tangencial que incorpora essas qualidades utiliza a Eq. 4.8, com vt, = |vi,|v%,

representando a velocidade relativa tangencial.

R R Wi + row
Viz =V — (T2~ V12)I‘12 — (%) X I'19 (4.7)
1 2
F, = —min(v,|[Viy|, pie|Fn|) V1, (4.8)

Na Eq. 4.8, 75 € o coeficiente de amortecimento, enquanto . é o coeficiente de atrito
estatico. A forga F; é uma funcao continua, mas nao suave, atuando entre dois regimes: um
de baixa velocidade e outro de grande velocidade relativa. O uso de funcoes descontinuas
em DM pode levar a instabilidades numéricas [219]. Nessa tese, a interacao de contato

é representada pela soma da Eq. 4.3, para o = 1, com a Eq. 4.8, levando a uma boa
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Figura 4.3: Coeficiente de restituigdo normal pela velocidade de pré-colisao [219]. (O)
Modelo linear com amortecimento linear. () Modelo de Hertz com amortecimento linear.
(¢) Modelo de Hertz-Kuwabara-Kono. (A) Modelo de Walton-Braun.

descrigao quantitativa e qualitativa entre experimento e simulagao, mostrada no Capitulo
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Figura 4.4: Modelo de atrito descrito pela Eq. 4.8. A forga de atrito F; tem a mesma
diregao da velocidade tangencial relativa vt,, mas sentido contrario. Para baixas veloci-
dades vi,, passa a atuar na Eq. 4.8, a forga viscosa 7s|vi,|. Com esse modelo é possivel

fazer uma esfera rolar sem deslizar em um plano com atrito.

4.1.3 Runge Kutta 4% Ordem (RK})

Sao recorrentes na fisica, problemas que podem ser modelados por equacoes diferen-

ciais. Uma equacao diferencial é uma equacao escrita em funcao de suas derivadas. A
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solucao dessas equagoes diferenciais geralmente leva a uma familia de curvas. Para parti-
cularizar uma dessas curvas, é preciso usar condicoes iniciais. A exemplo, podemos citar
a segunda lei de Newton, usada na mecanica classica para descrever a evolugao temporal
de um sistema de particulas. Dadas as forcas, as posicoes e as velocidades iniciais, a prin-
cipio, é possivel calcular a trajetoria das particulas. Poucos casos podem ser resolvidos
analiticamente, sendo assim, ¢ necessario o uso de outras abordagens, como métodos nu-
méricos. A Eq. 4.9 e a Eq. 4.10 sdo equagoes diferenciais ordinarias de primeira e segunda

ordem respectivamente.

dx(t)

O _ o) (19)
Pax(t)

72 = f(x) (4.10)

Os métodos numeéricos que sao usados para resolver um sistema de equacoes do tipo
Eq. 4.9 e Eq. 4.10 tem uma raiz comum, pois sao construidos partindo da expansao em
série de Taylor da fungao z(t). Basicamente, o que difere um método do outro é o nimero
de termos que se utiliza na expansao e a forma com a qual discretizamos as derivadas. O
método de Euler resolve a Eq. 4.9, para as condi¢oes iniciais z(t = 0) = xg e £(t = 0) = v,

coml:

x(t+ At) = x(t) + At f(z(t)) (4.11)

O método de Euler tem a vantagem de ser simples, mas apresenta alguns problemas.
Em primeira analise, o erro de trucamento por passo At é muito maior do que em outros
métodos, como Leap-Frog ou Verlet. Em segunda anélise, o método é propenso a insta-
bilidades numéricas para longos periodo de tempo de integragao. A principal razao pela
qual o método apresenta um erro de trucamento por passo maior do que outros métodos
¢ que o célculo da derivada, para evoluir a solugao de z(t) para z(t + At), usa apenas um
ponto, z(t), dado no comego do intervalo [t,t + At], enquanto outros métodos usam um
numero par de pontos. Dessa maneira, a formula dada pela Eq. 4.11 é assimétrica no que
diz respeito ao comego e ao fim do intervalo. A consequéncia dessa assimetria é que cada
passo dado no método tem um erro local (erro por passo) na ordem de O(At#?) e um erro
global (erro em um dado tempo de integragao) na ordem de O(At) [220]. O método de
Euler é dito de primeira ordem pelo erro global ser diretamente proporcional ao passo de
integracao At. O método de Euler nao é recomendado pra uso pratico, apenas para fins
didaticos. Nessa tese, iremos usar o método Runge-Kutta.

O método Runge-Kutta pertence a uma classe de métodos, os quais usam mais de
um ponto para estimar as derivadas, dando uma precisao melhor para a extrapolacao da
solugao nos passos seguintes.

A principal ligao aprendida pelo uso do método de Euler é a necessidade de desenvolver
métodos simétricos. O sucesso do Runge-Kutta é devido a sua simetria com respeito ao

comego e ao fim do intervalo integrado.
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Por simetria, a Eq. 4.11 é numericamente igual a Eq. 4.12 quando usamos o extremo
direito do intervalo [¢,t + At].

z(t + At) = x(t) + At f(x(t + At)) (4.12)

A estratégia é combinar a Eq. 4.11 e a Eq. 4.12 em uma forma hibrida, como a Eq. 4.13

o(t+ At) = 2(t) + Atf (x(t) i x;t i At)) (4.13)

O problema na Eq. 4.12 é que nao sabemos o valor de x(t+ At) para por no argumento
da fungao f. Podemos fazer uma estimativa de f, exibida na Eq. 4.13, usando a Eq. 4.11,

assim, temos:

Tmed = T(t) + 0.5ALf(x(t)) (4.14)

z(t+ At) = x(t) + At f (meq) (4.15)

A Eq. 4.15 é o método Runge-Kutta de segunda ordem. O método Runge-Kutta
em ordens superiores usa médias ponderadas da fungao f, calculada no intervalo [t,¢ +
At]. E comum o uso do método de quarta ordem. Pode-se usar métodos de ordem
superior, contudo, quanto mais alta a ordem, mais termos precisam ser calculados para
cada interagao. Dessa maneira, na maioria dos problemas, nao compensa, em tempo, ir
além da quarta ordem. A solugao da Eq.4.9, pelo método Runge-Kutta de quarta ordem,

¢ calculada da seguinte maneira:

kL= Atf(a(t)) (4.16)
K2 = ALf (x(t) + %) (4.17)
k3 = ALf <:c(t) + %) (4.18)
k= ALf (x(t) + ?) (4.19)

k1l k2 k3 k4
fL’(t—FAt)—x(t)—I—F—i—?—'—?‘i‘E

A Eq.4.20 tem um erro local (erro por passo), na ordem de O(At’), e um erro global

(4.20)

(erro em um dado tempo de integragio), na ordem de O(At4).
A féormula calcula os valores da solugdo no passo posterior z(t + At) usando a solugao

do passo atual z(t) adicionando a média ponderada de quatro incrementos k1, k2, k3 e
k4.
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Além da boa relagao entre o erro e custo computacional, RK4 apresenta outras vanta-
gens, como a facilidade de implementar fungdes que dependam da velocidade f() [221]
e a possibilidade de implementar um algoritmo com um passo de tempo At adaptativo
[222, 223]. Equagoes diferenciais de segunda ordem, como a Eq. 4.10, podem ser resolvidas
usando RK4, transformando-as em um sistema de duas equagoes diferenciais de primeira
ordem, assim a Eq. 4.10, que é uma EDO de segunda ordem, torna-se um sistema de duas

EDO de primeira ordem, formado pela a Eq. 4.21 e pela Eq. 4.22.

dr(t)
= (4.21)
W _ fa) (1.22)
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4.2 Monte Carlo

O método de Monte Carlo, assim como o Método de Elementos Discretos, ¢ uma
ferramenta computacional utilizada para a solucao de problemas fisicos com um grande
numero de particulas. O diferencial do método Monte Carlo esta no uso de conceitos da
Mecanica Estatistica de Equilibrio [224], deixando-o na categoria de métodos numéricos
nao-deterministicos. Quando o problema em questao se resume a responder a seguinte
pergunta: Qual a configuracao de menor energia para um conjunto de N particulas?
Para essa pergunta, o Monte Carlo vem como uma boa alternativa para a solugao desse
problema.

Uma versao particular do Método de Monte Carlo é conhecida como Algoritmo Me-
tropolis [225]. O problema que esse algoritmo consegue resolver é de encontrar os micro-
estados de minima energia de um sistema fisico em equilibrio a uma dada temperatura 7.
Pela Mecanica Estatistica de Equilibrio, a distribuicao de probabilidade para os microesta-
dos é a distribuigao de Boltzamann. Os valores das varidveis macroscopicas do sistema em
questao, podem ser calculadas como médias de seus valores em todos os seus microestados
acessiveis. Para sistemas com um ntimero muito grande de particulas, encontrar todos os
microestados é uma tarefa quase impossivel. A idéia béasica do Algoritmo Metropolis
consiste em uma escolha inicial de um microestado aleatorio e efetuar uma sequéncia,
absurdamente grande, de transi¢oes aleatorias, por um procedimento que sera explicado,
até encontrar um macroestado de equilibrio. Ou seja, o critério de parada do algoritmo é
que as médias sobre os microestados passam a ser constantes.

No Algoritmo Metropolis, é efetuado médias temporais ao invés de médias de ensem-
ble. Para que o algoritmo seja vélido o nosso sistema tem que ser considerado ergotico.
Um sistema é dito ergoético, quando é possivel atingir qualquer microestado, a partir de
qualquer outro microestado, por uma sequéncia de transi¢oes. A consequéncia disso é que
as médias temporais sao iguais as médias de ensemble. Para completar as condi¢oes de va-
lidade do algoritmo, temos que ter um sistema que seja possivel, através de uma sequéncia
aleatoria de transicoes entre os microestados, alcancar um macroestado de equilibrio.

Supondo que o nosso sistema é composto por uma colecao de esferas magnetizadas, um
microestado M fica definido pelas posigoes e orientacoes dos dipolos, assim, para um con-
junto de N esferas, cujo os dipolos estao paralelos a um plano M = (ry, ..., ry, 01, ..., On).
O procedimento de sorteio das transi¢oes no algoritmo Metropolis, em um passo de tempo

t, para um sistema em um microestado M é:

1. Sorteia um microestado M’. Isso pode ser feito alterado aleatoriamente o estado de

uma i-ésima particula. M’ = (ry,r; + Ar, ... |, vy, 01,0, + AG;, ..., Ox)

2. Se a energia do estado M’ for menor ou igual a de M, i.e., Exy < Eyy, aceita-se
M’ como novo estado e passamos para o passo 4. Se acontecer o contrario, ou seja,

Ery > E g, passamos para o passo 3.
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3. Seja AE = Ery— FE). Sorteamos um namero r dentro de uma distribui¢ao uniforme
entre 0 < r < 1. Se r < exp(—AFE/kgT), aceita-se o microestado Epy, caso

contrario rejeita-se a transicao e retorne ao passo 1.

4. Calcular as variaveis de interesse, i.e., energia total, magnetizacao, ...

4.2.1 Estruturas versus Energia

A relacao entre a configuracao de menor energia de spins e o padrao espacial, formado
por esferas magnetizadas, foi muito bem estudada em [226, 227] pelo o uso da técnica
Monte Carlo. A configuragao de menor energia para N < 3 é a cadeia linear [227]. Para
4 < N < 17, ha uma mudanca significativa na estrutura de menor energia, passando de
uma cadeia linear para uma estrutura na forma de uma cadeia circular [226].

Para N > 17, ha novamente uma mudanca na estrutura de menor energia, surgindo,
assim, padroes triangulares e hexagonais, como mostra a Fig. 4.5. O arranjo poligonal,
organizado como camadas de uma cebola, ¢ um padrao que favorece a minimizacao da
energia no self-assembly de esferas magnéticas confinadas em 2D. Com isso, tais estru-
turas podem ser vistas como uma referéncia de estados fundamentais, livres de defeitos
geométricos. De fato, todas as estruturas no estado fundamental, para 1 < N < 18, estao
livres de defeitos.

O primeiro defeito ocorre para N = 19 e como exibido na Fig. 4.5, tal padrao corres-
ponde a um méximo local de energia por particula. Assim, uma flambagem local ocorre
na camada mais externa, devido & impossibilidade que duas cadeias circulares de esferas
concéntricas, uma com N = 13 e a outra com N = 6, se tocarem simultaneamente. Tal
impossibilidade é devido a frustragao geométrica descrita na Sec. 2.3.

Na Fig. 4.5, as estruturas com N = 19,21, 23, 25,27 apresentam maximos locais e,
consequentemente, defeitos na forma de flambagem devido a frustracao geométrica.

Do ponto de vista puramente geométrico é possivel construir uma estrutura com N =
19 sem defeitos. Poderiamos pensar que para remover tal defeito bastaria acrescentar uma
esfera no centro da estrutura com N = 18, exibida na Fig. 4.5. Todavia, para sistemas
finitos, a introducao de um dipolo, em um sistema que ja possui uma magnetizacao global
nula, ¢ energeticamente desfavoravel [226].

Em materiais granulares nao coesivos, confinados em cavidades cilindricas e sujeitos
a compressao axial, a flambagem local pode contribuir para o surgimento de alguns efei-
tos. A exemplo, temos a formagao de bandas de cisalhamento macroscopicas [230], o
surgimento de falhas incipientes' [231] e, por fim, a acumulagdo de energia elastica em
ensembles granulares [232].

Na condicao de equilibrio, uma cadeia linear de esferas magnetizadas possui os dipolos
alinhados paralelamente a cadeia. Entretanto, quando a cadeia é forcada a envergar, os

dipolos nao conseguem estar alinhados simultaneamente com a curva que interpola os

'Em pilhas de areia, uma falha incipiente é um estado de equilibrio critico
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Figura 4.5: Estados fundamentais para esferas rigidas magnetizadas no plano. Em (a),
a energia reduzida uy pelo nimero de esferas N [226]. A orientacdo dos dipolos esta
destacada por setas vermelhas. A linha pontilhada corresponde & energia de uma cadeia
circular. As configurac¢oes foram encontradas usando o método Monte Carlo. Em (b) e
em (c), no limite termodindmico com 7' = 0, quando os spins estao localizadas no plano
e organizados em uma rede quadrada ha apenas dois estados fundamentais, ambos com a
mesma energia, com fase antiferromagnética e com um sistema continuamente degenerado
[228, 229]. A configuracao em (c) é obtida a partir de (b), pela rotagao da subrede A (em
vermelho) por § = 7/6, e da subrede B (em azul), por § = —7 /6.

centros das esferas e com os seus primeiros vizinhos [233], sendo consideradas, assim,
frustradas. Nos nossos experimentos, a flambagem ocorre com um padrao de loops e eles
armazenam energia na forma magneto-elastico.

Nessa configuragao frustrada, os campos magnéticos dos dipolos exercem torque uns
sobre os outros. A superposicao combinada desses torques atua de forma a alinhar local-
mente a cadeia e consequentemente reduzir a sua curvatura. Esse mecanismo é analogo a
um fio ou a uma barra elastica quando flexionada.

A formagao de uma flambagem local, seja por uma causa geométrica [227] ou por uma
competicao de forgas [234, 233], coloca a formagao dos loops encontrados na Fig. 5.7 como
uma consequéncia da frustragao, levando as estruturas a um empacotamento frustrado.

Chen e Sooryakumar [234] mostraram experimentalmente a formagao de padrdes
usando microesferas dipolares dentro de um potencial magnético confinante. O protocolo
experimental leva a uma colecao de estruturas, onde uma delas apresenta subestruturas
em forma de cadeia localizadas nas periferias do aglomerado. Tal subestrutura é similar
a flambagem local exibida na Fig. 4.5 com N = 19, contudo a flambagem devido & frus-

tragao em [234], se deve ao fato de que ha uma competigao de forgas de curta e de longa
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Figura 4.6: A estrutura hexagonal minimiza a energia de um conjunto de esferas mag-
netizadas para dipolos paralelos ao plano [226]. Essas estruturas hexagonais perfeitas
possuem p esferas na camada mais externa. Para o presente caso, p = 8. Estruturas
hexagonais sem buraco central possuem Npepe = 3p* — 3p + 1 esferas, mas estruturas
hexagonais com buraco possuem Nj.p, = 3p? — 3p esferas. No limite em que p — oo a

energia reduzida tende a Uyan, = —2.759 [227].

distancia.
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RESULTADOS

O empacotamento e conformacao de objetos similares a fios, tem promovido um cres-
cente interesse devido a muitas aplicacoes na mecanica e na biologia. Um amplo espectro
de instabilidades e padroes foi encontrado dependendo do atrito, da rigidez, do tamanho
e do tipo de confinamento [9, 235, 236]. Ao adicionar forgas atrativas, sistemas de auto-
montagem como origamis foram concebidos [237]. Porém, muito menos se sabe quando
o fio tem quiralidade, como é o caso de uma cadeia de particulas magnéticas. Na ver-
dade, fios compostos de esferas magnéticas ocorrem na natureza em escalas diferentes.
Eles se formam em escala nanométrica em coloides magnéticos [238| e como cadeias de
magnetossomos em bactérias magnetostaticas [239, 240, 241]|. Esferas magnéticas rigidas
geram padroes automontados na escala microscopica [242, 243, 244], na escala mesosco-
pica [245, 226, 246, 247 e na escala macroscopica [248, 249, 250|. A anisotropia das forcas
magnéticas induz uma quiralidade na interagao entre as segoes da cadeia, resultando na
automontagem de novos tipos de padroes, encontrados tanto experimentalmente como
numericamente. Neste trabalho, consideraremos esferas de metal macroscopicas magne-
tizadas para estudar padroes de dobramento bidimensionais, injetando-as em uma célula
de Hele-Shaw. A quiralidade das cadeias permite dois tipos fundamentalmente diferentes
de interagoes locais que levam a diferentes padroes macroscopicos. Verificaremos que a
transicao de um padrao para o outro pode ser controlada experimentalmente ajustando-se
o angulo inclinacao da célula de Hele-Shaw o que modifica o médulo da forga de atrito
entre as esferas e a superficie da célula.

Os experimentos foram realizados utilizando esferas de neodimio com d = 5 mm de
diametro. Como mostrado na figura Fig. 5.1, a célula de Hele-Shaw consiste em uma
placa preta coberta por um disco de acrilico transparente separado por um anel cilindrico
de acrilico plano de 6 mm altura e raio R. A célula pode ser inclinada por um angulo 6
com respeito a horizontal. Um motor de passo controla a velocidade de injegao com um
o modulo igual a 0.43 mm/s, inserindo as esferas quase-estaticamente por um buraco no
meio da placa de preta de acrilico. O processo foi filmado com uma camera digital Canon
PowerShot SX510 HS a 30 quadros por segundo, localizada a 27 ¢cm acima da cavidade.
A partir dos video as imagens foram obtidas e usadas para determinar as posi¢oes das
esferas por meio da segmentacao de imagens, conforme discutido amplamente em capitulos
anteriores.

Com momentos dipolares alinhados, as esferas magnéticas se organizam naturalmente
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Figura 5.1: Configuragao esquematica para o experimento realizado. A cadeia de esferas
magnéticas sao empurradas de baixo para cima, em uma célula de Hele-Shaw inclinada
em 0 graus. A célula de Hele-Shaw é formada por meio de um cavidade cilindrica de raio

R coberta por meio de uma placa de acrilico transparente.

em cadeias que exibem rigidez a flexao, apresentando uma elastoplasticidade macroscopica
[251, 233|. Injetamos essas cadeias de esferas na cavidade pela base da célula. Ao entrar
na célula, as esferas da cadeia e seus momentos magnéticos rotacionam, o que enfraquece
as forcas na direcao da cadeia entre as contas proximas a entrada. Eventualmente, seja ao
atingir a parede da célula ou devido ao atrito com a placa inferior, a cadeia desacelera e
comeca a envergar. Em seguida, ele forma lagos que se aproximam cada vez mais do centro
de injecao, até que a regiao proxima ao orificio nao tenha volume livre para que outra
esfera seja inserida. Neste ponto, o motor é parado e o padrao resultante é analisado. Na
Figs. 5.2 mostramos quatro padroes obtidos com diferentes angulos, # = 0° e 90°, com
raios, R = 20d e 40d. Para 6 = 0° (ver Figs. 5.2a e 5.2c), nos observamos a formagao
do padrao poligonal, na qual assemelha a um forte visto de cima. No caso particular
da Fig. 5.2a, devido ao grande tamanho da célula (R = 40d), a cadeia nunca toca as
paredes, mas enverga antes, parando devido ao atrito com a placa inferior. Quando
o experimento é realizado na célula menor (R = 20d), como mostrado na Fig. 5.2¢, a
corrente eventualmente atinge as paredes da célula e s6 entao enverga, levando a estrutura
poligonal. No caso do angulo 6§ = 90° (ver Figs. 5.2b e 5.2d), a estrutura se assemelha ao
empilhamento de uma corda, assim, chamaremos de padrao empilhado.

Em padroes poligonais, os segmentos da cadeia com a mesma orientagao dipolar se
atraem, formando listras que exibem localmente simetria triangular. Essas listras se do-
bram espontaneamente, formando quinas com angulos de 120°, como mostrado na Fig. 5.3.
Nos padroes empilhados, por outro lado, possuem segmentos de cadeias com orientagao di-
polar oposta, que se atraem formando dominios que exibem simetria quadrada localmente.
A formacao dos padroes, tanto dos experimentos como das simulagdes, podem ser vistos
no link : https://www.youtube.com/channel/UCoux8Tub9d51ptKDaR7-1yQ/videos .

A razao pela qual cadeias igualmente orientadas formam tridngulos, enquanto que


https://www.youtube.com/channel/UCoux8Tub9d51ptKDaR7-lyQ/videos

71

(©)

injection point

S T o W N

oo 9000

R=40d 6=0° \f R =40d 6 = 90° R=20d 6 =0° R=10d 0=0°
H

Figura 5.2: Padroes obtidos depois que nenhuma esfera pode ser injetada na células
para (a), R = 40d e 6 = 0° (b), R = 40d ¢ 0 = 90°; (c¢), R = 20d ¢ § = 0°. Em
(d) duas cadeias sao injetadas na célula diametralmente, conforme indicado pelas setas
pretas, com ¢ = 0°. Para (a) e (c) observamos o padrao poligonal e para (b) e (d) o
padrao empilhado. A area ampliada em (a) e (b) real¢a os dois padrdes, o poligonal e o
empilhado, respectivamente. A legenda de cores indica o ntimero de primeiros vizinhos
de cada esfera. Podemos observar, que no padroes poligonal, localmente, a maioria das
particulas tem seis vizinhos, produzindo assim uma rede triangular, enquanto no padroes
empilhado, quatro vizinhos mais proximos prevalecem, resultando em uma rede quadrada.
Apenas em (a) a cadeia nunca atinge a parede da cavidade. Os pontos pretos em (a), (b)

e (c) indica o ponto de injegao.

Figura 5.3: O padrao poligonal é formado por listras de cadeias paralelas com um arranjo
localmente triangular. Essas listras criam espontaneamente quinas, formando angulos de

120°, como mostrado em (a) e ampliado em (b).

cadeias com orientacao oposta se organizam em quadrados, pode ser explicada através
da minimizacao da energia magnética E. Essa energia é calculada pela soma de todos os

pares de contas de acordo com,

N-1 N
=1 j=i+1

onde m; ¢ o momento de dipolo da esfera 7, N é o ntimero total de e B; ¢ o campo

magnético gerado pela esfera j na posigao da esfera ¢ é dado por,
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com r;; sendo o vetor posi¢do que vai da esfera ¢ ao centro da esfera j, #;; = r;;/|rsjl, e
1o ¢ a permeabilidade do vacuo. Para entender o comportamento do sistema com relagao
a energia de interagao entre as esferas magnéticas, realizamos simulagoes de Monte Carlo
considerando duas cadeias de dipolos paralelas usando a Eq.(5.1) como energia no fator
de Boltzmann e descobrimos que, depois de diminuir a temperatura, as configuracoes
energeticamente mais favoraveis para as orientagoes paralelas (antiparalelas) das cadeias
eram de fato as configuragoes triangulares com todos os dipolos orientados em paralelo
ao longo da direcao das cadeias.

Todos os padroes se estabelecem em estruturas livres de escala. Por exemplo, isso
pode ser visto a partir das areas delimitadas por lagos, como mostrado nas 5.4a e 5.4c.
E evidente que existem &reas de todos os tamanhos. Para calcular as areas, primeiro
transformamos as imagens RGB em imagens em preto e branco. A analise é realizada
usando a area adimensional A} = A,/Ap, onde Aj ¢ a area do buraco e Ay = m(d/2)?
é a area da projecao da esfera, ambas medidas em pixel. Exemplos tipicos desses domi-
nios bidimensionais disjuntos sao mostrado em Figs. 5.4a e 5.4c, obtida dos padroes das
Figs. 5.2b e 5.2¢, respectivamente. As distribuigbes das areas mostradas nas Figs. 5.4b e
5.4d foram obtidas pela média de 15 experimentos cada, realizada para inclinagoes # = 0°
e 90°, respectivamente.

Para determinar as distribuigoes, foram contabilizadas apenas as areas com tamanho
acima de 10 pizels. Conforme mostrado, ambas seguem uma lei de poténcia, P(A])
A7, com expoente v = 2.31 +0.03 para o padrao empilhado (0 = 90°) e v = 0.85+0.03
para o padrao poligonal (6 = 0°).

Pelo acréscimo da inclinacao 6 da cavidade, observamos uma transicao do padrao
poligonal para o empilhado. O parametro de ordem conveniente para caracterizar essa
transicao é a porcentagem ¢g de esferas com 6 vizinhos. Na Fig. 5.5, mostramos ¢g em
funcao de 0 para R = 40d e 20d e vemos que abaixo do dngulo critico 6. = 19.4° + 0.4 o
parametro de ordem ¢g é finito e diferente de zero. A mudanca em 6. é abrupta, observado
nas transigoes de primeira ordem, o que normalmente é esperado para as transicoes de
fase morfologicas. Esta transicao abrupta também é observada na presenca de efeitos
de tamanho finito, ou seja, quando a cadeia atinge a parede da célula por R = 20d. O
detalhe da Fig. 5.5 mostra que a fragao média de vizinhos ¢ com um nimero de vizinhos
n no intervalo (2 < n < 6) muda drasticamente de § = 0° para 6 = 90°.

A justificativa da transicao de fase ser de primeira ordem, é que a simetria do sistema
muda discretamente, de uma triangular para uma quadrada. Quando mudanca de simetria
em uma transicao de fase nao pode ser feita continuamente, ela é dita de primeira ordem
[252].

Na Fig. 5.6 mostra como o nimero maximo N de esferas podem ser injetadas dentro

da célula em funcao de 6. Para R = 40d, para o padrao poligonal, o nimero maximo N de
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Figura 5.4: As areas delimitadas pelos lagos dentro da cadeia de esferas magnéticas sao
mostradas em azul para dois experimentos de injegao, resultando em (a) o padrao em-
pilhado e (c) o padrao poligonal. A area adimensionalizada A} = A,/Ay é calculada das
imagens em preto e branco, onde Ay é a area do buraco medida em pixels e Ay = m(d/2)%.
A distribuigao das areas estao mostradas em (b) para o padrao empilhado e em (d) para
o padrao poligonal, calculada sob uma média de 15 realizagdes experimentais em cada
caso. As linhas solidas azuis foram feitas pelo ajuste dos minimos quadrados resultando
na lei de poténcia, P(A;) o« A;~7, calculada para areas maiores do que 10 pixels, com
expoentes v = 2.31 £ 0.03 e 0.85 £ 0.03, para (b) e (d), respectivamente.

esferas abaixo do angulo critico ., muda com €, enquanto que para o padrao empilhado,
acima do ponto critico ., N se torna independente de 6. Se R é pequeno (R = 20d), a
cadeia atinge a parede da célula e, em seguida, os padroes nao podem atingir seu tamanho
total, com N se tornando substancialmente menor, conforme ilustrado em Fig. 5.6.

Para determinar o atrito estatico méaximo, formamos um triangulo de trés esferas e o
deixamos deslizar livremente sobre o plano inclinado que forma a base da cavidade. Este
arranjo triangular permite inibir qualquer rolamento. Curiosamente, o angulo méximo
em que o triAngulo comeca a deslizar coincide com o angulo critico da transicao 0. =
19.4° + 0.4. Isso sugere que a transicao de fase é desencadeada pelo deslizamento da
cadeia, ou seja, acima (abaixo) do angulo critico a cadeia (nao) deslizara, produzindo o
padrao empilhado (poligonais).

Para ampliar o nosso entendimento sobre a formacao dos padroes no interior da cé-
lula, agora em vez de empurrar as cadeias de esferas magnéticas na célula Hele-Shaw
através de um orificio no centro, injetamos na célula por meio de entradas localizadas
diametralmente opostas. Exemplo dos padroes formados, para diferentes tamanhos de

cavidades, ¢ mostrada na Fig. 5.7. Surpreendentemente, neste caso, ¢ impossivel criar
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Figura 5.5: Parametro de ordem ¢¢ da transi¢ao de fase morfologica em funcao da incli-
nacao 6 para R = 40d (circulos) e R = 20d (estrela). ¢g é definido como a fragdo média de
particulas que possuem seis vizinhos. Observa-se claramente um salto abrupto perto do
ponto critico 0, = 19.4°, sendo a assinatura de uma transicao de fase de primeira ordem.
O detalhe da figura mostra como as fragoes médias ¢ de esferas com n vizinhos muda

drasticamente quando o angulo vai de # = 0° para # = 90°, ambos para R = 40d.
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Figura 5.6: Namero N de esferas no padrao em fun¢ao do angulo de inclinagao 6 da célula,
para R = 40d (circulos preenchidos) e R = 20d (estrelas). A linha tracejada vertical verde
em 0, = 19.4° corresponde ao coeficiente de atrito estatico da base da célula. O coeficiente
foi medido deixando trés esferas, no formato de um tridngulo, deslizar no plano da cavidade
a fim de calcular o angulo critico que deixa as esferas na iminéncia de deslizar. A relacao
entre o angulo critico e o coeficiente de atrito estético é p, = tan(6.) ~ 0.35. Acima de 6.,
o namero de esferas N se torna independente de #, mas depende do raio R. No detalhe da
figura, mostramos padrdes observados ao final das simulagdes para § = 0° sem (superior)

e com (inferior) enfraquecimento das forgas dipolares na entrada da cadeia.

padroes poligonais, ou seja, sempre aparecem apenas os padroes empilhados. Um exem-
plo para 8 = 0° em que duas cadeias sao injetadas simultaneamente de lados opostos é

mostrado na Fig. 5.2 d.
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Figura 5.7: (a) Padroes obtidos pela injegao de uma cadeia de esferas magnéticas, inje-
tada diametralmente, com raios R = 10d, R = 20d, R = 30d e R = 40d. Primeira linha:
experimentos realizados para quatro diferentes raios de cavidade. Segunda linha: simu-
lagoes usando o Modelo de Elemento Discreto (MED). Em (b), Rede de contato (grafo)
de um padrao de esferas obtidas nos experimentos em uma cavidade de raio R = 10d. Os
vértices representam os centros das esferas enquanto as arestas sao desenhadas quando
a distancia entre duas esferas é menor ou igual ao didmetro das esferas. Um lago esta

destacado em vermelho.

A fim de compreender esta tultima observagao experimental e obter uma visao mais
profunda por tras do mecanismo que produz os padroes observados, também realizamos
simulagoes aplicando o Modelo de Elemento Discreto (MED) [253] usando um algoritmo
de Runge-Kutta de quarta ordem para integracao e rotagoes [254]. Para este modelo

estabelecemos que as forcas de contato sao escritas como,

Ff = Fong + I, (5.3)
onde F,n;; e ﬁs representam as forcas normais e de cisalhamento entre as esféricas de
contato. A forca normal é dado por F,, = k,u, onde k, é a rigidez normal e u, é a
sobreposicao de contato. As forcas de cisalhamento sao calculadas incrementalmente por
AF’; = —ks;Arj;, onde kg ¢ a rigidez ao cisalhamento e Ar;; o vetor de deslocamento de
cisalhamento relativo. O atrito entre as particulas é implementado de forma semelhante.
A for¢ga magnética ]3@]3” e o torque 7?21]” entre as esferas i e j sao assumidos como dipolos

magnéticos pontuais localizados no centros das esferas, e podem ser calculados como

FA = (s By, (5.4)
(§
ﬁﬂf =1, x B, (5.5)

onde m,; é o momento de dipolo da esfera i e Ej é o campo magnético da esfera magnetizada
j na posigao da esfera i, como definida na Eq. (5.2). A magnitude dos dipolos magnéticos

define a rigidez a flexao da cadeia de esferas magnéticas.
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Em nossas simulag¢oes, nos inserimos a cadeia de esferas magnéticas em um regime
quase-estatico considerando duas situagoes distintas: uma pela base da cavidade e ou-
tra diametralmente. Como resultado, obtivemos o padrao empilhado, independente das
escolhas dos pardmetros, como mostrado na Fig. 5.6 (inset superior). Apenas depois de
enfraquecer sistematicamente a forca entre as esferas mais proximas do ponto de injegao
por um fator de dois, é que conseguimos reproduzir o padrao poligonal, como mostrado na
Fig. 5.6 (inset inferior). De fato, quando as esferas sao injetadas pela base, uma rotagao
de 90° é imposta assim que penetram na célula, consequentemente isso enfraquece local-
mente suas forgas magnéticas. Esse enfraquecimento tem uma consequéncia dramatica na
evolucao do padrao, conforme podemos constatar por meio dos videos produzidos durante
os experimentos. Depois que a cadeia de esferas cessa seu movimento devido ao atrito ou
depois de atingir a parede, ocorre uma flexao do fio em uma direcao. Se nenhum enfra-
quecimento for imposto na entrada, depois de algum tempo, a rigidez a flexao da cadeia
ird for¢a-la a mudar a direcao da cadeia, induzindo um comportamento oscilatério, for-
mando o padrao empilhado. Somente se, na entrada os dipolos estiverem suficientemente
enfraquecidos, a cadeia pode se curvar o suficiente para permitir que continue girando
na mesma direcao, formando, para os parametros escolhidos adequadamente, os padroes
poligonais. Conforme descrito neste capitulo os efeitos da gravidade e do atrito das esferas
na cavidade sao determinantes para a diferenca na formacao dos padroes observados.

Para concluir a descricao quantitativa dos padroes encontrados, iremos analisar em
detalhes a formacao dos padroes em rede triangular. Esta configuracao é muito mais
complicada, pois corresponde ao modelo de Heisenberg em uma rede triangular conhecida
por ser frustrada, exibindo muitos estados fundamentais em baixas temperaturas [255,
256, 257, 258].

Para uma cavidade com R.,, = 10d obtivemos um padrao como mostrado na Fig.5.8.
Vimos que, eventualmente, o espaco foi quase completamente preenchido com as esferas.
Além de sua textura hexagonal, esse padrao se assemelha ao padrao "espiral" encon-
trado em empacotamento de fios, em Ref. [9]. Tal padrao também é bastante similar ao
padrao encontrado & Fig. 4.6, na qual foi usada MC. Esse novo padrao denso tem um
incrivel diferencial, qual seja, a cristalizacao triangular, a qual é, indubitavelmente, mais
energeticamente favoravel do que a rede quadrada.

Para cavidades maiores do que R.,, = 10d e 8 = 0, o padrao triangular persiste. Con-
tudo, surpreendentemente, para R.,, > 40d, o nimero maximo de particulas empacotadas
se torna independente do tamanho da cavidade e passa a depender apenas dos parametros
intrinsecos ao sistema, como o atrito e a intensidade do momento de dipolo. Assim, a
morfologia da estrutura empacotada auto-organizada é self-limiting (auto-limitante).

E essencial, em nanomateriais, ter o controle do tamanho das estruturas ordenadas
formadas pelo processo de self-assembly. Entretanto, quando os constituintes possuem
interacgoes preferencialmente atrativas, como a interagao dipolar, elas tendem a formar es-

truturas cristalinas infinitas. Uma maneira de controlar o tamanho da estrutura formada
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Figura 5.8: Quatro diferentes imagens durante o processo de empacotamento. A cadeia
de dipolos é injetada por baixo e na posicao central da cavidade. Durante o processo de
inje¢ao nenhuma aresta (contato) é quebrada enquanto novos contatos sao formados. Para
esse caso de injecao, em particular, o padrao apresenta uma simetria local triangular. A
formagcao de defeitos na estrutura cristalina é um efeito da frustragao, pois a configuracao
inicial dos dipolos head-to-tail compete com a estrutura triangular. No presente caso, a
frustracao é responsével por quebrar a simetria global hexagonal do sistema. Sendo assim,

estamos diante de uma estrutura geometricamente frustrada (EGF).

é frustrar a ordem cristalina. Yasheng Yang et.al [259], simulando um sistema composto
por particulas patchy esféricas com interagoes de pares quirais, mostrou a formacao es-
pontanea de estruturas com um tamanho preferido (self-limiting), as quais possuem uma
simetria local hexagonal.

A formagao de estruturas auto-organizadas (self-assembly) e auto-limitantes, em pro-
cessos biologicos, também tém a sua importancia. Fibras de proteinas extracelulares (e.g.,
celulose, colageno, fibrina) constituem os elementos estruturais basicos na formagao dos
tecidos de plantas e de animais. Tais fibras possuem larguras laterais com tamanhos bem
definidos, ou pelo menos caracterizados por distribui¢goes nao exponenciais, cujo tamanho
mais provavel é finito e diferente de zero [260]. Assim como o self-assembly de particulas
patchy com tamanho caracteristico, a formacao de fibras com tamanho preferido também
é controlada pela frustracao.

A Fig. 5.9 mostra que as configuragoes de menor energia na rede triangular envolvem
momentos dipolares magnéticos fortemente alinhados com o plano.

Para entender como o sistema evolui para a configuragao de energia minima, realizamos
uma simulacao de Monte Carlo com dipolos fixos em uma rede triangular com condigao

de contorno periddico em ambas as diregoes (superior-inferior e direita-esquerda). Na pre-
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Figura 5.9: Configuragao de menor energia magnética para uma rede triangular. Em (a),
experimento injetando a cadeia por baixo da cavidade. Em (b), simulagao usando MC para
dipolos com posicoes fixas mas orientagoes livres com condi¢ao de contorno periédico na
vertical e horizontal. Em ambos os casos, o norte magnético dos dipolos sao identificados
pelo hemisfério pintado em vermelho. Para uma melhor visualizagdo no experimento,
nos separamos o norte e o sul magnético por linhas verdes tracejadas em (¢). Em (d),
para uma melhor visualiza¢ao, destacamos e ampliamos uma parte da Fig. 5.9 (b). Nos
cercamos com uma linha verde tracejada parte do padrao obtido numericamente em (b),
onde as orientacoes dos dipolos magnéticos apresentam considerével similaridade com o
experimento, como mostrado em (c). Nessas regides selecionadas, o padrao dos dipolos

magnéticos corresponde a uma configuragao de menor energia.

sente situacdo, os dipolos s6 podem girar (ndo se mover) para alcangar a configuragao de
minima energia. Como no experimento, os resultados mostrados na Fig. 5.90 também re-
velam dominios de dipolos paralelos, todos fortemente alinhados com o plano da cavidade.
Uma vez alcancada a configuracao magnética metaestavel, a leve pressao que empurra a
corrente contra a parede da cavidade é suficiente para alcancar a configuracao de empa-
cotamento mais densa e estabilizar o padrao na Fig. 5.8. Desta feita, o empacotamento
de esferas no arranjo triangular, claramente, leva a uma configuragao de microestado de
spins com dominios que possuem uma fase ferromagnética, contudo, a magnetizacao do

sistema tende a zero, a qual é energeticamente favoravel.
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CONCLUSOES

No presente trabalho, investigamos a formacao de padroes obtido por meio da injecao
de uma cadeia de esferas magnéticas em uma célula Hele-Shaw. Com base em experimen-
tos realizados, foi constatado a existéncia de novos padroes que aparecem quando injeta-
mos uma cadeia de fio magnéticos no interior de uma célula de Hele-Shaw considerando
diferentes condic¢oes para esta injecao. Foi explorado experimentalmente e numericamente
duas formas de injecao dessa cadeia de esfera, uma diametral e a outra basal. A anisotro-
pia das forcas magnéticas induz uma quiralidade nas interagao entre as se¢oes da cadeia
de esferas, resultando no self-assembly de estruturas auto-similares.

Para a injecao basal, foi observado duas estruturas, uma é chamada de padrao em-
pilhado e a outra é chamada de padrao poligonal. A primeira forma um nucleo com um
arranjo de rede quadrada, adornada com subestruturas na forma de loops, ja a segunda,
forma um padrao localmente triangular. Para estas estruturas formadas foi observado
um comportamento do tipo lei de poténcia para as areas dos defeitos da rede crista-
lina. A distribuicao das areas dos defeitos formados nos dois padroes possuem uma forma
P(A}) ~ (A;)™" com expoentes v = 2.31 + 0.03 e v = 0.85 £ 0.03 para os padroes
empilhado e poligonal, respectivamente.

Foi observado para essas duas estruturas distintas (empilhado e poligonal), uma transi-
¢ao morfologica de primeira ordem. Essa transicao de fase morfologica ocorre na condi¢ao
de um angulo critico bem determinado, com o valor de . = 19.4 4+ 0.4. Abaixo do angulo
critico, observamos um padrao com uma simetria local triangular, mas com uma simetria
global quiral. Definimos esse padrao triangular como polygonal pattern. Acima de um an-
gulo critico, surge um padrao semelhante ao que foi obtido pela injecao diametral, ou seja,
com simetria local quadrada adornada por subestruturas na forma de loops. Definimos
esse estrutura obtida acima do ponto critico de stacked pattern.

Caracterizamos a transicao morfolégica entre os dois padroes experimentalmente e
numericamente e explicamos a mudanc¢a na quiralidade como uma competicao entre a
flambagem induzida pela friccao e a gravidade. A fim de compreender a transicao de
fase morfologica observada experimentalmente realizamos simulagoes usando Dinamica
Molecular. Em nossas simulagao, injetemos a cadeia de esferas magnéticas em um regime
quase-estatico. Injetamos tanto pelo centro como em um ponto proximo a fronteira da
célula Hele-Shaw e obtivemos sempre o padrao do tipo stacked, independente das escolhas

dos parametros. Contudo, quando enfraquecemos sistematicamente a forga entre as duas
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ultimas esferas mais proximas do centro da célula, por pelo menos um fator de dois,
reproduzimos o polygonal pattern.

Além da mudanga na simetria local, o nimero maximo de esferas dentro da cavidade
nessas estruturas apresentam uma dependéncia diferente quanto ao angulo de inclinacao
e o raio da cavidade. Fixando o dngulo da cavidade em 6 = 0° e variando o raio da
cavidade, o ntimero méaximo de esferas empacotadas se torna independente do raio da
cavidade quando R > 40d, dependendo apenas de dois parametros intensivos, sao eles:
o coeficiente de atrito e o momento de dipolo da esfera. Fixando o raio e variando
inclinagao da cavidade, para 6 < 6. o niimero méaximo de esferas empacotadas tem uma
dependéncia crescente e monotoénica com #, contudo, para # > 6. o nimero méximo de
esferas empacotadas se torna independente do raio da cavidade.

Aqui, relatamos novos padroes que surgem ao injetar uma cadeia de esferas magnéticas
em uma célula Hele-Shaw. Descobrimos que, dependendo da inclinagao da célula, ou seja,
do efeito da gravidade, dois tipos completamente diferentes de padroes se auto-organizam.
A transicao de fase de primeira ordem entre os dois padroes ocorre no angulo de atrito es-
tatico. O ingrediente crucial para a obten¢ao do padrao poligonal é o enfraquecimento das
forcas dipolares na entrada da célula. Esse enfraquecimento é sistematicamente construido
ao realizar uma reorientacao de 90° na cadeia. O empacotamento de cadeias interagentes
em uma cavidade se aplica, por exemplo, a conformacao de longas cadeias polimeros em
globulos ou em capsideos virais |2, 3], que na verdade nao apenas exibem efeitos mag-
néticos, mas também possuem outros tipos de interagoes. Portanto, seria interessante
incluir no futuro forcas elétricas, entropicas, de van der Waals e outras. Também seria
importante estudar padroes formados por cadeias de interagao que preenchem cavidades
tridimensionais e investigar o efeito dos dipolos magnéticos e do atrito sobre esses padroes.
Por fim, em experimentos preliminares, observamos que para velocidades de inje¢ao na

ordem de 10 e¢m/s, surge um padrao cadtico.
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Magnetic beads attract each other, forming chains. We push such chains into an inclined Hele-Shaw cell
and discover that they spontaneously form self-similar patterns. Depending on the angle of inclination of
the cell, two completely different situations emerge; namely, above the static friction angle the patterns
resemble the stacking of a rope and below they look similar to a fortress from above. Moreover, locally the
first pattern forms a square lattice, while the second pattern exhibits triangular symmetry. For both patterns,
the size distributions of enclosed areas follow power laws. We characterize the morphological transition
between the two patterns experimentally and numerically and explain the change in polarization as a
competition between friction-induced buckling and gravity.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.126.118001

The folding and crumpling of slender objects like wires
is of increasing interest due to its many applications in
mechanics and biology. A rich spectrum of instabilities and
patterns has been found depending on friction, stiffness,
aspect ratio, and the type of confinement [1-3]. By adding
attractive forces, self-assembling systems like origamis
have been devised [4]. However, much less is known when
the wire has a polarization, as it is the case for a chain of
magnetic particles. In fact, threads of magnetic beads occur
in nature on different scales. They form on nanometric scale
in magnetic colloids [5] and as chains of magnetosomes in
magnetotactic bacteria [6-8]. Here we will consider macro-
scopic metal beads to study two-dimensional folding
patterns by injecting them into a Hele-Shaw cell. The
relative polarization of two chains allows for two funda-
mentally different types of local interactions that lead to
new, completely dissimilar types of macroscopic patterns.
In what follows, we show that the transition from one to the
other can be controlled experimentally by adjusting the
action angle of the gravitational forces on the system.

The injection of wires into cavities has been of interest to
model the coiling of long DNA in globules and viral
capsids [9—12], as well as a minimally invasive treatment of
saccular aneurysms [13]. Fractal filling patterns have been
observed, while the injection force diverges with a power
law [14—17]. Three different filling patterns emerge
depending on friction and the bending elastoplasticity of
the wire: a spiral phase, folding phase, and chaotic phase
[1,18]. Also, deformable cavities have been considered
[19,20]. In this Letter, we replace the wire by a chain of
magnetic beads and the cavity by a Hele-Shaw cell.
Magnetic hard spheres generate self-assembled patterns
in the microscopic scale [21-23], mesoscopic scale
[24-27], and macroscopic scale [28-30]. The anisotropy
of the magnetic forces induces different orientations in the

0031-9007,/21/126(11)/118001(5)
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interaction between sections of the chain, resulting in the
self-assembly of novel types of patterns, which we realize
here experimentally and numerically.

The experiments were performed with magnetized neo-
dymium beads of d = 5 mm diameter. As shown in Fig. 1,
the Hele-Shaw cell consisted of a black plate covered with a
transparent acrylic disk separated by a flat acrylic cylindric
ring of 6 mm height and radius R. The cell could be
inclined by an angle 8. A step motor controlled a quasistatic
injection at 0.43 mm/s into a hole in the middle of the
black bottom plate. Images were recorded with a digital
Canon PowerShot SX510 HS camera with 30 frames/s at
27 cm above the cavity and used to determine the particle
positions through image segmentation.

With aligned dipole moments, the magnetic beads
naturally assemble into chains that exhibit macroscopically

FIG. 1. Schematic setup of the experiment. The chain of
magnetic beads is pushed from below into a Hele-Shaw cell
with a transparent top plate inclined by € deg. The acrylic
cylindric ring of radius R separates the two plates.

© 2021 American Physical Society
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elastoplastic bending stiffness [31,32]. We injected such
chains of beads into the cavity from the bottom into the cell.
When they enter the cell, the spheres in the chain and their
magnetic moments undergo rotations, which weakens the
forces in the direction of the chain between the beads close
to the entrance. Eventually, either by hitting the wall of the
cell or due to the friction with the bottom plate, the chain
slows down and starts buckling. It then forms loops that get
closer and closer to the injection hole, until the region close
to the hole is jammed and no more particles can be inserted.
At this point, the motor is stopped and the resulting pattern
is analyzed.

In Fig. 2 we show four of such patterns obtained for two
different angles, & = 0° and 90°, and cell radii, R = 20d
and 40d. For 6 = 0° [see Figs. 2(a) and 2(c)], we observe
the formation of polygonal shaped patterns which look like
fortresses viewed from above. In the particular case of
Fig. 2(a), due to the larger size of the cell (R = 40d), the
chain never reaches the walls, but buckles before, stopping
due to friction with the bottom plate. When the experiment
is performed in a smaller cell (R =20d), as shown in
Fig. 2(c), the chain eventually hits the walls of the cell and
then buckles, leading to the polygonal structure. In the case
of @ = 90° [see Figs. 2(b) and 2(d)], the structure resembles
the stacking of a rope, which we will thus call stacked
patterns (see videos in the Supplemental Material [33]).

In polygonal patterns, chain pieces having the same
dipolar orientation attract each other, forming stripes that
locally exhibit triangular symmetry. These stripes sponta-
neously bend, forming pronounced corners of around 120°,
as shown in Fig. 3. In stacked patterns, on the other hand,
chain pieces having opposite dipolar orientation attract
each other, forming domains that locally exhibit square
symmetry (see schematic illustrations in Fig. S1 of the
Supplemental Material [33]).

(a)

injection point

R=40d 6=0°

H
H

The reason why equally oriented chains form triangles,
while chains of opposite orientation end up in squares, can
be found by searching for the configurations of lowest
magnetic energy E. This is obtained by summing over all
pairs of beads in the pattern according to

N-1
Ee-3
i=1

N
m;-B;, (1)
T1

j=i

where m; is the dipole moment of particle i, N is the total
number of particles, and B ; is the magnetic dipole field of
particle j at the position of particle i given by

po [3(m; - Fij)Fi; —m;

B;= 4z [ r ] ' )
with r;; being the vector pointing from the center of particle
i to the center of particle j, #;; = r;;/|r;;|, and g, is the
vacuum permeability. We performed Monte Carlo simu-
lations of two parallel chains of magnetic dipoles using
Eq. (1) as energy in the Boltzmann factor and found that,
after decreasing the temperature, the energetically most
favorable configurations for parallel (antiparallel) orienta-
tions of the chains were indeed the triangular (square)
configurations with all dipoles oriented in parallel along the
direction of the chains.

All patterns self-assemble into scale-free structures. For
instance, this can be seen from the areas enclosed by loops,
as shown in Figs. 4(a) and 4(c). Clearly there are areas of all
sizes. To calculate the areas, we first transform the RGB
images into black-white images. The analysis is performed
using the dimensionless area A} = A, /A, where A, is the
area of the hole and Ay = n(d/2)? is the area of the
projection of one sphere, both measured in pixels. Typical

©

injection point

S T e W N

R=20d 0 =0°

R=10d 6 =0°

FIG. 2. Patterns obtained after no more beads can be injected anymore into the cell for (a) R = 40d and 0 = 0°, (b) R = 40d and
6 =90° (c) R = 20d and 6 = 0°. (d) Two chains are injected into the cell from opposite sides, as indicated by black arrows, with @ = 0°.
(a),(c) We see polygonal patterns and for (b) and (d) stacked ones. The insets in (a) and (b) highlight the two patterns, polygonal and
stacked ones, respectively. The color code indicates the number of nearest neighbors of each particle, i.e., having a distance of less than
10% of their diameter. We see that in polygonal patterns locally most particles have six neighbors, producing thus a triangular lattice,
while in stacked patterns four nearest neighbors prevail, yielding a square lattice. Only in (a) the chains never hit the wall of the cell. The
black points in (a)—(c) indicate the injection point.
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FIG. 3. The polygonal pattern is formed by stripes of paired
chains with a locally triangular arrangement. These stripes
spontaneously create corners forming angles of around 120°,
as shown in (a) and enlarged in (b).

examples of such two-dimensional disjointed domains are
shown in Figs. 4(a) and 4(c), obtained from the patterns in
Figs. 2(b) and 2(c), respectively. The distributions of areas
shown in Figs. 4(b) and 4(d) were obtained from the
average over 15 injection experiments each, performed
with inclination angles # = 0° and 90°, respectively. As
depicted, for areas that have at least ten pixels, both

(a)

10° 10! 107
Ab
(d)
o O
-1 le) -0.85 |
10 o o
: (@]
NS
A
-2 L
1
010 10" 10>

FIG. 4. The areas enclosed by the loops within the chain of
magnetic particles are shown in blue for two typical injection
experiments, resulting in (a) a stacked pattern and (c) a polygonal
pattern. The dimensionless area A; = A, /A is calculated from
black and white images, where A, is the area of the hole measured
in pixels and A, = 7(d/2)?. The area distributions are shown in
(b) stacked and (d) polygonal patterns, calculated from the
average over 15 experimental realizations in each case. The blue
solid lines are the least-squares fit to the datasets of a power law,
P(A}) < A}, calculated for areas with more than ten pixels,
with exponents y = 2.31 £ 0.03 and 0.85 £ 0.03 for (b) and (d),
respectively.

distributions follow power-law behaviors, P(A}) « A},
with exponents y = 2.31 £ 0.03 for the stacked pattern
(@ =0° and y = 0.85+0.03 for the polygonal pattern
(@ =90°).

By increasing the inclination angle 6 of the cell, we
observe a transition from the polygonal to the stacked
pattern. A convenient order parameter to characterize this
transition is the percentage ¢ of particles that have six
neighbors. In Fig. 5, we plot ¢4 as a function of 6 for
R = 40d and 20d and see that below a critical angle 8, =
19.4° £+ 0.4 the order parameter ¢ is finite and above it is
zero. The change at 0, is abrupt, as it is the case for first-
order transitions, which is typically expected for morpho-
logical phase transitions. This sharp transition is also
observed in the presence of finite-size effects, i.e., when
the chain hits the wall of the cell for R = 20d. The inset of
Fig. 5 shows that the average fractions ¢ of particles in the
chain having a certain number of neighbors n (2 < n < 6)
change dramatically from 6§ = 0° to 8 = 90°.

In Fig. 6 we show how the number N of particles that can
be injected into the cell before the chain gets stuck depends
on the inclination angle 6. For R = 40d, the size of
polygonal patterns, i.e., below 6., changes with 8, while
for stacked patterns, i.e., above 6., the size is independent
of 0. If R is too small (R = 20d), the chain hits the wall of
the cell and then the patterns can not attain their full size,
with N becoming substantially smaller, as depicted
in Fig. 6.

In order to measure the friction, we formed a triangle of
three particles and let it slide down on the bottom plate.
This triangular arrangement allowed suppression of any
rolling. Interestingly, the inclination angle at which the

0.4 ———
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0.2 neighbors 7
%%

0.1 -
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| Y I N I T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

00
FIG. 5. Order parameter ¢ of the morphological phase

transition as a function of the inclination angle 6 for R = 40d
(circles) and R = 20d (stars). ¢ is defined as the average fraction
of particles that have six neighbors. One clearly observes an
abrupt jump near the critical point 8, = 19.4°, being the signature
of a first-order transition. The inset shows how the average
fractions ¢ of particles in the chain with n neighbors change
going from 6 = 0° to & = 90°, both for R = 40d.
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FIG. 6. Number N of particles in the pattern as a function of the
inclination angle € of the cell for R = 40d (circles) and R = 20d
(stars). The vertical dashed green line at 6. = 19.4° corresponds
to the static friction angle of the particles with the bottom plate,
measured by letting three particles forming a triangle slide
down on the plate in order to avoid rolling. The relationship
between the critical angle and the static friction coefficient is
U, = tan(6,) ~ 0.35. Above 6., the number of particles N
becomes independent of €, but depends on the radius R of the
cell. Inset: simulated patterns for & = 0° without (upper) and with
(bottom) weakening of the dipolar forces at the entry of the chain.

triangle starts to slide down, i.e., the static friction angle,
turns out to be 19.4° & 0.4, agreeing perfectly with ... This
seems to indicate that the phase transition is triggered by
the sliding of the chain; that is, above (below) the static
friction angle, the chain will (not) slide, therefore produc-
ing stacking (polygonal) patterns.

Instead of pushing the chains of magnetic particles into
the Hele-Shaw through a hole in the center, we also injected
them into the cell from its boundary. Surprisingly, in this
case it is impossible to create polygonal patterns, i.e.,
always only stacked patterns appear. An example for 6 =
0° in which two chains are simultaneously injected from
opposite sides is shown in Fig. 2(d).

In order to understand this last experimental observation
and get deeper insight into the mechanism producing the
observed patterns, we also performed discrete element
model simulations [34] using a fourth-order Runge-Kutta
algorithm for integration and rotations [35]. The contact
forces are written as

i‘fj:Fnﬁij_Fﬁs’ (3)
where F,7;; and F  represent the normal and shear forces
between contacting spherical beads. The normal force is
given by F, = k,u,, where k, is the normal stiffness and u,,
is the contact overlap. The shear forces are computed
incrementally by AF; = —k,A¥;;, where k, is the shear
stiffness and Ar;; is the relative shear displacement vector.

Friction between particles is_implemented in a similar
fashion. The magnetic force F?;I and torque ?ﬁ-‘f- between
particles i and j are assumed to be due to point-
like magnetic dipoles at the centers of the beads and
computed as

Fij = V(ii; - B)) (4)
and

where 7; is the dipole moment of particle i and B ; is the
magnetic dipole field of particle j at the position of particle
i, as defined in Eq. (2). The magnitude of the magnetic
dipoles defines the bending stiffness of the chain.

In our simulation, we inserted chains of magnetic
particles quasistatically either from the center or from
one point at the boundary of the cell and always stacked
patterns were formed independently of the choice of
parameters, as shown in Fig. 6 (upper inset). Only after
weakening systematically the magnetic dipole force
between the last two beads that just entered the cell by
at least a factor of 2, we could reproduce the polygonal
pattern, as shown in Fig. 6 (bottom inset). In fact, when
particles are injected through a hole in the center of the cell,
a rotation of 90° is imposed on them, which locally
weakens their magnetic forces. This weakening has a
dramatic consequence on the evolution of the pattern
(see the videos in the Supplemental Material [33]). After
the chain has stopped, either due to friction or after hitting a
wall, it buckles in one direction. If no weakening is
imposed at the entry, after some time the bending stiffness
of the chain will, however, force it to flip back, inducing an
oscillatory behavior and forming stacking patterns. Only if
at the entry the dipoles are sufficiently weakened, can the
chain bend enough to allow it to continue turning in the
same direction, forming, for adequately chosen parameters,
the polygonal patterns.

Here we reported new patterns that appear while feeding
a chain of magnetic beads into the center of a Hele-Shaw
cell. We discovered that, depending on the inclination of
the cell, i.e., the effect of gravity, two completely different
types of scale-free patterns self-assemble. The first-order
phase transition between the two patterns occurs at the
static friction angle. Crucial for obtaining the polygonal
pattern is the weakening of the dipolar forces at the entry
into the cell, due to the redirection of the chain by 90°. The
subtle effects encountered at the injection point discovered
here, which dictates the way the magnetic chain deforms
into the cell, might become relevant in the manipulation of
magnetic colloids [36], chains of magnetosomes [37,38],
and soft micromachines based on dipole-dipole interactions
[39]. It would be interesting to include in the future electric,
entropic, van der Waals, and other forces. It would also be
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important to study patterns formed by interacting chains
filling three-dimensional cavities and investigate the effect
of the magnetic dipoles and friction on those patterns.

We thank the Brazilian agencies CNPq, CAPES, and
FUNCAP and the National Institute of Science and
Technology for Complex Systems (INCT-SC) in Brazil
for financial support.
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Abstract. Magnetic beads attract each other forming rather stable chains. We consider such chains formed by
magnetic beads and push them into a Hele-Shaw cell either from the boundary or from the center. When such
a chain is pushed into a cavity, it bends and folds spontaneously forming interesting unreported patterns. These
patterns are self-similar and an effective fractal dimension can be defined. As found experimentally and with
numerical simulations, the numbers of beads, loops and contacts follow power laws as a function of packing
fraction and, depending on the injection procedure, even energetically less favorable triangular configurations

can be stabilized.

1 Introduction

Due to its many applications in mechanics and biology, the
folding and crumpling of threads and wires is of increas-
ing interest. A rich spectrum of patterns has been found
depending on friction, stiffness, aspect ratio and the type
of confinement [1]. Self-assembling systems like origamis
have been devised by adding attractive forces [2]. Much
less is known, however, when the wire has a chirality, as
it is the case for a chain of magnetic particles. In fact,
threads of magnetic beads can be found in Nature on dif-
ferent scales: on nanometric scale in magnetic colloids [3]
and as chains of magnetosomes in magnetotactic bacteria
[4]. Here we will consider macroscopic metal beads to
study two-dimensional folding patterns by injecting them
into a Hele-Shaw cell. Depending on the type of injection
one can get two different folding orientations which then
lead to completely distinct types of macroscopic patterns.

The injection of wires into cavities has been of in-
terest to model the coiling of long DNA in globules and
viral capsids [5] as well as a minimally invasive treat-
ment of saccular aneurysms [6]. Fractal filling patterns
have been observed, while the injection force diverges
with a power law [7, 8]. Three different filling patterns
have been observed depending on friction and the bending
elasto/plasticity of the wire: a spiral phase, a folding phase
and a chaotic phase [1, 9]. Also deformable cavities have
been considered [10, 11]. Here we replace the wire by a
chain of magnetic beads allowing for attractive and repul-
sive interactions between sections of the wire. This opens
up a spectrum of new possibilities including the patterns,
about which we will report here.
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A video is available at https://doi.org/10.48448/e18b-6663

2 Experiment

For the experiment we use magnetized neodymium beads
of d = 5 mm diameter. The cavity consists of a flat acrylic
cylinder of varying radius and 6 mm height put on a black
dish and covered with a transparent plate of acrylic. Two
step motors control the quasi-static (at 4.3 mmy/s) injec-
tion into two diametrically opposed holes. Additionally,
feeding into the center of the cavity through a hole in the
bottom plate is possible. Images are recorded above the
cavity with a digital camera Canon PowerShot SX510 HS
in 30 frames per second at 23 cm and used to determine the
particle positions. The magnetic beads naturally assem-
ble with aligned dipole moments into wires that exhibit
macroscopically elasto-plastic bending stiffness [12, 13].
These wires of beads are pushed into the cavity from op-
posite sides until the step motor is unable to proceed fur-
ther. When the two chains come together they connect to
each other (a little differently depending on the polarity of
their tips). Typical patterns formed by the crumpling wires
are shown in the lower row of Fig. la.

3 Results

Due to the attractive forces between opposite magnetic
dipoles, neighboring chains tend to collapse into square
lattice structures, which are energetically the most favor-
able configuration [13, 14] and the competition between
this crystallization and the elastic bending forces of the
chains produces the flower-like shapes seen in Fig. 1a. The
network formed by contacting beads is shown for one pat-
tern in Fig. 1b. Besides their compact core these patterns
resemble the "classical" patterns of Ref. [1]. For our pat-
terns the number of loops and the number of contacts in-
crease with the packing fraction ¢ like power laws with
exponents @ = 1.72 + 0.06 for loops and 8 = 1.19 + 0.03
for contacts, as shown in Fig. 2.

© The Authors, published by EDP Sciences. This is an open access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution License 4.0
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).
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Figure 1. (a) Patterns obtained injecting wires of magnetic beads
from opposite sides. First column: simulations using a molecu-
lar dynamics method (MD). Second column: experiments per-
formed for two different cavity radii, namely, R = 10d and
R = 20d. (b) Contact network (graph) of the pattern obtained
in a cavity of R = 20d radius. Edges are established when the
distance between the centers of the spheres are less than or equal
to the sphere diameter. A typical loop is highlighted in red.

If the radius of the cavity exceeds 25 particle di-
ameters the two injected chains start to self-interact be-
fore reaching the opposite chain and the patterns become
anisotropic. Beyond a radius of 40 particle diameters two
separate aggregates independently grow on each side.

In order to characterize the aggregate morphology we
choose the relationship between radius of gyration and
number of beads to determine an effective “fractal dimen-
sion‘ [15-17],

Ry(N) oc N4

where R,(N) is the radius of a circle around the center and
N the number of particles inside the circle. The average
is taken over nine samples and the results can be seen in
Fig. 3. Unfortunately, due to the small system sizes the
range of validity of the power-law is too narrow to allow
for the proper definition of a fractal dimension. From R =
10d to R = 20d the effective fractal dimension decreases
fromdy = 1.55+0.03 to dy = 1.33£0.03. For comparison,
the fractal dimension found in Ref. [17] was dy = 1.54 +
0.03 and df = 1.71 £ 0.01 in Ref. [16].

Quite different is the situation when one chain is in-
jected from the bottom into the center of the cavity as
depicted in Fig. 4. We see that then eventually space is
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Figure 2. Log-log plot of (a) number of loops N, and (b) number
of contacts N, as a function of the packing fraction ¢. The open
and full symbols correspond to a cavity of radius R = 10d and
R = 20d, respectively. The solid and dashed lines correspond to
least-squares fits to the data, giving the scaling exponents o =
1.72 + 0.06 for loops (a) and 5 = 1.19 + 0.03 for contacts (b).

completely filled with beads. Besides their hexagonal tex-
ture these patterns resemble the “spiral* patterns found in
Ref. [1]. What is spectacular about these compact patterns
is their triangular crystallization, which clearly is energet-
ically less favorable than the square lattice.

From the sequence of images in Fig. 4 we see that
from the beginning, stripes of attached chains do not form
squares as in Fig. 1, but triangles. By injecting from the
bottom, the spheres in the chain and their magnetic mo-
ments undergo some rotations, which weakens their forces
in the direction of the chain while allowing for out of plane
interactions. As explained in Ref. [18] this favors a trian-
gular lattice as shown in Figs. 5a and b.

In order to get a deeper understanding behind the ener-
getic stability of the observed patterns we also performed
Molecular Dynamics simulation. Short-range repulsions
are accounted for through the repulsive part of a Lennard-
Jones potential, while the magnetic pair forces F';; and pair
torques 7;; due to point-like magnetic dipoles at the centers
of the beads are computed through
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Figure 3. Radius R,(N) of a circle around the center versus
the number N of particles inside the circle. The lines are least-
squares fits to the data, giving the exponents dy = 1.55 +0.04 for
R = 10d (open circles) and dy = 1.34 + 0.03 for R = 20d (full
circles).
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Figure 4. Four snapshots taken during the filling of the cavity.
Here a chain of magnetic beads is injected into the cavity into the
center from the bottom.

FiJ-:V(m,--Bj) (1)
Ti’jzmiXBj (2)
where ( )
3(m;-#)Fii—m;
_ Ho i Tij)Tij J
B;(r;j) = i 3 3

ij
is the magnetic field produced by bead j at the position of
bead i, r;; is the vector pointing from the center of the bead
i to the center of the bead j, 7;; = I:TI,I and y is the vacuum
permeability.
The equations of motion for the translation and rota-
tion of all beads, F; = dp;/dt and T; = dL;/dt, were
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Figure 5. Lowest energy configuration of a triangular lattice for
(a) experiment injecting the chain through the center of the cav-
ity and (b) Monte Carlo simulation of dipoles on a triangular net-
work with periodic boundary condition in both directions (top-
bottom and right-left). Here, the dipoles can only rotate (not
move) to reach the lowest energy configuration. In both cases,
the dipoles are identified by painting in red the hemisphere (the
heads of the dipoles) into which the dipole vector points. For
the sake of clarity, we have added green lines along the direction
of the dipoles on the experimental images as shown in (c). (d)
For better visualization we magnify part of the Fig. 5 (b). We
surround with a dashed green line a region of the packing, exper-
imentally and numerically obtained where the magnetic dipole
orientations exhibit considerable similarity. Those regions are
shown in ¢ and d, respectively. In these selected regions the pat-
tern of the magnetic dipoles corresponds to the lowest energy
configuration.

solved using a 6th order predictor-corrector method, where
pi and L; are linear and angular momentum, respectively.
After adjusting parameters we obtained simulated patterns
that agree quite well with the experimental ones as seen in
Fig. 1. We verified that our simulations also reproduce the
experimental data quantitatively by calculating the number
of loops and contacts as shown in Fig. 2 and the radius of
gyration as shown in Fig. 3. Using the positions of the N
beads from the simulation, the total magnetic potential en-
ergy E can be obtained by summing over all pairs of beads
in the patterns according to Eq. (4).

N-1

E:—ZimyBj (4)

i=1 j=i+l

As seen in Fig. 6, for the case of flower-like patterns,
we find that the total magnetic energy increases linearly
with packing fraction, while the magnetic energy per par-

ticle tends to approximately 1.29E,, where E; = —2%
is the energy per particle for a pair of aligned dipoles of
moment m separated by a distance d equal to the diameter
of the beads.

On the square lattice, the configuration of the mag-
netic dipole moments with the lowest energy is very sim-
ple since it corresponds to the antiferromagnetic ground
state of the Ising model. The situation on the triangu-
lar lattice is much more complicated, since it corresponds
to the Heisenberg model on a triangular lattice which is
known to be frustrated, exhibiting many ground states at
low temperatures [19]. Fig. 5 shows that the lowest energy
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Figure 6. Total magnetic energy E normalized by E, (the mini-
mum energy of a pair of dipoles of moment m at distance equal
to the particle’s radius) as a function of packing fraction ob-
tained from the simulation. The simulation was performed for
the flower-like pattern for two different cavity sizes, R = 10d
(open symbols) and R = 20d (full symbols). The inset shows the
energy density versus the packing fraction.

configurations on the triangular lattice involve magnetic
dipole moments that are strongly aligned with the plane.
To understand how the system evolves to the minimal en-
ergy configuration we realized a Monte Carlo simulation
of dipoles on a triangular network with periodic boundary
condition in both directions (top-bottom and right-left).
Here, the dipoles can only rotate (not move) to reach the
minimal energy configuration. As in the experiment, the
results shown in Fig. 5b also reveal domains of parallel
dipoles that are all rather strongly aligned with the plane of
the cell. Once the metastable magnetic situation is locked
in, the slight pressure pushing the chain against the cavity
wall is sufficient to achieve the densest packing configura-
tion and stabilize the pattern of Fig. 4. In fact, a transition
to the flower-type pattern can be achieved by tilting the
Hele-Shaw cell beyond the friction angle[18].

4 Conclusion

We have reported here new patterns that appear while feed-
ing a chain of magnetic beads into a cavity. Precisely,
if two chains are simultaneously injected from opposite
sides, we observe flower-like structures having a square
lattice in the center and loops as petals. If one chain is in-
jected in the center, then the cavity is filled with a hexagon
of six triangular lattices. We explained how this energeti-
cally metastable state can be attained.

We have shown with our model experiment how inter-
actions between elements of a chain can modify its crum-
pling when injected into a cavity. This applies for instance
to the coiling of long polymers in globules or viruses in
capsids [5], which in fact not only exhibit magnetic ef-
fects but also many other types of interactions. Therefore,

it would be interesting to also include electric, entropic,
van der Waals and other forces in the future. It would

also be important to study in the future the filling of three-
dimensional cavities.
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