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RESUMO

Durante toda a historia da Matematica sempre se buscou classificar os objetos que
estavam sendo estudados. A partir de um resultado cldssico, que classificou os grupos
de ordem p" com um subgrupo ciclico maximal, V. V. Pylaev juntamente com N. F.
Kuzennyi classificaram os grupos finitos com um subgrupo ciclico maximal. Utilizando
este Teorema e um Lema de classificacao dos grupos de ordem p” com no maximo um
subgrupo nao ciclico maximal, classificaram também os grupos finitos com no maximo
um subgrupo nao ciclico maximal.

Palavras chave: Algebra. Teoria dos grupos.



ABSTRACT

Throughout the history of mathematics has always sought to classify the objects that
were being studied. From a classical result, which classified the groups of order p" with
a maximal cyclic subgroup, V. V. Pylaev with N. F. Kuzennyi classified the finite groups
with a maximal cyclic subgroup. Using this Theorem and a Lemma for the classification
of groups of order p” with at most one non-cyclic maximal subgroup, also classified the
finite groups with at most one non-cyclic maximal subgroup.

Keywords: Algebra. Group theory.
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NOTACAO

A é subconjunto de G;

A é subconjunto de G com A # G;
A é subgrupo de G;

A é subgrupo de G com A # G;

X é G-submédulo;

X é G-submodulo com X # M;

N é um subgrupo normal;

N é um subgrupo normal com N # G;
N ¢é um subgrupo maximal;

N é um subgrupo normal minimal;
N é um subgrupo caracteristico de G;
Grupo quociente de GG por N,

H ¢ isomorfo a G,

O indice de H em G,

O centro de G,

O centralizador de H em G,

O normalizador de H em G;

O subgrupo derivado de G;

O subgrupo de Fratini de G|
Produto direto;

Produto semidireto;

Soma direta;

O conjugado de x por g.



CONTEUDO

Sx Grupo das permutacoes do conjunto X;

Aut G Grupo dos automorfismos de G}

U Uniao disjunta;

(a) Grupo gerado pelo elemento a;
o(a) Ordem do elemento «;

|G| Ordem do grupo G;

P Um nimero primo;

o Um nimero primo diferente de p;
q Um nimero primo;

q Um numero primo diferente de ¢;

Syl,(G) O conjunto de todos os p-subgrupos de Sylow de G;
(m,n) O mdc entre m e n;
m|n m divide n;

mitn m nao divide n;



Introducao

Um dos primeiros resultados sobre classificagao de p-grupos com um subgrupo ciclico
maximal pode ser estudado em nivel de Graduacao, visto que a demonstracao do mesmo

utiliza apenas feramentas elementares da teoria dos grupos, conforme segue:

Proposicao 0.0.1. Um grupo de ordem p" contém um subgrupo ciclico de indice p (Em
outras palavras, um subgrupo ciclico mazimal) se e somente se é um dos sequintes grupos:

i) G=(a; a =1), n>1;

ii) G = (a,b; a?" =1, b= 1), n>2;

ii) G = {(a,b; a” " =1, W =1, bab™' = alern_z), n >3, p € impar;

w) G = (a,b; a® =1, B*=0a*"", bab™' =a"'), n > 3;

v) G={a,b; a® =1, 02=1, bab"' =a), n>3;

vi) G = (a,b; o =1, =1, bab™' = a1+2n72>, n > 4;

vii) G = {a,b; ¥ =1, =1, bab™' = a 112"}, n > 4.

Naturalmente tentou-se estender este resultado para grupos finitos em geral. Apenas
em 1975 V. V. Pylaev em parceria com N. F. Kuzennyi conseguiram classificar os grupos

finitos com um subgrupo ciclico maximal.

Teorema 0.0.1 (Primeiro Teorema de Kuzennyi - Pylaev). Um grupo finito G
contém um subgrupo ciclico maximal se e somente se é de um dos sequintes tipos:
i) G = P x (ay), onde (a1) € um grupo ciclico qualquer e P é um p-subgrupo de Sylow

de G de um dos tipos indicados na Proposicao 0.0.1;

10



Iintroducao 11

ii) G = ({ag) X P) X (a1), onde {a;) € um grupo ciclico qualquer que é um subgrupo
de Hall de G, P € um p-subgrupo de Sylow de G de um dos tipos indicados na Proposi¢ao
0.0.1, {ag) ¥ P € nao nilpotente, e Cp({az)) € um subgrupo ciclico de indice p em P;

iii) G = (P x {as)) x {a1), onde {(a1) € um grupo ciclico qualquer que é um subgrupo de
Hall de G, e G1 = P % (ag) € um grupo nao nilpotente satisfazendo a sequinte condigdo:
P é um p-subgrupo de Sylow de Gy, Cp({as)) > ®(P), e Cp({az)) é um subgrupo ciclico

normal em Gy tal que
(:)Cr((@s) Gy
Cp((az))  Cp((a1))

Seria bastante interessante se conseguissemos uma apresentacao para os grupos com

a propriedade acima, assim como faremos no caso em que G é p-grupo. Para demonstrar

o Teorema presisaremos porvar o seguinte resultado:

Proposicao 0.0.2. Seja G um grupo finito, se existe um subgrupo A de G mazimal

abeliano, entao G € solivel.

Feito isto, poderemos utilzar uma série de ferramentas que desenvolveremos nos Capitu-
los iniciais. Em seguida provaremos um Lema que nos ajudard a classificar os grupos

finitos com no maximo um subgrupo nao ciclico maximal.

Lema 0.0.1. Um p-grupo contém mno mdrimo um subgrupo nao ciclico marimal se e
somente se € um dos sequintes grupos:

i) G ={a; a?" =1), n>1;

i) G=(a,b; " =1, ¥ =1), n>2;

iii) G = (a, b; a?" Tt =1,0P =1,bab! = a1+pn72>, n >3, p € impar;

w) G = (a,b; a* =1, b¥* =d?, bab~' =a™t);

v) G=(a,b; a® " =1,02=1, bab™' =a'*2"*), n > 4.
Por fim, encerramos este trabalho classificando os grupos finitos com no maximo um

subgrupo nao ciclico maximal como uma aplicacao nao trivial do Primeiro Teorema de

Kuzennyi - Pylaev.

Teorema 0.0.2 (Segundo Teorema de Kuzennyi - Pylaev). Um grupo finito G
contém no mdximo um subgrupo ciclico maximal se e somente se é um dos sequintes

grupos:
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i) G € um p-grupo de um dos tipos:

a) {a; a®" =1), n>1;

b) {a,b; a" " =1=1, ba = ab), n > 2;

¢) (a,b; a” ' =1=10P, bab~' = a7, n >3, p impar;

d) (a,b; " =1=12, bab' = a't?"7), n > 4;

e) Grupo Quaternio.

ii) G = (a1) € um grupo ciclico finito que ndao é p-grupo;

i) G = P x {a1), onde P € o grupo quaternio ou abeliano elementar de ordem p?, e
(ay) € um subgrupo de Sylow de G;

iv) G = ({az) % {a)) X {(a1), onde {(a), (a1) e {as) sdao subgrupos de Sylow de G, e
(as) ¥ (a) € nao nilpotente tal que Cuy({az)) = (a?) e Ca,y((a)) = (ah?);

v) G = P x {ag), onde P e {(a3) sao subgrupos de Sylow de G, Cp({az)) = ®(P),
Cp({ag)) € ciclico normal de G tal que

(a9)®(P) G
o(P)  2(P)




Capitulo 1

Revisao de Teoria dos Grupos

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns resultados basicos normalmente estu-
dados em um curso de introducao a teoria dos grupos e que serao importantes na de-
monstracao de nosso Teorema principal. Vamos supor que o leitor tem conhecimento das

defini¢oes de grupo e de subgrupo. Comecamos definido classes laterais, conforme segue.

1.1 Classes Laterais

Definicao 1. Dados x,y € G. Dizemos que x estd relacionado com y com respeito ao

subgrupo H, ou simplesmente que x ~ vy, se e somente se x™ 1 xy € H.
Proposicao 1.1.1. ~ define uma relagao de equivaléncia em G.

Demonstracao. 1. (Propriedade Reflexiva) x ~ z, pois H subgrupo e x € G implicam

que z7' €G. Como zxz™' =1€ H, temos x ~ z;

2. (Propriedade Simétrica) Suponha que x ~ y. Entdo 27 'xy € H, como H é subgrupo

1 1

temos que (x7 ' xy)"! =y ' xx € H. Portanto x ~ y implica y ~ x;

3. (Propriedade Transitiva) Suponha que x ~ y e que y ~ 2, entdo z ' xy € H e

1

ylxz€ H. Logo, (7 '*xy)x(y txz2)=a!

x 2 € H, e portanto x ~ z.

13
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Defini¢ao 2. Dado x € G, o conjuntoT ={y € G; t~y}={ye€ G, ye xH} =xH é

chamada classe lateral a esquerda de x.

Observagao 1. z ~ y <= y*x~ ' € H também define uma relagio de equivaléncia em
G. Ondet ={y € G; x ~y} ={y € G; y € Hx} = Hx é chamada classe lateral a

direita de x.

Proposigao 1.1.2. Eziste uma bijecao entre o conjunto A das classes laterais a direita

e o conjunto B das classes laterais a esquerda.

Demonstragao. Basta definir ¢ : A — B pondo ¢(Hz) = (7 'H) e claramente ¢ é uma

bijecao. O]

Definicao 3. (Transversal) Seja H < G. Dizemos que T C G é um transversal de H
em G (a esquerda) se

G=|JtHet#t = tH+#tH

Exemplo 1. Sejam G = S5 = {(1,(123), (132),(12),(13),(23)} e H = {1,(12)}
Classes laterais (a esquerda)

\H = H = (12)H

(13)H = {(13),(123)} = (123)H

(23)H = {(23), (132)} = (132)H

Transversais

T =1{1,(13),(23)}, T = {1,(13),(132)}, ...

Definicao 4. Se | X| ¢ o nimero de elementos do conjunto X (finito ou infinito), entdo:
1. | X| = Y] se existe uma aplicagdo bijetiva de X em 'Y
2. | X| < Y| se existe uma aplicag¢ao injetiva de X em 'Y
3. |X||Y| =|X xY]|

Proposigao 1.1.3. Se |A;| = |A| e para i # j tem-se que A; N A; =1, entdo

U Al = 114].

1€ 1
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Demonstracao. Defina ¢ : [ x A — UAi pondo ¢(7,a) = ¢;(a), onde ¢; é uma bijegao
iel
de A em A;. Se z € UA“ entao existe i € I tal que x € A; e ¢; é bijecao, existe
(z,3) € TxI
um unico a € A tal que ¢(a) = ¢;(a) = = assim ¢ é sobrejetiva. Por outro lado se

o(i,a) = ¢(j,b) = z, entdo existe um tnico m € I tal que z € A;, assim i = j e a = b,

tendo em vista que ¢; é bijetiva. Com isto provamos que ¢ é bijetiva [

Teorema 1.1.1 (Teorema do fndice). Sejam G um grupo, K < H e H < G com K
nao vazio. Entio |G : K| = |G : H||H : K]|.

Demonstracdo. Sejam T um transversal de H em G e U um transversal de K em H.

Entao H = U uk e G = U tH. Vamos mostrar que G = U tuK. Com efeito, se

uelU teT (ut) € UxT
geGentao "t €T eh € H tais que g =th. Comoh € H,Ju € U e k € K tais que

h = uk. Portanto, g = tuk € UtuK. Logo G C UtuK. Tome z € U tukK.

(u,t) € UXT (u,t) € UXT (u,t) € UXT
Entao x =tuk,ondet € T, u e U ek € K. Como H = UuKtemosqueh:ukeH
u e U
e portanto x = th, mas como G = U tH temos que z € G. Logo, U tuK C G e
teT (u,t) € UXT
portanto U tuK = G. Assim, o conjunto 2 = T'U é um transversal de K em G, de

(u,t) € UXT

modo que |G : K| = |Q| = |TU| = |T||U| = |G : H||H : K| (Desde que |TU| = |T||U|).
Falta mostrar que |TU| = |T'||U|, para tanto defina ¢ : T x U — TU por ¢(t,u) = tu.
Claramente ¢ estd bem definida e é sobrejetiva. Se tu = t'u/, entao tukK = t'v’ K. Como

H = UuK eul #u'K C H, temos que tH = t'H e assim t = t' e ¢ é bijetiva. H

u e U
Corolario 1.1.1 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo e H < G, entdo
Gl = |G : HI||H]|.
Demonstragao. Basta toma K = {1} no Teorema anterior e ver que

|G: K|=|G:H||H: K| |G|=|G: H|H]|.
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Corolario 1.1.2. Se |G| < 00 e H < G entao |H| | |G].
Demonstracao. Basta ver que |G| = |G : H||H|, pelo Corolario anterior. O

Teorema 1.1.2 (Teorema de Poincarré). Sejam G um grupo e H, K < G. Se |G : H|,
|G : K| < o0, entao |G: HNK| < |G: H||G: K| < 0.

Demonstracao. Defina
¢: {z(HNK); x€ G} — {zH;z € G} x {aK;z € G}

por ¢(z(HNK)) = (zH,zK).

Dados z,y € G. Se ¢(x(HNK)) = ¢(y(H N K)), entdo (zH,zK) = (yH,yK). Assim,
rH = yH e zK = yK. Como por definigao y~'z € H N K, temos que x(H N K) =
y(H N K). Portanto, ¢ é injetiva e vale a desigualdade do Teorema. O

Exemplo 2. Sejam G um grupo e Hy K < G. Se (|G : H|,|G : K|) =1, entdo
G: HNK|=|G: H||G: K|.
Demonstracao. Como H N K < H < G, pelo Teorema do indice temos que
|G:HNK|=|G:H||H:HNK|=|G:K||K:HNK]|.

Logo, |G: H| | |G: HNK|e|G: K|||G: HNK]|. Como (|G : H|,|G : K|) =1, segue-se
que |G : H||G : K| | |G : HN K|. Em particular |G : H||G : K| < |G : HN K|, mas
pelo Teorema de Poincaré vale a desigualdade contraria e portanto temos a igualdade.

(Observe que (|G : H|,|G : K|) =1 86 tem sentido se |G : H|,|G : K| < 00). O
Proposigao 1.1.4. Sejam H, K < G. Entio |HK||HN K| = |H||K]|.
Demonstracao. Defina a seguinte relacao de equivaléncia em H x K.

(h,k) ~ (W, k) <= hk ="'k < W 'h=FKk'c HNK.

Claramente ~ é uma relagao de equivaléncia em H x K. Vejamos que

(h,k) = {(ha™ ', zk); v € HN K},
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pois W 'h = K'k™' = 2 < ha ' = h e k' = zk. Logo, |(h, k)| = |H N K|. Para

cada classe (h, k) podemos tomar um tnico representante (h', k') de forma que o conjunto

I = {Representantes} é tal que H x K = U (h, k). Pela Proposigao 1.1.3 |H x K| =
(hk) € I
[I||(h, k)| = |I||H N K|. Falta mostrar que |I| = |HK], feito isto a demonstragao da

Proposicao acaba.

Afirmagao: |I| = |HK|.

De fato, basta considerar ¢ : HK — I por ¢(hk) = (h, k). Claramente ¢ é sobrejetiva

e injetiva, e hk = 'k’ = (h,k) = (W,k'). Portanto ¢ estd bem definida e assim
1| = |H K], O

1.2 Subrupos Normais e Grupos Ciclicos

Proposigao 1.2.1. Seja N < G. Sao equivalentes:
i) xtN = Nz, Vx € G|
ii) v 'Nx = N, Vo € G;
i) Nz C N, Vo € G;

Demonstracao. 1) = ii)

Dado n € N como N = Nz, existe m € N tal que nx = xm. Assim, 2 'nz = 27 lam =
m € N e portanto, 2 !Nz C N. Sen € N, entdo nx € Nz = aN. Logo, x 'nz € 2 ' Nz
e com isto x !Nz = N.

i1) = 1) Trivial.

i) = i)

Dado n € N temos que 2 'nz € 27 !Nz C N = Nx C xN. Reciprocamente, znz~! €

tNz ' C N = 2N C Nx = N = Nux. O

Definicao 5. Seja N < G. Se N satisfaz um dos itens da Proposi¢cao anterior, portanto

todos, dizemos que N é um Subgrupo Normal de G, e denotamos N < G.

Proposigao 1.2.2. Seja N <4 G, entao o conjunto {xN; xz € G} é um grupo com a

sequinte operacdo: (xN)(yN) = (zy)N.
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Demonstracao. Primeiro devemos mostrar que a operacao esta bem definida. Tome N =
2’N e yN = y'N, para mostrar que (zN)(yN) = (2/N)(y'N) é necessario e suficinte
mostrar que 3y’ 12'"lzy € N. Como N = /N, temos que n = 2/~'z € N. Assim,
y'tx~lzy = ¢y "'ny € N pela definicao de grupo normal. Com isto fica provado que a
operacao é bem definida.

i) Associatividade: (zN)[(yN)(zN)] = (xN)[(yz)N] = [x(yz)|N = [(zy)z]N

= [(zy)N](zN) = [(zN)(yN)](zN);

i1) Elemento Neutro: Dado x € G, (zN)(1N) =aN = (1N)(zN);

i17) Elemento Inverso: Dado x € G, (xN)(x 'N) = 1N = (z7'N)(zN). O

G
Denotamos por N {zN; x € G}, e o chamamos de grupo quociente.
Defini¢ao 6. Seja N < G, o indice de N sobre G € definido por |G : N| = |G/N]|.

Exemplo 3. Seja G = S3, e N = {1, (12)}. Entdo

(13N = {(13), (123)};

N(13) = {(13),(132)} # (13)N.

Assim, N nao € um subgrupo normal de G. As classes a direita de N sao: N, (13)N
e (23)N = {(23),((132)}. Veja que o produto de classes ndo estd bem definido, pois
[(12)N][(23)N] = {(13),(123)}{(23), (132)} = {(132),(23),(12),1} nao é uma classe a
direita de N.

Proposigao 1.2.3. Seja N < G com |G : N| =2, entao N 1 G.

Demonstracao. G é a uniao disjunta N U Na = N U alN, para todo a € G — N. Se
aN NN # (), entdo axr = 2', com z e 2’ elementos de N, isto é, a = 2’2~ € N. Logo,

aN = Na e portanto N é um subgrupo normal de G. O

Proposigao 1.2.4. Sejam G um grupo e H, K < G, entdo:
i) HK < G se e somente se HK = KH;
ii) se H <G entao HK < G.

Demonstracao. i) Suponha que HK é subgrupo. Dado kh € KH temos que kh =
(h"'k~)~1 € HK, pois HK < G, entao KH C HK. Agora, dado hk € HK, temos
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(hk)™' =k7'h~' € KH. Como HK ¢é subgrupo, para hk € HK temos que (hk)™' € HK
e portanto hk = ((hk)™')~' € KH. Assim, temos a igualdade.

i1) Seja H < G, entdao dado n € N temos que nH = Hn. Portanto, NH = HN e assim
pelo item (i) HN < G O

Definicao 7. Sejam G um grupo e N C G. Definimos o subgrupo gerado por N e
denotamos por (N), o menor subgrupo de G que contém N. Também podemos definir da

sequinte forma:

(Ny= () H

H<G, NCH

Se N = {a} denotamos ({a}) simplesmente por (a)

Definicao 8. Seja G um grupo. Dado um elemento a € G definimos a ordem do elemento
a como o menor numero inteiro positivo n tal que a" = 1 (se existir), se ndao existir tal

nimero, dizemos que a ordem de a € zero. Denotamos a ordem de a por o(a).

Proposigao 1.2.5. Seja G um grupo e a € G, entao:

1) o(a) = [{a}|, se o(a) # 0;

ii) Se a™ =1, entdao o(a) | n.

Demonstragdo. i) Basta ver que o conjunto {1,a,a?,...,a’»~1} é o menor grupo que
contém a.
i1) Suponha que a" = 1. Entao pelo algoritmo da divisdo existem inteiros p e r tais que

n=o(a).p+r, com 0 <r < o(a). Portanto,

1=q" = ao(a)Ap—l—r _ ao(a).p.ar _ (ao(a)>p'ar —a".

Como o(a) tem a propriedade minima, segue-se que r = 0 e o(a) | n. O

Definicao 9. Seja G um grupo, dizemos que G € um grupo ciclico se existe a € G tal

que G = (a).

Proposicao 1.2.6. Se G € um grupo ciclico, entao todo subgrupo H de G também é

ciclico.
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Demonstragao. Seja G = (a). Se H = {1}, entao H é ciclico gerado pelo elemento 1. Se
H +# 1, entao existe um nimero inteiro d tal que a? € H e como H ¢ subgrupo temos
que =% € H. Assim existe um nimero inteiro positivo d tal que a® € H. Seja n o menor
inteiro positvo tal que a™ € H.

Afirmagao: (a") = H.

De fato, como a™ € H, temos que (a") C H. Para mostrar a outra inclusao tome a' € H,
pelo algoritimo da divisao existem m,p € Z tais que l =n.m +p e 0 < p < n. Portanto,

a? = al.(a™)"! € H e assim p = 0. Logo, H = {(a) e H é ciclico. O

1.3 Subrupos Classicos

Definicao 10. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G definimos:

i) O Nicleo Normal de H em G por Hg = m yHy ™!
yeG
ii) O Fecho Normal de H em G por HE = (yHy %y € G)

i) O Normalizador de H em G por Ng(H) = {z € G;xHx™' = H}
i) O Centralizador de H em G por Cq(H) = {x € G; xh = ha Yh € H}
v) O Centro de G por Z(G) = {x € G; zy =yzx Yy € G} = C(Q)

Observacao 2. Se H < G, entio Hg = HE.
Demonstracao. Basta ver que HY = H, para todo y € G. O

Observagao 3. Facilmente se verifica que Hg, H®, Ng(H) e Z(G) sdo subgrupos de G

e que H € um subgrupo normal de Ng(H).

Exemplo 4. Seja G = S3, H = {1,(12)}, encontremos Hg, H®, No(H), Cq(H) e Z(G).
i) Seja g = (13), entao

H® =g~ Hg = (13)H(13) = {(13)1(13), (13)(12)(13)}

={1,(13)(123)} = {1, (23)}.

Assim, Hg = ﬂ HY C HN HY = {1} e portanto Hg = {1};

yeG
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ii) HY < (H,H9) = (1,(12),(13)) e H < HY < G. Pelo Teorema de Lagrange |H®| | |G|
e |H| | |[HY|, assim |H®| =6 ¢ HY = G;

iii) Ng(H) € um subgrupo de G que contém H e pelo argumento anterior Ng(H) = H
ou N¢(H) =G, mas (13) &€ Ng(H). Logo, No(H) = H.

iv) Cq(H) = H.

v) Z(G) =1

Proposigao 1.3.1. Sejam G um grupo e H < G. Entdo Hg é o maior subgrupo normal

em G contido em H e H® é o menor subgrupo normal em G que contém H.
Demonstracao. A demonstracao deste resultado segue diretamente da definicao. m
Observacao 4. Se H < G, entao , No(H) > H ¢ |G: H| = |G : N¢(H)||Ne(H) : H|.

Teorema 1.3.1 (Identidade de Dedekind). Sejam G um grupo, A, B,C < G com
A < B. Entao,
A(BNC)=(AC)N B.

Demonstragio. E claro que A(CNB) < (AC)NB. Seja x € (AC)NB. Entao = = ac = b,
onde a € A, c € Ceb e B. Assim, c = a b € B. Logo, ¢ € C'N B e portanto
ac € A(CN B). O

1.4 Homomorfismos de Grupos

Definigao 11. Sejam G e H grupos. Uma aplicagio ¢ : G — H é um Homomorfismo
se p(ab) = ¢(a)p(b), para a,b € G. O Nucleo de ¢ serd e definido por:

Ker(p) ={g € G; p(g9) = 1u}.

A Imagem de ¢ é definida e denotada por Im(yp) = ¢(G). Um homomorfismo injetivo
¢ chamado de Monomorfismo, um homomorfismo sobrejetivo € chamado de Epimor-
fismo e um homomorfismo bijetivo é chamado de Isomorfismo. Um isomorfismo de
G em G € chamado Automorfismo. Se existe um isomorfismo entre G e H dizemos

simplesmente que G ~ H.
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Observacao 5. Facilmente se verifica que ~ € uma relagao de equivaléncia no conjunto

de todos 0s grupos.

Proposicao 1.4.1. Seja p: G — H um homormorfismo entre grupos, entao:
) ¢(le) = Lu;
i) p(a™) = [p(a)] 7
ii) Ker(e) < G;
i) Im(p) < H.

Demonstragao. A prova de 1), ii) e iv) seguem diretamente da definigao.
iii) Seja N = Ker(yp) e tome g € G, para provarmos que N é normal é suficiente mostrar
que g !Ng C N. Dado g txg € g~ Ng, temos que
plgzg) = (g )p(2)p(g) = (z) = 1n.
Assim, g7'Ng C N e portanto Ker(p) < G. O

Teorema 1.4.1 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G, H grupos e ¢ :

G — H um homomorfismo de grupos. Entao

G
~ ] .
Ker(y) m(p)
Demonstracao. A prova deste Teorema se resume em definir um homormorfismo bijetivo
G G
entre Ker(g) e Im(p). Defina U : Ker(9) — Im(p) por:

U(zKer(p)) = p(z).

Para simplificar a demonstracao escreva N = Ker(yp).
e U é bem definida.
De fato, se gN = hN, entao gh™' € N e portanto 1 = ¢(gh™') = »(g)[¢(h)]~!. Logo,

plg) = W(gN) = U(hN) = o(h).

e Claramente ¥ é homomorfismo sobrejetivo.

e U ¢ injetivo.

Suponha que U(gN) = U(hN). Entao p(g) = ¢(h), asssim p(gh™1) = p(g)[e(h)]t =1
e portanto gh~* € N. Com isto provamos que gN = hN. O]
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Corolario 1.4.1 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H < G

HN H
N <K taio NN H<H, NIANH ~ )
e N G, entao NNH < H, < e i AN

HN
Demonstracao. Basta definir ¢ : H — —_ Por w(h) = hNN e observar que ¢ é um

homomorfismo cujo nicleo é exatamente H N N. O]

Corolario 1.4.2 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H < G,

N <G e H<N. Entao,

G G/H
N N/H
. : G ,
Demonstracdo. Basta definir ¢ : Vi — N por o(gH) = gN e observar que ¢ é um
homomorfismo cujo nicleo é I O]

Teorema 1.4.2 (Teorema da Correspondéncia). Se G um grupo e N < G, entdo
existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de G que contém N e 0s subgru-

G _ .
pos de N Por esta correspondéncia, subgrupos normais de G que contém N correspondem

a subgrupos normais de N e vale a reciproca.

Demonstracio. Sejam A = {H; H < G, N < H}, B = {H; H, < G/N} e defina
0: A—Bey: B— Apondo o(H)={hN; h€ H} e(H)={h € G; hN € H}.
Afirmagao 1: Dado H € A o conjunto ¢(H) pertence a B.

i) Como 1 € H temos que N € ¢(H);

i) Dados hyN, hoN € p(H), (hiN)(hyN)~' = hih{'N € @o(H), pois hih{* € H.
Portanto ¢ estd bem definida.

Afirmacao 2: Dado H € B o conjunto ¢(H) pertence a A.

i) N C(H), pois nN = N € H para todo n € N. Em particular 1 € ¢(H);

ii) Dados hy, hy € ¢(H) temos

h1h2_1N == (th)(hQN)_l € F

Portanto, hihy' € (H) e provamos que 1 (H) é um subgrupo de G que contém N. E
facil ver que ¢ e 1 s@o uma inversa da outra e asssim ¢ e 1 sao bijecoes.

G H
Obs: Todo subgrupo de N é da forma ¥ onde H é um subgrupo de G que contém N.
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Se H <1 G, N < H, entao pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo

H G
e el
N — N
H G
Suponha agora que N < N Afirmamos que H < G.
G
De fato, dado z € H temos que (g 'zg)N = (¢N)"'(xN)(gN) € wy © portanto g tag €
H. Logo, H 4 G. [
Ne(H)

Lema 1.4.1 (N/C Lema). Sejam G um grupo e H < G. Entao

um subgrupo de Aut H = {Automor fismos de H}.

Demonstragao. Defina ¢ : Ng(H) — AutH
g—> @y h— ghg™!
Claramente ¢ é homomorfismo e Ker(yp) = Cg(H). Pelo Primeiro Teorema do Isomor-

fismo

~ Im(yp) < AutH.

O

Definicao 12. Um subgrupo H de um grupo G € caracteristico se para todo automorfismo

v: G — G tem-se que vy(H) = H. Notagao: H 3 G.

car

Observagao 6. v, : G — G dada por v,(z) = g~ 'xg é um automorfismo de G para

todo g € G e desta forma todo subgrupo caracteristico é normal.

Proposigao 1.4.2. Se G é um grupo e exvistem H,N < G tais que H 5. N < G, entdo
H < G.

Demonstracdo. Como N < G podemos definir para cada g € G o automorfisfoy: N —
N dado por v,(z) = g-'zg € N. Assim, v,(H) = H para todo g € G e com isto
H<G. O

Observacao 7. N < H < G nao implica a normalidade de N em G.

Demonstragao. Sejam G = Sy, H = Ay e N = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Entao,
N<IHQG, pois |G: H =|H:N|=2 mas N 4 G. O
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1.5 Acao de Grupos

Sejam G um grupo e X um conjunto qualquer. Definimos o conjunto das permutagoes
de X por Sx = {f: X — X; f é bijetiva} e dizemos que G age sobre X se existe
um homomorfismo ¢ : G — Sx que a cada g € G associa um bijecao ¢, : X — X.
Dizemos que ¢ é uma ac¢ao de G em X.

Neste caso,  ~ y <= ¢,(z) = y define uma relacao de equivaléncia. Definimos:
e A Orbita de z € X por O(z) = {¢,(z); g € G} =T;

e O Estabilizador de z € X por E(z) ={g € G; ¢4(x) =1x};

o Fizy(G) ={z € X; p4(x) =2 Vg € G}.

Proposicao 1.5.1. Se ¢ é uma agao de G sobre X. Entao:

i) X = [Jo(x);

i) BE(x) < G;
iii) |G : E(z)| = |O(2)|.

Demonstracao. i) Basta ver que O(z) é a classe de equivaléncia de z.

it) 1 € E(x), pois ¢1 = Idx e Idx(x) = x para todo z € X. Dados g, h € E(x) temos,

Pgn-1(z) = @g 0 () () = @yl(n) ' (z)] = @y(x) = =

Logo, E(z) é um subgrupo de G.

i11) Defina ¢ : {gE(x); g € G} — O(z) por ¥(g) = ¢4(z).
e 1) é bem definida.
De fato, se gE(x) = hE(z), entdo h™'g € E(x), ou seja, ¢,-1,(x) = x. Portanto,

z = pp-1(pg(x)) = [on] " (@g(2)).

Logo, on(x) = ¢g(x).
e 1) é injetiva.

Se p(x) = @y(x), entao

= [on] 7 (0g(2)) = Pn-1(0g(2)) = Pn-14(2)-
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Assim, h™'g € E(x) e portanto hE(z) = gE(z). Como ¢ é claramente sobrejetiva,
concluimos que |G : E(x)| = |O(z)]. O

Exemplo 5 (Agao nas Classes). Seja H < G com |G : H| =n. Defina ¢ : G — Sk,
X ={zH; x € G} pondo p,(zH) = gz H.

® o, € Sx.

Suponha que ¢ (xH) = p,(yH). Entdo grH = gyH e portanto xtH = yH. Isto prova
que @, € injetiva. Dado yH € X, p (g 'yH) = yH, logo ¢, € sobrejetiva.

® Yy = Py 0 Py, Ou seja @ € um homomorfismo.

De fato, p(g9')(xH) = gg'vH = ¢4(g'vH) = ¢y 0 py(zH)

o Ker(p) ={g9 € G; p,=1I1dx}. Assim,

g € Ker(yp) < p,(xH) = grH = xHVx € G
= lgrec HVr € G <= gczHr 'V € G
e geHY < g€ Hg.

Portanto, Ker(¢) = Hg. Logo,

Em particular, |G : Hg| | n!.

Corolario 1.5.1. Seja H < G com |G : H| = p, onde p € o menor primo que divide a
ordem de G. Entao, H = Hg < G.

Demonstracao. Pelo exemplo anterior — ~ L < S,,.

Afirmacao: |H : Hy| = 1. ¢

De fato, se |H : Hg| # 1, entao existe um primo ¢ tal que ¢ | |H : Hg|. Mas como
|H : Hg| | |G| concluimos que ¢ > p. Por outro lado, como H, < H < Geq | |G : Hg| | p.
Dai, ¢ < p e portanto p = ¢q. Assim, p? | |G : Hg|, pois p! = |G : Hg| = |G : H||H : Hg|.

Com isto obtemos que p? | p!, que é um absurdo. n

Teorema 1.5.1. i) Seja G um p-grupo finito (isto é, |G| = p") e suponha que G age sobre
X (ou seja, existe um homomorfismo ¢ : G — Sx ). Entao |Fiz(G)| = |X| (mod p).
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ii) Sejam H,J < G com |J| =p™ e |G : H| = r, onde p tr. Entao existe x € G tal
que J < H*.

iii) Se H < G, |[H| =p™ ep | |G : H|, entdo p | |[Nc(H) : H|. Em particular, se
|G| =p" e H <G, entao H < Ng(H).

i) Seja H < G, G finito, e J < G com |J| = p™. Se |H| = 1 (mod p), entdo
HNCg(J) #1. Em particular, se |G| = p™ e H é normal préprio, entao H N Z(G) # 1.

Demonstragao. i) Como G é finito, temos que X = O,, UO,, U...UQO,,. Logo,

[ XT =102, + 10| + - +|Os, | = |[Fizx (G)] + [Or, [ + ... + O, |,
onde Fixx(G) = {x1,29,...,25 1} € Tg,Ts11,..., 2, & Fixx(G). Agora, pela Proposi¢ao
1.5.1, temos que |O,,| = |G : E(x;)] = p*. Como |G : E(x;)] = 1 se e somente se

z; € Fizx(G), concluimos que p | (| X|—|Fizx(G)|) e portanto |Fizx (G)| = | X| (mod p).
i1) Considere J agindo nas classes de X, conforme fizemos no exemplo anterior. Por i)
obtemos que |Fizx(G)| = |X| = r (mod p). Como p { r, temos que p 1 |Fizx(G)| e
portanto Fizx(G) # (). Tome xH € Fixx(G) entdo,

gxH = p,(zH) =2H Vg € J <= gxH =xH Vg€ J

1 lgge HVge J < ge H* Vge J

Logo, J < He "
iti) Sejam X = {zH; © € G} e ¢ : H — Sx dada por p,(xH) = hxH. Por (i)
|FIXx(H)| = |X| (mod p), onde | X|= |G : H|. Agora,

vH € FIXx(H) <= hxH =2HVh€ H <=2 'hx € HVh € H

<= v 'Hx C H <=z € Ng(H).

Assim, |FIXx(H)| = |Ng(H) : H|. Em particular, se |G| = p™, H < Gep||G: H]|,
entdo p | [Ng(H) : H| e portanto H < Ng(H).

iv) Seja p 1 J — Sy dada por ¢,(h) = ghg™". E claro ¢ é uma aciao bem definida,
pois H Q G. Por (i) |FIXx(J)| = |H| (mod p), mas como |H| #Z 1 (mod p) concluimos
que |[FIXx(J)| # 1 (mod p). Por outro lado, 1 € FIXx(H) (isto é, |FIXx(H)| > p) e
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portanto existe h # 1 tal que h € FIXx(H). Logo, para todo g € J temos ghg™ = h e
dai, h € HN Cg(J). Em particular, se |G| =p" e H <G, H # 1, tome J = G e entao

HNCe(G)=HNZ(G) # 1.

Corolério 1.5.2. Seja G um grupo com |G| = p™, entdo:

1) Eziste uma cadeia 1 = Gy < Gy < ... < G, = G, com G; I G e |Gy| = p* para
ie{0,1,...,m}.

2) Se H < G, entao existe K < G tal que H < K e |K : H| =

Demonstracao. 1) Seja H subgrupo maximal de G, pelo item (iii) do Teorema anterior
H < G, pois H < Ng(H). Agora, pelo item (iv) do Teorema anterior H N Z(G) # 1 e
portanto Z(G) # 1. Tome z € Z(G) e entdo o(z) = p*.

Se k =1 temos que G; = (z) é normal em G com |(z)| = p.

Se k # 1, entdo w = 22 € Z(G) e o(w) = p, portanto (w) < G com |(w)| = p. Desta
forma podemos trocar w por z de modo que N = (z) é normal com |N| = p. Portanto

— G - -
G = — tem ordem p™ ! e por inducao existe uma cadeia 1 =Gy < G, < ... < G,, = G,

=

Gt
com G; < G e |G;| = p'. Pelo Teorema da Correspondéncia G; = N ,onde G 4G e
|Gin] = |Gl N| = p*!
2) Sem =1, entdo H = 1 ¢ K = G. Suponha m > 1, de modo andlogo ao item (1)
Z(G) # 1 e existe z € Z(G) tal que o(z) = p. Assim, temos duas possibilidades:

i) z € H, entdo — < ——, onde — tem ordem p™~!. Por inducio existe K < G tal
H (z) ~ (2) (2) i«

que W < K e |K : H| = p. Pelo Teorema da Correspondéncia K = W7 onde H < K e
z z

K H|=p

it) z € H. Seja K = (2)H. Entao K < G, pois (z) <G, H< K e

I
K= 1A

Portanto, |K : H| = p. O

= p|H]|.
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1.6 Teoremas de Sylow

Seja G um grupo, um subgrupo H de G é dito ser um p-subgrupo de Sylow de G
se existe um numero primo p tal que todo elemento x € H tem ordem p®, onde o > 0

depende do elemento z. Escreveremos H € Syl,(G) para dizer que H é um p-subgrupo

de Sylow de G.

Teorema 1.6.1 (Primeiro Teorema de Sylow). Seja G um grupo finito com |G| =

p™r, onde p € primo com (p,r) =1 em > 1. Entao, existe H < G tal que |H| = p™.

Demonstragao. Sejam X = {U C G; |[U|=p™"} e p: G — Sx dada por ¢,(U) = gU.

E facil ver que ¢ é uma acao e

X = (pmr) I _ptrptr =1 ptr— (" 1)
Para cada 1 < j < p™ — 1, escreva j = p*q, onde p { ¢q. Entao,
prr—j _ptr—ptq _ p"Tr—gq
pr—i  pr—phqg  pmF—q’

onde p  p"*r — ¢ e também nao divide p™ % — ¢q. Portanto, p nao divide | X| e como
X = Oy, U...Oy, seque que p {1 |Oy| para algum V. Agora, p 1 |Oy| = |G : Ey|
e p™ | |G| = |G : Ey||Ey|. Portanto, p™ | |Ey| e assim p™ < |Ey|, onde By = {g €
G; gV =V} Tome z € V e defina § : Ey — V por f(w) = wz. Entao 6 é bem

definida, pois hV =V, e injetiva. Dai, |Ey| < p™ e portanto |Ey| = p™. ]

Coroléario 1.6.1. Se G ¢ um grupo finito com |G| = p™r, onde p € primo com (p,r) =1

em > 1, entdo para cada i € {1,2,...,m} existe H; tal que |H;| = p’.

Demonstragao. Pelo primeiro Teorema de Sylow, existe H < G tal que |H| = p™ e pelo

Coroldrio 1.5.2 existe H; < H tal que |H;| = p'. O

Coroléario 1.6.2 (Segundo Teorema de Sylow). Nas condi¢des do primeiro Teorema
de Sylow, se H e J sao subgrupos de G com |H| = |J| = p™, entao eziste g € G tal que
H=J9.
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Demonstragao. Segue diretamente do item (i7) do Teorema 1.5.1. O

Teorema 1.6.2 (Terceiro Teorema de Sylow). Nas condigcées do primeiro Teorema
de Sylow, se n, = {H < G; |H| = p™}|, entao n, = |G : Ng(H)|, onde H < G com
|H| =p™, en, =1 (mod p). Note que n, = |G : Ng(H)| implica que n, | |G : H| =r.

Corolério 1.6.3 (Argumento de Fratini). Sejam G um grupo, N < G e P € Syl,(N).
Entio, G = NNg(P).

Demonstracio. E claro que G D NNg(P). Se g € G, entao P9 C N9 = N. Logo,
P, P9 € Syl,(N) e assim, pelo segundo Teorema de Sylow P e P9 sao conjugados em N,
isto é, existe € N tal que P* = P9. Logo, P = P9 ' e portanto gz~' € Ng(N) =
g = (gz7 Yz € Ng(P)N = NNg(P). Assim, G C NNg(P) e dai temos a igualdade
G = NNg(P). O

1.7 Produto Direto e Produto Semidireto

1.7.1 Produto Direto

Dados dois grupos H e K podemos contruir outro grupo chamado produto direto de H
por K e denotado por H x K com o seguinte operagao: (hy, k1) ® (he, ko) = (hihe, k1kz). E
facil verificar que H x K munido desta operacgao satisfaz os axiomas de grupo e claramente
temos subgrupos H* = {(h,1); h€ H} e K* = {(1,k); k € K} que sao respectivamente

isomorfos aos grupo H e K.

Proposicao 1.7.1. Os subgrupos H* e K* sao subgrupos normais de H x K com Hx K =
H*K* e H-NK*=1.

Demonstragdo. Dado (h, k) € H x K temos que (h, k) *H*(h, k) = {(h, k)~ (W', 1)(h, k);
n'e H} ={(h'Wh,1); ¥ € H} = H*. Logo, H* é subgrupo normal de H x K. De modo
analogo, provamos que K* ¢é subgrupo normal de H x K. E claro que Hx K =H*K* e

H*NK*=1. [l
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Desta forma provamos que se G = H x K, existem subgrupos normais H* e K*
isomorfos a H e K respectivamente com G = H*K* e H* N K* = 1. Provaremos agora

que vale a reciproca conforme segue.

Proposicao 1.7.2. Seja G um grupo tal que H e K sao subgrupos normais de G' com

G=HK e HNK =1. Entao, G~ H x K.

Demonstragdo. Defina ¢ : H x K — G por ¢[(h, k)] = hk. Como h™'k~'hk € HNK =
1, temos que ¢ é uma aplicacao bem definida.

e © ¢ homomorfismo. Primeiro vejamos que os elementos de H comutam com o elementos
de K. De fato, como G = HK = K H, temos que hk = k'h/ e assim, hkh™' = K'h'h~! € K.

Portanto, h = b’ e consequentemente k' = k. Agora,

@[(hh lﬁ)(hQ, kz)] = @(h1h2, k‘lk‘Q) = hihokiky = hikihoky = @[(hla kl)]w(hm kz)]

e E claro que ¢ é sobrejetiva.

e ¢ ¢ injetiva.
gO[(hl, ]{71)] = (p[(hg, kg)] <~ hlkl = h2]€2 < h;lhl = ka;l,

mas h;lhl € He k:gk:fl € K. Portanto, h;lhl e ka:fl pertencem a H N K. Logo, hy = hs
(§ k’l = k?g.
[sto prova que ¢ é isomorfismo.

]

Exemplo 6. Sejam (a) e (b) grupos ciclico com ordens relativamente primas. Entdo

{(a) x (b) € ciclico.

Demonstra¢ao. Podemos mostrar sem muita deficuldade que |(a) x (b)| = |(a)||(b)|. Deste
modo basta mostrar que o elemento ab := (a,b) € (a) x (b) tem ordem igual a |{a)||(b)| =
o(a)o(b).

De fato, (ab)(@°®) = (gol@e®) po(@)ot)) = 1. Logo, o(ab) | o(a)o(b) e como (o(a), o(b)) = 1
concluimos que o(ab) = o(a)o(b) e portanto (a) x (b) = (ab). O
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1.7.2 Produto Semidireto

Suponha agora que G = NH, onde N < G, H < G e NN H = {1}. Neste caso

dizemos que GG é o produto semidireto de N por H e denotamos G = N x H.

Propogigéo 1.7.3. Seja G = N x H, entao:
i) N H;
it) NN Ng(H) = Cn(H);
ii1) Todo g € G tem uma unica decomposi¢ao da forma g = nh, onden € N eh € H;
w) 0 : H — AutN dada por 0y(n) = hnh™' é homomorfismo tal que nhnih; =
nbp(ny)hh;.

Demonstragao. i) Segue diretamente do segundo Teorema do Isomorfismo.

i) E claro que Cy(H) < N N Ng(H). Tome g € NN Ng(H) e h € H, entdo g~ 'h~'gh e
H NN ={1}. Logo, gh = hg e portanto N N Ng(H) = Cn(H).

iii) Suponha que g = nh = nih;. Entdo, ny'n = hih™' € NN H = {1}. Portanto, h = hy
en=nmni.

iv) Basta verificar que a operagao acima é bem definica e que G munido desta operagao
satisfaz os axiomas de grupo. J4 a prova de que N ~ N*, H ~ H*, H* N N* = {1} e
claro que G = N*HH, O

A préxima Proposicao nos garante que vale a reciproca, conforme segue.

Proposicao 1.7.4. Suponha que H e N sdao grupos e seja 0 : H — AutN um ho-
momorfismo. Entao G = {(n,h); n € N, h € H} munido da operagio (n,h)(ny, hy) =
(nB(h)(ny1), hhy) é um grupo com N ~ N* I G, H~H* <G, H*NN*=1eG = N*H*.

Neste caso, para explicitar o homomorfismo 6, denotamos G = N xg H.

Demonstracao. E claro que a operacao # é bem definida.

Associatividade:
((n, h)(n1, b)) (n2, he) = (RO(h)(n1), hhi)(ng, ho)

= (nf(h)(n1)8(hhy)(ng), hhihs)
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(2, h)((n1, hi)(ng, ha)) = (n, k) (n10(h1)(n2), hihs)
= (nl(h)(n1)0(hhi)(n2), hhihs).

Logo, ((n, h)(n1, hi))(n2, he) = (n, h)((n1, h1)(ng, hy)).

Elemento Neutro:

(1, 1)(n,h) = (16(1)(n), 1h) = (n, h)

(n,h)(1,1) = (n6(R)(1), h1) = (n, h).

Elemento inverso: Dado (n,h) € G temos

(O ) ™t), k) (n, h) = (0(h (0™ ")0(R)(n), h) = (1,1)

(n, L)(O(h Hn Y h™Y) = m@(h Y )n~t, hh ™)
= (nO(1)(n1),1) = (nn~1 1) = (1,1).

Portanto G é um grupo. Para finalizar, mostraremos que N* < G, H* < G, G = N*H*
e N“\NH"=1.

Afirmagao: N* <4 G.

e E claro que (1,1) € N*;

e Dado (n,1) € N* temos que (n,1)~! = (0(1)(n71),1) = (n71,1) € N*

e Dados (n,1),(ny1,1) € N* temos que (n,1)(n1,1) = (n6(1)(n1),1) = (nny,1) € N*.
Com isto provamos que N < G.

e Dados (n,1) € N* e (m,h) € G temos

(m7 h>_1(n7 1)<m? h) = (e(h_l)(m_l)v h_l(n7 1)(m7 h)

visto que O(h~Y)(m~nm) € N.

De modo analogo provamos que H* < GG, claramente temos G = N*H*e N*NH* =1. [



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo estudaremos varios resultados que normalmente nao sao vistos em

cursos introdutérios de teoria dos grupos.

2.1 Séries Normais e Subnormais

Uma Série (S) é uma sequéncia de subgrupos G; de G tais que:

Dizemos que (S) é Subnormal se G; < G;11, (S) é Normal se G; < G. Observe
que toda série normal ¢ subnormal. Um Refinamento de uma série (5) é uma série (7):
1=Gy <Gy <... <G, =G, onde cada G; é termo da série (S). Dizemos que (5) é
uma Série de Composigao se (S) nao tem refinamento préprio. Um subgrupo N de um
grupo G ¢ dito ser Normal Minimal se: 1 # N <G, e nao existe K com 1 < K < N e
G G

G, - o

Exemplo 7. Sejam G = Ay, H = {1,(12)(34)} ¢ V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

K < @G. Notagao: N -<G. Uma série (5) é dita ser uma Série Principal se

(S): 19V QA
(T): 1< HIV DA,

34
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Entao (T) € uma série de composi¢ao que refina (S): V -< Ay e (S) € uma série pricipal

que nao € de composicao.

Gip

Gi

Proposicao 2.1.1. i) (S) € serie de composi¢ao se e somente se ¢ simples;

it) Todo grupo finito tem uma série de composi¢ao;

1, o~ ~ . .
¢ nao simples. Entao existe um subgrupo préprio

Demonstragao. i) Suponha que

H = o < é“ e desta forma pelo Teorema da correspondéncia temos G; < H < G4 e
i i
. , - Giqr , .
portanto (S) tem um refinamento préprio, que é uma contradi¢ao. Logo, g simples.
i
Gia

Suponha que é simples. Entao é claro que () néo tem refinamento préprio.

i1) Seja G um gGr:upo finito. Se G é simples, entao G tem uma série de composicao dada
por 1 < (. Suponha G nao simples e seja Gy -< G, se Ggl ¢é simples o resultado esta
demonstrado, caso contrério por inducdo existe uma série de composicio (S): 1 < Gy <

. <4 G, = G e pelo Teorema da Correnpondéncia obtemos uma série (S’) dada por

149G <Gy <. <G que é de composicao. O

2.2 Comutadores

Sejam G um grupo e xi,xs,...,x, € G. Definimos e denotamos o comutador de x;
por x5 da seguinde forma:

[T1, 22] = xflmglxle.

O comutador de n elementos , n > 2, é definido por [z, xa, . .., x,] = [[21,. .., Tn_1], Tp].

A préxima Proposicao nos dard uma serie de propriedades sobre os comutadores.

Proposicao 2.2.1. Sejam z,y, z,t € G. Entao:
i) [x,y] =1 se e somente se xy = yx;
i) [w,y] ™ = [y, 2l;
wi) [z, )" = [2%, y7];
w) [y, 2] =[x, 2]"ly, 2];

z

v) le,yz] = la, 2], )7
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vi) [w,y™] = ([l ) e o7yl = (gl ) 7Y

vii) Se [z,y] comuta com x ey, entao [z",y] = [x,y"] = [z, y|" para n € Z;

n(n—1)

viii) Nas condigoes de (vii) vale (xy)" = [x,y]” 2  z"y™ para todo inteiro n > 1;
w) [x,y)z = xl2®, y7];

z) [2¥, 2] = [, 2]z, y, 2];

zi) [2¥%, 1] = [2¥, ]2y, 2, 1)

wii) vy, 2] = [, 2][x, 2, y][y, 2];

wiit) v, y2] = [z, 2][x, yllx, y, 2];

ziv) [w,y, 2] = [z, y] 7 [z, ]

zv) Se p 1 G — G € um homomorfismo entdo, [p(x),o(y)] = ¢([x,y]);

i) (Identidade de Holl-Witt) [x,y~', 2|[y, 27, 2?2z, 27, y]” = 1.

Demonstracao. A prova deste resultado segue diretamente da definicao. O

Definicao 13. Sejam X C G e Y < (G, definimos os sequintes subgrupos:
i) XY = (@Y, ze X, yeY);
i) [X,Y]=([z,y]; r€ X, yeY).

Proposicao 2.2.2. Seja X, Y, K < G. Entao:
i) XK (X, K);
i) XK = (X [X,K]);
i) [ X, K% = [X, K];
iw) Se K = (Y), entio (X, K] = [X,Y]¥.

Demonstragdo. i) Como X < XK temos que X < Ng(XX). Agora, dados z¥F € XK
e ky € K temos: (zF)" = 2" € XK. Logo, K < Ng(X%) e dai concluimos que
XK < (X, K).

ii) Como [x,k] = z_1k7'zk = 27 2% temos que z* € (X, [X, K]) e portanto X¥ <
(X,[X, K]). Reciprocamente, X < XX e [z, k] = 27 2% € XK. Dai, X¥ = (X, [X, K]).
) E claro que (X, K] < [X,K]¥. Agora, pela propriedade (v) de comutadores temos
que: [z, kki] = [z, ki][z, k]¥' e portanto, [z, k] = [z, k]!

[z, kki] € [X, K]. Logo, [X, K|¥ = [X, K].
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iv) Como Y C K temos que [X,K| = [X,K]® D [X,Y]X. Assim, basta mostrar a
el €2

inclusao contraria. Sejam x € X e k € K. Entao k = y{'ys*...y;", onde y; € Y e

e; = £1. Desta forma temos que

€1,,€2

[0, k) = [, 9505 . ye] = o,y ][,y ys oy )Y

o Sel=1,entdo [z, k] = [y,y] = [z, 9] ou [z, k] = [y, 4] = [x,y7"] = [z,9]*"". Com isto

concluimos que [z,y] € [X, Y]¥.

Agora, por indugao [z, [z, y{'ys? ... ye—1]] € [X,Y]E e também [z,y%] € [X,Y]X. Por-
tanto, [z, k] € [X,Y]¥. Logo, [X, K] = [X,Y]¥. O

Proposicao 2.2.3. Sejam H, K, N < G. Entao:

i) [H,K] = [K,H] < (H,K), em particular [H,G] < G;

ii) Se N < G, entdo % ¢ abeliano se e somente se G' = [G,G] < N;

iii) [H,K] < H se e somente se K < Ng(H). Em particular, se H < G, entao
[H,G] < H;

w)Se HIG, KIG e N <G, entao [HK, N| = [H, N][K, N|;

v) Se HIG, K 4G e H<K, entao % <Z (E) se e somente se |G, K| < H;

G H] [G,H][]{V

vi) Se N <G e N < H, entao {N7N ==~
Demonstragao. i) [H, K] = ([h,k|; h€e H, k€ K) = ([k,h]™"; ke K, he€ H) < [K, H|.
Analogamente, K, H] = ([k,h]; k € K, h € H) = ([h,k]™'; h € H, k € K) < [K, H],
portanto [H, K] = [K, H]. Como pelo item (iii) da Proposicao anterior [H, K|¥ = [H, K]
temos que K < Ny([H,K]) e também [K, H] = [K,H]. Logo H < Ng([K, H]) =
No([H, K]). Assim, [H, K] = [K, H] < (H, K).
i1) Suponha % abeliano, entao [z,y|N = (z7'y~'zy)N = N. Dali, [z,y] € N para todos
x,y € G. Logo, G' < N.
Reciprocamente, se G’ < N entao [z,y]N = N e portanto xyN = yxzN. Logo, % é
abeliano.
ii1) Suponha que [H, K| < H, entao [K, H|] = [H, K| < H. Portanto, k" *h~'kh < H Vk €
KeheH. Logo, k"'h™'k € H e assim, K < Ng(H).
Reciprocamente, suponha que K < Ng(H). Entao k~'h~'k € H Vk € K. Logo,
k='h='kh € H e dai, [K, H] = [H, K] < H. Em particular, se H < G, entao [H,G] < H.
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iv) Como [H, N|,[K, N] < [HK, N] temos que [H, N|[K, N] < [HK, N]. Agora, [hk,n| =
[h, n)*[k,n] = [h*, n*][k,n] = [W,n|[k,n] € [H, N][K, N], pois H N < G. Logo, [HK,N] =
[H, N][K, NJ.

K G
v) Suponha que i < Z(ﬁ) Entao, [g,k] = ¢ 'k7'gk € K, pois K 4 G, e

K
(¢7'k~gk)H = (g7 *H)(k™'*H)(gH)(kH) = H, pois kH,k~'H € T <Z (%) Logo,
lg9,k] < H e com isto provamos que |G, K| < H.

Suponha agora que [G, H] < H, entao
(g7'k~tgk)H = (¢~ H) (k™ H)(gH)(kH) = H.

Logo, (¢H)(kH) = (kH)(gH) Yk € K e g € G. Portanto % <Z (%) .

G H
) |—, = | = ([gN, hN]; i
[gN,hN] = ¢ 'Nh"'NgNhN = (- 'h " gh)N = [g, h]N.

(G, H|N

: G H G, HIN

= ; . — = < .
Por outro lado, {zN; z € [G, H|}. Assim, [N’ N] < N Agora, se

H|N
zN € . H] , entdo « = [g1, b1 ... [gn, hn]* € portanto
o . |G H
o = (on IV BV € Q) = |55

[

2.3 Solubilidade e Nilpoténcia

Um grupo G ¢ dito ser Soliivel se existe uma série subnormal

G(i—&—l
com

abeliano. Dizemos que G' é Supersoliivel se existe uma série (S) com G; < G

Gi : : : - o G;
L cielico. G é Nilpotente se existe uma série central (.5), isto é, G; <G e it

Z (g), ou seja [Git1, G| < G,

i

7

<

e
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Observacao 8. e Todo grupo nilpotente é soluvel;
e Todo grupo supersolivel é soluvel;

e S3 ¢ supersolivel e nao € nilpotente, pois

1.9((123)) < 55

(23) sy
1 ((123))
S3 € solivel. Agora, como Z(S3) = 1 nao existe uma série central para Ss e assim, Sz €

€ tal que sao ciclicos. Portanto S3 € supersolivel e consequentemente

nao nilpotente.

Proposicao 2.3.1. G ¢ solivel se e somente se existe n > 0 tal que G™ = 1, onde

GO =@, GY =G e GM = (G,
Demonstracdo. Suponha que GG é Soluvel. Entao existe uma série

Gy

com abeliano.

Afirmacao: G < G,_; Y0 <i < n.

Para i = 0 temos G = G = G, = G,_. Suponha que G < G Entdo como
Gn—i
Gin—(i11) 4 .
G® < G,_; temos que GO = (GOY < (G,_) < Gr—(i+1)- Assim como Gy = 1

é abeliano, pelo item (4i) da Proposigao 2.2.3, (G,—;)’ < G—(i11). Agora, como

concluimos que G = G,,_, = 1.

Suponha agora que existe n > 0 tal que G™ = 1. Entao como Gt <9 G™ temos a

GG-1)
série 1 = GM < ... < GO = @G subnormal com NeOR abeliano, tendo em vista que
G
fazendo N = G’ no item (ii) da Proposi¢ao 2.2.3 obtemos que el é abeliano. Portanto,
G é soluvel. n

Corolario 2.3.1. Seja G um grupo solivel. Entao todo subgrupo de G ¢é soluvel.
Demonstragdo. Suponha que H < G. Entdao H™ < G™, deste modo H é solivel. n

G
Corolario 2.3.2. Se G € um grupo solivel e N < G, entao N ¢ soluvel.
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Demonstragao. Pelo item (vi) da Proposigao 2.2.3 temos:

(g)’: {%% _[G.GIN _G&'N

N N N

G\ ™ G N
Suponha por indugao que que (N) =~ Novamente, pelo item (vi) da Pro-

posicao 2.2.3, obtemos

(G)(nH) B |:G(n)N G(”)N} B [GN, G NN

N N N N

[G™), GM][G™, N][N, G™][N, N|N
N )
mas como [G™ N],[N,G™)], [N, N] < N concluimos que

G (n+1) G+ N
5) -

Dai, como existe n > 0 tal que G™ = 1 temos,

g (n)_G(n)N_ﬂ
— =5

G
Portanto N ¢é soluvel. O

G
Corolario 2.3.3. Seja N < G com N, ¥ soluveis, entao G € soluvel.

a\" N
Demonstracdo. Sabemos que existem n,m > 0 tais que N =1 e <N> =¥ Mas
G\ GmN N
como feito no Corolario anterior, (N) =N - N Logo, G™ < N e assim
(Gm)(") < N = 1. Portanto, G é soltivel. O

Definicao 14 (Série Central Inferior). Seja G um grupo e considere I't/(G) = G
definimos

[W(Q) = [Cr(G),Gl, n>2.

Observacao 9. ¢ I',,(G) < G paran > 1;

I'n(G) ( G ) _ |
° < Z|=——=, tendo em vista que I',,;1(G) = [I',(G),G] < I',(G), pois

Fn+1(G) N Fn—i—l(G) q +1( ) [ ( ) ] ( ) p
FnJrl Sl G
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Defini¢ao 15. Considere Zy(G) = 1, o Teorema da Correpondéncia nos permite definir
Zn(G) como o subgrupo que satisfaz a sequinte igualdade:

ZQ%i@)=2ﬂﬁ$

G G
Observacao 10. 7, < Z,,.1 e como Z < , entao Z, G
¢ “ (an(G)) 1(G)
Proposicao 2.3.2. Seja G nilpotente e 1 = Gy I Gy < ... 4G,

G; G N
+l <Z a | Entao,

i %

Z) FZ(G) S Gn—i+17 Vi € {17 27 s 7n};
i) Gy < Z,(G), Vi€ {0,1,...,n};

G, = G uma série central,

i1sto €,

Demonstragao. Confira 5.19 de [8]. O

Definimos a Classe de Nilpoténcia de um grupo G como o comprimento da série
central inferior que ¢é igual ao comprimento da série central superior e denotamos este
comprimento por Cl(G). Denotaremos por N, o conjunto de todos os grupos com Cl(G) <

c.
Observagao 11. Se G € um grupo abeliano, entio CI(G) = 1.

Proposicao 2.3.3. Seja G um grupo. Entao valem:

G
i) Se NG e N ¢ nilpotente, entao G € nilpotente;

G
ii) G € N, se e somente se m € N._1;
iii) Se G € nilpotente e N Q G, entao N N Z(G) # 1;
iv) Se |G| = p", entdo G € nilpotente;
v) Se G € nilpotente e H < G, entao H é subnormal, isto €, existem Hy, Hs, ..., H, <
G tais que H <L H,; < ... < H, =G;

vi) Se G € finito, entao G € nilpotente se e somente se todo fator pricipal é central.

Demonstracao. i) Como N ¢é nilpotente existe uma série central

Nalhg o8
N~ N — - N
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H., G H; H, . ,GIN _H;
Isto é, [TH’N] < N Portanto % < N
ISN<H <...49G

¢é central e com isto G ¢ nilpotente.

i1) (=) Como G € N, temos que Z.(G) = G e assim,

7. (ZC(?G>> _Zean(G) _Z(G) _ @

Portanto, % € N._;.

(«<=) Agora temos que

Logo,

Portanto, G € N.,.

Z(G)  Z(G)  Z(G)

42

e dai, [H; 1, G| < H;. Logo, a série

i7i) Considere a série 1 = Zy(G) <4 Z;(G) < ... < Z,(G) = G. Entao existe r €
{1,2,....,n} tal que NN Z,(G) # 1 e NN Z,_1(G) = 1. Deste modo [N N Z,.(G),G] <

Z,—1(G) N N, pois N 9 G e [Z,(GQ),G] < Z,_1(G) por definigao.

Z.(G),G]=1ledal, 1 # NN Z.(G) < Z(G).

Portanto, [N N

iv) Pelo item (1) do Coroldrio 1.5.2, para cada i € {1,2,...,n} existe H < G e |H;| = p’
e pelo item (iv) do Teorema 1.5.1, HNZ(G) # 1. Em particular, Z(G) # 1 e desta forma

or inducao G
v) Seja 1 = Zy(G) 9 Z1(G) Q... 9 G,, = G. Temos,

Zi(G) _Z< G )

Zi(G) Zi(G)
Logo,
Zi1(G) HZ,(G)
< .
Portanto,

HZ(Q) 5 Zin(G) HZi(G)  Zi1(G)H
Z(G) ~ Z(G) ~ Zi(G)  Zi(G)

é nilpotente. Logo, pelo item (i7) G é nilpotente .
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Assim, HZ;(G) < HZ;.1(G) e com isto concluimos que

H=7,G)H < Z,(G)H < ... < Z,(G)H = G.
vi) (=) Suponha que G é um grupo finito nilpotente e seja

G,
1 .g = Basta ver que todo normal minimal de um grupo

G, G
nilpotente é central. Dados G nilpotente e N - < G pelo item (iii) N N Z(G) # 1, mas

NNZ(G)<Ge NNZ(G) < N assim, N < Z(G).

uma série principal, isto é,

Se toda série pricipal é central é 6bvio que G é nilpotente. O

Teorema 2.3.1 (Teorema de Fitting). Sejam G um grupo e A, B < G com Cl(A) = a
e Cl(B) =b. Entao CI(AB) <a+0b.

Demonstracdo. Se A=1ou B =1, entao a =1 ou b =1 e portanto vale o Teorema.
Suponha A # 1 e B # 1. Sejam N = Z(A) # 1 e M = Z(B) # 1. Observe que
Z(A) S A<QG, portanto N = Z(A) < G e de modo andlogo M = Z(B) < G. Logo,

car

AB ABN AB AMB
N NN M MM
BN B AM A (BN
N “BANS M T Anm UM N

AM A B
< — —_— < = A e = — _— = _ .
<ClB)=be(Cl ( i ) < Cl(A) = a e também Cl i a—1eCl b—1

Por inducao AB < A + BN <a—1+be AB < AM + B <a+b—1
maneao{ v | =y N )= v )=\ M) = '
AB  AB

Agora 0 : AB — ~ X7 dada por 0(z) = (zN,zM) é um homomorfismo com

Pelo Segundo Teorema do Isomorfismo

AB AB AB AB
= . i ~ < — X —. < —
Nucd = NNM. Assim, N < X i Logo, como C’l( M> <a+b—-1
e NN M < Z(AB) temos que
AB _ wror
Z(AB) ~ Z4B)’
NAM
Portanto, C1 AB <a+b—1edai Cl(AB)<a+1b O
I — .
“\z@py) =" ; =

Definicao 16. Seja G um grupo. O subgrupo de Fitting de G € definido por F(G) =
(N QG5 N € nilpotente).
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Pelo Teorema de Fitting se G é um grupo finito, entao F'(G) = H N é nilpotente.
N G nilp

Definicao 17. Um grupo G € dito ser p-Abeliano Elementar se G é abeliano e para todo

x € G tem-se que zP = 1.
Observacao 12. Se G € p-abeliano elementar, entao G é um espago vetorial sobre Z,

Teorema 2.3.2. i) Seja G solivel nao trivial, entao G é simples se e somente se |G| = p,
onde p € um numero primo;

it) Seja G finito, entdo sdo equivalentes:

a) G ¢é soluvel;

b) Todo fator de composi¢ao tem ordem prima;

¢) Todo fator principal é p-abeliano elementar.

Demonstragao. i) Como G' < G temos que G' =1 ou G’ = G. Como G é solivel, temos

que G’ =1 e portanto G é abelino simples. Logo, |G| = p.
Git1
G;

Gi—i—l

G

ii) (a = b) Seja fator de composiao, entao é solivel e simples. Logo, pelo

Gi+1

item (1) ‘ =p.

%

(b = a) e (¢ = a) seguem diretamente da definigao.

(a = ¢) Seja N - <G, entao N' 2 N < G. Portanto N’ =1 ou N’ = N, mas como N é
solivel e N # 1 segue-se que N’ = 1 e assim, N é abeliano. Seja A = {z € N; zP = 1},
entao Vr,y € A temos que (zy )P = 2Py~! = 1. Logo, A < N. Além disso, se g € G e
r € A temos que (¢ 'zg)? = g7'2Pg = 1. Portanto A < G e com isto A =10ou A = N.
Agora, se p divide |N|, existe z € N tal que 2 = 1 com isto A = N e portanto N é
p-abeliano elementar. Como N # 1, existe um pripo p que divide |N|. Mostramos que

todo subgrupo normal minimal em um grupo soltivel é p-abeliano elementar, mas isto é

suficiente para para provar que todo fator princial é p-abeliano elementar. O

Definicao 18. Seja G um grupo, o subgrupo de Fratini de G € definido e denotador por

oG = () M

M < G

Um elemento g € G é dito ser nao gerador de G se G = (X, g) implica que G = (X).
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Lema 2.3.1. Seja G um grupo finito. Entao ®(G) € o conjunto dos ndo geradores de
G. Além disso, se K <4 G, entio K < ®(G) se e somente se nao existe H < G tal que
KH=G.

Demonstragao. Seja g € G um elemento nao gerador de G. Se g & ®(G) existe M < G
tal que g ¢ M. Portanto, G = (M, g). Logo, G = (M) (Absurdo!). Assim, g € ®(G) e
portanto {Nao geradores de G} C ®(G). Tome agora g € ®(G) e um subconjunto X de
G tal que G = (X, g), se G # (X), entao existe M < G tal que X C M. Como g € ®(G)
temos que g € M e dai, (X,g9) < (M,g9) = M # G, que é uma contradigao. Logo,
G = (X) e g é nao gerador de G.

Seja K <G, se K < ®(G)e H<Gcom KH =G, entao H = G, pois se H < G existiria
um subgrupo maximal M de G contendo H. Portanto, G = KH < M e assim G = M,
que é um absurdo. Desta forma provamos que AH < G tal que G = HK.

Suponha agora que K <G e K £ ®(G), entao existe M < G tal que K £ M e portanto
G=HM. O

Corolario 2.3.4. Sejam G um grupo finito e K I G, se K < ®(G) e existe H < G com
G =KH, entao G = H.

Demonstracao. Segue do Lema anterior. O

Teorema 2.3.3 (Caracterizagao dos Grupos Nilpotentes Finitos). Seja G um
grupo finito, entao sao equivalentes:

i) G € nilpotente;

i1) Todo subgrupo de G € subnormal;

iii) Se H < G, entdo H < Ng(H);

iv) Se M < G, entio M < G;

v) G < O(G);

vi) Se P € Syl,(G), entao P < G;

vit) G = Py X Py X ... X P,, onde P, € Syl,.(G).

Demonstracao. i) = ii) Ja foi provado em geral no item (v) da Proposi¢ao 2.3.3.
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i1) = i1i) Dado H < G existem por hipdtese H; < G taisque H < H; <... < H, =G.
Entao existe i € {1,2,...,n} tal que H < H; e assim H < Ng(H).
i1i) = 1) Seja M < G entdo como M < Ng(M) temos que M < G.

G
iv) = v) Seja MG. Entao por hipdtese M <G e dali, = p. Assim, i ¢ abeliano e

portanto G’ < M. Logo G' < ®(G).

v) = i) Seja M < G. Entao % < G como % ¢ abeliano temos que % g e pelo
Teorema da correspondéncia M < G.

iv) = i) Suponha que existe P € Syl,(G) tal que P 4 G, isto é Ng(P) # G. Seja
M < G tal que Ng(P) < M.

Afirmagao: M = Ng(M).

De fato, é claro que M < Ng(M) e para g € Ng(M) temos que P, P9 < M9 = M. Pelo
segundo Teorema de Sylow, existe z € M tal que P* = P9, logo P = poel e portanto
gr~t € Ng(P) < M. Assim, g € M e com isto provamos que M = Ng(M) o que é um
absurdo ja que por hipétese M < G. Logo, P < G.

vi) = wvii) Segue diretamente da Proposi¢ao 1.7.2.

vii) => 1) Pelo Teorema de Fitting o produto direto de grupos nilpotentes é nilpotente
e pelo item (iv) da Proposic¢ao 2.3.3 todo p-grupo é nilpotente. Portanto, G = P; X Py X
... X P, é nilpotente. [

Proposicao 2.3.4. Seja G um grupo finito. Entao:
i) Se NG, H<GeN<PH), entaio N < ®(G);
ii) Se M < G, entdo ®(M) < O(G);

G O(G)N
ii1) Se N I G, entao ® (N) > % Agora, se N < ®(G) vale a igualdade.
iv) Seja A 4 G, A abeliano e ®(G) N A # 1, entdo existe H < G tal que G = AH e

HNA=1, ousejaG=AxH.

Demonstragao. i) Suponha que N £ ®(G). Entao existe um subgrupo maximal M tal
que N £ M e portanto G = NM e H=GNH =MNNH = N(MnNH) pela identidade
de Dedekind. Como N < ®(H) temos que H = HN M, logo H < M, mas N < H e
assim concluimos que N < M (Contradi¢ao).

ii) E facil ver que ®(M) 2 M < G, logo ®(M) < G. Fazendo N = ®(M) e H = M em

(7) obtemos o resultado desejado.
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M G N M
(7i1) Dado N < N temos que M < G e portanto N) < N Logo,
P g = % > (I)(G)N
N N~ N

H H
Suponha agora que N < ®(G) e seja N - ) <%>, onde N < H < (. Entao, N =

G\ _ ®(G)N &) , ) M G
il I — > . - < < 22
(I)(N)_ N N e H>®(G SeJaM<G,entaoN_<I>(G)_MeN<N

Logo, % = (%) < % e H < M, paratodo M <G. Assim, H < ®(G) = H = ¢(G).
iv) E claro que existe H < G tal que G = HA. Seja H um grupo de ordem minima tal
que G = HA.

Se HNA < ®(H), entao HN A < H e como A é abeliano temos que H N A 4 A =
HNA< HA = @G. Peloitem (i) HNA < ®(G), mas HNA < ®(G)N A= 1. Logo,
HNA=1.

Suponha agora que H N A £ ®(H). Entao existe M < H tal que HNA £ M < H. Logo,

(HNA)M = H e portanto G = HA = (HNA)MA = (HNA)AM = AM < G, pois

~—

M < H e H tem a propriedade minima, que ¢ um absurdo. O

Definicao 19. Um grupo G € dito ser caracteristicamente simples se 0s 1unicos subgrupos

caracteristicos de G sao 1l e (.

Proposicao 2.3.5. Se G ¢ um grupo p-abeliano elementar finito, entao G € carac-

teristicamente simples.

Demonstragdao. Seja H 5 G, H # 1 e tome v € H — {0}, w € G — {0}. Sejam B =

car
{vy =v,v9,...,0,} e B"={v] = w,v},...,v.} duas bases de G. Defina § : G — G por
T T
Q(Zn_ﬂh’) = Zn_,v; Entao 6 é um automorfismo de G com #(v) = w, como H 3 G
i=1 i=1
temos que w € H e assim H = (. Com isto provamos que G é caracteristicamente

simples. O

Proposicao 2.3.6. Seja G um p-grupo finito. Entao ®(G) = 1 se e somente se G é

p-abeliano elementar.
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Demonstra¢ao. (=) Seja M < G, entao M < G, pois todo p-grupo finito é nilpotente, e
G

portanto ul =P dai G' < M e (zM)? = 2PM = M, logo 2P € M Vx € GG. Portanto

G' < P(G)e M <G, comisto G' = 1. Assim, G é abeliano. Agora, como 2 € M Vr € G

temos que 2P € ®(G) Vo € G e dai 2P = 1 Vo € G. Logo, G é p-abeliano elementar.
(<) Temos que ®(G) .G e ®(G) # G. Como G é p-abeliano elementar temos que G é

car

caracteristicamente simples e portanto ®(G) = 1. [

Corolario 2.3.5. Seja G um p-grupo finito, entao ¢ p-abeliano elementar.

G
(G)
Demonstracao. Seja N = ®(G), entao pelo item (iii) da Proposicao 2.3.4

o(€) - HON

Portanto, pela Proposicao anteior segue o resultado. O

Proposicao 2.3.7. Seja G um grupo supersolivel.
i) Se N -< G, entio |N| = p;
ii) Se M < G, entao |G : M| = p.

Demonstragao. i) Sejam 1 = G, <9 G; < ... < G uma série normal com ! ciclico,
i

N -aGei=min{l,...,n; NNG; # 1}. Entdao, NN G, = N pois NNG; < N,
NNG; <Ge NNG; # 1. Agora, no Teorema 2.3.2 mostramos que se G é solivel e
N - G, entao N ¢ p-abeliano elementar e portanto N ~ C, x C}, x ... x C, Por outro
lado,

NNG; NNG; (NNG;)Gi—q

G
~ = ~ < .
NN Gz’—l (N N Gl) N Gi—l Gi—l - Gi—l

Portanto N ¢ ciclico e dai N ~ C,,. Logo, |N| = p.

N

i1) Sejam M < G e N - < G, temos duas possibilidade:

a) N < M.
G

M M
Neste caso, — < — e por inducdo |— : —’ = p. Portanto, |G : M| = p.

NN
b) N £ M.

N N

Neste outro caso temos que G = M N e

G MN M Y
N N ~ MnAN 7
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pois NN M # N e |[N| =p. Assim,

Gl _ |
G:M|= = =|N|=p

Q

=1

2.4 Teorema de Schur-Zassenhaus e Aplicacoes

Teorema 2.4.1 (Schur-Zassenhaus). Seja G um grupo finito e N < G com (|N|, |G :
N|) = 1. Entao existe H < G tal que |H| = |G : N|. Em particular G = HN e
HNN =1, pois (|N|,|H|) = 1. Além disso dois quaisquer subgrupos de ordem |G : N|

sao conjugados em G.
Demonstracao. Veja 9.1.2 de [8]. O

Embora o Teorema acima seja de grande relevancia nao o demonstraremos, pois acre-

dito que serd mais interessente apresentarmos algumas aplicagoes conforme segue.

Proposigao 2.4.1 (P. Hall). Seja G um grupo finito e sulivel com |G| = mn, (m,n) = 1.

Entao existe H < G com |H| = m e dois quaisquer subgrupos de ordem m sao conjugados.

Demonstragao. (Existéncia) Seja N - < G, entdao pelo Teorema 2.3.2 N é p-abeliano

elementar, isto é, |N| = p* e N é abeliano.

Caso 1: p | Enta ¢ m induga 'tH<th H m
: m. Entao | —| = [ — | n, por inducao, existe — < — tal que | —=| = — e
p N i)™ p Gao, N S lave |5 =
portanto |H| = m.

K G K
Caso 2: p { m. Entéoﬁzm ]% , por inducao existe — _Ntal que‘ﬁ = m.

Observe agora que N < K e que (|[N|,|K : N|) = 1, pois p { m. Pelo Teorema de
Schur-Zassenhaus existe H < K tal que K = NHe HNN = 1. Logo, H < G com
|H| =m

(Conjugagao) Sejam H e H’ subgrupos de G com |H| = |H'| = m e tome N -< G, entao
como N é p-abeliano elementar (|N| = p* e N é abeliano).

Caso 1: p | m e portanto p* | m. Agora como

NH| _N|[H] _|N]
H T JHINAH] NN

INH : H| = =|N:NNH|=p*
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epifn=|G:H|=|G: NH||[NH : H| temos que o = 0, assim |[NH : H| = 1 e portanto
G

NH = H. Logo, N < H e analogamente N < H’. Mas N ¢ um grupo solivel com
G m qe (™ ] H H'
—|= (= ]n,onde | —,n)=1le|=|=|=
N pk ) Pk’ N N
que

H _(H\" _(gN)H(g'N) _gHg
N N N N
Portanto, H' < HY e assim H' = HY.

= —. Por indugao, existe g € G tal
p

Caso 2: p{ m (isto é, p | n e com isto p¥ | n). Neste caso, NN H =1=NNH e

HN H'N
entao pelo Segundo Teorema do Isomorfismo — ~ H e

» N
N’ :m(]%>, onde (m,}%) =1le

indugao, existe g € G tal que

~ H’'. Desta forma temos

HN| |H'N
N| | N

G
que N é soluvel com = m. Por

H'N (HN\’Y (gN)HN(g~'N) H'N
N N B N N

Assim, H'N = HIN = K e (|K : N|,|N|) = (m,p*) = 1, pois p t m. Pelo Teorema de
Schur-Zassenhaus, existe z € K tal que H' = (HY)* = H9". O

Proposicao 2.4.2. Seja G um grupo finito tal que todo subgrupo mazximal tem indice
primo, se p € o maior primo que divide a ordem de G, entdo |Syl,(G)| = 1. Em particular,

se G € supersolivel vale a Proposi¢ao.

Demonstragao. Suponha que n, = |Syl,(G)| > 1. Entao Ng(P) < G e assim existe M
tal que Ng(P) < M < G. Observe que P < Ng(P) < M e portanto Ng(P) < Ny (P), e
também P € Syl,(M). Mas |[M : Ny (P)| = n;, = |Syl,(M)| =1 (mod p), |G : Na(P)| =
ny, =1 (mod p), |G : No(P)| = |G : M||M : Ng(P)| e |G : M| = ¢, onde ¢ é um primo
diferente de p (¢ < p). Dali,

Logo,

plg—1= p<q¢—-1= p<uq.

Absurdo! O]
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2.5 O Homomorfismo Transfer

Sejam H < G com |G : H| =ne®: H— Aum homomorfismo, onde A é um grupo
abeliano. Fixado um transversal T" = {t1,%5,...,t,} e dado # € G definimos t;), pela
equagao H(t;x) = Ht(;), e portanto tixt&)lx € H. Defina 6*: G — A por

0" (z) = [ [ 0(tiatya)-

=1

Observagao 13. x: i — (i)x é uma permutacio em I, = {1,2,...,n}.
Demonstracao. Se (i)x = (j)x, entao

Ht;x = Htjx <= Ht; = Ht; <= t; =1t; <= 1i=].

[
Lema 2.5.1. i) 6* é um homomorfismo,
it) 0% independe do transversal escolhido.
Demonstragao. i) Devemos mostrar que 0*(zxy) = 0*(z)0*(y). Temos,
Ht(i)xy = Ht,xzy = (Htl:v)y = Ht(i)xy = Ht((i)x)y,
Portanto i),y = t((i)z)y. Por definicao
x -1 -1 -1 -1 -1
0" (xy) = [ [ 0wyt ,,) = [ 0ty taoatn,) = | [ 0t ) (taett o),
i=1 i=1 i=1
Agora, como A é abeliano e x : i — (i)z é uma permutagao em [, concluimos que
0" (xy) = [ [ 0Ctiwt ) [ [ 0t aravtn,) = 07 ()67 (v).
i=1 i=1
i1) Seja T" = {t},t,, ...t} outro transversal de H em G. A menos de uma permutagao

vale a igualdade Ht; = Ht, e desta forma podemos supor que Ht; = Ht,. Assim, t; = h;t;,
onde h; € H. Agora dado = € G temos que

Ht;x = Ht;x — Ht,( = Ht(Z)ZE — t'(z’)az = h(i)xt(i)xv
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onde h(;,, € H. Portanto,

n n

H O(titi)0(hg),) = [ [ 0t 0(hi)0(hy),)

Mas como z : i — (i)x é uma permutagao e A é abeliano concluimos que H 0(h G(h(_z)lx) =
=1

1 e assim 0, (z) = 05 (z). O
Lema 2.5.2 (Calculo de 6*). Sejam H < G e : H — A um homomorfismo com A

abeliano e |G : H| = n Entao para cada x € G existem ly,lo, ...l € N e 81,82,...,5, €
k

N tais que 0*(z Hﬁsxs Zli:n.

i=1
Demonstragdo. Fixe x € G, tome s; € G esejal; = min{l € N*; Hs;x' = Hs;}, observe
que existe [y, pois |G : H| = n.
Se l; = n, entdo T = {s1,512,...,s12" "'} é um transversal de H em G. Caso contrario
existe s, € G tal que Hsy # Hsyz?, para 0 < j <l — 1. Seja ly = min{l € N*; Hsoxl? =
Hsy}.

Se l; + Iy = n temos que T = {s1,s17,...,512" 7L 59,..., 58,2271} é transversal de H
em (. Caso contrario procedemos indutivamente até que tenhamos sq,ss3,...,5, € G

ly,1 l N* Iy +1 l, = T = -1 b1}
e ly,ly, ... 1, € comly +lo+ ...+l =neT = {s,....,512"7 " s9,... 5.

transversal de H em G (Observe que como |G : H| = n repetiremos este processo um

nimero finito de vezes até obtermos o transversal T'). Assim,

He tiwty),) H O(tiwt;),)-

'lel

Observe que

Ht(l)x = Htix = Hs1x = t(i)x = {o;
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Htg 1. = H81£UI172£C = Hslxllil = Ht;, = tg,—1) =1
Ht(ll)a: = Hsll‘llill’ =Hs; = Ht) = tiae = 1.
Logo,
5
[0t = 0(tiwts)O(tamts ) . Oty ")
=1
= O(tywty towty gty i ) = Ottt = 0(s1aM s ).

De modo analogo, temos que

li+1

H H(tﬂy(i)z = 9(3j+1$lj+13j_4i1))-
i=l;+1

Portanto,

]

Lema 2.5.3 (Schur). Seja G um grupo com H < Z(G) e |G : H| = n. Entdo 0*(z) = a™,

onde 0 : H — H € a identidade. Em particular (xy)" = z™y".

Demonstracao. Pelo Lema anterior existem sq,82,...,8, € G e li,lo, ..., 1l € N tais que
k
Z lz =ne
i=1
0*(x) = H@(sixlisi_l) = Hsixlisi_l.

2.5.1 O Transfer de um p-Subgrupo de Sylow

Definicao 20. Sejam G um grupo finito e P € Syl,(G), definimos

G'(P) = m {N 4 G; % ép— abeliano} :
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G
e Sejam Ny, ..., N, todos os subgrupos normais de G tais que N é p-abeliano. Entao,
G G
v: G— N X A X .o X N dada por ¢(z) = (zNy,...,zN,) é um homomorfismo
A G G G G G
com Nuc ¢ = QNT = G'(P), desta forma G(P) < A X N, X ... X N Assim, )
¢ um p-grupo abeliano e portanto G' < G'(P).
G'(P)
° pJ( o |
G'(P G G G'(P K H H
De fato, é/ )‘ < e e o é abeliano. Assim é/ ) = X ek onde Yel €
G K
Syl, (a) ept ‘@ . Agora,
G'(P
o H
K )
o ¢
H G'(P H G G G
onde Yl ¢ p-grupo, logo [(( ) ~ e ¢ p-grupo. Por outro lado, (P < N X A X

G G
X ¢ p-abeliano, dai 17 é p-grupo abeliano. Portanto G'(P) < K, assim G'(P) = K
’” G'(P) )

e dai concluimos que p { el

P
Lema 2.5.4. Sejam G um grupo finito, P € Syl,(G) e § : P — Iz homomorfismo
definido por 6(x) = P'z. Entio Nuc 0* = G'(P), PNG'=PNG'(P) e

G PG(P) P P PG

Im 0 = Nuc 0% G'(P) :POG’(P):PHG’_ G

Demonstragao. Como P € Syl,(G) temos que p 1 |G : P| = |G : PG'(P)||PG'(P) : P| e
dai p 1 |G : PG'(P)|. Por outro lado, G’C(;P)

PG (P)||PG'(P) : G'(P)|. Como p1 |G : PG'(P)| concluimos que |G : PG'(P)| =1e
PG'(P)

¢ p-grupo, isto é, p* = |G : G'(P)| = |G :

P
~ Im 0" < 1z temos que

com isto G = PG'(P). Logo, Im 0* ~ (P e como
4 o : ) . 1 < *
Nuc g ¢ P abeliano. Assim G'(P) < Nuc 6
Agora, o Lema 2.5.2 nos diz que dado z € G existem s1,...5, € G e lq,..., [ € N,
k k

k
com Zli =n = |G : P| tais que 6*(x) = H@(sixlisi_l) = P,(H(Si$li8;1)). Mas como
; i=1 i=1

=1 =
G = PG'(P) temos que s; = a;b;, onde a; € P e b; € G'(P), assim Ps; = Pb; de modo

que

P'(s;7'is7Y) = P'(agbirib a; ) = (Play) (P (bxib; 1)) (Pla; ') = P(bir'ib )
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(Observe que bjz'ib;' € P, pois por construcio s;z'ts; ' € P). Desta forma podemos
supor que s; € G'(P). Como G'(P) < G temos que G'(P)z' = 2%G'(P), ou seja, existe
s; € G'(P) tal que s;x = x5} deste modo obetemos que

z
0*(z) = P’(H(xlisgsi_l)) = P'(zhsis; talshsy L atks)s ) = P(a"s).

i=1
Logo, se z € Nuc 0* concluimos que P’ = P'z"s) e portanto 2" € P's™! C G'(P). Assim,
(zG'(P))" = 1 = o(zG'(P)) | n, mas também temos que o(zG'(P)) | |G : G'(P)| = p*
e (n,p) = 1. Portanto, o(zG'(P)) = 1 e dai obtemos = € G'(P). Com isto provamos que
G'(P) = Nuc 0*.
G'(G'(P)N P) < G'(P)

G -G G'(P)

o Segundo Teorema do Isomorfismo e o fato de que G' < G'(P), obtemos

GEP)NP) GNP GNP _ P

G T GN(G(P)NP) GNP — GNP

G'(G'(P)N P) G'(G'(P)N P)
G G
G'(P) N P e assim temos,

!

Finalmente, , onde p nao divide . Por outro lado, usando

Portanto =1 ja que p nao divide divide

‘. Logo, G'NP =

G PG(P) P P PG’

I ¥~ = = = = )
MY Nty TGP PGP PG &

]

Teorema 2.5.1 (Burnside). Sejam G um grupo finito, P € Syl,(G), P abeliano e
N = Ng(P). Entio P = Cp(N) x [N, P].

Demonstracao. Seja 6 : P —» P dada por 6(z) = x, temos:
e G=G'(P)P;

e Nuc 0" = G'(P) > G';

e ('(P)NP =G NP,

G PG(P) P P PG

Im 0* ~ = — — _ .
*Y = Nucor T Gi(P) _ PNnGI(P) PNG G
o 0*(G) = 0*(G'(P)P) = 0*(P), pois G'(P) = Nuc 6*.
k
e Dado x € G existem s1,...,8, € Gely,..., Il € N, Zli =n = |G : P|, tais que
i=1
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Sejam z € P ey = 2% € P. Entdo ysi_1 = s;y8; * € P por construcio e ysi_1 € Psi_l, como
Pe PSi sio abelianos concluimos que P, PS5 < Cg(y® ) = P, P55 € Syl,(Ca(ys ).
Pelo Segundo Teorema de Sylow existe ¢; € Cg(ysfl) tal que P = psitel, Dai, r; =

site;t € Ng(P) e assim temos

onde a € [P,N]. Portanto, z" = 0*(z)d~' € 0*(P)[P,N] < P. Mas como = € P
temos que (o(x),n) = 1 e com isto existem [,s € Z tais que o(z)l + sn = 1. Logo,
r = po@htsn — gon — (pm)s € §*(P)[P,N]. Assim, P < §*(P)[P,N] < P e portanto
P = 6*(P)[P, N].
Afirmacao 1: 0*(P)N Nuc 6* = Im 0* N Nuc 6* = 1.
De fato, seja 60*(y) € Im 6*N Nuc * < G = G'(P)P. Entao existem ¢/ € G'(P) = Nuc 6*
ex € Ptaisquex = y'z. Assim, 6*(y) = 0*(x) = 2"a,a € [P, N] < G' < G'(P) < Nuc 6%,
e entdao 1 = 0*(0*(x)) = 0*(2™a) = (0*(x))". Portanto, o(0*(x)) | n, mas 0*(x) € P e
(n,p) = 1. Logo, 0*(xz) = 1. Agora [P, N] < G' < G'(P) = Nuc 0*, entao 0*(P)N[P,N| =
1 e com isto obtemos

P =0*(P) x [P,N] = Im 6 x [P, N].
Afirmagao 2: Im 6* =0*(P) < N.
De fato, sejam x € P, T' = {t,...t,} um transversal e 0*(x) = ﬁtixt(i)lz. Dado y € N,
{t{,...,t4} também é um transversal, pois Pt = Pt} = Py_ll_tli = PV 't; = Pt; =
Pt; = i = j. Vajamos também que Ptz¥ = Pt!,  .mas

(i)av -

Ptfj’:cy = (Ptil')y = (Pt(i)z)y = Pt(yl.)x.

Portanto, Pt(, , = Pt(,, e

O (2) = ([ [ tawt )Y = [ [Vt = [ [0t = 07 (a).
=1 =1 =1
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Assim (0*(x))Y € 0*(P), Vx € P eVy € N. Logo, 0*(P) = Im 6* < N e portanto
[0*(P), N] < 60*(P)N [P, N] = 1. Desta forma provamos que §*(P) < Cp(N).
Agora, se x € Cp(N), entao

k

0*(z) = 2" H[xli, ri] = a",

i=1
pois 2t € Cp(N) e r; € N. Daf como (n,p) = 1 existem [, s € Z tais que In + sp = 1.
Assim,

=" = (z") = (6" ()" € 0*(P).
Portanto, Cp(N) = 6*(P) e dai concluimos que
P =Cp(N) x [P,N].
O]

Observacao 14. Ainda no contexto do Teorema acima temos [P, N] < G'NP = G'(P)N
P. Como P = Cp(N) x [P, N] temos que

. P
4 (P)_CP(N)—TN-]
e ainda
G PG'(P) P
I = 0" (P) ~ = ~ )
m 6" =9"(P) G'(P)~ G(P) _ PNG(P)
Portanto,

il lewres
[P,N]| |G"(P)nP
e dai |[P,N]| = |G'(P)N P| = [P,N] = G'(P) N P.

Corolério 2.5.1 (Teorema de Burnside-Transfer). Se G € um grupo finito e eziste
P e Syl,(G) tal que P < Z(N), N = Ng(P), entdo existe H < G tal que G = HP,
HNP =1. Em particular, se Cq(P) = Ng(P), entio existe H I G tal que G = HP
com HNP = 1.

Demonstra¢ao. Como P < Z(N) temos que P é abelino e [P, N] = 1. O Teorema de
Burnside nos diz que P = Cp(N), mas como 1 = [P, N] = G'(P)NP e G = G'(P)P. Logo
H=G(P)<dGétalque G=HPe HNP = 1. Em particular, se Cz(P) = Ng(P) = N,
entdo 1l = [P, N] = P < Z(N), portanto existe H < GtalqueG = HPe HNP = 1. [
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Proposicao 2.5.1. Seja G um grupo finito. Se existe um subgrupo A de G mazximal e

abeliano, entao G € soluvel.

Demonstra¢ao. Suponha que a afirmacao acima seja falsa e seja G um contra-exemplo
minimo. Neste caso, se existir um grupo H ¢é satisfazendo as hipéteses do Lema com

|H| < |G|, entdao H é soluvel.

A G G
Caso 1: Ag # 1. Entdo — ¢ um subgrupo maximal abeliano de — com |—| < |G|.
Ag Ac Ag
G
Portanto — ¢é soluvel e Ag é soluvel, pois Ag < A é abeliano. Logo G é solivel, que é

a
uma contradicao.

Caso 2: Ag = 1. Sejam 7 = { Primos que dividem |A|}, 7" = { Primos que néo dividem
|A|} ep € m. Como A é abeliano temos que Syl,A = {Py} e A < Ng(F). Seja P € Syl,G
com Py < P. Entao Py = PN A. Agora, como Ag =1 e Py < A temos que Fy 4 G,

assim Ng(Fp) # G. Sendo A maximal concluimos que Ng(Fy) = A. Portanto,
Py = PNA = PNNg(P) = Np(R),

anteriormente mostramos que todo p-grupo € nilpotente, mostramos também que se G é
nilpotente e H < G, entdo H < Ng(H). Assim, se Py < P tefamos que Py < Np(Fy) = F,
portanto Py = P e pt |G : A|. Logo (|A],|G : A|) = 1. Por outro lado,

A< Cq(P) < Na(P)=A, VP € Sylp(A).

Pelo Teorema de Burnside-Transfer, existe Np < G tal que G = PNp e PN Np = 1.
G _ _
Seja L = ﬂ Np. Claro que L < G, entao 7 ~ H, onde H é um subgrupo de

X
pe™T !
G
S X N ~ P x...x P. e P, é abeliano, assim 7 ¢ um m-grupo abeliano e portanto —
P
¢ solivel. Mas como p nao divide |Np| = |G : P|, temos que L ¢é 7’-grupo.

Se L =1, entao G é abeliano e portanto soluvel. Desta forma podemos supor que L # 1
ecomisto LZ A (pois LIGeAs=1)eG=AL, ANL =1, jique A é m-grupoe L é
7’-grupo.

Seja @ € Syl,(L), onde L < G. Pelo Argumento de Fratini temos que G = LN (Q)
Observe que L = 1 implica G solivel e portanto podemos supor que

L # 1. Deste modo LN A = 1, pois L é n'-grupo e A é m-grupo, assim como A é
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maximal concluimos que G = AL . Seja Q) € Syl,L (L < G), pelo Argumento de Fratini
G = Ng(Q)L.
G Ne(Q) Ne(Q)

Mas pelo Segundo Teorema do Isomorfismo 7 o~ Ne(Q) N L = NL(Q) e com isto con-
cluimos que (L], [Na(Q)  N(Q))) = 1.

Observe também que N.(Q) < Ng(Q) com (|NL(Q)| : |NL(Q) : Q) = 1. Assim, pelo
Teorema de Schur-Zassenhaus existe X < Ng(Q) tal que Ng(Q) = N(Q)X e X N
Np(Q) = 1. Deste modo G = LNs(Q) = L(NL(Q)X) = LX = LA com XNL =1,
pois | X| = |Ng(Q) : No.(Q)| = |G : L| e (|L|||G : L|) = 1. Novamente, pelo Teorema de

Schur-Zassenhaus, existe g € G tal que X = AY e assim X é maximal abeliano.

Agora temos que @@ < Ng(Q), X < Ng(Q), X <-Ge XNE = 1. De modo que
X < QX < Ng(Q) < G. Portanto G = QX = Ng(Q) e com isto provamos que @ < G,
consequentemente ) < L. Entao mostramos que todo subgrupo de Sylow de L é normal,
com isto L é nilpotente e em particular L é solavel.

Como mostramos que % e L sao soluveis o Corolario 2.3.2 nos garante que G é soluvel,
mas G foi escolhido como o menor grupo nao solivel com um subgrupo maximal e abeliano

(Absurdo!). Logo todo grupo finito com um subgrupo maximal abelina é solivel. m

2.6 O Teorema de Maschke

Definicao 21. Sejam G um grupo e K um corpo. Um espago vetorial M sobre K ¢é dito

ser um G-mddulo ou um G-espago (a direita) sobre K, se podemos definir uma opera¢ao
a: MxG—M

(m,g) — mg

com as sequintes propriedades:

e (am+ fn)g = a(mg) + B(ng);
e m(gg') = (mg)g';

e ml=m

Para quaisquer o, 3 € K, m,n € M eg,qd € G.
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Definicao 22. Sejam G um grupo, K um corpo e M um G-mddulo sobre K. Um subespaco
vetorial X de M ¢é dito ser G-invariante (G-subespago ou G-submddulo), se para todos
x € X,g € Gtemosxg € X. Notacao: X <g M.

Denotamos por Sg(M) o conjunto de todos os G-submdédulos de M, ou seja,
Sa(M) = {X; X <¢ M},

Definicao 23. Seja M um G-mdédulo sobre K.

i) M é um G-mddulo irredutivel, se M # 0 e se M e 0 sao os inicos G-submddulos
de M, isto €, |Sqg(M)| = 2.

ii) M é um G-mddulo completamente redutivel, se para todo X € Sg(M) existe Y

€ Sg(M) tal que M = X @Y.

Teorema 2.6.1 (Maschke). Sejam G um grupo finito e K um corpo cuja caracteristica

p > 0 nao divide |G|. Se M é um G-mddulo sobre K, entao M é completamente redutivel.

Demonstragao. Tome X € Sg(M). Como X é um subespago vetorial de M, sabemos da
Algebra Linear que existe um subespaco Y de M tal que M = X ® Y. Vamos construir
Y* € Sg(M) tal que M = X @ Y™ e para isto consideremos a projecao de M sobre X
isto é,

T M— X

m — mw(m)

onde m(m) = z, visto que, dado m € M existem tnicos z € X ey € Y tais que

m = x + y. Definimos a aplicagao

T M — M

1
POYT(m):m—@ZW(mgfl)g,VmeM. Note que 0 #1+1+1+4+...+=|G| €K
geG

(soma de |G| vezes o elemeno 1 € K) ja que a caracteristica p de K nao divide |G|. Observe
que 7 goza das seguintes propriedades:
i) T é linear, pois é uma combinagao de aplicagoes lineares;

it) T(mg) = 7(m)g, para todos m € M e g € G,
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De fato,
1 -
7(mg) = mg — €] > w(mgg g
qg'eG
1 CNel g
=mg =iz m(mgg)'g'g g
a2
1 _
= (m— |_G| Z m(mg' "))y
g'eG
= 7(m)g.
iii) X C Kerr
1 B | g
Para m = x € X temos T(x):m—@z:w(mg )g:x—@|G|x:x—x:0,Jaque
geG

rg~! € X e consequentemente w(xg~')g = zg71g = .

iv) T2 = T.
Veja que
73(m) = 7(r(m))
1 1
= 7(m) — @;T(W(mg )9)
= r(m)

visto que 7(mg~!)g € X C Kerr.

Definamos agora Y* = Imt = {7(m); m € M}. Claramente Y* é um subespaco de M.
Além disso, para todo y € Y* existe m € M tal que 7(m) = y. Também, para todo
g € G segue por (ii) que yg = 7(m)g = 7(mg) e m — 7(m) € X, para 7(m) € Y*.
Logo, M = X +Y*. Sejaz = 7(m) € XNY* m € M. Segue por (iii) e (iv) que
0=7(x) =7(r(m)) = z. Portanto, X NY = 0 e daf concluimos que M = X @& Y™



Capitulo 3

Teoremas de Kuzennyi - Pylaev

Neste capitulo provaprovaremos os Teoremas de Kuzennyi - Pylaev sobre classificacao
dos grupos finitos com um subgrupo ciclico maximal e sobre classificacao dos grupos finitos
com no maximo um subgrupo nao ciclico maximal. Antes de provamos estes Teoremas

precisaremos classificar os grupos de ordem p”" satisfazendo as mesmas propriedades.

3.1 Grupos Finitos com um Subgrupo Ciclico Maxi-

mal

3.1.1 Classificagcao dos p—grupos com um subgrupo ciclico ma-

ximal

Antes de classificar os p-grupos com um subgrupo ciclico maximal, precisaremos provar

o Lema abaixo que nos ajudard na demonstracao do Teorema de classificacao.

Lema 3.1.1. Se G € nilpotente de classe menor ou igual a 2, entdo (xy)™ = x™y™[y, x] (%),

Demonstra¢ao. Como ClI(G) < 2 temos que 1 = 73(G) = [G/,G], assim G' < Z(G).
Precisaremos provar primeiramente a seguinte afirmagcao.

Afirmagao: [y™, x] = [y, z|™.

62
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O caso m = 1 é trivial. Suponha que [y™, z] = [y, z]™. Entao, [y z] = [y™y, 2] =

[y™, 2]y, z] e como G’ € Z(G) temos que [y™, z]Y = [y™, z]. Portanto, [y"! x] =

™, xlly, x] = [y, 2|y, ] = [y, z]™ .

Prova do Lema (m = 2). Usando o fato de que G’ < Z(G) obtemos

1= [,y 'y] = [z,y][z,y ') = [z,y][z,y"]

e portanto [y, z] = [z,y] ' = [z,y7].

Novamente, como G’ < Z(G) vemos que
v*ylly, 2] = 2y, aly’ = 2w,y Y = 2t yay Ty

= zyzy = (zy)>.

n

Suponha agora que tenhamos (zy)" = z"y"[y, x](2) para algum n > 2. Entdo,

n

(2y)™" = (zy)"(xy) = 2"y" [z, y) Oy,

Mas pela afirmagao [y™, z] = [y,2]" = (y") 'z7'y"z = [y, z|". Assim

n

y"r = zy"ly, z]".

Dai,
(l,y)n+1 _ x”xy"[y,x]”y[y,x](Q) — xn+1yn+1[y,x]n+(2)

n+1)

— anrl y,x]( 2

ynJrl[

]

Proposigao 3.1.1 (Classificagao dos p-Grupos Finitos com um Subgrupo Ciclico
Maximal). Um grupo de ordem p™ contém um subgrupo ciclico de indice p (Em outras
palavras, um subgrupo ciclico mazimal) se e somente se é um dos sequintes grupos:

i) G=(a; a =1), n>1;

ii) G = (a,b; a?" =1, b= 1), n>2;

iii) G = (a, b; a?" =1, =1, bab~! = a”pn%), n >3, p € impar;

w) G = (a,b; a® =1, B*=0a*"", bab' =a"'), n>3;
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v) G=(a,b; a® =1, 0*=1, bab'=a"), n>3;

vi) G = {(a,b; a* P=1, =1, bab ! = a1+2n72>, n > 4;

vii) G = {a,b; ¥ =1, =1, bab™' = a *2"7"), n > 4.

Demonstracao. (<) Trivial.
(=) Seja G um grupo abeliano com |G| = p™ contendo um subgrupo ciclico maximal N.

Como G é nilpotente temos que todo subgrupo maximal é normal, desta forma concluimos

G
que N = {(a), onde o(a) = p"~! e entao N‘ = p. Assim, como N é ciclico existe r € G
tal que
G

Entao,

G
Agora, como N' = p temos que (zN)? = 2PN = N. Portanto 2? € N = (a). Escreva
2P = o', temos duas possibilidades:

1) Se p Ji, entao (p"~1,i) = 1 e com isto existem 7, s € Z tais que rp" ' + si = 1. Assim

a = arp"_1+si — asi — (ai)s — 5.

Portanto a € (z) e daf obtemos que G = (x; z¥" = 1), ou seja G é do tipo (7).

2) Sepli, 2P =a'=a’? = (a’)? = b, onde b = o’ € (a).

e Como G ¢ abeliano temos que (zb™!)? = 2P(b~!)P = 2Pz~ = 1 e portanto o(zb™!) | p
ja que o(zb™') = p, mas se o(xb™!) = 1 entdo necessariamente x = b e dai G = (a), que
nao ¢ verdade.

o G = (xb~' a), poisx = zb'a’ € (xb~!,a) e assim G = (x,a) < (xb~', a) e obviamente
(xb~' a) < G.

e (zb7') N {a) = 1.

De fato, (xb™1) N {a) =1 ou (xb™!) N (a) = (zb™'), mas se (xb~') N (a) = (xb™ '), entdo
(xb™') < (a) e com isto terfamos que G = (a).

n—1

Deste modo concluimos que G = (a,zb™% a?" = 1, (xb~')? = 1), tipo (i).

G
Suponha agora que G é nao abeliano (n > 3). Assim como no caso anterior N = (xNY,

onde N = (a), o(a) = p"~' e x € G. Portanto G = (z, N) = (z)(a)
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Afirmacao: a* = a™, onde 1 < m < p" L.
De fato, como |G : (a)| = p temos que (a) < G e com isto a® € (a). Dal a* = a™,

1 <m<p»! mas

m=1=d"=a= ar =20 —= G' =1,

m=p"'=d"=1=r'ar=1—=ar=1r=—=a=1.

Agora

a=a" =ad" = ad" ' =1=p" "/ (mP - 1).

Logo, mP = 1 (mod p"~ ') e em particular m? = 1 (mod p). Pelo Teorema de Fermat
mP =m (mod p) = m =1 (mod p), portanto p | (m — 1) edai pt m

Caso 1: p > 2.

Sejam=1+kp'com0<i<n—1lept k(Observequei=n—1= a®>=a" =a =
ar = ra = G' =1). Assim

mP = (1+kp')P =1+ (f) kp' + (Z) (kp')? +...+ <p f 1) (kp" )P~ + (kp')P

-1 + kpi—‘rl + lpi+2.

Portanto, m? —1 = kp"™™ +1p"*2, mas m? = 1(mod p"~!') nos diz que kp**t +1p"*2 = ['p"~1.
Dai
fo = [pn 1Y) it 2= prpn=ie2

Como, p 1tk temos que n —i — 2 = 0, com isto obtemos i =n — 2 e m = 1 + kp" 2, onde
p1 k. Agora como p 1 k temos que (p, k) = 1, logo existem r,s € 7Z tais que rk + sp = 1.
Assim,

T T n—2\r n—2 T n—2)2 n—2\r
a® =" = a(1+kp ) a1+krp +(2)(kp )o 4 (kp™T2)
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1+(1isp)pn—2+pn—1 _ a1+pn—2ispn—l _ a1+pn—2

=a

Observe agora que 2" ¢ N = " =" P =g P =z =2 N = G = N.
Portanto, 2" ¢ N e G = (2", N). Assim substituindo 2" por x podemos supor que

a® = a'*?" ", Portanto,
P\T _ (,Z\P — (1" N\ optp™Th _ p
(@”)" = (a”)" = (a ) =a ar.

Logo, a? € Z(G) e com isto temos que |Z(G)| > p" 2. Assim, |Z(G)| = p" 2, p"! ou

2

p", mas |Z(G)| = p" ou p"~! implica G abeliano. Logo, |Z(G)| = p"~? e deste modo

Z(G) = (aP). Agora como z? € (a) temos
(a")" = (/)" = a’ =1,

assim 2P € Z(G) = (a) e portanto o(z?) | p" 2 e 2P = (a?)! = (a')?» = b, b =a' € N.

Além disso,

G
———| = p? e com isto CI(G) < 2. Pelo Lema 3.1.1 temos que
2(G)
p(p=1)

2

(@b~ = 226 P[p~", 2] () = 225 b7, 2]

p—1

= 2Pb PP = b bt ) = L.

Comozb'=1=2=0b€ N = G = N, temos o(zb™') = p. Observe também que

Substituindo zb~! por x obtemos G = (a,z; a?" =1 =2?,a” = a'™"°), n > 3. Ou
seja, G é do tipo (ii7).

Caso 2: p=2.

Temos G = (a,x; a® ' =1, a® = a™), onde m® = 1 (mod 2"~ ') e m = 1 (mod 2). Assim,
m =1+ 2k e entao m* — 1 = (1 + 2k)> — 1 = 4k + 4k* = 4k(k + 1). Por outro lado,

m? —1=2""1%'. de modo que
4k(k+1) =2""% = k(k +1) = 2" K.

Desta forma 2"73 | k ou 2" | (k + 1) e portanto k = 2" 73 ou k = 2"73 — 1. Mas se
E=2"3lel =2 entaiom =1+2k=14+2"1 = a* = a™ = a = za = av =

G’ = 1. Portanto restam duas possibilidades:
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Caso A: m=1+2""2], com [ =2 + 1.

Neste caso temos que

x m 142772 a1+2"—2(2l’+1)

n—2
a*=a" =a a' T,

G

(@)

-1 2

Sen =3, entao o(a) = 25 =4, a* =ad""? =a* =a' e 2 € (a), pois = 2.

Assim 2% € {1,a,a? a3}.
e v =a= G = (z,2%) = (x), que é um absurdo.
erl=a)=a"'= G = (z,a) = (x,a7 ") = (z,2%) = (x), que nos leva a outro absurdo.

2

er?=1=G=(a,2; o> =1=22 a* =a'), comisto G é do tipo (v).

er?=a?= G=(a,2; a®  =a'=2a*=1, a® =a"), desta forma concluimos que G
é do tipo (iv).

Agora se n > 4, entao também temos z2 € (a), o(a) = 2""! e 2? = a*", pois se ¥* = a*" !
terfamos que (z?) = (a®* ') = (a) visto que (2""1,2r +1) = 1 e dal G = (z). Seja

b=a"@"°1 Entao pelo Lema anterior temos que

(zb)? = 22?[b, x] = a¥a® " Dy e b = @’ b

n—3 _ n—3__ n—3__ n—2_ ,..n—3 n—3__
— ar2 a r(2 1) (ar(2 1))x — ar2 rs +r(am)r(2 1)

— ar2"72—7’s”*3+r(am)r(2”73—1) — ar2"72—r2"’3 44 (1 + 2n—2)(T2n—3 . T‘)

pois 2n — 5 > n — 1 uma vez que n > 4. Portanto,
G = <CL7 l’b7 a[2"71 =1= (.Tb)Q, azb _ (ab)x - a]1_|_2n72>7

com isto temos que G ¢é do tipo (vi).

Caso B: m =22 — 1.

Subcaso B.1: Se [ =2t, entaom =2""1t —lea® =a™ = a?" =1 =q L.

Afirmagao: Z(G) = (a®"").

De fato, (a2 °)* = (a®)¥"° = (a)¥"" = (" *)"' = a¥" ", Portanto, a* € Z(G) e
com isto temos que (a2" ) < Z(G). Reciprocamente, dado g € Z(G) < G = (a, x) temos

que g = a‘a’, onde i,j € Z, e também ¢° = g = ¢g*. Deste modo

(a'2?)* = a'r?! = (a")*2? = a'2! = (a")’
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1

(a'x?)* = a's! = a'(z*) = a'2? = a 'ala = 27,

mas j = 2q ou j = 2q + 1.
e Se ] — 2q’ entao g= aixj = aiar = CLS, poiS .T2 S <CL>

e Se j=2¢+1, entdo g = a'z? = a'z*! = a'a"x = a®*x e com isto

P =g=adr"=dr=1"=0= G =1.

Logo j = 2q, g = a® com a®* = 1. Assim 2! |2s = 2"? | s = s =2""1t = g €
(@)
Observe agora que a* = (a*)* = (a™')* = a = 2® € Z(G). Portanto, 22 = 1 ou

n—2
2?2 =a?" ", de modo que

on—1 2

G={a,z; a® =1=2% a"=a") tipo (v)

ou

G=(a,z a® =1, 2% = a2t = a™ ') tipo (iv)

Subcaso B.2: Sel =2t + 1, entao m = [2"2 -1 =2""1 — 1. Como 2? € (a) temos que
r? = a®, mas se 21 s temos que (a) = (a*) => a € (x) = G = (z), desta forma s = 2r

e 22 = a® = a*". Portanto,

22 = (l,2>x _ (a2r)x _ (a:p)2r _ (am)Qr _ (a2”—271)2r

Assim

Logo, o(a) = 21 | 4r = 22" | 2r = 22 = o = ¥ 1 € (¥ ) = {1,a®""}. Se
22 =a?"?, entdo

1)2 1 1 _ 1'21[‘_10,_11'(1_1 — xQ(a_l)Za_l — $2<a$)—1a—1
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=22(a™) et =a¥ T e = 1.
Portanto G = (a,za™"; a* =1= (za™)?, a* = (a® "H* ' =" "), tipo (vii).
Finalmente, se 22 = 1 temos G = (a,z; a®" =1= 22 a* =a* 1), tipo (vii). O

3.1.2 O Primeiro Teorema de Kuzennyi - Pylaev

Agora utilizaremos os resultado estudados anteriormente para demonstrar o Primeiro

Teorema de Kuzennyi - Pylaev. Comegamos definindo o conceito de base de Sylow.

Definicao 24. Seja G um grupo finito, com |G| = pi'ps*...p%*. Dados P, € Syl,.G,
dizemos que o conjunto {Py, P, ..., P,} € uma Base de Sylow para G se P,P; = P;P,
para todos i,j € {1,2,...,n}. Observe que P,P; = P;P;, se e somente se P,P; é um

subgrupo de G.

Lema 3.1.2. Seja G um grupo finito e solivel, entao G possui uma Base de Sylow.

Demonstragao. Escreva |G| = p{'ps?...por, fixe p; e defina p) = Hp?j. Entao, |G| =
J#
/01

pipit e (ph,pt) = 1, pelo Teorema de P. Hall, existe Q; < G tal que |Q;| = p,. Seja
PJ = mQ’L Entao como |G : Qz| = Hp?l obtemos que |G : F)]‘ = Hp?l e portanto

i#j i#j i#J
|P;| = pjo-‘j, assim P; € Syl, G. Seja K = ﬂ Q. Entao P,,P; C K e |K| :pf‘ip?j, pois
T Rapy
a Pz P; o Qi
G : K| = i]];[kpkk. Por outro lado, |P,P;| = m = |P||Pj| = p{p}’ = |K]|. Logo,
PP, = K = PP, 0

Teorema 3.1.1 (Primeiro Teorema de Kuzennyi - Pylaev). Um grupo finito G
contém um subgrupo ciclico maximal se e somente se é um dos sequintes tipos:

i) G = P x {(ay), onde (a1) € um grupo ciclico qualquer e P é um p-subgrupo de Sylow
de G de um dos tipos indicados na Proposicao 3.1.1;

ii) G = ({ag) X P) X {a1), onde {a1) € um grupo ciclico qualquer que € um subgrupo de
Hall de G. P é um p-subgrupo de Sylow de G de um dos tipos indicados na Proposi¢cao

3.1.1, {ag) X P nao € nilpotente, e Cp({az)) é um subgrupo ciclico de indice p em P;
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iii) G = (P x {(a3)) x {a1), onde {(a1) € um grupo ciclico qualquer que é um subgrupo de
Hall de G, e Gy = Px (as) € um grupo nao-nilpotente satisfazendo a sequinte condigdo:
P é um p-subgrupo de Sylow de Gy, Cp({az)) > ®(P), e Cp({az)) é um subgrupo ciclico

normal em Gy tal que

(a2)Cp({az)) < Gy
Cp({az)) Cp({a1))

Demonstra¢ao. (=) Seja G um grupo finito e A < G ciclico, entao pela Proposigao 2.5.1
G é soluvel. Portanto, |G : A| = p® e existe uma base de Sylow Py, P, ..., P,, P para G
com p; # p e p; # p;j para i # j.

Afirmagao 1: Podemos supor que P, P, ..., P, < A.
De fato, para cada p; existe um unico p;-subgrupo de Sylow de A, digamos que Syl,, A =

{P*}. Agora, como |G : A| = p®, p; nao divide |A : P}| e
|G : Pl =|G: Al|A: P,

temos que p; ndo divide |G : P/ e assim P} € Syl,,G. Claramente temos que PP} =
PIPr, pois A ¢ abeliano e P, P7 < A e como P € Syl,,G existem g; € G tais que
Py = p%.

Como P JdAe PFNP; =1temos H=P/Py...P; < Acom [H|=p"p5*...py", onde
pi* é a maior poeténcia de p; que divide |G|. Agora, |P| = p®, onde p” é a maior poténcia
de p que divide |G| e PN H =1, pois (|H|,|P|) = 1. Logo

|PIH|
|H N P|

|PH| = = |P||H| = |Gl

Portanto, G = PH = PA, jaAque PH C G e H < A.

Ja sabemos que PP} = PP/ e que P/ = P/*, como G = AP existem a; € Ae x; € P

1

tais que g; = x;a;. Observe que Pf = P¥% « (Pr)% ' = P* < Pf = P™. Dal,
P!P = P"P = (RP)" = (PP)" = PP{" = PP},

Logo, Py, Py, ..., Pr P é uma base de Sylow para G com P, < A, i=1,2,...,n.
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Defina (a;) como o produto direto de todos os subgrupos de Sylow de G contidos em A
que sao fatores diretos de G, isto ¢, (a1) = P;, x P, X ... x P, onde para cada P;, existe
Ni; G tal que Ny, N P, =1e G = PF;;x N;;. Observe que isto s6 faz sentido se F;; for

normal em G, (a;) é um subrupo ciclico normal de G e que (a;) pode ser trivial. Seja

Gl — ﬂNZJ
J

Entao Gy é subgrupo normal de G. Como (|G : N;|,|G : Ny |) = 1 pelo Teorema de

Poincarré,

Qiy Qg

|GG1’:‘GN“HGN12”GN15 :pil pi2 pZZS :‘<&1>‘,

€ como pz,ij ¢ a maior poténcia de p;, que divide |G| temos que (|G1|,[(a1)|) = 1 e portanto

G1N{ay) = 1. Assim, como G1{a;) C G e

_ |Gl {ar)

|G1(ar)| = 1Gr O ()]

= |Gi[[{an)| = |G,

concluimos que G = Gi{a1), (a1) <G, G1 <G e {a1) NGy = 1. Assim G = G X (aq).
Agora, A = G1{a;) N A e pela Identidade de Dedekind

A= (Gi(ar)) NA = (G1NA)(ar) = Ar(ar),
onde A; < A, (a1) < Ae Ay N{ay) =1. Logo,
A=A x {ay),
onde A; = G1 N A é ciclico, pois A; < A e A é ciclico.
Afirmagao 2: P < Gy e A; < G;.
De fato, como Gy < G, |G : G| = [{a1)] = p;. ' pi.? ... p* e dado P € Syl,G, temos que

P e Syl,G e dai existe g € G tal que P = P9 < G, ja que PCG <G Agora, se

existir :4: tal que A; < :4: < (4, entao
A=A x (a1) < A1 x {a1) < Gy x {a1) = G.

O que contradiz o fato de A < G. Logo, a Afirmacao é verdadeira.
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Seja (ay) um subgrupo de Hall de A; com ordem relativamente prima com p. Observe que
se Q € Syl,Ay com g # p, entdao q1 |Gy : A =p’ e q |G : G| = 10?1"117?;2 LDy, pois
cada p;; aparece no produto com sua maior poténcia que divide a ordem de G. Portanto,
Q € Syl, G, como é ébvio que dados primos ¢, § distintos QNQ =1, Q < A; e Q < Ay,
concluimos que (a) é o produto direto de todos os subgrupos de Sylow de G contidos em
A; para primos diferentes de p.

Caso 1: (ag) = 1.

Se {(ay) = 1, entdo G é um p-grupo, pois |G| = |G1 : A1||A1| = p’p” e pela Afirmacao 2,
P < ;. Portanto, P =G e A; < G = P, onde A, é ciclico. Assim, temos que G, = P,
onde P é um grupo de um dos tipos da Proposi¢ao 3.1.1. Logo, G = G X (a1) = P x (ay)
é do tipo (i) do Teorema.

Caso 2: (ay) # 1.

Afirmagao 3: G| = (a)P = A, P.
De fato, Ay =GiNAe (|G:Gy,|G: A|l) =1, entdo pelo Exemplo 2,

’G : G1HG1 . A1| = ‘G . A1| = ’G : GIHG . A‘

Portanto |G : G| = |G : A| = p?, dai, |Gy : {az)| = p*™°. Por outro lado, (|{as)]|,|P|) =1,
e deste modo |G4| = |(az2)||P| = |{a2) P|. Logo G1 = {(az)P = A, P.

Escreva (as) = (ab) x (a3), onde (a}) é o produto direto de todos os subgrupos Q € Syl,G
contidos em A, q # p, com Q < G (caracteristico) e portanto Q < G, e (a3) é o produto
direto de todos os subgrupos Q € Sylg G contidos em Ay, § # p, com QA G.

Dado um fator @ de (a3) sabemos que Q < A;, pois A; ¢ ciclico. Assim, Ng, (Q) D A; e

como A; < Gy, Q < G, concluimos que Ng, (Q) = A;. Por outro lado, temos que

A1 C Cg, (Q) € Ng, (Q) = Ay

Portanto, N¢, (Q) = Cg, (Q), pelo Teorema de Burnside-Transfer existe Hy < G tal que
HoN@Q =1e Gy = QHg. Observe que P, (a}) < Hg para todo fator Q de (a3) e portanto

(a3)P < N, onde N =(Hq < G.
Q
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Como (|Gy : Hg|, |Gy : Hgl) = (|Q|,|Q]) = 1, pelo Teorema de Poincaré obtemos
G1: NI =]]16G: : Hol = [{ad)l:
Q

Portanto, |G1| = |N|[{a3)| = |N{a9)|, pois N N (ad) = 1. Logo G; = N{a)

Afirmacao 4: N = (a})P.

De fato, mostramos na Afirmagao 3 que Gy = (ay) P. Portanto,
G1 = {as) P = Plag) = P(a3)(ay) = (a3)P(a3),

pois {a}) < Gy, e |Gy : (a3)P| = [{(ad)| = |Gy : N|, daf como (a})P < N concluimos que

Pela Afirmacao 3
G1 = (az)P = Plas) = P(a3){ay) = (a3) P(ay),

onde N = (a5)P < Gy e (a5) PN {a)) = 1. Logo G = ({a})P) x (a3).

Vamos considerar dois subcasos:

Subcaso 2.1: (a}) é fator direto de Gj.

Neste caso todos os subgrupos de Sylow de (a}) sdo subgrupos de Sylow de G que sao
fatores diretos de G. Portanto, (a3) < (a;) mas (a5) < G;. Assim, (aj) = 1, pois

GiMN(a1) = le(a3) <Gy Logo, P=N 4G e
G =P x {ad) = P x {(ay).

Subcaso 2.2: (a}) nao é fator direto de Gj.

Neste caso, (a3) # 1 e Cg,((a3)) = Ay, pois (a5) < A; e Ay é ciclico maximal em Gj.
Portanto, Cg, ((a})) = Ay ou Cg,({a})) = G;. Suponha que Cg,({a})) = G;. Entao
(a%) < Z(Gy) e como (ay) < Gy com (|[{a3)|,|G1 : (a3)]) = 1 o Teorema de Schur-
Zassenhaus garante que existe L < Gy tal que Gy = (a3)L com (aj) N L = 1. Como
(a3) < Z(G1) temos que L < Gy e dai (a3) é fator direto de Gy (Absurdo!). Logo,
Ca, ({(a3)) = Ar.
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Vejamos agora que A; < G, pois Cg, ((a3)) 9 Gy e
Ay = Cs,((a3)) < Ne, ({a3)) = G

Observe que todo subgrupo de Sylow de A; é normal (caracteristico), portanto normal
em G (caracteristico) e desta forma normal em G. Logo (a3) = (as), (ad) = 1, {(as) <
Gy e

Gy = (az) ¥ P.

Dai,
G1 =P x{ay) ou Gi={ag) xP.

Afirmagao 5: Em qualquer um dos casos acima (7 é nao-nilpotente.

Se G for nilpotente, pelo Teorema de Caracterizacao dos Grupos Nilpotentes Finitos
Gi=PxQ) x...xQ,, onde r >1ji que estamos no caso em que (az) # 1. Assim,
G=PxQx...xQ,x {ay) e portanto @Q; < A, Q; € Syl,,G e Q; é fator direto de G.
Absurdo, pois todos os subgrupos de Sylow de G contidos em A que sao fatores diretos

de G estao contidos em (ay).

Afirmagao 6: Cg, ((as)) = A1 = (a3) x Cp((az)).
Ja sabemos que A; é ciclico, (az) < A; e Cg,({az)) > Ay, onde A; < Gy. Portanto,
Cq,({az)) = Ay ou Cg, ({as)) = G1. Suponha que Cg, ((a2)) = G1. Entao (as) < Z(Gy) e
como Gy = (az) P, concluimos que P < Gy. Portanto, G; = (ag) X P é o produto direto
de seus subgrupos de Sylow, que é um absurdo. Logo, Cg, ({(a2)) = A;.

Observe que (as) < Ay, Cp({as)) = Cq,({az)) N P ¢ ciclico e normal em Ay, pois A; ¢
ciclico, (az) NCp({as)) < (ag) NP =1e

Co ((az)) = Ay = A, NGy = A1 N ({as) P) = {as)(A; N P)

= (a2)(Co, ((a2)) N P) = (a2)Cp({az)) = {az) x Cp((az))
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Agora vamos considerar o caso em que G = ({az) X P) X (a;), por construgao (a;) é
subgrupo ciclico que é subgrupo de Hall de G, P € Syl,G, (az) x P é nao-nilpotente e
Cp({ay)) é ciclico. Falta mostrar que Cp({as)) < P.

Afirmacao 7: Cp({(as)) < P.

De fato, Cp({az)) = Cg,({a2)) NP = A1NP # P, poisse AiNP = P, entao P < A; < A,
mas |G : A| = p® implica P £ A, que é um absurdo. Seja M < P tal que Cp({as)) < M,
devemos mostrar que Cp({az)) = M. Como Cp({as)) < M, pela Afirmacao 6 temos

Ar = (a2)Cp((az)) < (az)M < (az)P = Gi.

Se (ag) M = (as) P, entdo P < (as)M e para todo x € P existem a € (az) e m € M < P
tais que x = am. Dai a € PN (ag) e portanto a = 1. Logo, x € M e M = P (Absurdo!).
Como A; <Gy concluimos que {as)Cp({as)) = Ay = (as) M. Logo M < Ay e como M < P
temos que

M S A1 N P = Cp(<a2>).

Dai, M = Cp({az)), Cp({az)) <- P e G é do tipo (ii) do Teorema.

Consideremos agora o caso em que G = (P % (ag)) X (a1). Temos que P é normal em G

e portanto normal em G, A; = (ay) x Cp({as)) e Cp({az)) # P, pois P £ A;.

Afirmacao 8: ®(P)Cp((ag)) < P.
E claro que ®(P)Cp((az)) < P. Suponha que ®(P)Cp({as)) = P. Entéo

P = &(P)Cp((as)) < (®(P), Cp((as))) < P

e portanto P = (®(P),Cp({az))) = (Cp({(az))) = Cp({az)) (Absurdo!).
De modo andlogo ®(G1)Cq, ({az)) < Gy. Como P < Gy temos que ®(P) < O(Gy) e
portanto ®(P)Cq, ((az)) < ®(G1)Cq, ((az)) < G1. Logo,

®(G1)Cg, ({(a2)) = Ay = Cg, ({(az)).

P
Com isto provamos que ®(P) < Cp((az)) = Cg,({az)) N P. Como 3(P) é p-abeliano

elementar, concluimos que
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Cp({a2)) P
B(P) = o(P)

Assim, pelo Teorema da Correspondéncia, Cp({a;)) < P e portanto

Ne, (Cp((az))) = P

Por outro lado, A; ciclico implica que Ng, (Cp({as))) > A1, ja que Cp({az)) < A; e entao
G1 = PA; = Ng,(Cp({az)))-

Logo Cp({az)) < Gy.
{a2)Cp((az)) Gy

Finalmente, vamos mostrar que Crlla) < Crllag)) Claro que
A (a)Cp({az)) G
Cp((az)) Cp((az)) Cp({az))’
Seja H < L tal que L < H. Pelo Teorema da Correspondéncia existe
T Cellaa) T Gl < ’

H< Gytalque Ay < He H = ol , como A; é maximal em (G concluimos que
p{\G2

{oa)Crllas)) _ G

Ay = H e portanto Crl{a) < -m.

(«<=) Suponha que G é do tipo (i), isto é, G = P x (a;), onde P é um p-Subgrupo de
Sylow de G' de um dos tipos da Proposigao 3.1.1 e {a;) é um subgrupo ciclico qualquer.

Seja (a) ciclico maximal em P. Entdo A = (a) X (a;) é ciclico. Se A < H < G, entao
(a) = (a)(PN{a)) =PN({a)(m))=PNA<PNH<P.

Logo, PNH =Pou PNH = (a).
Se PNH = P, entao P < H e portanto G = (a)P < H < G. Assim, H = G.
Se PN H = (a), entao

H=GnH=((a)P)NH = (a)(P N H)

= ({){a)) = A

Logo, A é ciclico maximal em G.
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Suponha agora que G é do tipo (ii), ou seja, G = ({az) X P) X (ay), onde {a;) é um grupo
ciclico que é subgrupo de Hall de G, P é um p-Subgrupo de Sylow de G de um dos tipos
da Proposicao 3.1.1, (ag) x P é nao-nilpotente e Cp({as)) é ciclico maximal em P.
Seja A = (az) xCp((az)) % (a1). Observe que ([(az)], [Cr((a))]) = 1= (|(a2)Cp((az))], [{an)])-
Logo A é ciclico em G. Mostraremos agora que A é maximal em G e para isto seja
A< H < (G. Entao
AN P = ((a2)Cp((az))(a1)) N P = Cp({az))(({az)(a1)) N P)
=Cp((ag)) <HNPLSP
Assim, HNP = Cp({az)) ou HNP = P. Se HNP = P, entao P < H e portanto H = G,
pois
G = (as)P(a;) < H.

Se HN P = Cp((az)), entao
A = (a2)Cp((az))(a1) = {a2)(H N P)(a1) = ((az)P{a1)) N H = H.

Logo, A ¢ ciclico maximal em G.

Finalmente, considere G do tipo (iii), isto é, G = (P X (as)) X (ay), onde (a;) é um
grupo ciclico que é um subgrupo de Hall de G, P x (ay) é nao-nilpotente satisfazendo a
seguinte condigao: P é um p-subgrupo de Sylow de Gy, Cp({as)) > P(P) e Cp({ay)) é

um subgrupo ciclico normal de G, tal que

(a2)Cp((as)) < Gy
Cp({az)) Cp((a1))

Seja A = Cp({as)) x (as) x (a1). Entao A é ciclico, pois (|{az2)|,|Cp((as))]) = 1

({a2)Cp({az))|, [{a1)|). Vamos mostrar agora que A é maximal, para tanto tome A <

H < G, entao definindo G; = (P x (ay)) obtemos

()Crllan)) _ HNGr _ G
Cp({az)) ~ Cp({az2)) = Cp({az))
Portanto, H N Gy = (a3)Cp((az)) ou H NG| = G.
Se HN G = Gy, entao G; < H e como A < H temos que PA < H. Assim H = G, pois

G = P<a2><a1> = PCP(<QQ>)<GQ><G1> = PA S H S G.
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Se HN Gy = (a2)Cp({az)) entdao H NG, = AN Gy, pois
HNGy = (a3)Cp({ag)) <ANG, < HNGy.
Agora,
H=GNH=(Ga))NH= (G N H){a) = (Gy N A)lar) = (G1{a1)) N A = A.

Com isto provamos que A é maximal.

3.2 Grupos Finitos com no Maximo um Subgrupo

nao Ciclico Maximal

3.2.1 Classificagcao dos p-grupos com no maximo um subgrupo

nao ciclico maximal

Assim como fizemos anteriormente, comecamos demonstrando um lema de classificacao

dos p-grupos com no maximo um subgrupo nao ciclio maximal.

Lema 3.2.1. Um p-grupo contém mno mdrimo um subgrupo nao ciclico marimal se e
somente se € um dos sequintes grupos:

i) G=(a; a® =1), n>1;

i) G=(a,b; a?" " =1, ¥ =1, bab™' =a), n>2;

ii) G = (a,b; a” " =1, b =1, bab™' = a"*?" ), n >3, p € impar;

w) G = (a,b; a* =1, b¥* =d?, bab~' =a™t);

v) G={a,b; a® =1, 1*=1, bab"' = a'"*?"7"), n > 4.

Demonstragao. Se G é um p-grupo ciclico, entao G é do tipo (7). Sejam G um grupo nao
ciclico nao trivial e M; < G. Considere x € G — My, como G é nao ciclico temos que
(x) < G e com isto existe My < G tal que z € My. Assim, se G é um p-Grupo com no

maximo um subgrupo nao ciclico maximal, entao G' contém um subgrupo ciclico maximal
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e portanto G é um dos grupos da Proposicao 3.1.1. Logo, é suficiente determinar quais

dos grupos da Proposicao 3.1.1 que contém no maximo um subgrupo nao ciclico maximal.

(=) Basta mostrar que os seguintes grupos contém pelo menos dois subgrupos nao
ciclicos maximais:

1) G = {(a,b; "t =1=0 = a '), n>3;

2) G =(a,b; ¥ =1=0% a=a"7), n>4;

3)G=(ab; a®  =1,02=a"", a"=a""),n>3.

Para tanto, provaremos que M; = {a?){(b) e M, = (a?){ab) sao maximais e nao ciclicos.
Observe que |G : (a?)| = 4, b & (a®) e ab & (a?). Assim, |G : M| = |G : M| = 2 e
portanto M; e My sao maximais.

Caso 1) G = (a,b; " =1=0, a®*=a""), n > 3.

Suponha que M é ciclico. Entao,
a’b="ba* =a"%b cat=1.

Logo, o(a) | 4 e assim n = 3. Agora, basta observar que M; = {1,a?, b, a*b} ¢ nao ciclico,

feito isto chegamos em um absurdo. Suponha agora que M; é ciclico e entao,
a’ab = aba® = a™'b cat=1.

Portanto, o(a) | 4 e assim n = 3. Assim como no caso anterior, basta observar que
My = {1,a?, ab, a®b} é nao ciclico.
Caso 2) G = (a,b; o =1=0%, a® =a 27", n > 4.

Suponha que M; é ciclico. Entao,
_ 2—-1 _ n—1
a?b=0ba’>=a b a7 =1,

Logo, o(a) = 2"71 | (2"7! — 4) e assim n = 3, que é um absurdo. Suponha que M, é
ciclico e entao,

_ n—1 _ n—1
a’ab = aba® = aa *t?"" b O e

.a

Portanto, o(a) = 271 | (2"~! — 4) e assim n = 3 (Contradicao).

Caso 3) G = (a,b; a® =1, ¥ =0a*"", a®=a"'), n> 3.
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Suponha que M; é ciclico. Entao,
a’b=ba’> =a"% cat=1.

Logo, o(a) | 4 e assim n = 3, que nao ocorre ja que n > 3. Suponha que M é ciclico.
Entao,

a’ab = aba® = a~'b at=1.

Portanto, o(a) | 4 e assim n = 3 (Absurdo!).

(<= ) Devemos mostrar que todos os grupos listados no Lema contém no maximo um
subgrupo maximal nao ciclico . E claro grupos do tipo (i) ou do tipo (i) com n = 2
satisfazem as hipoteses do Lema.

Seja G = (a,b; a* =1, V> = a?, bab™' = a™ '), tipo (iv). Tome H subgrupo préprio de
G, entao |[H| =1,2o0u4d. Se |H| =1 ou 2, entdo H é ciclico. Suponha |H| = 4:

1) Sea € H, entao H = (a);

2) Se a® € H, entao H = (a®) = {(a);

3)Se b € H, entao H = (b);

4)Se b® € H, entao H = (b3) = (b).

Como G = {1, a, a?, a® b, b®, ab, a®b} temos que se a # H e b # H, entao H =
{1,a? ab, a®*b} = (ab). Assim, todo subgrupo préprio de G ¢é ciclico e, em particular, todo
subgrupo maximal de G é ciclico.

Suponha agora que G é do tipo (ii) com n > 3, do tipo (7i7) ou do tipo (v). Entao,
M, = (a?)(b) é nao ciclico maximal e My = (a) é ciclico maximal. Seja M um subgrupo
maximal de G diferente de M; e de Ms, é claro que todo elemento de M pode ser escrito
da forma a®b?, onde a > 0 e 5 > 0.

Afirmagao: Existe d € M tal que d = a®b, com (a, p) = 1.

De fato, observe que (a?) 3. My < G, pois M, é maximal em um p-grupo (nilpotente)
e (aP) = ®(M;y). Assim, (a?) < G, onde (a’) = ®(M;) < ®(G) e portanto (a?) < M
((a?) < M, pois (a?) < G). E claro que % tem ordem p?, % = (@, b) = (@)(d) e
(@) N (b) =1 (ou seja, S = (@) x (b)). Seja M = % Entdo M é um subgrupo nao

(a?) (aP)
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G _
trivial e préprio de <—p> = (. Portanto, todo elemento d € M — (a?) tem imagem da
a

formadal_)ﬂ,O§a<p60§B<p,em§.

Observe que se o = 0, entdao d = " com 0 < B < p e desse modo temos que
B=0=d=1=dc (a).

Portanto, o # 0. De modo anélogo, se 3 = 0 entdo d = @*, onde 0 < o < p e desta
forma concluimos que

0=0—d=T—de ()
Com isto mostramos que todo elemento d € M — (a?) tem imagem da forma 5a5'8, 0<

a<pel<p <p. Como (p,) =1 existem r,s € Z tais que
rp+sf=1= arp+ asf = a.

Assim, x = as é solugado da equagao fx = a (mod p). Pelo algoritmo da divisdo existem
q,To € Z tais que * = qp + 9, 0 < xg < p, e deste modo xy é solucao da equacao
Br = a (mod p) com 0 < zy < p. Entdo d = d_O'B, onde dy = @®b. Portanto, sem perda
de generalidade, podemos escolher d € M — (a?) de modo que a imagem em M de d seja
do. Isto mosta que (a?)(d) = (aP){a®)(b).

Note que (xg,p) = 1, pois 0 < zg < p. Entéao d = a*?a™b = a***™b, onde (sp+ xq,p) = 1.

Trocando sp + zy por a obtemos o resultado desejado.

Vamos mostrar agora que (d) é maximal em G, isto é, M = (d). Primeiro mostraremos
que para grupos do tipo (i) com n > 3, tipo (7ii) e tipo (v) temos que a? € (d).

Suponha G do tipo (i) com n > 3. Como ab = ba e b* = 1 temos que
(a®b)? = a“PVP = (aP)“.

Como (a,p) = 1, entao («,0(a?)) = 1 e assim, existem r, s € Z tais que ra + so(a?) = 1.
Logo,

a? = (aP) ") = (gP)* = (a“b)"" € (a“b) = (d).
Suponha G = (a, b; " =1, 0P =1, bab™! = a1+pn72>, n > 3, p é impar, tipo ().
Entao:

baPb~! — (bab_l)p _ (a1+p”’2)p N S A
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Assim, (a?) < Z(G) e portanto CI(G) < 2, pois |G : Z(G)| = 1, p ou p*. Logo, pelo Lema

3.1.1
p—1

(a®b)P = a“Pb[b, a](g) =a®[WP a] 2 =a.

Novamente, como (a,p) = 1 temos que a? € (a®b).

Finalmente, se G é do tipo (v), temos:

(aab)2 — a“ba’b = aaaa(1+2n72)b2 _ a2a(1+2"73) _ (a2)°‘(1+2"73),

Como (a,2) =1 e (2,1 +2"3) = 1, concluimos que a? € {(a®b). Assim, (a?) < (a®D) e
claramente (a®b) # (a?). Portanto M = (a®b), ja que |G : (aP)| = p*. Isto prova que M ¢é
ciclico.

]

Corolario 3.2.1. Todo subgrupo maximal de um p-grupo finito G € ciclico se e somente
se é G um dos sequintes grupos:

i) Ciclico;

ii) Grupo quatérnio;

iii) Abeliano elementar de ordem p?.

Demonstra¢ao. (=) Seja G um p-Grupo finito tal que todo subgrupo préprio de G é
ciclico. Entao, Todo subgrupo maximal de G ¢é ciclico e portanto G é um dos grupos do
Lema 3.2.1, mas provamos que se grupos do tipo (i7) com n > 2, tipo (i) ou do tipo
(v) do mesmo Lema contém um subgrupo maximal nao ciclico. Logo, G é um dos grupos
listados acima.

(«<=) Imediato. O

3.2.2 O Segundo Teorema de Kuzennyi - Pylaev

Finalmente, encerramos este trabalho classificando os grupos finitos com no maximo

um subgrupo nao ciclio maximal.



CAPITULO 3. TEOREMAS DE KUZENNYI - PYLAEV 83

Teorema 3.2.1 (Segundo Teorema de Kuzennyi - Pylaev). Um grupo finito G
contém no mdzximo um subgrupo nao ciclico maximal se e somente se € um dos sequintes
grupos:

i) G é um p-grupo de um dos tipos:

a) {a;aP” = 1), n > 1;

b) (a,b; a?" " =1=10", ba=ab), n>2;
¢) (a,b; a” " =1=10P, bab~' = a7, n >3, p impar;
d) (a,b; a® " =1="02 bab~' = a2, n > 4;

e) Grupo quaternio;

ii) G = (a1) € um grupo ciclico finito que nao € p-grupo;

i) G = P x {a1), onde P € o grupo quaternio ou abeliano elementar de ordem p?, e
(ay) € um subgrupo de Sylow de G;

i) G = ((ag) % {(a)) x {(a1), onde {a), (a1) e (az) sao subgrupos de Sylow de G, e
(as) % (a) € nao-nilpotente tal que Ciuy({az)) = (aP) e Ca,y((a)) = (ah?);

v) G = P x {ag), onde P e {(a3) sao subgrupos de Sylow de G, Cp({az)) = P®(P),
Cp({ag)) € ciclico normal de G tal que

{a0)®(P) G
o(P)  2(P)

Demonstra¢ao. (=) Seja G um grupo finito com no méximo um subgrupo nao ciclico
maximal. Assim como feito no Lema anterior, G contém um subgrupo ciclico maximal e
portanto GG é um dos grupos do Teorema 3.1.1.

Caso 1: G = P x (a1), onde {a;) é um subgrupo ciclico de G e P é um subgrupo de
Sylow de G de um dos tipos da Proposigao 3.1.1.

Se (a1) = 1, entdo G é um p-grupo com no maximo um subgrupo nao ciclico maximal e
assim, pelo Lema 3.2.1, G é do tipo (i) do Teorema.

Se (a;) # 1 e P é ciclico, entdo G é um grupo ciclico que nao é p-grupo, isto é, G é do
tipo (i7) do Teorema.

Se (a1) # 1 e P é nao cilcio, entdao todo subgrupo maximal de P é ciclico, pois P estd
contido em um subgrupo maximal M; que é nao ciclico e se H < P é nao ciclico, entao

My = H x {a;) também é nao ciclico. Logo, pelo Corolario 3.2.1, G é o grupo quatérnio
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ou abeliano elementar de ordem p?. Para que tenhamos G do tipo (iii) falta mostar que
(ay) é subgrupo de Sylow de G.

Suponha que (a;) nao é g-grupo e decomponha (a;) = (a?) x {(a}), onde (a}) e (a}) sdo
subgrupos de Hall de (a;). Assim, P{(a?), P{a}) estao contidos em maximais nao ciclicos
distintos, pois P é nao ciclico. Logo G, é do tipo (iii) do Teorema.

Caso 2: G = ((ag) ¥ P) X (a), onde {a;) é um subgrupo ciclico que é subgrupo de Hall
de G, P ¢é um subgrupo de Sylow de G de um dos tipos da Proposi¢ao 3.1.1, (ag) x P ¢
nao nilpotente e Cp({(az)) é ciclico de indice p em P.

Observe que neste caso (az) # 1, pois P é nilpotente e (as) X P é nao nilpotente. Suponha
que P ¢é nao ciclico. Entao existe um subgupo maximal nao ciclico M; que contém P.
Como |P : Cp({as))| = p, existe b & Cp({az)). Entao ({az) x (b)) X (a;) estd contido
em um subgrupo maximal nao ciclico My diferente de M;, pois nao contém P, pois
P < M, = G = M, fato este que nos leva a uma contradi¢cao visto de G' contém no
maximo um subgrupo nao ciclico maximal.

Assim, P = (a) e portanto G = ((az) % (a)) X {(a1), onde (a) é um subgrupo de Sylow de
G, Ciy({az)) = (a?), pois | P : Ciay({a2))| = p, € {a2) % (a) é nao nilpotente. Vamos agora
considerar dois subcasos conforme segue.

Subcaso 2.1: (a;) # 1.

Suponha que {a;) nao é um g-grupo. Entdao podemos decompor (a;) = (a?) x {(a}), onde
(al) e {(a})) sao subrupos de Hall nao triais de (a;). Deste modo existem subgrupos
maximais M; e My tais que ({as) x (a)) x (a?) < M; e ({as) x (a)) x (a}) < My, como
({(ag) x (a)) é ndo abeliano concluimos que M; e M; sao nao ciclicos maximais. Logo (aq)
é um g-grupo que é subgrupo de Hall de G, portanto (a;) é subgrupo de Sylow de G.
Suponha agora que (as) nao é ¢’-grupo e decomponha (as) = (a3) x {a}), onde (a3) e (a3)
sdo subgrupos de Hall ndo triviais de (as).

Afirmacgao: [a),a] # 1 e [a},a] # 1.

De fato, se [aJ,a] = 1, entao

G = ((az) x {a)) x (a1) = (({a3) x (a3)) x {a)) x (a1) = ({a3) @ (a)) x ({a3) x (a1))
Neste caso sendo ({a%) x P) nao abeliano existem maximais nao ciclicos contendo cada

um ({a3) x P) x (a9) e ((a}) x P) x {a1). Logo, [a3,a] # 1 e de modo andlogo [a},a] # 1.
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Agora como [a3,a] # 1 e [a3,a] # 1, concluimos que ((a3) x P) X {a1) e ({a3) x P) x {(a;)
sao nao abelianos e assim existem maximais M; e Ms que os contém separadamente e
entao M; e My sdo maximais nao ciclicos.

Com isto provamos que (ai) e (as) sdo subgrupos de Sylow de G, Cp({az)) = (a”) e
Clas)({@)) = (a5?), pois [az, a] # 1 e se [ah?,a] # 1 terfamos (a) X (az) e ((a) x (a5?)) % (a1)

contidos em maximais distintos M; e M, . Logo, G ¢ do tipo (iv).

Subcaso 2.2: (a;) = 1.

Suponha que (as) nao é g-grupo e decomponha {(ay) = (a3) x (a}), onde (a9) e (a3)
sao subgrupos de Hall ndo triviais de (as). Se [a),a] = 1, entao G = ({ag) x (a)) =
((a9) x (a3)) x {(a) = ({a%) x {(a)) x ({a), com isto voltamos ao Subcaso 2.1 e neste caso
(a3) e (a9) sdo subgrupos de Sylow. O mesmo vale se [a},a] = 1. Logo, (a) e (ag) sao
subgrupos de Sylow de G.

Afirmacao: Ciu,)((a)) = (a5?).

De fato, suponha que [a5?,a] # 1. Entao como nete caso G é nao nilpotente, o item (iv)
do Teorema 2.3.3 nos garante que existe M < G maximal e nao normal. Observe que
G = (ag) % (a) é supersoluvel e portanto |G : M| = p ou ps. Mas se |G : M| = p terfamos

que (az) < M, pois (az) < G e assim

Dai, M < G, mas M foi escolhido de modo que M £ G. Portanto, |G : M| = ps e
deste modo podemos supor que {(a) < M, pois caso isto nao ocorra existe g € G tal que

(a)? < M e assim basta definir M; = M 9" Agora, pelo Segundo Teorema do Isomorfismo
M : M N {ag)| = |G : (az)| e M N{ay) <I M.

Dai,
po=|G: M| =|(a) : M N{az)| = M N (az) = (ah?).

Portanto M = (ab?){a), que é nao ciclico visto que por hipdtese [ab?, a] # 1.
G M G
e yid

My
@ ¢ @ . Assim existe e € Syly,

(a?) (a) (ay’)’

M
Observe agora que —+ € Syl,,

(a5”)
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M
21 # ———. Pelo segundo Teorema de Sylow existe g € G tal que

(ay ) (az)

Logo, My = MY é nao ciclico, com My # M. Assim, [ab?,a] = 1 e com isto fica provado

que Clay)({a)) = {a5*).

Caso 3: G = (P x{(ag)) % (ay), onde (a;) é um subgrupo ciclico que é subgrupo de Hall de
G, G1 = P x (az) é nao nilpotente satisfazendo a seguinte condi¢ao: P é um p-Subgrupo
de Sylow de Gy, Cp({az)) > ®(P) e Cp({az)) é um subgrupo normal de G; tal que
{a2)Cp({az)) _ Gi
Cp((az)) Cp((az))

Subcaso 3.1: (a;) # 1. De modo andlogo ao caso 2, podemos mostrar que (a;) e {as)

sdo subgrupos de Sylow de G. Se P = (a) com o(a) = p, entdo [ah’,a] = 1, pois se
[ah?,a] # 1 existiria um subgrupo maximal nao ciclico M; contendo (P x (ah?)) x (a1).
Mas como P X {ay) é nao abeliano, existe um maximal nao ciclico M que o contém. Logo
Claz)((a)) = (a5?), se P = (a) com o(a) > p e Ci2y((a)) = (ay?), entdo G é do tipo (iv)
do Teorema. Se P nao é ciclico, entao existem maximais nao ciclicos distintos M; e M,
que contém respectivamente, P x (as) e P x (a;) (Absurdo!).

Subcaso 3.2: (a;) = 1. Se {az) nao é py-grupo decomponha (as) = (a9) X (a3). Assim se
[a9,a] = 1, entao G = (P x{a3)) x (a3), onde (a9} # 1, isto ¢, voltamos ao Subcaso 3.1. De
modo andlogo, se [a}, a] = 1 voltamos para o Subcaso 3.1. Assim, [a9,a] # 1, [a3,a] # 1 e
existem subgrupos maximais nao ciclicos contendo P x (a9) e P x {a}). Podemos supor
agora que (ag) é um po-grupo. Se P = (a), entdo ®(P) = (a”) < Cp({az)). Portanto,
Cp({ag) = (a?) ou Cp({az)) = P, mas Cp({ay)) = P implica que P x (ag) abeliano, que
¢ uma contradigao. Logo, Cp({(az)) = (a”) = ®(P).

Finalmente, suponha que P é nao ciclico. Por hip6tese ®(P) < Cp((az)), vamos mostrar

que é impossivel acontecer ®(P) < Cp({az)).

Observe que P = ¢ um Espacgo Vetorial sobre Z,, Car(Z,) = p nao divide a ordem

o(P)

G
deG—ﬁ
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Defina v : P x G — P por v(%,g) = grg—' = (gvg~1)®(P).

e v é bem definida. Suponha que g = g7 e * = 7;. Entao,

(9297 )-(rz1gr )" = (929~ (grz1 gr ).

Como gg; ' € P, zz;' € ®(P) e P é abeliano temos que

(92 ) (12197 ") = grg~'grag

=997 \giwry g = qugr ' =1,
pois ®(P) < Gex'z € ®(P).
o E facil ver que P é um G - Médulo.
e P = Cp({ay)) é G - submédulo que é préprio e nao trivial, pois Cp((az)) # 1 j& que
1 < ®(p) < Cp({az)) e Cp({az)) # P pois G é nao abeliano.
Dados g € G e © € Cp({as)) temos que grg~' € Cp({as)), pois Cp({az)) < G por

hipStese. Assim, grg—! € Cp({as)) e portanto P, <g P.

Assim, pelo Teorema de Maschke existe P, <& P néo trivial tal que P = P& P, = Py X P;.
Observe agora que P» < G, pois dados g € G e x € P pela definicao de submaddulo
grg~! € P,. Logo, P, <G e pelo Teorema da Correspondéncia P, < G.

Considere agora o subgrupo H = Pyx(az). Suponha que H ¢ ciclico. Entao Py < Ng((az))
e como P, < Cp({az)) < Ng({az)) temos que P < Ng({az)) e é claro que (as) < Ng({az)).
Dai, (a2) < G e portanto G = P x(as), que é um absurdo. Logo, H é nao ciclico e portanto
existem um subgrupo maximal L nao ciclico que o contém. Por outro lado, P ¢é nao ciclico
e portanto existe um maximal M néao ciclico que o contém (pois (as) # 1). Observe que

L # M, pois se L =M, entao G = P X (ag) = L. Assim, ®(P) = Cp({as)).

(«<=) Se G é to tipo (i) o Lema 3.2.1 nos garante que G contém no maximo um subgrupo
nao ciclico maximal e claramente se G é tipo (ii) ou (7i7) todo subgrupo maximal é ciclico.
Seja G do tipo (iv), isto é, G = ({(az) % (a)) X {a1), onde (a), (a1) e (as) sdo subgrupos de
Sylow de G, e (a2) % (a) é nao-nilpotente tal que Cg)((az)) = (a?) e Clu,y((a)) = (ab?).

Observe que neste caso G é supersolivel, pois

1 < (ag) x (a1) < G,
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onde (az) % (aj) e sdo ciclicos e assim, todo subgrupo maximal de G tem

_ &
(az) x (a1)

indice primo. Portanto, temos trés casos a considerar:
Caso 1: |G : M| =p.
Como (as) e (a;) s@o subgrupos de Sylow normais em G e M < G, pois

M G
(a2} x {ar) = ~ (@,

(az) x (a1)

temos que (as) X {ay)le M e também (a) € M. Assim, G = M{a) e % ~ M<r:>(a>' Logo

|{a) : M N {a)] = p, como (a) é ciclico de ordem p* temos que M N (a) = (a?). Dali,

M = {(ay) x {aP) x {a;) que é ciclico.

Caso 2: |G : M| = p,.

De modo andlogo ao Caso 1, (a;) é um subgrupo de Sylow normal em G. Portanto,
(a;) < M. Como p t|M existe g € G tal que (a)? < M = (a) < M9 = M;. Observe
que

(ah?) Gar (a2) G = (a5) < G.

car

Logo, pelo Segundo Teorema do Isomorfismo

(a2) — {az)  {ag) MM

Dal, [{as) : MiN{az)| = p2 e portanto MyN{as) = (ah?) e My = H x (ah?), onde H = (a) x

G <CL2>M1 -~ M1

(a1), que é ciclico e portanto M = M7 também é ciclico (por hipétese Cq,y((a)) = (a5?)

se (a1) # 1 e [a,as] = 1), onde H = (a) X (ay).
Caso 3: |G : M| = p;.

Novamente, (a2) é um subgrupo de Sylow normal em G e portanto (as) < M. Como

=~ (a) x {a1)

temos que M < G e assim, definindo H = (a) X (ay) e aplicando o segundo Teorema do

isomorfismo obtemos

M~ MAH
Logo, M N H = {(a) x {(a}') e com isto concluimos que M = (as) x ({a) x {(al')) que

possivelmente é nao ciclico.
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Finalmente, suponha G do tipo (v), isto é, G = P x (ag), onde P e (ay) sdo subgrupos

(a)®(P) G

de Sylow de G, Cp({ag)) = ®(P) é ciclico normal em G tal que
Seja M maximal em G. Entao P < M ou P £ M.
e Suponha que P < M. Como M é maximal em G e P<G temos que P<M e % <%
{ag). Portanto, |G : M| = |G : M| = p, e deste modo [{as) : M N {az)| = ps. Logo,
MnN{ag) = (ah?) e M = P(ah?) = P x(ah?), pois PN{as) =1, P < M e Cp({as)) = (ab?).
e Suponha que P £ M, como P 4 G e M < G temos que G = M P e dai, pelo Segundo
Teorema do Isomorfismo temos
G MP M
a2 =5 =5 = 3np

Deste modo |M| = |M N P||M : (M N P)| = |M N P||{az)|. Portanto existe g € G tal
que M; = M9 , mas como P < G temos que ®(P) < &(G) < M; e ®(P) < G, com isto
concluimos que ®(P) < M;. Observe agora que M; = (M; N P)(ay) e ®(P) < M; N P.
Suponha que ®(P) < M; N P. Entao ®(P){ay) < M; e portanto

@(P)<CL2> < M1 < G
o(P) O(P) ~ o(P)

B(P)w) G
o(P)  o(P)
M; = ®(P)(as), mas como Cp({as)) = ®(P) é ciclico, concluimos que M; = ®(P) x (ag) é

o que é uma contradi¢ao, pois por hipdtese Com isto provamos que

. _1 7/ /7 e . 7’ 7’ .
ciclico e portanto M = MY~ também é ciclico. Logo, G contém no méximo um subgrupo

nao ciclico maximal. O
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