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Junho-2007



Paulo Alexandre Araújo Sousa
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RESUMO

Na primeira parte (caṕıtulos 2, 3 e 4) desta Tese estudaremos as hipersuperf́ıcies
de Rp+q+2 que são r-mı́nimas (Sr = 0) e invariantes pela ação canônica do grupo
O(p + 1) × O(q + 1). Obteremos uma classificação completa de todas as hipersu-
perf́ıcies de Rp+q+2 que são O(p + 1) × O(q + 1)-invariantes e possuem a r-ésima
curvatura média nula (2 ≤ r ≤ min{p, q}), analisando se tais hipersuperf́ıcies são
completas, mergulhadas e (r− 1)-estáveis. Com isto obteremos o seguinte resultado
de existência: “Sejam p, q, r ∈ N tais que p + q ≥ r + 5 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}, então
existe uma hipersuperf́ıcie Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 completa, mergulhada, com r-ésima
curvatura média nula que é globalmente (r − 1)-estável”.

No caṕıtulo 5 estudaremos os cones C(M) ⊂ Rn+1 r-mı́nimos, cuja base Mn−1 ⊂
Sn é uma hipersuperf́ıcie compacta tal que Sr = 0 e Sr+1 é constante não nula.
Provaremos que: “Se r + 2 ≤ n ≤ r + 5, então existe 0 < ε < 1 tal que o tronco de
cone C(M)ε não é (r − 1)-estável”. Além disso, construiremos um Toro de Clifford
com Sr = 0 e Sr+1 6= 0 para mostrarmos que este resultado não é válido quando
n ≥ r + 6.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Os métodos da geometria equivariante têm sido aplicados com sucesso por muitos
matemáticos para obter e classificar exemplos explićıtos de hipersuperf́ıcies com uma
dada condição sobre a r-ésima curvatura média e invariantes pela ação de um grupo
de isometrias. Um dos primeiros trabalhos nesta área é devido a Delaunay em [8],
no qual ele classifica as superf́ıcies de rotação do R3 com curvatura média constante.

Após a classificação dos grupos de isometrias de baixa cohomogenidade feita por
Hsiang e Lawson em [15], vários trabalhos abordando geometria equivariante foram
divulgados. Estudando hipersuperf́ıcies de R2m invariantes por O(m)×O(m), Hsiang,
Teng e Yu em [16] mostraram a existência de imersões de S2m−1 em R2m (m ≥ 2),
com curvatura média constante que não são esferas redondas. Essas imersões junto
com o trabalho de Wente (ver [31]) mostram que a conjectura de Hopf é falsa em
qualquer dimensão.

Em [9], do Carmo e Dajczer estenderam a noção clássica de superf́ıcie de rotação
do R3 para uma hipersuperf́ıcie de um espaço forma Mn+1(c). Neste trabalho, eles
realizaram um estudo de classificação das hipersuperf́ıcies de rotação com curvatura
média constante.

Uma classificação das hipersuperf́ıcies rotacionais com curvatura escalar nula e
invariantes pela ação do grupo O(n), conforme definido em [9], de um espaço forma
Mn+1(c) foi feita por Leite (ver [18]) e posteriormente generalizada por Palmas para
curvatura média de ordem superior constante (ver [20]).

No caso de uma ação com cohomogenidade dois, Alencar (ver [1]) classificou as
hipersuperf́ıcies mı́nimas de R2m invariantes por SO(m)×SO(m). Para isto, Alencar
usou as técnicas introduzidas no trabalho seminal de Bombieri, De Giorgi e Giusti
[6], as quais consistem em fazer uma mudança de coordenadas adequada e reduzir o
estudo das curvas geratrizes de tais hipersuperf́ıcies, no espaço de órbitas, ao estudo
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de um campo vetorial num aberto de R2. Utilisando as mesmas técnicas, Alencar
et all (ver [2]) fizeram um estudo detalhado das hipersuperf́ıcies mı́nimas de Rp+q+2

invariantes por O(p + 1)×O(q + 1).
Em relação às hipersuperf́ıcies de curvatura escalar nula, Palmas iniciou o es-

tudo com o caso de dimensão três, ou seja, M3 ⊂ R4 invariante pela ação do grupo
O(2)×O(2), veja [21]. Em seguida, Sato (ver [24]) generalizou o trabalho de Palmas
para ações do grupo O(p + 1)×O(q + 1), p = q > 1, sobre Rp+q+2. Finalmente, em
2006, Sato e Souza Neto obtiveram uma generalização deste resultado para p, q > 1
quaisquer, ver[25]. Nosso objetivo principal nesta Tese é classificarmos as hipersu-
perf́ıcies r-mı́nimas (Sr = 0) de Rp+q+2 que são invariantes pela ação canônica do
grupo G = O(p + 1) × O(q + 1) sobre Rp+q+2 = Rp+1 × Rq+1. Para obtermos tal
classificação usaremos que toda hipersuperf́ıcie invariante por esta ação é caracteri-
zada da seguinte maneira Mp+q+1 = π−1(γ), onde π : Rp+q+2 = Rp+1 ×Rq+1 → R2 é
definida por π(z, w) = (|z|, |w|) e γ(t) é uma curva em π(Rp+q+2).

Para chegarmos ao resultado desejado tornou-se crucial um estudo detalhado do
seguinte polinômio:

Q(t) =
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)
tr−i, 2 ≤ r ≤ min{p, q}.

Mostraremos que Q tem r ráızes reais positivas distintas. Supondo que as ráızes
de Q são ordenadas da seguinte forma 0 < β1 < · · · < βr, provaremos que a curva
geratriz γ(t) de uma hipersuperf́ıcie invariante M = π−1(γ) com Sr = 0 é uma dos
seguintes tipos:

(A) γ(t) é um dos seguintes raios lj(t) = (cos(ρj)t, sen(ρj)t) definida para todo
t ≥ 0, onde ρj = arctan(

√
βj) e j = 1, ..., r;

(B) γ(t) é regular, intersecta ortogonalmente um dos semi-eixos x ≥ 0 ou y ≥ 0 e
assintota um dos raios lj quando t → +∞ ou t → −∞;

(C) γ(t) é a união de duas curvas γ1 : (−∞, 0] → Ω e γ2 : [0, +∞) → Ω, onde
γ1(0) = γ2(0) é uma singularidade. Além disso, a curva γ não intersecta o
bordo do espaço de órbitas e assintota dois raios lj e lj+1 quando t → ±∞;

(D) γ(t) é regular, não intersecta o bordo do espaço de óbitas e assintota os dois
raios l1 and lr.
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Figura 1.1: Curva Tipo A
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Figura 1.2: Curva Tipo
B(p + q ≤ r + 4)
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Figura 1.3: Curva Tipo
B(p + q ≥ r + 5)

l

l

j
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Figura 1.4: Curva Tipo
C(p + q ≤ r + 4)

l

l

j

j+1

Figura 1.5: Curva Tipo
C(p + q ≥ r + 5)
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Figura 1.6: Curva Tipo
D(p + q ≤ r + 4)

l

l

1

r

Figura 1.7: Curva Tipo
D(p + q ≥ r + 5)

Os cones gerados pelos segmentos Tipo A serão denotados por Cj, j ∈ {1, ..., r}.
Com relação aos resultados de classificação provaremos os seguintes teoremas:

Teorema 1 (Teorema de Classificação). Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie
O(p+1)×O(q+1)-invariante com Sr = 0, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}. Então
Mp+q+1 pertence a uma das seguintes classes:

1. Cones Cj , j ∈ {1, ..., r}, com uma singularidade na origem (Tipo A);

2. Hipersuperf́ıcies regulares que assintotam um dos cones Cj (Tipo B);

3. Hipersuperf́ıcies que possuem uma órbita de singularidade e assintotam dois
cones Cj e Cj+1 (Tipo C);

4. Hipersuperf́ıcies regulares que assintotam os cones C1 e Cr (Tipo D).

Teorema 2. Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie completa O(p+1)×O(q+1)-
invariante com Sr = 0, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}. Então M é gerada por
uma curva Tipo B ou D. Além disso,

1. Se M é Tipo B, então M é mergulhada e assintota um dos cones Cj;

2. Se M é Tipo D, então M é mergulhada e assintota os cones C1 e Cr.

Após a classificação das hipersuperf́ıcies invariantes que são completas iremos
tratar questões relativas à estabilidade, provando os seguintes teoremas.

Teorema 3. Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie completa O(p+1)×O(q+1)-
invariante com Sr = 0, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}, gerada por uma curva
Tipo B ou D.
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1. Se p + q ≤ r + 4, então M tem ı́ndice IndJr−1(M) infinito.

2. Se p + q ≥ r + 5, então as hipersuperf́ıcies Tipo B são globalmente (r − 1)-
estáveis.

Teorema 4. Sejam p, q, r números naturais tais que p+q ≥ r+5 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}.
Então existe uma hipersuperf́ıcie Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 completa, mergulhada, com Sr =
0 que é globalmente (r − 1)-estável. Além disso, Mp+q+1 é homeomorfa a Sp × Rq+1

ou a Rp+1 × Sq.

Finalmente, vamos fazer um estudo dos cones constrúıdos sobre hipersuperf́ıcies
r-mı́nimas da esfera euclidiana Sn. Inicialmente relembremos que dada uma hipersu-
perf́ıcie Mn−1 ⊂ Sn orientável, compacta e mı́nima, Simmons provou (ver [26]) que:
“Se n ≤ 6, então existe 0 < ε < 1 tal que o tronco de cone C(M)ε não é estável”.

Simmons também construiu um Toro de Clifford M6 = S3
(√

2
2

)
× S3

(√
2

2

)
⊂ S7

mı́nimo tal que o tronco de cone C(M)ε é estável para todo 0 < ε < 1. Isto prova
que o resultado anterior não vale quando n = 7. Barbosa e do Carmo generalizaram
estes resultados para o caso da curvatura escalar nula, ver [4]. Mais especificamente,
eles provaram: “Seja Mn−1 ⊂ Sn (n ≤ 7) orientável e compacta. Se S2 = 0 e S3 6= 0,
então existe 0 < ε < 1 tal que o tronco de cone C(M)ε não é 1-estável”. Além disso,
eles mostraram que este resultado não vale quando n ≥ 8. Para isto, construiram
um Toro de Clifford em Sn (n ≥ 8) com S2 = 0 e S3 6= 0 tal que todos os troncos de
cone C(M)ε são 1-estáveis. Nosso objetivo neste caso é obtermos uma generalização
parcial destes resultados. Mais precisamente, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 5. Seja Mn−1 ⊂ Sn orientável e compacta. Suponha Sr = 0 e que Sr+1 é
constante não nula, onde r +2 ≤ n ≤ r +5. Então, existe 0 < ε < 1 tal que o tronco
de cone C(M)ε não é (r − 1)-estável.

Teorema 6. Se n ≥ r + 6, existe um Toro de Clifford Mn−1 ⊂ Sn com Sr = 0 e
Sr+1 6= 0 tal que o tronco de cone C(M)ε é (r − 1)-estável para todo 0 < ε < 1.



Caṕıtulo 2

Classificação das Órbitas das
Hipersuperf́ıcies Invariantes

2.1 Equação das Hipersuperf́ıcies r-Mı́nimas

Sejam G = O(p+1)×O(q +1) e G×Rp+q+2 → Rp+q+2 a ação canônica do grupo de
isometrias G em Rp+1 × Rq+1, i.é., (A,B, z, w) → (Az,Bw), onde p, q são números
naturais ≥ 2. O espaço de órbitas dessa ação pode ser identificado com o subconjunto
do plano dado por

Ω = π(Rp+q+2) = {(x, y) ∈ R2 ; x ≥ 0, y ≥ 0},
onde π : Rp+1 × Rq+1 → R2 é definida por π(z, w) = (|z|, |w|). Desta maneira, toda
hipersuperf́ıcie Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 invariante pela ação de O(p+1)×O(q+1) é gerada
por uma curva γ(t) = (x(t), y(t)), denominada curva geratriz, contida em Ω, isto é,
M = π−1(γ). A métrica orbital coincide com a métrica canônica do R2 e as órbitas
principais são produtos de esferas Sp(x) × Sq(y), ver [15]. Podemos parametrizar
explicitamente a hipersuperf́ıcie M = π−1(γ) pela seguinte aplicação

ϕ(t, a, b) = (x(t)Φ(a), y(t)Ψ(b)),

onde Φ e Ψ são parametrizações em coordenadas polares das esferas Sp(1) ⊂ Rp+1

e Sq(1) ⊂ Rq+1, respectivamente. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
γ está parametrizada pelo comprimento de arco t. Então, o vetor normal unitário a
M é

N(t, a, b) = (−y′(t)Φ(a), x′(t)Ψ(b)).

Portanto, a primeira e a segunda forma fundamental de M , denotadas por I e A
respectivamente, são dadas por:
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I =




1 0 0
0 x2Ip 0
0 0 y2Iq


 e A =



−x′′y′ + x′y′′ 0 0

0 −xy′Ip 0
0 0 yx′Iq


 ,

onde Ip e Iq denotam as matrizes identidade de dimensões p e q, respectivamente.
As curvaturas principais são as ráızes da equação det(A− kI) = 0, que são

k0 = x′y′′ − x′′y′;

ki =
y′

x
, i = 1, 2, ..., p;

kj = −x′

y
, j = p + 1, p + 2, ..., p + q.

A r-ésima curvatura média da imersão ψ : Mp+q+1 → Rp+q+2 é definida por

Sr =
∑

i1<···<ir

ki1 ...kir , 1 ≤ r ≤ p + q + 1.

Por motivos que ficarão mais claros posteriormente vamos considerar r ≤ min{p, q}.
Assim, se M = π−1(γ) é uma hipersuperf́ıcie com Sr = 0, temos que sua curva gera-
triz γ(t) = (x(t), y(t)) satisfaz a seguinte equação diferencial (a qual será denominada
de equação das r-mı́nimas):

(x′y′′ − x′′y′)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(y′

x

)r−1−i(x′

y

)i

+
r∑

i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

= 0,

onde cj =
(

p
r−j

)
e dj =

(
q
j

)
.

É fácil ver que as curvas regulares γ(t) = (x(t), y(t)) satisfazendo a equação das
r-mı́nimas são invariantes por homotetias e, portanto, para cada solução γ(t) temos
uma famı́lia Mλ de hipersuperf́ıcies invariantes com a r-ésima curvatura média nula,
geradas pelas curvas γλ(t) = (λx(t), λy(t)).

Por outro lado, usando que (x′)2 + (y′)2 = 1 obtemos as seguintes relações:

x′y′′ − x′′y′ =
y′′

x′
e x′y′′ − x′′y′ = −x′′

y′
.

Portanto,
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y′′ = −x′

r∑
i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(y′

x

)r−1−i(x′

y

)i

x′′ = y′

r∑
i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(y′

x

)r−1−i(x′

y

)i
.

Localmente, a curva γ é gráfico sobre o eixo x ou sobre o eixo y. Se y = y(x), temos

que y′ = dy
dx

x′ e y′′ = d2y
dx2 (x

′)2 + dy
dx

x′′. Consequentemente, (x′)2 d2y
dx2 = y′′− dy

dx
x′′. Com

isto, podemos escrever a primeira equação como se segue

d2y

dx2
= −

(
1 +

(
dy
dx

)2)

xy

r∑
i=0

(−1)icidi

(
y
dy

dx

)r−i

xi

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(
y
dy

dx

)r−1−i

xi

.

De maneira similar, se x = x(y) podemos escrever a segunda equação da seguinte
forma

d2x

dy2
=

(
1 +

(
dx
dy

)2)

xy

r∑
i=0

(−1)icidi

(
x
dx

dy

)i

yr−i

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(
x
dx

dy

)i

yr−1−i

.

Estas igualdades mostram que a curva geratriz tem singularidades que são zeros das
seguintes equações

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(
y
dy

dx

)r−1−i

xi = 0 (2.1)

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(
x
dx

dy

)i

yr−1−i = 0. (2.2)
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2.2 O Campo Vetorial Associado

Seguindo Bombieri, De Giorgi e Giusti (ver [6]) introduziremos os parâmetros

u = arctan
(y

x

)
e v = arctan

(y′

x′

)
,

onde (u, v) ∈ [0, π
2
] × [−π, π], pois precisamos de informações apenas para x, y ≥ 0.

Sendo x′tan(v) = y′, obtemos que (x′)2(1 + tan2(v)) = 1. Portanto, x′ = cos(v) e
y′ = sen(v). Agora usando x · tan(u) = y, obtemos a seguinte igualdade

x2 + y2 = y2
(
1 +

x2

y2

)
= y2

(
1 +

cos2(u)

sen2(u)

)
.

Então y2 = sen2(u)(x2 + y2). Analogamente, x2 = cos2(u)(x2 + y2).
Vamos introduzir a seguinte notação:

F = u′
xryr

[x2 + y2]
r
2

r∑
i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

E = u′
xryr

[x2 + y2]
r
2

(x′y′′ − x′′y′)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi

(y′

x

)r−1−i(x′

y

)i

.

Inicialmente, observemos que

F = u′
xryr

[x2 + y2]
r
2

r∑
i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

= u′
r∑

i=0

(−1)icidi(y
′)r−i(x′)i yr−i

[x2 + y2]
r−i
2

xi

[x2 + y2]
i
2

= u′
r∑

i=0

(−1)icidisen
r−i(v)cosi(v)senr−i(u)cosi(u)

= u′
r∑

i=0

(−1)icidi(sen(u)sen(v))r−i(cos(u)cos(v))i.

Por outro lado, tan(u) = y
x

implica u′sec2(u) = xy′−x′y
x2 . Logo, u′ = xy′−x′y

x2+y2 . Assim,

u′ = − 1√
x2 + y2

( y√
x2 + y2

x′ − x√
x2 + y2

y′
)

= −sen(u− v)
1√

x2 + y2
.
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Portanto,

u′
xryr

[x2 + y2]
r
2

= −sen(u− v)
xryr

[x2 + y2]
r+1
2

.

Usando que v′ = x′y′′ − x′′y′ obtemos a expressão a seguir para E = − E
v′sen(u−v)

;

E =
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(y
′)r−1−i(x′)i xi+1yr−i

[x2 + y2]
r+1
2

=
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idisen
r−1−i(v)cosi(v)

xi+1

[x2 + y2]
i+1
2

yr−i

[x2 + y2]
r−i
2

=
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idisen
r−1−i(v)cosi(v)senr−i(u)cosi+1(u)

= sen(u)cos(u)g(u, v),

onde g(u, v) =
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(sen(u)sen(v))r−1−i(cos(u)cos(v))i. Com isto obtemos

que, E = −v′sen(u)cos(u)sen(u− v)g(u, v).

Multiplicando a equação das r-mı́nimas por u′ xryr

[x2+y2]
r
2

temos E + F = 0. Então,

u′
r∑

i=0

(−1)icidi(sen(u)sen(v))r−i(cos(u)cos(v))i = v′sen(u)cos(u)sen(u− v)g(u, v).

Esta igualdade encontrada é um sistema de EDO nas variáveis u e v. Este sistema
está associado ao campo vetorial X(u, v) = (X1(u, v), X2(u, v)) = (u′, v′) definido no
plano R2, dado por

X1(u, v) = sen(u)cos(u)sen(u− v)g(u, v),

X2(u, v) =
r∑

i=0

(−1)icidi(sen(u)sen(v))r−i(cos(u)cos(v))i.

Observe que X(u, v − π) = (−1)rX(u, v), então é suficiente analisar o campo X em
[0, π

2
] × [0, π]. Começaremos a análise de X determinando suas singularidades, que

são descritas nos próximos quatros casos.

Caso 1. Observe que X1(0, v) = 0. Se tivermos X2(0, v) = 0, é necessário que
cos(v) = 0. Então, v = π

2
. Isto diz que (0, π

2
) é uma singularidade de X.
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Caso 2. Veja que X1(
π
2
, v) = 0. Se X2(

π
2
, v) = 0, é necessário que sen(v) = 0. Dáı,

v = 0, π. Conclúımos com isto que (π
2
, 0) e (π

2
, π) são singularidades de X.

Caso 3. Como X1(u, u) = 0, temos que os pontos do conjunto K, definido abaixo,
são singularidades de X.

K := X−1
2 (0)

⋂
{(u, u); u ∈ [0,

π

2
]}.

Caso 4. Suponha que g(u, v) = X2(u, v) = 0. Se sen(u)sen(v) = 0, obtemos que
cos(u)cos(v) = 0. Da mesma forma, cos(u)cos(v) = 0 implica sen(u)sen(v) = 0.
Com isto temos que os pontos (0, π

2
); (π

2
, 0) e (π

2
, π) são singularidades de X. Agora

suponha sen(u)sen(v) 6= 0 e cos(u)cos(v) 6= 0, então

g(u, v)

(cos(u)cos(v))r−1
=

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi[tan(u)tan(v)]r−1−i

X2(u, v)

(cos(u)cos(v))r
=

r∑
i=0

(−1)icidi[tan(u)tan(v)]r−i.

Considere os seguintes polinômios:

Q1(t) =
r−1∑
i=0

(−1)i

(
p

r − 1− i

)(
q

i

)
tr−1−i

Q2(t) =
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)
tr−i.

Supondo r ≤ min{p, q} mostraremos que os polinômios Q1 e Q2 não possuem ráızes
em comum. Isto implica que não existem pontos (u, v) tais que Q1(tan(u)tan(v)) =
Q2(tan(u)tan(v)) = 0.

Observação 1. Na definição dos polinômios Q1 e Q2 estamos adotando que: se
m > n, então (

n

m

)
= 0.

Como conseqüência dos casos analisados anteriormente obtemos o seguinte lema.

Lema 1. As singularidades do campo X = (X1, X2) em [0, π
2
] × [0, π] ocorrem nos

pontos P1 = (0, π
2
), P2 = (π

2
, 0), P3 = (π

2
, π) e nos pontos do conjunto K.
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Antes de fazermos uma análise dos polinômios Q1 e Q2 vamos introduzir algumas
notações.

Notação 1. Seja P : R→ R um polinômio.

1. R+
P representará o conjunto das ráızes reias positivas do polinômio P ;

2. |P | denotará o número de elementos de R+
P ;

3. R+
P = {t1, · · · , tk} indicará que P tem k ráızes reais positivas distintas, e as

ráızes de P satisfazem t1 < · · · < tk;

4. mP (a) denotará a multiplicidade de a ∈ R+
P como raiz de P .

Teorema 7. Sejam Q1 e Q2 os polinômios previamente definidos, onde r ≥ 2.
Denotando por Q′

1 e Q′
2 suas derivadas, respectivamente, temos que:

1. R+
Q2

⋂
R+

Q1
= ∅; R+

Q2

⋂
R+

Q′2
= ∅ e R+

Q1

⋂
R+

Q′1
= ∅;

2. Sejam αj+1 > αj > 0 ráızes consecutivas do polinômio Q1, então existe βi ∈
(αj, αj+1) tal que Q2(βi) = 0. Reciprocamente, se βi+1 > βi > 0 são ráızes
consecutivas de Q2, então existe αj ∈ (βi, βi+1) tal que Q2(αj) = 0;

3. Se r ≤ min{p, q}, então:

(a) r = |Q2| = |Q1|+ 1;

(b) Escrevendo R+
Q1

= {α1, · · · , αr−1} e R+
Q2

= {β1, · · · , βr} vale que:

0 < β1 < α1 < β2 < · · · < βr−1 < αr−1 < βr.

4. Quando min{p, q} < r ≤ 2 min{p, q} − 1, temos que |Q2| > 0.

Demonstração. A demonstração do teorema está separada em etapas, numeradas de
acordo com o enunciado.

1. Considere os polinômios auxiliares,

T1(t) : = tQ1(t) + Q2(t) =
r∑

i=0

(−1)i

(
p + 1

r − i

)(
q

i

)
tr−i

T2(t) : = Q2(t)−Q1(t) =
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q + 1

i

)
tr−i.
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Não é dif́ıcil verificar que (p + 1)Q1(t) = T ′
1(t) = Q1(t) + tQ′

1(t) + Q′
2(t).

Portanto,
pQ1(t) = tQ′

1(t) + Q′
2(t).

Derivando o polinômio P2(t) := trT2

(
1
t

)
=

r∑
i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q + 1

i

)
ti obte-

mos que

P ′
2(t) =

r∑
i=1

(−1)i

(
p

r − i

)(
q + 1

i

)
·i·ti−1 = (q+1)

r∑
i=1

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i− 1

)
ti−1.

Fazendo i = j + 1, onde 0 ≤ j ≤ r − 1, e substituindo no último somatório
encontramos a igualdade

P ′
2(t) = (q + 1)

r−1∑
j=0

(−1)j+1

(
p

r − 1− j

)(
q

j

)
tj.

Portanto, P ′
2(t) = −(q + 1)tr−1Q1

(
1
t

)
. Dáı, tr−1P ′

2

(
1
t

)
= −(q + 1)Q1(t). Por

outro lado,

P2(t) = trT2

(1

t

)
⇒ trP2

(1

t

)
= T2(t)

⇒ rtr−1P2

(1

t

)
− tr−2P ′

2

(1

t

)
= T ′

2(t)

⇒ rtrP2

(1

t

)
− tr−1P ′

2

(1

t

)
= tT ′

2(t)

⇒ rT2(t) + (q + 1)Q1(t) = tT ′
2(t)

⇒ rQ2(t) + (q − r + 1)Q1(t) = tQ′
2(t)− tQ′

1(t).

Com isto obtemos as seguintes igualdades:

pQ1(t) = tQ′
1(t) + Q′

2(t);

tQ′
2(t) = tQ′

1(t) + rQ2(t) + (q − r + 1)Q1(t).

Donde conlúımos que,

(t + 1)Q′
2(t) = rQ2(t) + (p + q − r + 1)Q1(t) (2.3)

ptQ1(t) = rQ2(t) + (q − r + 1)Q1(t) + t(t + 1)Q′
1(t). (2.4)
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Seja a raiz de Q1 (ou de Q2), uma análise do polinômio Qj (j = 1, 2) nos diz
que a ≥ 0, e a = 0 se somente se r − 1 > q (ou r > q). Agora suponha
que existe a ∈ R+

Q2

⋂
R+

Q1
. As equações (2.3) e (2.4) implicam que mQ1(a) ≥

2 e mQ2(a) ≥ 2. Novamente usando as equações (2.3) e (2.4) obtemos que
mQ1(a) ≥ 3 e mQ2(a) ≥ 3. Usando as equações (2.3) e (2.4) e repetindo o
argumento conclúımos que mQ1(a) = grau[Q1] e mQ2(a) = grau[Q2]. Então,

Q1(t) = C1(t− a)grau[Q1] e Q2(t) = C2(t− a)grau[Q2].

onde C1 e C2 são constante que dependem de p, q e r. Como conseqüência
temos que r ≤ q, pois o termo independente do polinômio Q2 é diferente de
zero. Temos dois casos a considerar, r ≤ p e r > p. Primeiro suponha que
r ≤ p, neste caso temos que grau[Q1] = r − 1 e grau[Qr] = r. Logo,

ar =

(
q
r

)
(

p
r

) e ar−1 =

(
q

r−1

)
(

p
r−1

) .

Então, a = q−r+1
p−r+1

. Por outro lado, a · r =
( p

r−1)(
q
1)

(p
r)

= q r
p−r+1

. Dáı, a = q
p−r+1

.

Isto implica r = 1, que nos conduz a um absurdo, pois r ≥ 2.

Agora suponha r > p, não é dif́ıcil verificar que grau[Q1] = grau[Q2] = p.
Portanto, temos as seguinte expressões para os polinômios Q1 e Q2:

Q1(t) =
r−1∑

i=r−1−p

(−1)i

(
p

r − 1− i

)(
q

i

)
tr−1−i

Q2(t) =
r∑

i=r−p

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)
tr−i.

Como conseqüencia imediata temos que,

ap =

(
q
r

)
(

q
r−p

) =

(
q

r−1

)
(

q
r−1−p

) .

Um cálculo direto mostra que esta igualdade implica p(q + 1) = 0, que é
um absurdo. Com isto conclúımos que não existe a ∈ R+

Q1
∩ R+

Q2
. Sendo

R+
Q2

⋂
R+

Q1
= ∅, conclúımos usando as equações (2.3) e (2.4) que R+

Q2

⋂
R+

Q′2
= ∅

e R+
Q1

⋂
R+

Q′1
= ∅.
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2. Sejam βi+1 > βi > 0 duas ráızes consecutivas de Q2, usando o item (1) podemos
afirmar que Q′

2(βi+1)Q
′
2(βi) < 0. A equação (2.3) implica Q1(βi+1)Q1(βi) < 0,

então existe αj ∈ (βi, βi+1) tal que Q1(αi) = 0. Analogamente, se αi+1 > αi > 0
são duas ráızes consecutivas do polinômio Q1, temos que Q′

1(αj+1)Q
′
1(αj) < 0.

A equação (2.4) implica Q2(αj+1)Q2(αj) < 0, então existe βi ∈ (αj, αj+1) tal
que Q2(βi) = 0.

3. Suponha que r ≤ min{p, q}, R+
Q1

= {α1, · · · , αn} e R+
Q2

= {β1, · · · , βm}. É
claro que Q′

1(αn) > 0 e sinal[Q′
1(α1)] = (−1)r. Usando a equação (2.4) obtemos

que min R+
Q2

< min R+
Q1

e max R+
Q1

< max R+
Q2

. Como entre duas ráızes do
polinômio Q1 existe uma raiz do polinômio Q2, e vise-versa, conclúımos que
m = n + 1 e 0 < β1 < α1 < β2 < · · · < βm−1 < αm−1 < βm.

A hipótese de r ≤ min{p, q} está sendo fortemente usada para garantir que
min R+

Q2
< min R+

Q1
e max R+

Q1
< max R+

Q2
, pois no caso de r > min{p, q} estes

dois fatos podem não são verdadeiros. Isto se reflete no estudo das órbitas do
campo X, isto é, o caso r > min{p, q} aumenta consideravelmente a dificuldade
de classificação das órbitas do campo.

Os argumentos acima podem ser usados para um 2 ≤ s ≤ min{p, q} arbitrário,
então usaremos a notação Qs

1 para indicar o polinômio Q1 de grau s− 1 e Qs
2

para indicar o polinômio Q2 de grau s. Observe também que Qs−1
2 = Qs

1 e
|Q3

1| = 2. Portanto,

|Q3
1| = 2 ⇒ |Q3

2| = |Q4
1| = 3 ⇒ · · · ⇒ |Qr−1

2 | = |Qr
1| = r − 1 ⇒ |Qr

2| = r.

4. Agora suponha r > min{p, q}. Considere a seguinte notação d := min{p, q}.
Como |Qd

2| = |Qd+1
1 | = d, temos pelo item (2) que

|Qd+1
2 | = |Qd+2

1 | ≥ d−1 ⇒ |Qd+2
2 | = |Qd+3

1 | ≥ d−2 ⇒ · · · ⇒ |Q2d−1
2 | = |Q2d

1 | ≥ 1.

Isto conclui a demonstração.

Consideremos as funções vj : [0, π
2
] → R definidas por vj(u) = arctg

(
αjcotg(u)

)
,

onde j = 1, ..., r− 1. Se Jj é o gráfico de vj , então g−1(0) =
⋃

Jj. Denotaremos por
Dj+1 o domı́nio delimitado por Jj e Jj+1, para j = 1, ..., r − 2. Chamaremos de D1

o domı́nio delimitado por J1 e pelas retas u = v = 0 enquanto Dr será o domı́nio
delimitado por Jr−1 e pelas retas u = v = π

2
.

Agora seja q1 : (0, π
2
) → R a função definida por q1(u) = g(u,u)

(cos2(u))r−1 , isto é,

q1(u) = Q1(tan2(u)). Seja u0 ∈ (0, π
2
) tal que g(u0, u0) = 0, então q1(u0) = 0.
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Derivando q1 obtemos q′1(u) = 2tan(u)sec2(u)Q′
1(tan2(u)). Logo q′1(u0) 6= 0, pois

R+
Q1

⋂
R+

Q′1
= ∅. Isto diz que a função g(u, u) muda de sinal em u0. Veja também

que g(0, 0) = (−1)r−1
(

p
r−1

)
e g(π

2
, π

2
) =

(
p

r−1

)
> 0. Portanto, sinal(g|Dj) = (−1)r−j.

Denotando por D+
j o conjunto dos pontos de Dj tais que v > u, e por D−

j o
conjunto dos pontos de Dj tais que v < u, obtemos o seguinte lema.

Lema 2. A primeira coordenada X1 do campo X satisfaz:

1. X1 se anula ao longo do gráfico das funções u = 0, u = π
2
, v = u e vj;

2. X1(u, 0) = (−1)r−1
(

q
r−1

)
sen2(u)cosr(u);

3. X1(u, π
2
) = −(

p
r

)
senr(u)cos2(u);

4. sinal(X1|D+
j ) = −(−1)r−j e sinal(X1|D−

j ) = (−1)r−j.

+

+D

D

J

J(−1)
r−1

r

1

r−1

1

Figura 2.1: Sinal-g

−

+

−
D+

D
−

J

J

−(−1)

D+

(−1)
D

r−1

−

r−1

r

r

r−1

1

1
1

Figura 2.2: Sinal-X1

Seja q2 : (0, π
2
) → R definida por q2(u) = X2(u,u)

(cos2(u))r , isto é, q2(u) = Q2(tan2(u)).

Seja u0 ∈ (0, π
2
) tal que X2(u0, u0) = 0, então q2(u0) = 0. Derivando q2 temos

q′2(u) = 2tan(u)sec2(u)Q′
2(tan2(u)). Então q′2(u0) 6= 0, pois R+

Q2

⋂
R+

Q′2
= ∅. Isto diz

que a função X2(u, u) muda de sinal em u0.
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Considere as funções wj : [0, π
2
] → R definidas por wj(u) = arctg(βjcotg(u)),

onde j = 1, ..., r. Seja Ij o gráfico de wj , então X−1
2 (0) =

⋃
Ij. Denotaremos por

Rj o domı́nio delimitado por Ij e Ij+1, para j = 1, ..., r − 1. Chamaremos de R0 o
domı́nio delimitado por I1 e pelas retas u = v = 0 e de Rr o domı́nio delimitado
por Ir e pelas retas u = v = π

2
. A coordenada X2 satisfaz X2(0, 0) = (−1)r

(
p
r

)
e

X2(
π
2
, π

2
) =

(
p
r

)
> 0. Portanto, sinal(X2|Rj) = (−1)r−j. Destas observações obtemos

o próximo lema.

Lema 3. A segunda coordenada X2 do campo X satisfaz:

1. X2 se anula ao longo do gráfico das funções wj;

2. X2(u, 0) = (−1)r
(

q
r

)
cosr(u), X2(u, π

2
) =

(
p
r

)
senr(u);

3. X2(0, v) = (−1)r
(

q
r

)
cosr(v), X2(

π
2
, v) =

(
p
r

)
senr(v);

4. sinal(X2|Rj) = (−1)r−j, 0 ≤ j ≤ r.

+

+

I

I(−1)
r

R

R

r

r

0

1

Figura 2.3: Sinal da
coordenada X2

*
*

*

K

I

J

JK

*

*

I

1

1

1

r−1

r

r

Figura 2.4: Transver-
salidade de X(r par)
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Observação 2. Denotaremos por Kj = (arctan(
√

βj), arctan(
√

βj)), j ∈ {1, ..., r},
os pontos de K. É claro que Kj ∈ Dj é a única singularidade de X no domı́nio Dj.

Para classificarmos as singularidades do campo X precisamos calcular sua matriz
Jacobiana DX(u, v) = (Aij). No que segue usaremos a seguinte notação:

Li(u, v) = (sen(u)sen(v))r−1−i(cos(u)cos(v))i

Mi(u, v) = (sen(u)sen(v))r−i(cos(u)cos(v))i−1.

A11(u, v) =
∂X1

∂u
(u, v)

=
∂

∂u
[
1

2
sen(2u)sen(u− v)]g(u, v) + sen(u)cos(u)sen(u− v)

∂g

∂u
(u, v)

= [cos(2u)sen(u− v) +
1

2
sen(2u)cos(u− v)]g(u, v)

+ sen(u)cos(u)sen(u− v)
∂g

∂u
(u, v);

A22(u, v) =
∂X2

∂v
(u, v)

=
r∑

i=0

(−1)icidi(r − i)sen(u)cos(v)Li(u, v)

−
r∑

i=0

(−1)icidi · i · cos(u)sen(v)Mi(u, v);

A12(u, v) =
∂X1

∂v
(u, v)

=
∂

∂v
[
1

2
sen(2u)sen(u− v)]g(u, v) + sen(u)cos(u)sen(u− v)

∂g

∂v
(u, v)

= −1

2
sen(2u)cos(u− v)g(u, v) + sen(u)cos(u)sen(u− v)

∂g

∂v
(u, v);

A21(u, v) =
∂X2

∂u
(u, v)

=
r∑

i=0

(−1)icidi(r − i)cos(u)sen(v)Li(u, v)

−
r∑

i=0

(−1)icidi · i · sen(u)cos(v)Mi(u, v).
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Pelas expressões obtidas acima temos que as singularidades P1, P2 e P3 são de-
generadas. Agora precisamos classificar as singularidades pertencentes ao conjunto
K. Então é suficiente conhecer DX(u, u).

Usando as expressões encontradas para A11(u, v) e A22(u, v) conclúımos que,

A(u, u)11 =
1

2
sen(2u)

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idiLi(u, u),

A(u, u)22 = sen(u)cos(u)
r−1∑
i=0

(−1)icidi(r − i)Li(u, u)

− sen(u)cos(u)
r∑

i=1

(−1)icidi · i ·Mi(u, u).

Observe que A(u, u)12 = −A(u, u)11 e A(u, u)21 = A(u, u)22. Usando a igualdade
Mj+1(u, v) = Lj(u, v) obtemos

A22(u, u) =
1

2
sen(2u)

r−1∑
i=0

(−1)i
[
cidi(r − i) + c1+id1+i(i + 1)

]
Li(u, u).

Um cálculo direto nos fornece(
p

r−i

)
(r − i)(
p

r−1−i

) = p− r + 1 + i e

(
q

i+1

)
(i + 1)(
q
i

) = q − i.

Com isto conclúımos que A(u, u)22 = (p+ q− r +1)A(u, u)11. Usando as identidades
sen(u − π) = −sen(u) e cos(u − π) = −cos(u) conclui-se que DX(u, u − π) =
(−1)rDX(u, u). Assim, obtemos a seguinte igualdade

DX(u, u) = A11(u, u)A(p, q, r) = A11(u, u)

[
1 −1

p + q − r + 1 p + q − r + 1

]
.

Considere a seguinte notação: σ0 = 0, σr = π
2

e σj = arctan(
√

αj), para todo
1 ≤ j ≤ r−1. Usando a igualdade A11(u) := A11(u, u) = 1

2
sen(2u)g(u, u) conclúımos

que sinal(A11|(σj, σj+1)) = (−1)r−1−j, para todo 0 ≤ j ≤ r − 1.
Como conseqüência obtemos a seguinte proposição.

Proposição 1. As singularidades P1 = (0, π
2
), P2 = (π

2
, 0) e P3 = (π

2
, π) do campo

X são degeneradas. Se p + q ≤ r + 4, os pontos Kj com (r − 1− j)-́ımpar são focos
atratores e os pontos Kj onde (r−1−j) é par são focos repulsores. Se p+q ≥ r+5, os
pontos Kj onde (r−1−j) é ı́mpar são nós atratores e os pontos Kj com (r−1−j)-par
são nós repulsores.
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Demonstração. A primeira parte é óbvia. Para a segunda parte considere o seguinte
cálculo:

[trA(p, q, r)]2 − 4det.A(p, q, r) = [p + q − (r − 1) + 1]2 − 8[p + q − (r − 1)]

= [p + q − (r − 1)]2 − 6[p + q − (r − 1)] + 1

= [p + q − (r − 1)− 3 + 2
√

2][p + q − (r − 1)− 3− 2
√

2]

= [p + q − r − 2 + 2
√

2][p + q − r − 2− 2
√

2].

Estamos usando que os zeros do polinômio t2 − 6t + 1 são 3 + 2
√

2 e 3 − 2
√

2.
Lembremos que os autovalores da matriz A(p, q, r) são dados por

λ1,2 =
1

2
trA(p, q, r)± 1

2

√
[trA(p, q, r)]2 − 4det.A(p, q, r).

Como r ≤ min{p, q}, temos que r +2− 2
√

2 < r +2− 2 = r < 2r ≤ p+ q. Portanto,

p + q − r − 2 + 2
√

2 > 0.

Supondo p + q ≤ r + 4 e usando que 4 < 2 + 2
√

2 obtemos p + q < r + 2 + 2
√

2.
Assim, p + q − r − 2 − 2

√
2 < 0. Então os autovalores de A(p, q, r) são complexos

com parte real positiva.
Agora supondo p+q ≥ r+5 e usando 5 > 2+2

√
2 temos que p+q > r+2+2

√
2.

Logo, p + q − r − 2− 2
√

2 > 0. Então os autovalores de A(p, q, r) são números reais
positivos. Analisando o sinal da função f obtemos as conclusões sobre os pontos do
conjunto K.

Para classificarmos as órbitas do campo X será importante saber onde X não
pode ter órbitas periódicas. Para isto, usaremos o critério de Bendixson. Então é
necessário conhecermos o divergente de X, o qual calcularemos agora. Novamente
usaremos a notação

Li(u, v) = (sen(u)sen(v))r−1−i(cos(u)cos(v))i.

Por cálculos anteriores temos que,
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divX = A11(u, v) + A22(u, v)

= [cos(2u)sen(u− v) +
1

2
sen(2u)cos(u− v)]g(u, v)

+
1

2
sen(2u)sen(u− v)

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1− i)
cos(u)sen(v)

sen(u)sen(v)
Li(u, v)

− 1

2
sen(2u)sen(u− v)

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi · i · sen(u)cos(v)

cos(u)cos(v)
Li(u, v)

+
r−1∑
i=0

(−1)icidi(r − i)sen(u)cos(v)Li(u, v)

−
r∑

i=1

(−1)icidi · i · cos(u)sen(v)(sen(u)sen(v))r−i(cos(u)cos(v)i−1

Fazendo i = j +1, onde 0 ≤ j ≤ r−1, no último somatório temos a igualdade abaixo

divX = [sen(u)cos(v)(2− 3sen2(u)) + cos(u)sen(v)(2− 3cos2(u))]g(u, v)

+ cos2(u)[sen(u)cos(v)− cos(u)sen(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1− i)Li(u, v)

− sen2(u)[sen(u)cos(v)− cos(u)sen(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi · i · Li(u, v)

+ sen(u)cos(v)
r−1∑
i=0

(−1)icidi(r − i)Li(u, v)

− cos(u)sen(v)
r−1∑
j=0

(−1)j+1c1+jd1+j(j + 1)Lj(u, v)

Trocando j por i no último somatório obtemos,
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divX = [sen(u)cos(v)(2− 3sen2(u)) + cos(u)sen(v)(2− 3cos2(u))]g(u, v)

+ (1− sen2(u))sen(u)cos(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1− i)Li(u, v)

− cos2(u)[cos(u)sen(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1− i)Li(u, v)

− sen2(u)[sen(u)cos(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi · i · Li(u, v)

+ (1− cos2(u))cos(u)sen(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi · i · Li(u, v)

+ sen(u)cos(v)
r−1∑
i=0

(−1)icidi(r − i)Li(u, v)

+ cos(u)sen(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+id1+i(i + 1)Li(u, v)

Efetuando algumas somas e reorganizando os termos temos que,

divX = [sen(u)cos(v)(2− 3sen2(u)) + cos(u)sen(v)(2− 3cos2(u))]g(u, v)

+ sen(u)cos(v)
r−1∑
i=0

(−1)icidi(r − i)Li(u, v)

+ sen(u)cos(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1− i)Li(u, v)

− sen2(u)[sen(u)cos(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1)Li(u, v)
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+ cos(u)sen(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+id1+i(i + 1)Li(u, v)

+ cos(u)sen(v)
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi · i · Li(u, v)

− cos2(u))[cos(u)sen(v)]
r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(r − 1)Li(u, v)

Veja que, cidi(r−i)+c1+idi(r−1−i) = p·c1+idi e c1+id1+i(i+1)+c1+idi ·i = q ·c1+idi.
Portanto,

divX = [sen(u)cos(v)(2− 3sen2(u)) + cos(u)sen(v)(2− 3cos2(u))]g(u, v)

+ psen(u)cos(v)g(u, v)− (r − 1)sen2(u)[sen(u)cos(v)]g(u, v)

+ qcos(u)sen(v)g(u, v)− (r − 1)cos2(u)[cos(u)sen(v)]g(u, v).

Então,

divX = sen(u)cos(v)[p + 2− (r + 2)sen2(u)]g(u, v)

+ cos(u)sen(v)[q + 2− (r + 2)cos2(u)]g(u, v).

Proposição 2. O campo X não tem órbita periódica em D :=
r⋃

j=0

Dj.

Demonstração. Como sen2(u) = 1 ⇔ u = π
2

e cos2(u) = 1 ⇔ u = 0, temos que
p+2− (r +2)sen2(u) > p+2− r−2 ≥ 0 e q +2− (r +2)cos2(u) > p+2− r−2 ≥ 0.
Veja também que sen(u)cos(v) > 0 e cos(u)sen(v) > 0 em (0, π

2
) × (0, π

2
). Como

g(u, v) 6= 0, ∀ (u, v) ∈ D, temos que divX(u, v) 6= 0 em D. Então, o resultado segue
pelo critério de Bendixson.

No que segue, denotaremos por D−π
j , 1 ≤ j ≤ r, a translação do domı́nio Dj por

(0,−π). E por K−π
j a mesma translação dos pontos do conjunto K.

Proposição 3. As órbitas do campo X = (X1, X2) estão definidas em toda a reta
real. Na região R = {(u, v) ∈ R2/0 ≤ u ≤ π

2
e − π ≤ v ≤ π} elas se comportam de

uma das seguintes formas.

1. φ(t) é uma órbita vertical com α-limite (π
2
, 0) e ω-limite (π

2
, π); ou, se r é

par, uma órbita vertical com α-limite (0,−π
2
) e ω-limite (0, π

2
), ou uma órbita

vertical com α-limite (π
2
,−π) e ω-limite (π

2
, 0); ou, se r é ı́mpar, uma orbita

vertical com α-limite (0, π
2
) e ω-limite (0,−π

2
), ou uma órbita vertical com α-

limite (π
2
, 0) e ω-limite (π

2
,−π);
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2. φ(t) é uma semi-órbita vertical com α-limite (0, π
2
); ou, se r é par, uma semi-

órbita vertical com ω-limite (0,−π
2
); ou, se r é ı́mpar, uma semi-órbita vertical

com α-limite (0,−π
2
);

3. φ(t) é uma órbita contida em (0, π
2
)× (0, π

2
), passando por um ponto de Jj para

algum 1 ≤ j ≤ r − 1, tal que o α-limite é Kj enquanto o ω-limite é Kj+1 (ou
ao contrário);

4. se r é par, φ(t) é uma órbita contida em D1

⋃{[0, π
2
] × [−π

2
, 0]}⋃

D−π
r com

ω-limite K1 e α-limite K−π
r ; ou, se r é ı́mpar, φ(t) é uma órbita contida em

D1

⋃{[0, π
2
]× [−π

2
, 0]}⋃

D−π
r com α-limite K1 e ω-limite K−π

r ;

5. se j é par, φ(t) é uma ligação de sela contida em Dj com α-limite (0, π
2
) e

ω-limite Kj; ou, se j é ı́mpar, φ(t) é uma ligação de sela contida em Dj com
ω-limite (0, π

2
) e α-limite Kj;

6. se j é par, φ(t) é uma ligação de sela contida em Dj com α-limite (π
2
, 0) e

ω-limite Kj; ou, se j é ı́mpar, φ(t) é uma ligação de sela contida em Dj com
ω-limite (π

2
, 0) e α-limite Kj;

7. φ(t) é uma órbita singular Kj , onde 1 ≤ j ≤ r;

8. φ(t) é uma órbita, ou parte de uma, obtida por uma translação, acompanhada
de uma mudança de orientação se r é ı́mpar, de uma das órbitas dos itens
(1)-(7).

Demonstração. Como X é limitado suas órbitas estão definidas em toda a reta real.
Suponha que φ(t) = (u0, v(t)), onde u0 é uma constante, é uma órbita de X. Dáı,
X(φ(t)) = (0, v′(t)). Logo, u0 = 0, π

2
. Pelos lemas 2 e 3 obtemos os itens (1) e (2).

Sejam P ∈ Jj (j = 0, ..., r) e φ(t) = ϕ(t, P ), onde ϕ(t, P ) é o fluxo do campo
X. A transversalidade de X impõe que φ(t) ∈ Dj, para ∀ t < 0, e φ(t) ∈ Dj+1, se
∀ t > 0 (ou ao contrário). Como Ki ∈ Di é a única singularidade de X neste domı́nio,
temos pelo Teorema de Poincaré-Bendixson que o α-limite é Kj e o ω-limite é Kj+1.
Este tipo de argumento mostra que as órbitas que passam por pontos do segmento
{(u, π

2
); 0 < u < π

2
} possuem Kr como α-limite. Um argumento análogo vale para as

órbitas que passam por pontos do segmento {(u, 0); 0 < u < π
2
}. Juntando isto ao

fato que X(u, v − π) = (−1)rX(u, v) obtemos o item (4).
Seja c : [0, 1] → Dj+1 uma curva suave, fechada, simples tal que o ponto Kj+1

pertence ao interior da região delimitada pelo traço de c e o fluxo do campo X é
transversal ao longo c. Podemos supor que a órbita ϕ(t, c(0)) passa por Jj e que c
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está orientada no sentido anti-horário. Pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe a > 0
tal que ϕ(t, c(s)) passa por Jj ∀s ∈ [0, a). Seja

δ := sup{a; ϕ(t, c(s)) passe por Jj,∀s ∈ [0, a)}.
Usando novamente o Teorema do Fluxo Tubular conclúımos que δ < 2π. Afirmamos
que ϕ(t, c(δ)) é uma ligação de sela entre Kj+1 e (π

2
, 0). De fato, do contrário ϕ(t, c(δ))

teria que passar por Jj (ou Jj+1) e concluiŕıamos que existe ε0 > 0 tal que ϕ(t, c(s))
passa por Jj (ou Jj+1) para todo s ∈ (δ − ε0, δ + ε0), o que contradiz a definição de
δ. Considerando δ := inf{a < 0; ϕ(t, c(s)) passe por Jj,∀s ∈ (a, 0]} e usando um
argumento análogo conclúımos que existem ligações de sela entre Kj+1 e (0, π

2
).

Trabalhamos com a hipótese de φ(t) ∈ Dj+1, para ∀ t > 0. Se φ(t) ∈ Dj, para
∀ t > 0, procede-se de modo análogo. Isto prova os itens (5) e (6).

Por fim, usando novamente que X(u, v − π) = (−1)rX(u, v) e os Lemas 2 e 3
obtemos o item (8) e conclúımos a demonstração.

Nota 1. Na demonstração do Proposição 3, J0 denota o segmento {(u, 0); 0 < u < π
2
}

e Jr representa o segmento {(u, π
2
); 0 < u < π

2
}.

O diagrama abaixo apresenta as órbitas do campo para o caso p + q ≥ r + 5,
quando r = 3. No caso p + q ≤ r + 4, a diferença é que as órbitas do campo X
assintotaram as singularidades de forma espiral.

Figura 2.5: Órbitas-X
para p + q ≥ r + 5(r = 3).



Caṕıtulo 3

Classificação das Hipersuperf́ıcies
Completas

No teorema a seguir caracterizaremos as curvas geratrizes que estão associadas a
órbitas verticais. Chamaremos tais curvas geratrizes de curvas Tipo A.

Teorema 8. A menos de homotetia, a equação abaixo (eq. das r-mı́nimas) possui

exatamente r soluções γj(t) = (x(t), y(t)), j ∈ {1, ..., r}, com u′ = d
dt

arctg
(

y
x

)
= 0.

r−1∑
i=0

(−1)ic1+idi(x
′y′′ − x′′y′)

(y′

x

)r−1−i(x′

y

)i

+
r∑

i=0

(−1)icidi

(y′

x

)r−i(x′

y

)i

= 0.

Além disso, essas soluções são dadas por γj(t) = (cos(ρj)t, sen(ρj)t), onde t ≥ 0 e
ρj = arctan

√
βj, j = 1, ..., r.

Demonstração. Observe que, u′ = d
dt

arctan
(

y
x

)
= 0 ⇒ ∃ ρ ∈ R tal que y = tan(ρ)x.

Por uma substituição direta na equação obtemos que,

(
tan(ρ)

x′

x

)r
r∑

i=0

(−1)rcidi

( 1

tan(ρ)

)2i

=
r∑

i=0

(−1)rcidi

(tan(ρ)x′

x

)r−i( x′

tan(ρ)x

)i

= 0.

Portanto, [tan2(ρ)]−r

r∑
i=0

(−1)rcidi[tan2(ρ)]r−i =
r∑

i=0

(−1)rcidi[tan2(ρ)]−i = 0. Como

consequência temos que tan2(ρ) ∈ R+
Q2

. Isto conclui a prova do teorema.

A proposição a seguir nos fornece uma condição necessária e suficiente para que
uma hipersuperf́ıcie invariante seja mergulhada.
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Proposição 4. Uma hipersuperf́ıcie Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 invariante pela ação do grupo
O(p+1)×O(q+1) é mergulhada se, somente se, sua curva geratriz γ(t) é mergulhada.
Em particular, se γ(t) é gráfico de uma função, então M é mergulhada.

Demonstração. Como M é invariante, então M só pode se auto-intersectar ao longo
de uma ou mais de suas órbitas.

Observação 3. Convém ressaltar que as órbitas do campo X estão definidas para
todo t ∈ R. Assim, se γ(t) é uma curva geratriz regular e está associada a uma órbita
não singular, então γ tem comprimento infinito. Logo, a hipersuperf́ıcie gerada por
γ é completa.

Lema 4. Seja φ(t) uma órbita do campo X dada no item (4) da Proposição 3.
Considere γ(t) = (x(t), y(t)) uma curva geratriz associada. Então φ(t) intersecta o
segmento Lj = {(σj, v); σj − π < v < σj e σj = arctg(

√
αj), j = 1, ..., r − 1} uma

única vez.

Demonstração. Suponha inicialmente que r é par. Então limt→−∞u(t) = ρr e
limt→+∞ = ρ1, onde ρj = arctg(

√
βj), βj ∈ R+

Q2
e 1 ≤ j ≤ r. Como ρ1 < σj < ρr,

existe t0 tal que u(t0) = σj. Observe que φ(t0) ∈ D1

⋃{[0, π
2
]× [−π

2
, 0]}⋃

D−π
r . Seja

t2 > t0 o primeiro valor do parâmetro t tal que φ(t2) seja um ponto do segmento
v = u. As ligações de sela de (0, π

2
) e (π

2
, 0) a K1 mostram que u(t2) ≤ ρ1 < σj e que

φ(t), t > t2, não pode intersectar a reta u = arctg(
√

αj).
Seja t1 < t0 o primeiro valor do parâmetro t tal que φ(t1) seja um ponto do

segmento v = u − π. As ligações de sela (0,−π
2
) e (π

2
,−π) a K−π

r mostram que
u(t1) ≥ ρr > σj e que φ(t), t < t1, não pode intersectar a reta u = arctg(

√
αj).

Agora, o Lema 2 nos diz que u(t) é injetiva em [t1, t2]. Portanto, existe um único
t0 tal que u(t0) = σj.

Por fim, o caso r ı́mpar prova-se de modo análogo e conclúımos a prova do
lema.

Lema 5. A curva geratriz γ dada no lema anterior não possui auto-intersecção.

Demonstração. A demonstração desta Proposição é identica à prova da Proposição
4.1 de [25]. Por esta razão omitiremos sua prova.

O lema abaixo, cuja demonstração é bem simples, será útil para provarmos o
teorema de classificação.

Lema 6. As seguintes relações entre as coordenadas (x, y) da curva geratriz e as
coordenadas (u, v) da órbita do campo X, são verdadeiras:
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1. u = 0 ⇔ y = 0;

2. v = 0,±π ⇔ y′ = 0;

3. u = π
2
⇔ x = 0;

4. v = ±π
2
⇔ x′ = 0;

5. v = u ⇔ y
x

= y′
x′ ;

6. v = π
2
− u ⇔ x

y
= y′

x′ .

Observação 4. Para 0 < v < π
2

temos que x′ 6= 0 e y′ 6= 0, então podemos ver
a curva geratriz γ(t) = (x(t), y(t)) como gráfico (ou uma união de gráficos quando
γ apresentar singularidade) de uma função y = y(x) ou x = x(y). Lembremos que
as singularidades das curvas geratrizes ocorrem nas coordenadas (x, y) que zeram as
equações (2.1) e (2.2).

As coordenadas (x, y), de uma curva geratriz, asssociadas a coordenadas (u, v)
tais que v = arctan(αjcotan(u)), onde j ∈ {1, ..., r − 1}, satisfazem:

dy

dx
=

y′

x′
= tan(v) = cotan(u)αj =

x

y
αj ⇒ y

dy

dx
= xαj ou

dx

dy
=

x′

y′
= cotan(v) = tan(u)

1

αj

=
y

x

1

αj

⇒ x
dx

dy
= y

1

αj

.

Como αj é raiz de Q1, temos que as singularidades das curvas geratrizes γ =
(x, y) estão em correspondência com as coordenadas (u, v) que satisfazem a relação
v = arctan(αjcotan(u)).

Agora provaremos o teorema de classificação. Na prova do teorema de classi-
ficação denotaremos por Cj , j ∈ {1, ..., r}, o cone gerada pela semi-reta

lj = γ(t) = (cos(ρj)t, sen(ρj)t), t ≥ 0.

Teorema 9 (Teorema de Classificação). Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie
O(p+1)×O(q+1)-invariante com Sr = 0, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}. Então
Mp+q+1 pertence a uma das seguintes classes:

1. Cones Cj com uma singularidade na origem (Tipo A);
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2. Hipersuperf́ıcies que possuem uma órbita de singularidade e assintotam dois
cones Cj e Cj+1 (Tipo C);

3. Hipersuperf́ıcies regulares que assintotam um dos cones Cj (Tipo B);

4. Hipersuperf́ıcies regulares que assintotam os cones C1 e Cr (Tipo D).

Demonstração. A Proposição 3 é a ferramenta principal para a demonstração.

1. Estas são as hipersuperf́ıcies geradas pelas curvas dadas no Teorema 8;

2. Seja φ(t) = (u(t), v(t)) uma órbita de X que intersecta Jj, no ponto P , e
tem α-limite Kj e ω-limite Kj+1 (ou ao contrário). O ponto P corresponde à
singularidade da curva geratriz (ver Observação 4). Seja γ(t) = (x(t), y(t)) a
curva geratriz associada. Como x2 = cos2(u)(x2 + y2) e y2 = sen2(u)(x2 + y2),
temos que γ não intersecta o bordo do espaço de órbitas. Além disso, γ assintota
as semi-retas lj e lj+1. Portanto, a hipersuperf́ıcie gerada por γ assintota os
cones Cj e Cj+1;

3. Seja φ(t) uma órbita classificada nos itens (5) e (6) da Proposição 3. Pelo
Lema 6, (u, v) → (0, π

2
) implica y → 0; x′ → 0, e (u, v) → (π

2
, 0) implica x → 0;

y′ → 0. Seja γ(t) uma curva geratriz associada a φ(t). Então, γ(t) intersecta
ortogonalmente ou o eixo x ou o eixo y. Além disso, γ(t) assintota a curva lj
geratriz do cone Cj. Isso mostra que M = π−1(γ) assintota o cone Cj;

4. Seja γ(t) uma curva geratriz associada a uma órbita do campo X dada no
item(4) da Proposição 3. Novamente usando as igualdades x2 = cos2(u)(x2+y2)
e y2 = sen2(u)(x2+y2) temos que γ não intersecta o bordo do espaço de órbitas.
Além disso, γ assintota as semi-retas l1 e lr. Isso mostra que a hipersuperf́ıcie
gerada por γ assintota os cones C1 e Cr.

Para finalizarmos este caṕıtulo, obteremos no teorema a seguir a classificação das
hipersuperf́ıcies completas.

Teorema 10. Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie completa O(p+1)×O(q+1)
-invariante com Sr = 0, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}. Então M é gerada por
uma curva Tipo B ou D. Além disso,
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1. Se M é gerada por uma curva tipo B, então M é mergulhada e assintota um
dos cones Cj;

2. Se M é gerada por uma curva tipo D, então M é mergulhada e assintota os
cones C1 e Cr.

Demonstração. Se γ é Tipo B, então γ está associada a uma órbita de X que é
ligação de sela. Dáı, 0 < v < π

2
. Portanto, podemos ver γ como gráfico de uma

função y = y(x) ou x = x(y), isto implica que M é mergulhada. Se γ ⊂ Dj, então
γ assintota o cone Cj; Se γ é Tipo D, então está associada a uma órbita dada no
item (4) da Proposição 3. Portanto, pela Proposição 4 e pelo Lema 5 temos que M é
mergulhada. O Teorema de Classificação nos diz M assintota os cones C1 e Cr.



Caṕıtulo 4

Estabilidade das Hipersuperf́ıcies
Completas

Sejam Mn uma variedade Riemanniana conexa, orientável e x : Mn → M
n+1

(c)
uma imersão isométrica. Denotaremos por 〈, 〉 a métrica Riemanniana de M e por
A a segunda forma fundamental da imersão x associada ao campo normal uniário
N . A segunda forma fundamental possui uma base de autovetores cujos autovalores
associados denotaremos por k1, ..., kn.

As transformações de Newton Tr são os operadores definidos indutivamente da
seguinte maneira

T0 = I

Tr = SrI − ATr−1,

onde Sr é a r-ésima curvatura média da imersão, definida anteriormente. Cada um
desses operadores é auto-adjunto e possui os mesmos autovetores de A. Associado
ao operador Tr temos o operador diferencial linear de segunda ordem Lr dado por
(ver [22] e [23])

Lr(f) = Div[Trgrad(f)] = traço[TrHess(f)].

Seja D ⊂ M um domı́nio, é conhecido que Lr é um operador linear auto-adjunto
relativo ao produto interno de L2(D) agindo nas funções de H1

0 (D), onde H1
0 (D) é o

completamento de C∞
c (D) com relação à norma ||.||H1

0
.

Seja D ⊂ M um domı́nio com fecho compacto em M . Uma variação de D é uma

aplicação X : (−ε, ε)×D → M
n+1

(c) satisfazendo as seguintes propriedades:
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1. Xt : D → M
n+1

(c), dada por Xt(p) := X(t, p), é uma imersão;

2. X0 = x e Xt|∂D = x|∂D, ∀ t ∈ (−ε, ε).

Definimos o campo variacional e a componente normal da variação X, respectiva-
mente, por

E(t, p) =
∂X

∂t
(t, p) e f(t, p) = 〈E(t, p), Nt(p)〉,

onde Nt é o campo unitário normal a Xt(D). O volume associado à variação X é a
função

V (t) =

∫

[0,t]×D

X∗dM, t ∈ (−ε, ε),

onde X∗dM denota o pull-back do elemento de volume dM de M , por meio de X.
Dizemos que X preserva volume se V (t) = V (0), ∀ t ∈ (−ε, ε).

É fato conhecido (ver [3]) que as imersões com Sr+1 constante são pontos cŕıticos
do problema variacional de minimizar a integral

Ar(t) =

∫

Xt(D)

Fr(S1, ..., Sr)dMt

para variações que preservam volume e cuja componente normal possui suporte com-
pacto (variação com suporte compacto). As funções Fr são definidas indutivamente
por

F0 = 1

F1 = S1

Fr = Sr +
c(n− r + 1)

r − 1
Fr−2, 2 ≤ r ≤ n− 1.

Um fato conhecido do estudo de estabilidade (ver [3] e [22]) é a fórmula da segunda
variação da r-área Ar, dada de acordo com a seguinte proposição.

Proposição 5 (Fórmula da Segunda Variação). Seja x : Mn → M
n+1

(c) uma
imersão isométrica com Sr+1 = cte. Para variações com suporte compacto e que
preservam volume a segunda derivada de Ar em t = 0 é dada por

A′′
r(0) = −(r + 1)

∫

D

f [Lr(f) + (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)f + c(n− r)Srf)],

onde f é a componente normal da variação.
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Associado à segunda variação temos o operador diferencial linear auto-adjunto
denominado Operador de Jacobi:

Jr = Lr + [S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 + c(n− r)Sr],

o qual nos permite definir a forma bilinear simétrica Ir por

Ir(g, f) = −
∫

D

gJr(f)dM.

Definição 1. Sejam x : Mn → M
n+1

(c) uma imersão com Sr+1 constante e D ⊂ M
um domı́nio com fecho compacto em M . Dizemos que D é r-estável se Ir(f, f) ≥ 0

para toda função f ∈ C∞
c (D). Quando a restrição x|D : D → M

n+1
(c) é r-estável,

para todo domı́nio D ⊂ M , dizemos que M é r-estável.

Definição 2. Definimos o ı́ndice IndJr(D) do operador de Jacobi Jr em D como
sendo a dimensão máxima do subespaço de C∞

c (D) onde a forma bilinear Ir é negativa
definida. O ı́ndice IndJr(M) de Jr em M é definido por

IndJr(M) = sup
D⊆M

IndJr(D).

Os resultados que apresentaremos abaixo são conhecidos na literatura, por isso
omitiremos suas demonstrações.

Proposição 6. Seja Lr, definido anteriormente, o operador associado a uma imersão

isométrica x : Mn → M
n+1

(c). Se uma das seguintes condições é verdadeira

(a) Sr+1 > 0, r > 1, e existe um ponto p ∈ M onde todas as curvaturas principais
de x são positivas;

(b) Sr+1 = 0 e posto(A) > r, onde A é a segunda forma fundamental de x,

então Lr é eĺıptico.

Demonstração. A demonstração dos itens (a) e (b) podem ser encontradas no Lema
2.2 de [10] e no Corolário 2.3 de [13], respectivamente.

Corolário 1. O operador Lr−1 associado às hipersuperf́ıcies Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 r-
mı́nimas (Sr = 0), onde 2 ≤ r ≤ min{p, q}, que são O(p + 1)×O(q + 1)-invariantes
é um operador eĺıptico.
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Demonstração. Como as curvas geratrizes γ(t) destas hipersuperf́ıcies estão parame-
trizadas pelo comprimento de arco, as expressões das curvaturas principais mostram
que o posto da segunda forma fundamental é maior ou igual a r. Portanto, usando
a Proposição 6 obtemos o resultado.

Proposição 7. Seja x : Mn → M
n+1

(c) uma imersão isométrica com (r + 1)-
curvatura média constante, onde M é uma variedade Riemanniana completa não
compacta. A imersão é r-estável se, somente se, existe uma função positiva suave
f : M → R satisfazendo a equação de Jacobi Jr(f) = 0.

Demonstração. Ver [24], Proposições 4.1 e 4.2.

Lema 7. Sejam Mn → Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanni-
ana conexa e orientável Mn em Rn+1, e h = 〈x,N〉 a função suporte da imersão.
Suponha que x possui Sr+1 constante. Então h satisfaz a equação de Jacobi.

Demonstração. Ver [23], Lema 4.3.

Teorema 11. Seja Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 uma hipersuperf́ıcie r-mı́nima, completa e
O(p + 1)× O(q + 1)-invariante, onde p, q > 1 e 2 ≤ r ≤ min{p, q}, gerada por uma
curva Tipo B ou D.

1. Se p + q ≤ r + 4, então M tem ı́ndice IndJr−1(M) infinito.

2. Se p + q ≥ r + 5, então as hipersuperf́ıcies geradas pelas curvas Tipo B são
globalmente (r − 1)-estáveis.

Demonstração. Seja h = 〈x, N〉 a função suporte da imersão x : Mp+q+1 → Rp+q+2.
Usando o Lema 7 temos que h satisfaz a equação de Jacobi Tr−1(h) = 0 em todo
domı́nio D ⊂ M com fecho compacto e, pelo Corolário 1, temos que Lr−1 é um
operador eĺıptico. Lembremos que a parametrização e o vetor normal à imersão
são dados por ϕ(t, a, b) = (x(t)Φ(a), y(t)Ψ(b)) e N(t, a, b) = (−y′(t)Φ(a), x′(t)Ψ(b)),
respectivamente. Agora usando que (x2 + y2)u′ = xy′ − x′y, obtemos a seguinte
expressão para a função suporte: h(t, a, b) = −u′(t)[x2(t) + y2(t)]. Isto mostra que h
só depende da curva geratriz, então é suficiente analisar o caso u′ = 0.

Quando γ(t) = (x(t), y(t)) é uma curva Tipo B, temos que γ está associada a
uma órbita φ(t) = (u(t), v(t)) que tem um dos pontos Kj como α-limit ou ω-limit.
Quando γ é do Tipo D, ela está associada a uma órbita que tem ω-limit K1 e α-limit
K−π

r (ou ao contrário, dependendo se r é par ou ı́mpar).
Se p + q ≤ r + 4, a Proposição 1 diz que as singularidades Kj tem estrutura

de foco. Então existe uma sequência monótona (ti)i∈N com u′(ti) = X1(φ(ti)) = 0,
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onde φ está associada à curva geratriz γ Tipo B ou D. Isto permite construir uma
sequência de domı́nios

D1  D2  · · ·  Di  · · · ⊂ M

com h|∂Di = 0, onde ∂Di é a órbita de γ(ti) sob a ação de O(p + 1) × O(q + 1).
Assim, segue do Teorema do Índice de Morse aplicado ao operador Jr−1 (ver [27] e
[30]) que as hipersuperf́ıcies M geradas por γ possuem IndJr−1(M) infinito.

Quando p + q ≥ r + 5, as singularidades Kj (j ∈ {1, ..., r}) possuem estrutura de
nó (ver Proposição 1). Isto mostra que u′(t) 6= 0 para toda órbita associada a uma
curva geratriz Tipo B. Neste caso, h ou −h é positiva em M , satisfazendo a equação
de Jacobi. Segue da Proposição 7 que a hipersuperf́ıcie gerada por γ é globalmente
(r − 1)-estável.

Corolário 2 (Teorema 12). Sejam p, q, r números naturais tais que p + q ≥ r + 5
e 2 ≤ r ≤ min{p, q}. Então existe uma hipersuperf́ıcie Mp+q+1 ⊂ Rp+q+2 completa
mergulhada com Sr = 0 que é globalmente (r − 1)-estável. Além disso, Mp+q+1 é
homeomorfa a Sp × Rq+1 ou a Rp+1 × Sq.



Caṕıtulo 5

Estabilidade de Cones r-Mı́nimos
em Rn+1

5.1 Existência de Cones Instáveis se n ≤ r + 5

Seja Mn−1 uma hipersuperf́ıcie orientável, compacta, imersa na esfera euclidiana
Sn(1). O cone C(M) em Rn+1 com base M é, por definição, a união dos segmentos
de linha reta começando na origem e passando pelos pontos de M . É claro que
C(M)

⋂
Sn(1) = M e que C(M)\{0} é uma hipersuperf́ıcie suave de Rn+1. A parte

do cone que está contida no fecho de B1(0)\Bε(0), 0 < ε < 1, é chamada de tronco
de cone e será denotada por C(M)ε. A hipersuperf́ıcie suave C(M)\{0} é descrita
pela aplicação

M × (0, +∞) → Rn+1

(m, t) → tm.

O tronco de cone é uma hipersuperf́ıcie compacta com fronteira de Rn+1 que é
descrita pela mesma aplicação acima restrita a M × [ε, 1]. Se X descreve parametri-
camente a imersão de M sobre a esfera, então Y = tX descreve parametricamente o
cone C(M). De fato, se a métrica de M é ds2 então a métrica de C(M) é

dσ2 = dt2 + t2ds2,

isto diz que o elemento de volume de C(M) é dado por dM = tn−1dt ∧ dM .

Observação 5. No que segue, A, Sr e Tr denotarão a segunda forma fundamental,
a r-ésima curvatura média e o r-ésimo Tensor de Newton de M , e A, Sr e T r
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denotarão a segunda forma fundamental, a r-ésima curvatura média e o r-ésimo
Tensor de Newton do cone C(M).

Proposição 8. Valem as seguintes igualdades:

1. Sr = 1
tr

Sr;

2. |A| = 1
t
|A|;

3. T r = 1
tr

[
Sr 0
0 Tr

]
.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [4].
Seja F : C(M) → R uma função de classe C2. Para cada t > 0, considere

a seguinte função f : M → R definida por f(m) = F (m, t). Também podemos
encontrar em [4] a prova da proposição abaixo.

Proposição 9. Com as notações introduzidas temos a fórmula a seguir para o op-
erador Lr : C∞(C(M)) → C∞(C(M)):

LrF =
1

tr
Sr

∂2F

∂t2
+

n− r − 1

tr+1
Sr

∂F

∂t
+

1

tr+2
Lrf.

Suponha que M satisfaz Sr = 0 e Sr+1 6= 0. Isto implica que Lr−1 é eĺıptico,
ver [13] e [14]. Vamos supor que Sr−1 > 0, quando r é par podemos escolher uma
orientação de modo que isto aconteça. Seja F ∈ C∞

c (C(M)ε), usando as notações do
caṕıtulo anterior e as Proposições 8 e 9 obtemos que

Ir−1(F, F ) = −
∫

M×[ε,1]

F (Lr−1F − (r + 1)Sr+1F )tn−1dt ∧ dM

= −
∫

M×[ε,1]

f
( 1

tr+1
Lr−1f − r + 1

tr+1
Sr+1f

)
tn−1dt ∧ dM

−
∫

M×[ε,1]

F
( 1

tr−1
Sr−1

∂2F

∂t2
+

n− r

tr
Sr−1

∂F

∂t

)
tn−1dt ∧ dM

= −
∫

M×[ε,1]

f
(
Lr−1f − (r + 1)Sr+1f

)
tn−r−2dt ∧ dM

−
∫

M×[ε,1]

F
(
t2

∂2F

∂t2
+ (n− r)t

∂F

∂t

)
Sr−1t

n−r−2dt ∧ dM.
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Sendo Sr−1 > 0, temos que Sr−1t
n−r−2dt ∧ dM (n ≥ r + 2) é um elemento de

volume em C(M)ε. Podemos escrever tal elemento de volume como o produto de
duas medidas ds = tn−r−2dt e dS = Sr−1dM . Com isto escrevemos a igualdade
encontrada como segue abaixo

Ir−1(F, F ) = −
∫

M×[ε,1]

f
( 1

Sr−1

Lr−1f − (r + 1)
Sr+1

Sr−1

f
)
ds ∧ dS

−
∫

M×[ε,1]

F
(
t2

∂2F

∂t2
+ (n− r)t

∂F

∂t

)
ds ∧ dS

Baseado nesta igualdade consideraremos os seguintes operadores

L1 : C∞(M) → C∞(M) dado por L1f = − 1

Sr−1

Lr−1f + (r + 1)
Sr+1

Sr−1

f

L2 : C∞
c [ε, 1] → C∞

c [ε, 1] dado por L2g = −t2g′′ − (n− r)tg′.

Como Lr−1 é eĺıptico e M é compacta, então Lr−1 e L1 são fortemente eĺıpticos.
Sejam λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → +∞ os autovalores do operador L1. Estamos considerando
os espaços C∞(M) e C∞

c [ε, 1] com os seguintes produtos internos

〈f1, f2〉 =

∫

M

f1f2dS e 〈g1, g2〉 =

∫ 1

ε

g1g2ds.

Lema 8. O operador L2 : C∞
c [ε, 1] → C∞

c [ε, 1] é autoadjunto.

Demonstração. Dadas f, g ∈ C∞
c [ε, 1] temos que,

〈f, L2g〉 = −
∫ 1

ε

[g′′(t)t2f(t) + (n− r)g′(t)tf(t)]ds

= −
∫ 1

ε

[g′′(t)tn−rf(t) + (n− r)g′(t)tn−r−1f(t)]dt.

Usando integração por partes obtemos a igualdade abaixo,

∫ 1

ε

g′′(t)[tn−rf(t)]dt =
[
g′(t)tn−rf(t)

]1

ε
−

∫ 1

ε

g′(t)[(n− r)tn−r−1f(t) + tn−rf ′(t)]dt

= −
∫ 1

ε

(n− r)g′(t)tn−r−1f(t)dt−
∫ 1

ε

g′(t)tn−rf ′(t)dt.
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Portanto,

〈f, L2g〉 =

∫ 1

ε

g′(t)[tn−rf ′(t)]dt

=
[
g(t)tn−rf ′(t)

]1

ε
−

∫ 1

ε

g(t)[tn−rf ′′(t) + (n− r)tn−r−1f ′(t)]dt

= −
∫ 1

ε

[g(t)t2f ′′(t) + (n− r)g(t)tf ′(t)]ds

= 〈L2f, g〉.

Calcularemos os autovalores do operador L2 e obteremos uma estimativa superior
para o primeiro autovalor do operador L1.

Lema 9. Os autovalores do operador L2 são

δk =
(n− r − 1

2

)2

+
( kπ

ln(ε)

)2

.

Demonstração. Encontrarmos g ∈ C∞
0 [ε, 1] e δ ∈ R tais que L2g = δg é equivalente

a resolvermos a seguinte EDO

t2g′′(t) + (n− r)tg′(t) + δg(t) = 0. (5.1)

Para determinarmos a solução geral da equação (5.1) é suficiente conhecermos duas
soluções linearmente independentes. Tentaremos obter soluções linearmente inde-
pendentes da forma g(t) = tαsenϕ(t) e h(t) = tαcosϕ(t). Analisaremos primeiro o
caso g(t) = tαsenϕ(t). Um cálculo direto mostra que,

g′(t) = αtα−1senϕ(t) + tαϕ′(t)cosϕ(t);

g′′(t) = α(α− 1)tα−2senϕ(t) + 2αtα−1ϕ′(t)cosϕ(t)

+ tαϕ′′(t)cosϕ(t)− tα[ϕ′(t)]2senϕ(t).

Como conseqüência obtemos que,

α(α− 1)tαsenϕ(t) + 2αtα+1ϕ′(t)cosϕ(t)

+tα+2ϕ′′(t)cosϕ(t)− tα+2[ϕ′(t)]2senϕ(t)

+α(n− r)tαsenϕ(t) + (n− r)tα+1ϕ′(t)cosϕ(t)

+δtαsenϕ(t) = 0.
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Portanto,
(
α(α− 1)− t2[ϕ′(t)]2 + α(n− r) + δ

)
tαsenϕ(t) +

+
(
2αtϕ′(t) + t2ϕ′′(t) + (n− r)tϕ′(t)

)
tαcosϕ(t) = 0.

Como estamos interessados em soluções linearmente independentes vamos supor que
os coeficientes das funções senϕ(t) e cosϕ(t), na equação acima, são nulos. Sendo
2αtϕ′(t) + t2ϕ′′(t) + (n− r)tϕ′(t) = 0 obtemos que ϕ′(t) = ct−[2α+(n−r)], para algum
c ∈ R. Agora, igualando o outro coeficiente a zero obtemos

α(α− 1)− t2[ϕ′(t)]2 + α(n− r) + δ = 0. (5.2)

Isto diz que as funções do tipo g(t) = tαsenϕ(t), onde ϕ′(t) = ct−[2α+(n−r)], são
autofunções do operador L2. Substituindo ϕ′(t) = ct−[2α+(n−r)] na equação (5.2)
obtemos

2α− 1 + (n− r) = 0 (5.3)

α(α− 1)− c2 + α(n− r) + δ = 0. (5.4)

Agora substituindo (5.3) em (5.4) temos que,

δ = c2 − α[(α− 1) + (n− r)]

= c2 + α2

= c2 +
(n− r − 1

2

)2

.

Veja que ϕ(t) = c ln(t), e usando o fato que a função g se anula na fronteira de [ε, 1]
obtemos que ϕ(ε) = c ln(ε) = kπ, k ∈ N. Com isto temos que as funções

gk(t) = t−
n−r−1

2 sen
( kπ

ln(ε)
ln(t)

)
, k ∈ N,

são autofunções do operador L2 associadas, respectivamente, aos autovalores

δk =
(n− r − 1

2

)2

+
( kπ

ln(ε)

)2

, k ∈ N.

Trabalhando agora o caso h(t) = tαcosϕ(t) obtemos que as funções

hk(t) = t−
n−r−1

2 cos
( kπ

ln(ε)
ln(t)

)
, k ∈ N,
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também são autofunções do operador L2 associadas, respectivamente, aos autovalores

δk =
(n− r − 1

2

)2

+
( kπ

ln(ε)

)2

, k ∈ N.

Não é dif́ıcil verificar que as funções gk e hk são linearmente independentes. Então
toda solução de (5.1) é da forma

ψ(t) = a · t−n−r−1
2 sen

( kπ

ln(ε)
ln(t)

)
+ b · t−n−r−1

2 cos
( kπ

ln(ε)
ln(t)

)
,

onde a, b ∈ R. Isto diz que os δk
′s obtidos acima são todos os autovalores de L2. Isto

conclui a demonstração.

Para obtermos a estimativa superior para o primeiro autovalor do operador L1

precisamos da seguinte fórmula (ver [7])

LrSr = Lr−1Sr+1 + Sr[∆Sr − Lr−1S1]

+
∑

k

|Tr−1Dek
A|2 − |∇Sr|2

+ tr(ATr−1){Sr[|A|2 − c(n− 1)]− [tr(A2Tr)− c · tr(Tr)]}
− tr(A2Tr−1)[tr(A

2Tr−1)− c · tr(Tr−1)],

válida para todo imersão isométrica Mn−1 → M
n
(c). Supondo Sr = 0 obtemos que,

Lr−1Sr+1 +
∑

k

|Tr−1Dek
A|2 − tr(A2Tr−1)[tr(A

2Tr−1)− c · tr(Tr−1)] = 0. (5.5)

Teorema 12. Seja Mn−1 ⊂ Sn uma hipersuperf́ıcie orientável e compacta. Se Sr = 0
e Sr+1 é constante não nula, então o primeiro autovalor de L1 satisfaz λ1 ≤ −(n−r).

Demonstração. Inicialmente observemos que tr(A2Tr−1) = −(r+1)Sr+1. Usando que
Tr−1 é positivo definido obtemos −(r + 1)Sr+1 > 0. Sendo Lr−1Sr+1 = 0, a equação
(5.5) nos diz que,

(r + 1)Sr+1[−(r + 1)Sr+1 − (n− r)Sr−1] ≤ 0.

Lembrando que Sr−1 > 0, multiplicamos a desigualdade encontrada por −Sr+1

Sr−1
para

obtermos
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(r + 1)
Sr+1

Sr−1

S2
r+1 + (n− r)S2

r+1 ≤ 0.

Portanto,

Sr+1L1Sr+1 = (r + 1)
Sr+1

Sr−1

S2
r+1 ≤ −(n− r)S2

r+1.

Consequentemente,

λ1 ≤
∫

M
Sr+1L1Sr+1∫

M
S2

r+1

≤ −(n− r).

A prova do lema a seguir pode ser encontrada em [26] ou em [4].

Lema 10. Para toda função teste F ∈ C∞
c (C(M)ε) temos que

Ir−1(F, F ) ≥ (λ1 + δ1)

∫

M×[ε,1]

F 2ds ∧ dS.

Além disso, se λ1 + δ1 < 0 existe uma função teste F1 tal que Ir−1(F1, F1) < 0.

Agora analisaremos o sinal de λ1 + δ1 , para toda hipersuperf́ıcie Mn−1 ⊂ Sn com
Sr = 0 e que Sr+1 é uma constante não nula. Usando o Lema 9 e o Teorema 12
obtemos,

λ1 + δ1 ≤ −(n− r) +
(n− r − 1

2

)2

+
( π

ln(ε)

)2

=
1

4
[(n− r)2 − 6(n− r) + 1] +

( π

ln(ε)

)2

.

Usando que os zeros do polinômio t2− 6t + 1 são 3 + 2
√

2 e 3− 2
√

2 conclúımos que

−(n− r) +
(n− r − 1

2

)2

=
1

4
[(n− r)− 3− 2

√
2][(n− r)− 3 + 2

√
2].

Como 3− 2
√

2 < 1 < n− r, pois r + 2 ≤ n, temos que n− r − 3 + 2
√

2 > 0. Sendo
5 < 3 + 2

√
2 < 6, obtemos as seguintes conclusões:

−(n− r) +
(n− r − 1

2

)2

< 0, se n ≤ r + 5; (5.6)

−(n− r) +
(n− r − 1

2

)2

> 0, se n ≥ r + 6. (5.7)
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Portanto, se n ≤ r + 5 existe ε > 0 tal que λ1 + δ1 < 0. Pelo Lema 10 temos o
seguinte teorema.

Teorema 13. Seja Mn−1 ⊂ Sn orientável e compacta. Suponha que Sr = 0, Sr+1 é
constante não nula e r + 2 ≤ n ≤ r + 5, então existe ε > 0 tal que o tronco de cone
C(M)ε não é (r − 1)-estável.

5.2 Estabilidade de Cones quando n ≥ r + 6

Seja Mn−1 = Sp(r1) × Sq(r2) ⊂ Sn um Toro de Clifford, isto é, r2
1 + r2

2 = 1 e
p + q + 1 = n. Neste caso, temos que a segunda forma fundamental de M é

A =

[ r2

r1
Ip 0

0 − r1

r2
Iq

]
.

Em [7], Caminha construiu uma famı́lia de Toros de Clifford com curvatura escalar
constante prescrita R ∈ [1, 2). Na proposição abaixo mostraremos a existência de
Toros de Clifford com Sr = 0 e Sr+1 6= 0, para todo 1 ≤ r ≤ n− 3.

Proposição 10. Dados n, r ∈ N tais que 1 ≤ r ≤ n − 3, existem p, q ∈ N e
r1, r2 ∈ R+ de modo que o Toro de Clifford Mn−1 = Sp(r1) × Sq(r2) ⊂ Sn satisfaz
Sr = 0 e Sr+1 6= 0.

Demonstração. Temos dois casos a considerar, quando n é par ou quando n é ı́mpar.
Primeiro suponha n ı́mpar. Escolha p = q = n−1

2
, pelo Teorema 7 temos que para

todo 1 ≤ r ≤ n− 2 o polinômio

Q(t) =
r∑

i=0

(
p

r − i

)(
q

i

)
tr−i

possui pelo menos uma raiz real positiva. Agora suponha que n é par, neste caso
escolha p = n

2
e q = n−2

2
. Novamente pelo Teorema 7, temos que para todo 1 ≤ r ≤

n− 3 o polinômio Q possui pelo menos uma raiz real positiva.

Pela definição da r-ésima curvatura média obtemos que,

Sr =
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)(r2

r1

)r−i(r1

r2

)i

.
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Portanto,

Sr(
r1

r2

)r =
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)(r2

r1

)r−i(r1

r2

)−r+i

=
r∑

i=0

(−1)i

(
p

r − i

)(
q

i

)[(r2

r1

)2]r−i

= Q
((r2

r1

)2)
,

Então, Sr = 0 ⇔
(

r2

r1

)2

∈ R+
Q = {β1, · · · , βk}. Supondo r2

1 + r2
2 = 1 obtemos que,

r1 =

√
1

1 + βl

e r2 =

√
βl

1 + βl

, 1 ≤ l ≤ k.

Pelo Teorema 7 também conclúımos que Sr+1 6= 0. Isto conclui a prova da Proposição.

Lema 11. Se Mn−1 ⊂ Sn é um Toro de Clifford com Sr = 0 e Sr+1 6= 0, então

−(r + 1)Sr+1 = (n− r)Sr−1.

Demonstração. Sendo Mn−1 um Toro de Clifford obtemos pelo Lema 4.1 de [7] que

tr(ATr−1){Sr(|A|2−n)−[tr(A2Tr)−tr(Tr)]}−tr(A2Tr−1)[tr(A
2Tr−1)−tr(Tr−1)] = 0.

Como Sr = 0 e Sr+1 6= 0 conclúımos que tr(A2Tr−1) − tr(Tr−1) = 0. Portanto,
(r + 1)Sr+1 = −(n− r)Sr−1.

Neste caso, temos que o operador L1 : C∞(M) → C∞(M) é dado por

L1 = − 1

Sr−1

Lr−1 − (n− r).

Corolário 3. Seja Mn−1 ⊂ Sn um Toro de Clifford com Sr = 0 e Sr+1 6= 0, então o
primeiro autovalor do operador L1 é dado por λ1 = −(n− r).

Demonstração. Como Sr−1 é constante e Tr−1 é positivo definido conclúımos que

−
∫

M

f

Sr−1

Lr−1f = − 1

Sr−1

∫

M

fLr−1f ≥ 0,
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para toda função f ∈ C∞(M). Considerando f uma função constante obtemos que,

inf
{− ∫

M
f

Sr−1
Lr−1f∫

M
f 2

; f ∈ C∞(M)
}

= 0.

Por este fato e pelo Teorema 12 temos que,

−(n− r) ≥ λ1 = inf

∫
M

f
Sr−1

L1f∫
M

f 2
= inf

{− ∫
M

f
Sr−1

Lr−1f∫
M

f 2 − (n− r)
}

= inf
{− ∫

M
f

Sr−1
Lr−1f∫

M
f 2

}
− (n− r) = −(n− r).

Como conseqüência temos que,

λ1 + δ1 = −(n− r) +
(n− r − 1

2

)2

+
( π

ln(ε)

)2

.

Pela Proposição 10, pelo Lema 10, por (5.7) e pelo Corolário 3 temos o seguinte
teorema.

Teorema 14. Se n ≥ r + 6, existe um Toro de Clifford Mn−1 ⊂ Sn com Sr = 0 e
Sr+1 6= 0 tal que o tronco de cone C(M)ε é (r − 1)-estável para todo ε > 0.
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