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RESUMO

Na primeira parte (capitulos 2, 3 e 4) desta Tese estudaremos as hipersuperficies
de RPT*2 que sao r-minimas (S, = 0) e invariantes pela acao canonica do grupo
O(p+1) x O(qg +1). Obteremos uma classificagdo completa de todas as hipersu-
perficies de RPT7™2 que sao O(p + 1) x O(q + 1)-invariantes e possuem a r-ésima
curvatura média nula (2 < r < min{p, ¢}), analisando se tais hipersuperficies sao
completas, mergulhadas e (r — 1)-estaveis. Com isto obteremos o seguinte resultado
de existéncia: “Sejam p,q,r € N tais que p+ ¢ >r+5e 2 <r < min{p, ¢}, entao
existe uma hipersuperficie MPT4+1 c RPTIT2 completa, mergulhada, com r-ésima
curvatura média nula que ¢ globalmente (r — 1)-estavel”.

No capitulo 5 estudaremos os cones C' (M) C R™™! r-minimos, cuja base M™"1 C
S™ é uma hipersuperficie compacta tal que S, = 0 e S,;; é constante nao nula.
Provaremos que: “Se r+2 < n < r+ 5, entao existe 0 < € < 1 tal que o tronco de
cone C'(M). nao é (r — 1)-estavel”. Além disso, construiremos um Toro de Clifford
com S, = 0 e S.;1 # 0 para mostrarmos que este resultado nao é valido quando
n>1r+46.
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Capitulo 1

Introducao

Os métodos da geometria equivariante tém sido aplicados com sucesso por muitos
matematicos para obter e classificar exemplos explicitos de hipersuperficies com uma
dada condicao sobre a r-ésima curvatura média e invariantes pela acao de um grupo
de isometrias. Um dos primeiros trabalhos nesta area é devido a Delaunay em [8],
no qual ele classifica as superficies de rotacao do R? com curvatura média constante.

Apos a classificagao dos grupos de isometrias de baixa cohomogenidade feita por
Hsiang e Lawson em [15], vdrios trabalhos abordando geometria equivariante foram
divulgados. Estudando hipersuperficies de R*™ invariantes por O(m)xO(m), Hsiang,
Teng e Yu em [16] mostraram a existéncia de imersdes de S*™~1 em R?*™ (m > 2),
com curvatura média constante que nao sao esferas redondas. Essas imersoes junto
com o trabalho de Wente (ver [31]) mostram que a conjectura de Hopf é falsa em
qualquer dimensao.

Em [9], do Carmo e Dajczer estenderam a nogao classica de superficie de rotagao
do R? para uma hipersuperficie de um espago forma M"™!(c). Neste trabalho, eles
realizaram um estudo de classificagao das hipersuperficies de rotagao com curvatura
média constante.

Uma classificacao das hipersuperficies rotacionais com curvatura escalar nula e
invariantes pela agao do grupo O(n), conforme definido em [9], de um espago forma
M"*1(c) foi feita por Leite (ver [18]) e posteriormente generalizada por Palmas para
curvatura média de ordem superior constante (ver [20]).

No caso de uma agao com cohomogenidade dois, Alencar (ver [1]) classificou as
hipersuperficies minimas de R*™ invariantes por SO(m) x SO(m). Para isto, Alencar
usou as técnicas introduzidas no trabalho seminal de Bombieri, De Giorgi e Giusti
[6], as quais consistem em fazer uma mudanga de coordenadas adequada e reduzir o
estudo das curvas geratrizes de tais hipersuperficies, no espago de érbitas, ao estudo



de um campo vetorial num aberto de R?. Utilisando as mesmas técnicas, Alencar
et all (ver [2]) fizeram um estudo detalhado das hipersuperficies minimas de RP+4*2
invariantes por O(p + 1) x O(q + 1).

Em relacao as hipersuperficies de curvatura escalar nula, Palmas iniciou o es-
tudo com o caso de dimensao trés, ou seja, M3 C R* invariante pela acao do grupo
O(2) x O(2), veja [21]. Em seguida, Sato (ver [24]) generalizou o trabalho de Palmas
para acoes do grupo O(p+1) x O(¢+ 1), p = ¢ > 1, sobre RP"7"2, Finalmente, em
2006, Sato e Souza Neto obtiveram uma generalizacao deste resultado para p,q > 1
quaisquer, ver[25]. Nosso objetivo principal nesta Tese é classificarmos as hipersu-
perficies r-minimas (S, = 0) de RPT*2 que sao invariantes pela acao canonica do
grupo G = O(p + 1) x O(q + 1) sobre RPT4+2 = RPFHL x RIT! Para obtermos tal
classificacao usaremos que toda hipersuperficie invariante por esta agao é caracteri-
zada da seguinte maneira MPT4! = 771(v), onde 7 : RPTIT2 = RPT! x RITT — R? ¢
definida por m(z,w) = (|z|, |w|) e ¥(t) é uma curva em 7(RPT92).

Para chegarmos ao resultado desejado tornou-se crucial um estudo detalhado do
seguinte polinomio:

o0 =30 (" ) () 2 < <mintoa)

1=0

Mostraremos que () tem r raizes reais positivas distintas. Supondo que as raizes
de @) sao ordenadas da seguinte forma 0 < 3; < --- < f3,, provaremos que a curva
geratriz y(t) de uma hipersuperficie invariante M = 7=!(v) com S, = 0 é uma dos
seguintes tipos:

(A) ~(t) é um dos seguintes raios [;(t) = (cos(p;)t, sen(p;)t) definida para todo
t >0, onde p; = arctan(\/B;) e j =1,...,1;

(B) ~(t) é regular, intersecta ortogonalmente um dos semi-eixos > 0 ouy > 0 e
assintota um dos raios [; quando ¢ — 400 ou t — —o0;

(C) ~(t) é a unido de duas curvas 7; : (—00,0] — Q e vy, : [0,+00) — €, onde
71(0) = 72(0) é uma singularidade. Além disso, a curva v nao intersecta o
bordo do espaco de drbitas e assintota dois raios [; e [;41 quando ¢ — Foo;

(D) ~(t) é regular, nao intersecta o bordo do espago de ébitas e assintota os dois
raios {; and [,.



Figura 1.1: Curva Tipo A

Figura 1.2: Curva Tipo
B(p+qg<r+4)

Figura 1.4: Curva Tipo
Clp+q<r+4)
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Figura 1.3: Curva Tipo
B(p+q>r+5)

Figura 1.5: Curva Tipo
Clp+q=>r+5)



Figura 1.6: Curva Tipo Figura 1.7: Curva Tipo
Dip+q<r+4) Dip+q=>r+5)

Os cones gerados pelos segmentos Tipo A serao denotados por Cj, j € {1,...,7}.
Com relagao aos resultados de classificacao provaremos os seguintes teoremas:

Teorema 1 (Teorema de Classificagdo). Seja MPT7T1 C RPTIT2 yma hipersuperficie
O(p+1) x O(q+1)-invariante com S, = 0, onde p,q > 1 e 2 < r < min{p,q}. Entao
MPTa+L pertence a uma das sequintes classes:

1. Cones C; , j € {1,...,r}, com uma singularidade na origem (Tipo A);
2. Hipersuperficies requlares que assintotam um dos cones C; (Tipo B);

3. Hipersuperficies que possuem uma orbita de singularidade e assintotam dois

cones C; e Cjyq (Tipo C);
4. Hipersuperficies regulares que assintotam os cones Cy e C, (Tipo D).

Teorema 2. Seja MPTIT1 C RPTI2 yma hipersuperficie completa O(p+1)x O(q+1)-
invariante com S, = 0, onde p,q > 1 ¢ 2 < r < min{p,q}. Entio M € gerada por
uma curva Tipo B ou D. Além disso,

1. Se M € Tipo B, entao M ¢é mergulhada e assintota um dos cones Cj;

2. Se M ¢ Tipo D, entao M ¢é mergulhada e assintota os cones Cy e C,.

Apos a classificacao das hipersuperficies invariantes que sao completas iremos
tratar questoes relativas a estabilidade, provando os seguintes teoremas.

Teorema 3. Seja MPTIT C RPTI2 yma hipersuperficie completa O(p+1)x O(q+1)-
invariante com S, = 0, onde p,q > 1 e 2 < r < min{p,q}, gerada por uma curva
Tipo B ou D.

11
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1. Sep+q <r+4, entio M tem indice Indy, (M) infinito.

2. Se p+q > r+5, entao as hipersuperficies Tipo B sdo globalmente (r — 1)-
estavers.

Teorema 4. Sejam p, q,r nimeros naturais tais que p+q > r+5 e 2 < r < min{p, q}.
Entao existe uma hipersuperficie MPT9tt C RPT9+2 completa, mergulhada, com S, =
0 que é globalmente (r — 1)-estdvel. Além disso, MPY7T1 ¢ homeomorfa a SP x R7H!
ou a RPT x §¢.

Finalmente, vamos fazer um estudo dos cones construidos sobre hipersuperficies
r-minimas da esfera euclidiana S™. Inicialmente relembremos que dada uma hipersu-
perficie M"~! C S" orientével, compacta e minima, Simmons provou (ver [26]) que:
“Se n < 6, entao existe 0 < € < 1 tal que o tronco de cone C(M). nao é estavel”.

Simmons também construiu um Toro de Clifford M°% = S?’(\/TE) X S3<‘/7§> c ST

minimo tal que o tronco de cone C(M). é estavel para todo 0 < & < 1. Isto prova
que o resultado anterior nao vale quando n = 7. Barbosa e do Carmo generalizaram
estes resultados para o caso da curvatura escalar nula, ver [4]. Mais especificamente,
eles provaram: “Seja M™~ ! C S™ (n < 7) orientavel e compacta. Se Sy =0 e S5 # 0,
entdo existe 0 < € < 1 tal que o tronco de cone C(M). nao ¢é 1-estavel”. Além disso,
eles mostraram que este resultado nao vale quando n > 8. Para isto, construiram
um Toro de Clifford em S” (n > 8) com Sy =0 e S5 # 0 tal que todos os troncos de
cone C'(M). sao 1-estdveis. Nosso objetivo neste caso é obtermos uma generalizacao
parcial destes resultados. Mais precisamente, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 5. Seja M" 1 C S" orientdvel e compacta. Suponha S, =0 e que S, é
constante nao nula, onde r+2 < n < r+>5. Entao, eriste 0 < e < 1 tal que o tronco
de cone C'(M). nao é (r — 1)-estdvel.

Teorema 6. Se n > r + 6, existe um Toro de Clifford M™" 1 C S"® com S, = 0 e
Sr+1 # 0 tal que o tronco de cone C(M). € (r — 1)-estdvel para todo 0 < € < 1.



Capitulo 2

Classificacao das Orbitas das
Hipersuperficies Invariantes

2.1 Equacao das Hipersuperficies r-Minimas

Sejam G = O(p+1) x O(g+1) e G x RPT4+2 — RPTIT2 3 a¢d0 candnica do grupo de
isometrias G em RPT! x RI™ ié., (A, B,z,w) — (Az, Bw), onde p, ¢ sao niimeros
naturais > 2. O espaco de érbitas dessa agao pode ser identificado com o subconjunto
do plano dado por

Q=r(RF?) = {(2,y) € R?; x> 0,y > 0},

onde 7 : RPT x R — R? ¢ definida por m(z,w) = (|z], |w]). Desta maneira, toda
hipersuperficie M2+ C RPT4+2 invariante pela acao de O(p+1) x O(q+1) é gerada
por uma curva y(t) = (z(t),y(t)), denominada curva geratriz, contida em €, isto é,
M = 771(y). A métrica orbital coincide com a métrica canonica do R? e as érbitas
principais sao produtos de esferas SP(z) x S%(y), ver [15]. Podemos parametrizar
explicitamente a hipersuperficie M = 7~!(v) pela seguinte aplicacao

p(t,a,b) = (2(t)®(a), y(t)¥(b)),

onde ® e ¥ sdo parametrizagoes em coordenadas polares das esferas SP(1) C RP*!
e S9(1) C R, respectivamente. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
v esta parametrizada pelo comprimento de arco ¢t. Entao, o vetor normal unitario a
M é

N(t,a,b) = (—y'(t)2(a), 2" (t) ¥ (D).

Portanto, a primeira e a segunda forma fundamental de M, denotadas por I e A
respectivamente, sao dadas por:
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1 0 0 —x"y + 2"y’ 0 0
I=10 2, 0 e A= 0 —zy'l, 0 :
0 0 %, 0 0 yx'l,

onde I, e I, denotam as matrizes identidade de dimensoes p e ¢, respectivamente.
As curvaturas principais sao as raizes da equacao det(A — kI) = 0, que s@o

ke = 'y — 2"y
/

kz = %7 1= 1727 » D3
x!

kj - _57 ]:p+1ap+277p+q

A r-ésima curvatura média da imersao ¢ : MPHItL — RPHa+2 ¢ definida por

S, = Z kij..ki,, 1<r<p+q+1.

11 < <ldp

Por motivos que ficardo mais claros posteriormente vamos considerar r < min{p, ¢}.
Assim, se M = 7~ !(v) é uma hipersuperficie com S, = 0, temos que sua curva gera-
triz y(t) = (z(t), y(t)) satisfaz a seguinte equagao diferencial (a qual serd denominada
de equagao das r-minimas):

—_

r—

(.fC/y” - CC//y/) (—1)101“41(

i

/

) e )Y

Il
o

onde ¢; = (rfj) ed; = (;1)

E f4cil ver que as curvas regulares v(t) = (x(t),y(t)) satisfazendo a equagao das
r-minimas sao invariantes por homotetias e, portanto, para cada solugao 7(t) temos
uma familia M), de hipersuperficies invariantes com a r-ésima curvatura média nula,
geradas pelas curvas 7, (t) = (Az(t), Ay(t)).

Por outro lado, usando que (2/)? + (y')? = 1 obtemos as seguintes relagoes:

x//

!
10 nor_ 1o "nooo_
Yy —J;y—? e Y —TY = ——.

Portanto,
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<

/ /

a2y ()

)
ey

Localmente, a curva - é gréafico sobre o eixo x ou sobre o eixo y. Se y = y(z), temos

)

(-1 Cl—i-z Z<

1=0

2 2
que y' = dyw’ey = jxg(x) +Zy . Consequentemente, ( )2273’2’ =9y’ — fily . Com

IStO podemos escrever a prlmelra equagao Ccomo se segue

T

ey (1+(2)) LUelg)

pa— =

dx? Ty r-1 dysr—1—i
ZE()( )ery ydm z

De maneira similar, se + = z(y) podemos escrever a segunda equagao da seguinte

forma
T

dQ_x (1 + (%)2> Z;(_l)icidi (xfl—zyyrl

7=

dy® Ty =t dryi -
Z(_l)zcl+idi (I@) yr—l—z

=0

Estas igualdades mostram que a curva geratriz tem singularidades que sao zeros das
seguintes equacoes

—_

r—

S (—Diersd; @%)T—l_iaﬁ —0 (2.1)
=0
\- i drNt

N
I
o
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2.2 O Campo Vetorial Associado

Seguindo Bombieri, De Giorgi e Giusti (ver [6]) introduziremos os parametros

_ y _ y
u=arctan| — | e v = arctan| — ),
x x
onde (u,v) € [0, §] x [—m, 7], pois precisamos de informagoes apenas para z,y > 0.
Sendo z'tan(v) = y', obtemos que (2')*(1 + tan®(v)) = 1. Portanto, 2/ = cos(v) e
Yy = sen(v). Agora usando zx - tan(u) = y, obtemos a seguinte igualdade

2

T cos*(u
$2+y2:y2<1—l——2> :y2(1+—2( )>.
Y sen?(u)

Entdo y? = sen?(u)(z* + y?). Analogamente, 2 = cos*(u)(z? + y?).
Vamos introduzir a seguinte notacao:
/

xT‘yT T ) y/ r—q T i
P Sevea() (5)
u[w2+yz]22< Fedy y

1=0

—_

r,,T T / /

. r—1—i €T i
E = u—"—= (2" — 2"y —1)'c id,»(—) <—> .
[x2+y2]§( Y y)z()( ) 1+ T y
Inicialmente, observemos que

[2* +y?)2 i_o( ) x

/ - i INF—i [ ING Y
= W) (—D'edi(y) () =
=0

22 + 25" [22 + 2]

= U'Z(—1)icidisenr_i(v)cosi(v)senr_i(u)cosi(u)
i=0

= Z(—1)icid,~(sen(u)sen(v))T_i(cos(u)cos(v))i.

1

. . It
Por outro lado, tan(u) = ¥ implica u’sec?(u) = 22522, Logo, v’ =
x xT

Assim,

/ 1 Yy , x

’ :_\/x2+y2<\/x2+y2x VR

y’) = —sen(u — v)
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Portanto,
(22 +y?)2 (02 + 2]
Usando que v' = 2'y” — 2"y obtemos a expressao a seguir para F = —#(%v);
. r—1 ‘ - ‘ $¢+1yr—z‘
E — _1101 idiylr__lel -
S W)
r—1 i+l r—i
— Z(—l)iclJridisenT_l_i(v)cosi(v) ’ — Y —
i=0 [z + 9] 7 22+ 7] 2
r—1
= Z(—1)icl+idisenr_1_i(v)cosi(v)senr_i(u)cos”l(u)
i=0
= sen(u)cos(u)g(u,v),
r—1
onde g(u,v) Z Yeerpidi(sen(u)sen(v)) 1 (cos(u)cos(v))". Com isto obtemos
=0
que, £ = —v'sen(u)cos(u)sen(u — v)g(u,v).

Multiplicando a equacao das r-minimas por u’ [ z‘iy;}% temos F + F = 0. Entao,
24y

u Z d;(sen(u)sen(v)) "(cos(u)cos(v))" = v'sen(u)cos(u)sen(u — v)g(u, v).

Esta igualdade encontrada é um sistema de EDO nas varidaveis u e v. Este sistema
esté associado ao campo vetorial X (u,v) = (X (u,v), Xo(u,v)) = (v, v") definido no
plano R?, dado por

Xi(u,v) = sen(u)cos(u)sen(u —v)g(u,v),
Xo(u,v) = Z(—l)icidi(sen(u)sen(v))T’i(cos(u)cos(v))i.

Observe que X (u,v — ) = (—1)"X (u,v), entdo ¢é suficiente analisar o campo X em
[0, %] x [0,7]. Comecaremos a andlise de X determinando suas singularidades, que
sao descritas nos préximos quatros casos.

Caso 1. Observe que X1(0,v) = 0. Se tivermos X5(0,v) = 0, € necessdrio que

cos(v) = 0. Entdo, v = 5. Isto diz que (0,%) € uma singularidade de X .
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Caso 2. Veja que X1(5,v) = 0. Se X,

2(5,v) =0, € necessdrio que sen(v) = 0. Dai,
v =0,m. Concluimos com isto que (5,0

3,V
) e (5,m) sao singularidades de X.

Caso 3. Como X;(u,u) = 0, temos que os pontos do conjunto K, definido abaizo,
sao singularidades de X .

7 (0) (W w)s we [0, 513

Caso 4. Suponha que g(u,v) = Xa(u,v) = 0. Se sen(u)sen(v) = 0, obtemos que
cos(u)cos(v) = 0. Da mesma forma, cos(u)cos(v) = 0 implica sen(u)sen(v) = 0.
Com isto temos que os pontos (0,%); (3,0) e (5,7) sao singularidades de X. Agora
suponha sen(u)sen(v) #0 e cos(u)cos( ) 0, entao

g(u,v) N e a1
(cos(u)cos(v))r—t ;( V'eryidiftan(u)tan(v)]
Xo(u,v) o, o 2 (b
ooy~ 2 edlten(an()]

Considere os sequintes polinomios:
r—1 D q
2: 1y r—1—i
Qull) 2 (=1) (r—1—z’) (z)t
- i( P q\ ,r—;
— —1)¢ r—i
Q2(t) ‘EZ (=1) (r _ z) (z)t

Supondo r < min{p, q} mostraremos que os polinémios Q1 e Qs ndo possuem raizes
em comum. Isto implica que ndo existem pontos (u,v) tais que Q1(tan(u)tan(v)) =

Qo (tan(u)tan(v)) = 0.

Observacao 1. Na definicio dos polinomios Q1 e Qo estamos adotando que: se

m >n, entao
n
( ):0.
m

Como conseqiiéncia dos casos analisados anteriormente obtemos o seguinte lema.

Lema 1. As singularidades do campo X = (X1, X3) em [0,%] x [0, 7] ocorrem nos
pontos Py = (0,%), P, = (5,0), P3 = (5,7m) e nos pontos do conjunto K.
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Antes de fazermos uma analise dos polinémios @)1 e ()2 vamos introduzir algumas
notacoes.

Notagao 1. Seja P : R — R um polinomio.
1. R} representard o conjunto das raizes reias positivas do polinomio P;
2. |P| denotard o nimero de elementos de R};

3. Ry = {t1, -+ ,tx} indicard que P tem k raizes reais positivas distintas, e as
raizes de P satisfazem t; < --- < tg;

4. mp(a) denotard a multiplicidade de a € R}, como raiz de P.

Teorema 7. Sejam Q1 e Q2 0s polinomios previamente definidos, onde v > 2.
Denotando por Q) e Qf suas derivadas, respectivamente, temos que:

1. R, MR, =0; RE, N RY, =0 e RY N RG, =0;

2. Sejam a1 > o > 0 raizes consecutivas do polinomio ()1, entao existe [3; €
(0, aji1) tal que Q2(B;) = 0. Reciprocamente, se Bi1 > (3; > 0 sdo raizes
consecutivas de Q2, entdo existe oy € (B, Biv1) tal que Q2(aj) = 0;

3. Se r <min{p, ¢}, entao:

(a) r=[Qaf =[] +1;
(b) Escrevendo R = {on,--- o1} e Ry, = {01, , B} vale que:

0<Bi <o <fo<-- < B <apy <.

4. Quando min{p, ¢} < r < 2min{p, q} — 1, temos que |Q2| > 0.

Demonstracao. A demonstracao do teorema esta separada em etapas, numeradas de
acordo com o enunciado.

1. Considere os polinomios auxiliares,

Ti(t): = tQi(t) +Qat) = ‘T (_1>i(17+ 1) (q)tr_i

o = u-n=cu ()T
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Nao ¢é dificil verificar que (p + 1)Q1(t) = Ti(t) = Q1(t) + tQ}(t) + Q4(1).
Portanto,

pQu(t) = Q3 (1) + Q5(1).
Derivando o polinomio Py(t) := t’"TQG) = i(—l)l( b i) (q—l_ 1) t' obte-

- r—
1=0
mos que

Py(t) = i(—l)ﬁ(r PO = i(—l)i(r PG )

i=1 i=1

Fazendo v = 7+ 1, onde 0 < j < r — 1, e substituindo no ultimo somatorio
encontramos a igualdade

Py(t) = (g + 1) Ti(—w“ ( _fl’_j) <;1>t

7=0
Portanto, Py(t) = —(q + 1)tr‘1Q1<%>. Dai, tr—lpg(%) — (¢ + 1)Qi(t). Por
outro lado,
1 1
PQ(t) = trT2<¥> = trP2<¥) = Tg(t>
1 1
= rtr_1P2<¥) - tr_2P2’<¥> — TI(t)
1 1
= rtTP2(¥> . tHPQ’(;) — 1T3(t)

= rTy(t) + (g + 1)Qi () = tT3(1)
= 1Qa(t) + (¢ — 7+ 1)Q1(t) = tQ5(t) — tQ1(?).

Com isto obtemos as seguintes igualdades:

pQi(t) = tQi(t) + Qy(t);
tQy(t) = tQL(t) +rQa(t) + (¢ —r+ 1)Qu1(2).

Donde conluimos que,

(t+1)Q5(1) = rQxt) + (p+q—r+1)Qu(t) (2.3)
piQi(t) = rQ2(t) + (¢ —r+ 1)Qu(t) + 1t + 1)Q1(t).  (2.4)
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Seja a raiz de @)1 (ou de ()2), uma andlise do polinémio @); (j = 1,2) nos diz
que a > 0, e a = 0 se somente se ¥ — 1 > ¢ (ou r > ¢q). Agora suponha
que existe a € RS, (VRS- As equagdes (2.3) e (2.4) implicam que mq, (a) >
2 e mg,(a) > 2. Novamente usando as equagoes (2.3) e (2.4) obtemos que
mg,(a) > 3 e mg,(a) > 3. Usando as equagbes (2.3) e (2.4) e repetindo o
argumento concluimos que mg, (a) = grau[@:] e mg,(a) = grau|Q-]. Entao,

Q1(t) = Cy(t — a)gmu[Ql] e Qu(t) = Cy(t — a)g’l‘au[QQ].

onde C] e (5 sao constante que dependem de p,q e r. Como conseqiiéncia
temos que r < ¢, pois o termo independente do polinomio ()s é diferente de
zero. Temos dois casos a considerar, » < p e r > p. Primeiro suponha que
r < p, neste caso temos que grau[@,] =r — 1 e grau|Q,| = r. Logo,

S ) IR L)

a = ea = .
(rfl)

(?)
EN6)

Entao, a = %. Por outro lado, a - r = @) = qp;H. Dai, a = pjﬂ.
Isto implica r = 1, que nos conduz a um absurdo, pois r > 2.
Agora suponha r > p, nao é dificil verificar que grau[Q:] = grau[Qs] = p.

Portanto, temos as seguinte expressoes para os polinémios (01 e Q)s:

o - 5 o )0

i=r—1—p

Q) - Y (_1)i<r]ii) (Cz])t

i=r—p

(]

Como conseqiiencia imediata temos que,

)

L0 ()

(5) (i)

Um célculo direto mostra que esta igualdade implica p(¢ + 1) = 0, que é
um absurdo. Com isto concluimos que nao existe a € R&Sl N R&. Sendo
RS, N RG, = 0, concluimos usando as equagdes (2.3) e (2.4) que R, ) R+,2 =
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2. Sejam (3,11 > [; > 0 duas raizes consecutivas de 2, usando o item (1) podemos
afirmar que Qy(8i11)Q5(8:) < 0. A equacdo (2.3) implica Q1 (8i41)Q1(8:) < 0,
entdo existe a; € (5, Bit1) tal que Q1(c;) = 0. Analogamente, se 41 > o > 0
sao duas raizes consecutivas do polindémio @)y, temos que @ (a;41)Q;(a;) < 0.
A equagao (2.4) implica Qa(cvj41)Q2(cyj) < 0, entdo existe §; € (o, aj11) tal

que Q2(f5;) = 0.

3. Suponha que r < min{p, ¢}, Rgl = {ag, -+ ,a,} e R+2 ={b1, ,0n} E
claro que Q' (av,) > 0 e sinal[Q}(a1)] = (—1)". Usando a equagao (2.4) obtemos
que min R}, < min R} e max R} < max R} . Como entre duas raizes do
polinomio ()1 existe uma raiz do polinomio (),, e vise-versa, concluimos que
m=n+1le0<fi <o <pPa< < Bmi1<n<Bm.

A hipétese de r < min{p, ¢} estd sendo fortemente usada para garantir que
min Ry, < min R} e max R, < max R}, , pois no caso de v > min{p, ¢} estes
dois fatos podem nao sao verdadeiros. Isto se reflete no estudo das orbitas do
campo X, isto é, o caso r > min{p, ¢} aumenta consideravelmente a dificuldade
de classificacao das orbitas do campo.

Os argumentos acima podem ser usados para um 2 < s < min{p, q} arbitrario,
entao usaremos a notagao ()f para indicar o polinomio (); de grau s — 1 e )3
para indicar o polinomio @, de grau s. Observe também que Q5 ' = Q3 e
|Q3| = 2. Portanto,

Rl =2= Q3| = Qi =3= =@y | = Q| =r—-1= Q3] =r

4. Agora suponha r > min{p,¢}. Considere a seguinte notac¢ao d := min{p, ¢}.
Como Q4| = |Q*!| = d, temos pelo item (2) que

Q5 =1Q{? > d—1=|Q57*| = Q| > d—2= - = Q3" | = Q] > 1.

Isto conclui a demonstracao. ]

Consideremos as fungdes v; : [0, 2] — R definidas por v;(u) = arctg(ajcotg(u)),
onde j =1,...,r — 1. Se J; é o gréfico de v; , entao ¢g~'(0) = |J J;. Denotaremos por
Dji1 o dominio delimitado por J; e Jj41, para j = 1,...,r — 2. Chamaremos de D
o dominio delimitado por J; e pelas retas u = v = 0 enquanto D, serd o dominio
delimitado por J,_; e pelas retas u =v =12

[\

Agora seja ¢ : (0,5) — R a fungao definida por qi(u) = %, isto &,

qi(u) = Qi(tan®*(u)). Seja ug € (0,%) tal que g(ug,up) = 0, entdo ¢(ug) = 0.



Hipersuperficies r-Minimas no Espago Euclidiano 23

Derivando ¢; obtemos ¢} (u) = 2tan(u)sec?(u)Q}(tan?(u)). Logo q;(ug) # 0, pois
R&Sl ﬂRg,l = (). Tsto diz que a func¢ao g(u,u) muda de sinal em ug. Veja também
que g(0,0) = (=1)"! (rfl) eg(5.5) = ( fl) > 0. Portanto, sinal(g|D;) = (—=1)".

Denotando por D;L o conjunto dos pontos de D; tais que v > u, e por D} o
conjunto dos pontos de D; tais que v < u, obtemos o seguinte lema.

Lema 2. A primeira coordenada X1 do campo X satisfaz:

s

1. Xy se anula ao longo do grdfico das fun¢oes u =0, u= 3, v=1u e v;;
2. X1(u,0) = (=1)"7( 1)) sen®(u)cos™ (u);
3. Xi(u, %) = —(?)sen” (u)cos?(u);
4. sinal(X1|D}) = —=(=1)""7 e sinal(X1|D} ) = (—=1)"7.
oo
.
Jr*l
o
-1
oy
Figura 2.1: Sinal-g Figura 2.2: Sinal-X1
Seja gz : (0,%) — R definida por g;(u) = (msg’(‘ );r isto é, qz2(u) = Qo(tan®(u)).
Seja ug € (0,%) tal que Xs(ug,ug) = 0, entdo ga(ug) = 0. Derivando g temos

¢y(u) = 2tan(u)sec®(u)Qy(tan?(u)). Entao g(ug) # 0, pois R}, R+,2 = (. Isto diz
que a fungdo Xo(u,u) muda de sinal em wy.
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Considere as fungoes w; : [0, 5] — R definidas por w;(u) = arctg(B;cotg(u)),
onde j = 1,....7. Seja I; o gréfico de w; , entdo X,'(0) = (JI;. Denotaremos por
R; o dominio delimitado por I; e Iy, para j = 1,...,7 — 1. Chamaremos de Ry o
dominio delimitado por I; e pelas retas © = v = 0 e de R, o dominio delimitado
por I, e pelas retas u = v = Z. A coordenada X, satisfaz X5(0,0) = (—1)"(?) e
X5(%,%) = (?) > 0. Portanto, sinal(Xs|R;) = (—1)". Destas observagoes obtemos

o préximo lema.
Lema 3. A sequnda coordenada X5 do campo X satisfaz:

1. Xy se anula ao longo do grdfico das fungoes w;;

2. Xa(u,0) = (=1)" (9 cos™(v), Xa(u,5) = (?)sen”(u);

3. X5(0,v) = (=1)"(Y)cos"(v), Xa(%,v) = (P)sen”(v);
4. sinal(Xa|R;) = (=1)"7,0<j <r.

Figura 2.3: Sinal da Figura 2.4: Transver-
coordenada X2 salidade de X(r par)
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Observagao 2. Denotaremos por K; = (arctan(y/0;), arctan(~y/5;)), j € {1,...,7},

0s pontos de K. E claro que K; € D; € a unica singularidade de X no dominio D;.

Para classificarmos as singularidades do campo X precisamos calcular sua matriz
Jacobiana DX (u,v) = (A;;). No que segue usaremos a seguinte notacao:

Lifw,v) = (senu)sen(v))™"~(cos(u)cos(v))
Myu,0) = (sen(u)sen(v))" (cos(u)cos(v))
An(uo) = Dlu,0)
= 2L sen(2u)sen(u — v)]g(u, v) + sen(u)cos(u)senu — v) 2 (u, )
— [cos(2u)sen(u—v) + %sen(?u)cos(u — 0)]g(u, )
+ sen(u)cos(u)sen(u — v)%(u, 0):
An(u) = 22(u,0)
- 2(-1)@'%@ ~ i)sen(u)cos(v)Ly(u, v)
— i;(—lyqdi - - cos(u)sen(v) M;(u, v);
An(wv) = )
= (2 sen(2u)sen(u —v)lg(u,v) + sen(u)cos(u)sen(u — )22 (u,0)
= —Ssen(2u)cos(u — v)g(u,v) + sen(u)cos(w)sen(u — v) 52 (u, )
Agi(u,0) = %(u,v)
_ io(—l)icidi(r ~ i)cos(u)sen(v) Li(u, v)

T

- Z(—l)icidi -1 - sen(u)cos(v)M;(u,v).

1=0
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Pelas expressoes obtidas acima temos que as singularidades P, P, e P3 sao de-
generadas. Agora precisamos classificar as singularidades pertencentes ao conjunto
K. Entao é suficiente conhecer DX (u, u).

Usando as expressoes encontradas para Aqi(u,v) e Ay (u,v) concluimos que,

Au,u);y = %sen(Zu) Z(—l)i01+idiLi(U, u),
A(u,u)s = sen(u)cos(u) Z_:(—l)icidi(r — i) Li(u,u)
—  sen(u)cos(u) Z(—l)icidi 1 My(u,u).

Observe que A(u,u)12 = —A(u,u)11 e A(u,u)sr = A(u,u)92. Usando a igualdade
M1 (u,v) = Lj(u,v) obtemos

[y

Ags(u,u) = %sen(Qu) ; (1) [cidi(r — 1) + crpidii (1 + 1)} Li(u,u).

i

Il
o

Um célculo direto nos fornece
(T’Iii) (r—1) (i—zl) (t+1) B
() O
Com isto concluimos que A(u,u)s = (p+q—r+1)A(u,u)1;. Usando as identidades

sen(u — m) = —sen(u) e cos(u — ) = —cos(u) conclui-se que DX (u,u — 7) =
(=1)"DX (u,u). Assim, obtemos a seguinte igualdade

=p—r+1+ie — 1.

1 —1
DX (u,u) = Ay (u,w)A(p, q,7) = A1 (u, u) ptg—r+1 prg—ril ]|
Considere a seguinte notacao: oy = 0, 0, = 5 e 0; = arctan(,/a;), para todo
1 < j <r—1. Usando a igualdade Ay (u) := A1 (u, u) = sen(2u)g(u, u) concluimos
que sinal(Aq1|(0j,041)) = (=1)""17, para todo 0 < j <r — 1.

Como conseqiiéncia obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 1. As singularidades P, = (0,5), P, = (5,0) e P3 = (§,7) do campo
X sao degeneradas. Se p+q < r+4, os pontos K; com (r — 1 — j)-impar sao focos
atratores e os pontos K; onde (r—1—j) € par sao focos repulsores. Se p+q > r+5, os
pontos K; onde (r—1—7) é impar sdo nds atratores e os pontos K; com (r—1—j)-par
5a0 nos repulsores.
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Demonstracao. A primeira parte é 6bvia. Para a segunda parte considere o seguinte
calculo:

(trA(p,q,7)]> — 4det.A(p,q,v) =[p+q—(r—1)+1°=8p+q— (r—1)
p+q—(r—=1P—6p+qg—(r—1)]+1
= pra—(r—1)-3+2V2p+q—(r—1)—3-2V2)
= [p+q—r—2+2V2[p+qg—r—2-2V2]

Estamos usando que os zeros do polinémio t? — 6t + 1 sdo 3 + 2v/2 e 3 — 2V/2.
Lembremos que os autovalores da matriz A(p, ¢,r) sdo dados por

1 1
)\1,2 = étTA(pa q, T) + 5\/[tTA(p7 q, T)P - 4d€tA(p, q, T)‘

Como r < min{p, ¢}, temos que r +2 — W2<r+2-2=r<2r< p+ q. Portanto,
p+qg—r—242v2>0.

Supondo p+ ¢ < r+4 e usando que 4 < 2+ 2v/2 obtemos p+ g < r + 2+ 2V/2.
Assim, p + ¢ — 7 — 2 — 2¢/2 < 0. Entdo os autovalores de A(p, ¢,r) sdo complexos
com parte real positiva.

Agora supondo p+¢ > r+5 e usando 5 > 2+2+/2 temos que p+¢q > r+2+2/2.
Logo, p+q — 7 —2 —2y/2 > 0. Entdo os autovalores de A(p, ¢, ) sio niimeros reais
positivos. Analisando o sinal da funcao f obtemos as conclusoes sobre os pontos do
conjunto K. O

Para classificarmos as orbitas do campo X sera importante saber onde X nao
pode ter érbitas periddicas. Para isto, usaremos o critério de Bendixson. Entao é
necessario conhecermos o divergente de X, o qual calcularemos agora. Novamente
usaremos a notacao

Li(u,v) = (sen(u)sen(v)) ' *(cos(u)cos(v))".

Por calculos anteriores temos que,
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divX = Aj(u,v)+ Ags(u,v)

= [cos(2u)sen(u —v) + %sen(?u)cas(u —v)]g(u,v)

r—1

+ %sen(Qu)sen(u — ) > (—1)erpidi(r — 1 —4) EZZ((Z))ZZZ((Z)) Li(u,v)
— Ssen(2u)sen(u —v) :; (—1)ierpid; - i - ZZZ((Z;S;S((S; Li(u, v)

+ é(—l)icidi(r — i)sen(u)cos(v) Li(u, v)

= :(—1)@@ i+ cos(u)sen(v)(sen(u)sen(v)) " (cos(w)cos(v)' !

Fazendo i = j+1, onde 0 < j < r—1, no ultimo somatdrio temos a igualdade abaixo

divX = [sen(u)cos(v)(2 — 3sen®(u)) + cos(u)sen(v)(2 — 3cos?(u))]|g(u,v)
+  cos*(u)[sen(u)cos(v) — cos(u)sen(v)] Z(—l)iclﬂ-di(r —1—14)L;(u,v)
—  sen®(u)[sen(u)cos(v) — cos(u)sen(v)] ._ (—=1)erqqd; -4 - Li(u,v)

<
—_

+ sen(u)cos(v) Y (=1)eidi(r —i)Li(u,v)

S e
Il

~ cos(wysen(v) Y (1) erjdus (G DI, 0)

<
I
o

Trocando j por ¢ no ultimo somatério obtemos,
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div X

[sen(u)cos(v)(2 — 3sen?(u)) + cos(u)sen(v)(2 — 3cos®(u))|g(u, v)

(1 — sen®(u))sen(u)cos(v) A (—=1)erqids(r — 1 — ) Li(u,v)

—_

r—

<_1)i01+z‘dz’(7’ —1—14)Li(u,v)

cos®(u)[cos(u)sen(v)]

hg

0

]

|
—

sen®(u)[sen(u)cos(v)] Y (—=1)eipid; - i - Li(u,v)

(1 — cos*(u))cos(u)sen(v) i(—l)iclﬂdi i+ Li(u,v)

1=0

(2

r—1

sen(u)cos(v) Z(—l)icidi(r — 1) L;(u,v)

cos(u)sen(v) i(— 1)'eridyi (i 4+ 1) Li(u, v)

=0

Efetuando algumas somas e reorganizando os termos temos que,

divX

[sen(u)cos(v)(2 — 3sen®(u)) + cos(u)sen(v)(2 — 3cos®(u))]g(u, v)
sen(u)cos(v) Z(—l)icidi(r — i) Li(u,v)
sen(u)cos(v) i(—l)iclﬂ«di(r —1—14)L;(u,v)

=0

I
—

sen®(u)[sen(u)cos(v)] Y (=1)'cipid;(r — 1) Li(u,v)

i

Il
o
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+ cos(u)sen(v) z_:(—l)icl+id1+i(i + 1)L;(u,v)

+ cos(u)sen(v) i(—l)iclﬂdi 1+ Li(u,v)

1=0

S -
= O

—_

— cos*(u))[cos(u)sen(v)] Y (—1)erqid;(r — 1) Li(u, v)

i

Il
o

Veja que, Cidi (7” —2) +Cl+idi (7" —1- Z) =p- C1+idi (§] Cl+id1+i(i+ 1) +Cl+idi 1= q- ClJrier'-
Portanto,

divX = [sen(u)cos(v)(2 — 3sen®(u)) + cos(u)sen(v)(2 — 3cos®(u))]g(u,v)
+  psen(u)cos(v)g(u,v) — (r — 1)sen®(u)[sen(u)cos(v)lg(u, v)
+ qgeos(u)sen(v)g(u,v) — (r — L)cos™(u)[cos(u) sen(v)]g(u, v).

Entao,

divX = sen(u)cos(v)[p+2— (r+2)sen’(u)]g(u,v)
4+ cos(u)sen(v)[qg + 2 — (r + 2)cos®(u)]g(u, v).

Proposicao 2. O campo X ndo tem orbita periodica em D := U D;.

=0
Demonstragao. Como sen?(u) = 1 < u = % e cos*(u) = 1 & u = 0, temos que
p+2—(r+2)sen*(u) >p+2—-r—2>0eq+2—(r+2)cos*(u) >p+2—r—2>0.
Veja também que sen(u)cos(v) > 0 e cos(u)sen(v) > 0 em (0,7%) x (0,7). Como
g(u,v) #0, V (u,v) € D, temos que divX (u,v) # 0 em D. Entao, o resultado segue

pelo critério de Bendixson. [

No que segue, denotaremos por D; ", 1 < j < r, a translagao do dominio D; por
(0, —m). E por K™ a mesma translagao dos pontos do conjunto K.

Proposicao 3. As drbitas do campo X = (X1, Xs) estao definidas em toda a reta
real. Na regigo R = {(u,v) € R?/0<u< T e —7w <v <7} elas se comportam de
uma das sequintes formas.

™

1. ¢(t) € uma orbita vertical com a-limite (5,0) e w-limite (3,7); ou, se r é

)
par, uma orbita vertical com a-limite (0,—73) e w-limite (0, %), ou uma drbita
vertical com a-limite (5, —m) e w-limite (3,0); ou, se r € fmpar, uma orbita
vertical com a-limite (0, %) e w-limite (0,—7%), ou uma érbita vertical com o-

limite (3,0) e w-limite (3, —);

s
2
us
2
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2. ¢(t) € uma semi-orbita vertical com a-limite (0, 3); ou, ser ¢ par, uma semi-
orbita vertical com w-limite (0, —%); ou, ser € impar, uma semi-orbita vertical
o o
com a-limite (0, —7);

3. ¢(t) € uma orbita contida em (0, %) x (0, 5), passando por um ponto de J; para
algum 1 < j <r —1, tal que o a-limite é K; enquanto o w-limite € K;.1 (ou
ao contrdrio);

4. ser € par, ¢(t) ¢ uma orbita contida em D J{[0, 3] x [=F,0]} UD;™ com
w-limite Ky e a-limite K 7; ou, se r é impar, ¢(t) é uma drbita contida em
Dy U0, 3] x [=5,0]} U D;™ com a-limite K e w-limite K7;

5. se j € par, ¢(t) € uma ligagdo de sela contida em D; com a-limite (0,75) e
w-limite K;; ou, se j € impar, ¢(t) € uma ligacdo de sela contida em D; com

w-limite (0,5) e a-limite Kj;

6. se j € par, ¢(t) € uma ligagio de sela contida em D; com a-limite (5,0) e

w-limite K;; ou, se j € impar, ¢(t) € uma ligacdo de sela contida em D; com

w-limite (3,0) e a-limite K;;

7. ¢(t) € uma drbita singular K; , onde 1 < j <r;

8. ¢(t) € uma drbita, ou parte de uma, obtida por uma translag¢io, acompanhada
de uma mudanca de orientagcao se r € impar, de uma das orbitas dos itens

(1)-(7).

Demonstracao. Como X ¢ limitado suas érbitas estao definidas em toda a reta real.
Suponha que ¢(t) = (ug, v(t)), onde uy é uma constante, ¢ uma 6rbita de X. Dal,
X(o(t)) = (0,0'(t)). Logo, ug = 0, 5. Pelos lemas 2 e 3 obtemos os itens (1) e (2).

Sejam P € J; (j =0,...,7) e ¢(t) = ¢(t, P), onde ¢(t, P) é o fluxo do campo
X. A transversalidade de X impoe que ¢(t) € D;, para V¢t < 0, e ¢(t) € Djyq, se
V¢t > 0 (ou ao contrério). Como K; € D; é a tinica singularidade de X neste dominio,
temos pelo Teorema de Poincaré-Bendixson que o a-limite é K e o w-limite é K ;.
Este tipo de argumento mostra que as orbitas que passam por pontos do segmento
{(u,5);0 <u < 5} possuem K, como a-limite. Um argumento analogo vale para as
orbitas que passam por pontos do segmento {(u,0);0 < u < §}. Juntando isto ao
fato que X (u,v — m) = (—1)" X (u, v) obtemos o item (4).

Seja ¢ : [0,1] — Dj;; uma curva suave, fechada, simples tal que o ponto K4
pertence ao interior da regiao delimitada pelo trago de ¢ e o fluxo do campo X é
transversal ao longo ¢. Podemos supor que a 6rbita ¢(t,¢(0)) passa por J; e que ¢
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esta orientada no sentido anti-horario. Pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe a > 0
tal que (¢, c(s)) passa por J; Vs € [0,a). Seja

d := sup{a; ¢(t, c(s)) passe por J;,Vs € [0,a)}.

Usando novamente o Teorema do Fluxo Tubular concluimos que § < 27. Afirmamos
que o(t, c(d)) é uma ligagao de sela entre K41 e (5,0). De fato, do contrério (¢, ¢(d))
teria que passar por J; (ou J;41) e concluiriamos que existe ¢ > 0 tal que p(t, c(s))
passa por J; (ou Jj41) para todo s € (§ — €y, d + €), 0 que contradiz a definigdo de
§. Considerando § := inf{a < 0;¢(t,c(s)) passe por J;,Vs € (a,0]} e usando um
argumento andlogo concluimos que existem ligaces de sela entre K1 e (0, 5).

Trabalhamos com a hipdtese de ¢(t) € Djyq, para V¢t > 0. Se ¢(t) € D;, para
V t > 0, procede-se de modo andlogo. Isto prova os itens (5) e (6).

Por fim, usando novamente que X (u,v — w) = (—1)"X(u,v) e os Lemas 2 e 3
obtemos o item (8) e concluimos a demonstragao. ]

Nota 1. Na demonstragio do Proposicio 3, Jy denota o segmento {(u,0);0 < u < 5}
e J. representa o segmento {(u,5);0 <u < T}

O diagrama abaixo apresenta as orbitas do campo para o caso p+q > r + 5,
quando r = 3. No caso p + q¢ < r + 4, a diferenca é que as orbitas do campo X
assintotaram as singularidades de forma espiral.

T

Wi

Figura 2.5:  Orbitas-X
para p+q > r+5(r = 3).



Capitulo 3

Classificacao das Hipersuperficies
Completas

No teorema a seguir caracterizaremos as curvas geratrizes que estao associadas a
6rbitas verticais. Chamaremos tais curvas geratrizes de curvas Tipo A.

Teorema 8. A menos de homotetia, a equagao abaizo (eq. das r-minimas) possui

ezatamente r solugoes v;(t) = (x(t),y(t)), 7 € {1,...,r}, com v = %arctg(%) =0.

r—1 ! / ! /

Z(_l)iclﬂdi(ﬂ?/y” —2"y) (%)Tli <%>Z + i(—l)icidi<yg>ri (%)Z = 0.

1= 1=

Além disso, essas solugoes sao dadas por v;(t) = (cos(p;)t, sen(p;)t), ondet > 0 e
p; = arctany/B;, 7 =1,...,r.

Demonstracao. Observe que, u' = %arctan(%) =0= 3 p € R tal que y = tan(p)x.
Por uma substituicao direta na equagao obtemos que,

/

)T_i (tcmx(p)x)i =0

/ !/

(10 2) e (i) = e (0T

— tan(p)
Portanto, [tan?(p)]| ™ Y (=1)"c;id;[tan®(p)]"™ = Y _(—=1)"¢;d;[tan(p)] ™" = 0. Como
=0 =0
consequeéncia temos que tan2(p) S RgQ. Isto conclui a prova do teorema. [

A proposicao a seguir nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para que
uma hipersuperficie invariante seja mergulhada.
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Proposicao 4. Uma hipersuperficie MPT4+t1 C RPYI2 invariante pela agdo do grupo
O(p+1)xO(q+1) € mergulhada se, somente se, sua curva geratriz y(t) é mergulhada.
Em particular, se y(t) € grdfico de uma fungdo, entao M é mergulhada.

Demonstracao. Como M é invariante, entao M sé pode se auto-intersectar ao longo
de uma ou mais de suas érbitas. O

Observacao 3. Convém ressaltar que as orbitas do campo X estdo definidas para
todot € R. Assim, sey(t) € uma curva geratriz reqular e estd associada a uma drbita
nao singular, entdo v tem comprimento infinito. Logo, a hipersuperficie gerada por
v € completa.

Lema 4. Seja ¢(t) uma drbita do campo X dada no item (4) da Proposi¢ao 3.
Considere y(t) = (z(t),y(t)) uma curva geratriz associada. Entdo ¢(t) intersecta o
segmento Lj = {(0j,v); 05 — 7 <wv < 0j e 05 = arctg(\/a5),j = 1,...;7 — 1} uma
unica vez.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que r é par. Entao lim;__u(t) = p, e
limy— 100 = p1, onde p; = arctg(\/ﬁ_j), By € RS, el <j<r Comop <o;<p,
existe o tal que u(ty) = o;. Observe que ¢(to) € D1 J{[0, 5] x [=5,01} U D; ™. Seja
to > to o primeiro valor do parametro t tal que ¢(t2) seja um ponto do segmento
v = u. As ligacdes de sela de (0,7) e (7,0) a K; mostram que u(tz) < p1 < 0 e que
¢(t), t > tz, nao pode intersectar a reta u = arctg(,/a;).

Seja t; < to o primeiro valor do parametro t tal que ¢(¢;) seja um ponto do
segmento v = u — 7. As ligacoes de sela (0,—5) e (3, —m) a K™ mostram que
u(ty) > p, > 05 e que ¢(t), t < t1, ndo pode intersectar a reta u = arctg(,/a;).

Agora, o Lema 2 nos diz que u(t) é injetiva em [t1, t5]. Portanto, existe um tnico
to tal que u(ty) = o;.

Por fim, o caso r fmpar prova-se de modo analogo e concluimos a prova do
lema. [

Lema 5. A curva geratriz v dada no lema anterior nao possui auto-intersec¢ao.

Demonstracao. A demonstracao desta Proposicao é identica a prova da Proposicao
4.1 de [25]. Por esta razdo omitiremos sua prova. O

O lema abaixo, cuja demonstragao é bem simples, sera 1til para provarmos o
teorema de classificacao.

Lema 6. As sequintes relagoes entre as coordenadas (x,y) da curva geralriz e as
coordenadas (u,v) da orbita do campo X, sao verdadeiras:



Hipersuperficies r-Minimas no Espago Euclidiano 35

1. u=0&y=0;
=01 &y =0;

cu=3 =0

AN NGRS
<
[
H_
vol3
H\
|
=

Observagao 4. Para 0 < v < 3 temos que ' # 0 e y' # 0, entao podemos ver
a curva geratriz y(t) = (x(t),y(t)) como grifico (ou uma uniao de grificos quando
v apresentar singularidade) de uma fungio y = y(x) ou x = x(y). Lembremos que
as singularidades das curvas geratrizes ocorrem nas coordenadas (x,y) que zeram as
equagoes (2.1) e (2.2).

As coordenadas (x,y), de uma curva geratriz, asssociadas a coordenadas (u,v)
tais que v = arctan(ajcotan(u)), onde j € {1,...,r — 1}, satisfazem:

dy Y x dy

prli i tan(v) = cotan(u)a; = 50(]' = Yo =05 ou
d ! 1 1 d 1
o T cotan(v) = tan(u)— = Y= 5% = y—.
dy Y a; T dy o

Como «; € raiz de (), temos que as singularidades das curvas geratrizes v =
(x,y) estao em correspondéncia com as coordenadas (u,v) que satisfazem a relagdo
v = arctan(ojcotan(u)).

Agora provaremos o teorema de classificacao. Na prova do teorema de classi-
ficagdo denotaremos por C; , j € {1,...,7}, o cone gerada pela semi-reta

lj = 7(t) = (cos(p;)t, sen(p;)t),t = 0.

Teorema 9 (Teorema de Classificagdo). Seja MP4T1 C RPTIT2 yma hipersuperficie
O(p+1) x O(q+1)-invariante com S, = 0, ondep,q > 1 €2 <r < min{p, ¢}. Entao
MPTa+L pertence a uma das sequintes classes:

1. Cones C; com uma singularidade na origem (Tipo A);
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3.
/.

Hipersuperficies que possuem uma orbita de singularidade e assintotam dois

cones C; e Cjyq (Tipo C);
Hipersuperficies requlares que assintotam um dos cones C; (Tipo B);

Hipersuperficies requlares que assintotam os cones Cy e C,. (Tipo D).

Demonstracao. A Proposicao 3 é a ferramenta principal para a demonstracao.

1.

2.

Estas sao as hipersuperficies geradas pelas curvas dadas no Teorema §;

Seja ¢(t) = (u(t),v(t)) uma orbita de X que intersecta J;, no ponto P, e
tem o-limite K; e w-limite K4 (ou ao contrario). O ponto P corresponde a
singularidade da curva geratriz (ver Observagao 4). Seja y(t) = (z(t),y(t)) a
curva geratriz associada. Como x? = cos?(u)(z? + y?) e y* = sen®(u)(z? + y?),
temos que y nao intersecta o bordo do espago de 6rbitas. Além disso, v assintota
as semi-retas [; e [;4;. Portanto, a hipersuperficie gerada por 7 assintota os
cones Cj e Cjyq;

Seja ¢(t) uma drbita classificada nos itens (5) e (6) da Proposicao 3. Pelo
Lema 6, (u,v) — (0, §) implica y — 0; 2" — 0, e (u,v) — (5, 0) implica 2 — 0;
y" — 0. Seja y(t) uma curva geratriz associada a ¢(t). Entao, v(t) intersecta
ortogonalmente ou o eixo x ou o eixo y. Além disso, y(t) assintota a curva [,

geratriz do cone Cj. Isso mostra que M = 7~ !(v) assintota o cone Cj;

Seja 7(t) uma curva geratriz associada a uma 6rbita do campo X dada no
item(4) da Proposigao 3. Novamente usando as igualdades 2% = cos?(u)(z%+y?)
e y? = sen®(u)(z*+y?) temos que  nao intersecta o bordo do espago de drbitas.
Além disso, v assintota as semi-retas [; e [,.. Isso mostra que a hipersuperficie
gerada por v assintota os cones C e C.

]

Para finalizarmos este capitulo, obteremos no teorema a seguir a classificacao das
hipersuperficies completas.

Teorema 10. Seja MPT9T1 C RPYI2 yma hipersuperficie completa O(p+1)xO(q+1)
-invariante com S, = 0, onde p,q > 1 ¢ 2 <r < min{p, q}. Entao M € gerada por
uma curva Tipo B ou D. Além disso,
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1. Se M ¢€ gerada por uma curva tipo B, entao M é mergulhada e assintota um
dos cones Cj;

2. Se M € gerada por uma curva tipo D, entao M €é mergulhada e assintota os
cones C1 e C,.

Demonstracao. Se v é Tipo B, entao « estd associada a uma orbita de X que é
ligacao de sela. Dai, 0 < v < 7. Portanto, podemos ver v como grafico de uma
funcao y = y(z) ou x = z(y), isto implica que M é mergulhada. Se v C D;, entao
«y assintota o cone Cj; Se v é Tipo D, entao estd associada a uma drbita dada no
item (4) da Proposigao 3. Portanto, pela Proposicao 4 e pelo Lema 5 temos que M é

mergulhada. O Teorema de Classificacao nos diz M assintota os cones C7 e C,.. [



Capitulo 4

Estabilidade das Hipersuperficies
Completas

Sejam M™ uma variedade Riemanniana conexa, orientavel e z : M" — M”H(c)
uma imersao isométrica. Denotaremos por (,) a métrica Riemanniana de M e por
A a segunda forma fundamental da imersao x associada ao campo normal uniario
N. A segunda forma fundamental possui uma base de autovetores cujos autovalores
associados denotaremos por ki, ..., k.

As transformacoes de Newton 7T, sao os operadores definidos indutivamente da
seguinte maneira

Ty = 1
T, = STI_ATrflv

onde S, é a r-ésima curvatura média da imersao, definida anteriormente. Cada um
desses operadores é auto-adjunto e possui os mesmos autovetores de A. Associado

ao operador T, temos o operador diferencial linear de segunda ordem L, dado por
(ver [22] e [23])

L.(f) = Div[T,grad(f)] = traco[T, Hess(f)].

Seja D C M um dominio, é conhecido que L, é um operador linear auto-adjunto
relativo ao produto interno de L?(D) agindo nas fungoes de H} (D), onde H}(D) é o
completamento de C2°(D) com relagao a norma ||.||p;.

Seja D C M um dominio com fecho compacto em M. Uma variacao de D é uma
aplicacio X : (—¢,e) x D — Mnﬂ(c) satisfazendo as seguintes propriedades:
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1. X;: D — Wnﬂ(c), dada por X;(p) := X (t,p), é uma imersao;
2. Xo=ze X3|0D =z|0D,Vt € (—¢,¢).

Definimos o campo variacional e a componente normal da variacao X, respectiva-
mente, por

B(t.p) = 9o (t,1) @ f(t,p) = (B(t.p), Ni(p)),

onde N; é o campo unitario normal a X;(D). O volume associado a variacao X ¢ a
funcao

V(t):/ X+dlT, t € (),
[0,t]xD

onde X*dM denota o pull-back do elemento de volume dAM de M, por meio de X.
Dizemos que X preserva volume se V(t) = V(0), V t € (—¢,¢).

E fato conhecido (ver [3]) que as imersdes com S, constante sao pontos criticos
do problema variacional de minimizar a integral

AT(t):/X(D) F,(Sy, ... S,)dM,

para variagoes que preservam volume e cuja componente normal possui suporte com-
pacto (variagdo com suporte compacto). As fungdes F,. sao definidas indutivamente
por

F() - 1
o= 5
— 1
F. = ST+MFT,2,2§7“§7L—1.

r—1

Um fato conhecido do estudo de estabilidade (ver [3] e [22]) é a férmula da segunda
variacao da r-area A,, dada de acordo com a seguinte proposigao.

Proposicao 5 (Férmula da Segunda Variagao). Seja = : M" — WH(C) uma

imersao isométrica com S,.,1 = cte. Para variagoes com suporte compacto e que
preservam volume a sequnda derivada de A, em t =0 € dada por

Al(0) = =(r+1) /D FILe(f) + (S1Sr1 = (1 +2)Sp42) f + c(n = 1) S: f)],

onde f € a componente normal da variagao.
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Associado a segunda variagao temos o operador diferencial linear auto-adjunto
denominado Operador de Jacobi:

Jp =Ly +[S1Sr41 — (1 + 2) Sy + c(n —1)S,],

o qual nos permite definir a forma bilinear simétrica I, por
L) = [ ga(pim
D

Definigao 1. Sejam x : M"™ — WH(C) uma imersao com S,y1 constante e D C M
um dominio com fecho compacto em M. Dizemos que D é r-estavel se I.(f, f) >0
para toda fungao f € C°(D). Quando a restrigao x|D : D — Mnﬂ(c) ¢ r-estavel,
para todo dominio D C M, dizemos que M € r-estdvel.

Definicao 2. Definimos o indice Ind; (D) do operador de Jacobi J, em D como
sendo a dimensao mdzima do subespago de C2°(D) onde a forma bilinear I, € negativa

definida. O indice Indy (M) de J,. em M € definido por

Indy, (M) = sup Indy. (D).
DCM

Os resultados que apresentaremos abaixo sao conhecidos na literatura, por isso
omitiremos suas demonstragoes.

Proposicao 6. Seja L., definido anteriormente, o operador associado a uma tmersao
. L. —n+1 . .. , .
isométrica x : M™ — M "(c). Se uma das sequintes condi¢oes € verdadeira

(a) Sy41 >0, 7 >1, e existe um ponto p € M onde todas as curvaturas principais
de x sao positivas;

(b) Sy+1 =0 e posto(A) >r, onde A é a seqgunda forma fundamental de x,
entao L, € eliptico.

Demonstra¢ao. A demonstragao dos itens (a) e (b) podem ser encontradas no Lema
2.2 de [10] e no Corolério 2.3 de [13], respectivamente. O

Corolério 1. O operador L._, associado as hipersuperficies MPTITt C RPTaT2 o
minimas (S, =0), onde 2 < r < min{p, ¢}, que sio O(p+ 1) x O(q+ 1)-invariantes
€ um operador eliptico.
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Demonstra¢ao. Como as curvas geratrizes 7(t) destas hipersuperficies estao parame-
trizadas pelo comprimento de arco, as expressoes das curvaturas principais mostram
que o posto da segunda forma fundamental é maior ou igual a r. Portanto, usando
a Proposicao 6 obtemos o resultado. ]

Proposigao 7. Seja x : M" — Mnﬂ(c) uma imersao isométrica com (r + 1)-

curvatura média constante, onde M ¢é uma variedade Riemanniana completa nao
compacta. A imersao € r-estdavel se, somente se, existe uma funcdo positiva suave
f: M — R satisfazendo a equagao de Jacobi J.(f) = 0.

Demonstracao. Ver [24], Proposigdes 4.1 e 4.2. O

Lema 7. Sejam M™ — R™! uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanmi-
ana conezxa e orientdvel M"™ em R"™ e h = (x,N) a funcao suporte da imersao.
Suponha que x possui S,y1 constante. Entao h satisfaz a equagao de Jacobi.

Demonstragao. Ver [23], Lema 4.3. O

Teorema 11. Seja MPHi+tl C RPTI*2 yma hipersuperficie r-minima, completa e
O(p + 1) x O(q + 1)-invariante, onde p,q > 1 e 2 < r < min{p, q}, gerada por uma
curva Tipo B ou D.

1. Sep+q<r+4, entaio M tem indice Indy, (M) infinito.

2. Sep+q > r+5, entdo as hipersuperficies geradas pelas curvas Tipo B sdo
globalmente (r — 1)-estdveis.

Demonstragdo. Seja h = (x, N) a fungao suporte da imersdo x : MPTIT! — RPHa+2,
Usando o Lema 7 temos que h satisfaz a equacdo de Jacobi 7,_1(h) = 0 em todo
dominio D C M com fecho compacto e, pelo Corolario 1, temos que L,_; é um
operador eliptico. Lembremos que a parametrizacao e o vetor normal a imersao
sao dados por ¢(t,a,b) = (x(t)P(a),y(t)¥(b)) e N(t,a,b) = (=y'(t)P(a), 2’ (t)V(D)),
respectivamente. Agora usando que (22 + y*)u’ = zy’ — 2y, obtemos a seguinte
expressao para a fungao suporte: h(t,a,b) = —u'(t)[z%(t) + y*(t)]. Isto mostra que h
s6 depende da curva geratriz, entao é suficiente analisar o caso u’ = 0.

Quando y(t) = (z(t),y(t)) é uma curva Tipo B, temos que 7 estd associada a
uma orbita ¢(t) = (u(t),v(t)) que tem um dos pontos K; como a-limit ou w-limit.
Quando v é do Tipo D, ela esta associada a uma érbita que tem w-limit K; e a-limit
K™ (ou ao contrario, dependendo se r é par ou impar).

Se p+q < r+ 4, a Proposicao 1 diz que as singularidades K; tem estrutura
de foco. Entao existe uma sequéncia monétona (¢;);eny com u'(t;) = Xi(o(t;)) = 0,
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onde ¢ esta associada a curva geratriz v Tipo B ou D. Isto permite construir uma
sequéncia de dominios

DiGDyG---GCD;G---CM

com h|0D; = 0, onde dD; é a érbita de (t;) sob a acdo de O(p + 1) x O(q + 1).
Assim, segue do Teorema do Indice de Morse aplicado ao operador J,_; (ver [27] e
[30]) que as hipersuperficies M geradas por v possuem Ind;, , (M) infinito.
Quando p+ ¢ > r+5, as singularidades K; (5 € {1,...,r}) possuem estrutura de
né (ver Proposicao 1). Isto mostra que u'(t) # 0 para toda drbita associada a uma
curva geratriz Tipo B. Neste caso, h ou —h é positiva em M, satisfazendo a equacao
de Jacobi. Segue da Proposicao 7 que a hipersuperficie gerada por v é globalmente
(r — 1)-estével. O

Corolario 2 (Teorema 12). Sejam p,q,r nimeros naturais tais que p+q > r +5
e 2 <r <min{p,q}. Entio existe uma hipersuperficie MPTi+1 C RPTI2 completa

mergulhada com S, = 0 que é globalmente (r — 1)-estdvel. Além disso, MPTIT1 ¢
homeomorfa a SP x R4t ou a RPT x S4.



Capitulo 5

Estabilidade de Cones r-Minimos
em Rn+1

5.1 Existéncia de Cones Instaveis se n <r-+5

Seja M™ ! uma hipersuperficie orientdvel, compacta, imersa na esfera euclidiana
S™(1). O cone C(M) em R™™ com base M ¢é, por defini¢ao, a uniao dos segmentos
de linha reta comecando na origem e passando pelos pontos de M. E claro que
C(M)NS"(1) = M e que C(M)\{0} é uma hipersuperficie suave de R"™'. A parte
do cone que esta contida no fecho de B;(0)\B.(0), 0 < € < 1, é chamada de tronco
de cone e sera denotada por C'(M).. A hipersuperficie suave C'(M)\{0} é descrita
pela aplicacao

M x (0,+00) — R™!

(m,t) — tm.

O tronco de cone é uma hipersuperficie compacta com fronteira de R"*! que é
descrita pela mesma aplicacao acima restrita a M X [¢,1]. Se X descreve parametri-
camente a imersao de M sobre a esfera, entao Y = tX descreve parametricamente o
cone C(M). De fato, se a métrica de M ¢ ds* entao a métrica de C'(M) é

do® = dt* + t*ds®,
isto diz que o elemento de volume de C'(M) é dado por dM = t"~Ldt A dM.

Observagao 5. No que seque, A, S, e T, denotarao a sequnda forma fundamental,
a r-ésima curvatura média e o r-ésimo Tensor de Newton de M, e A, S, e T,
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denotarao a sequnda forma fundamental, a r-ésima curvatura média e o r-ésimo
Tensor de Newton do cone C(M).

Proposicao 8. Valem as sequintes igualdades:

1.5, =£5,;
2. |A] = {lAl;
- S, 0
3 TT—tiT[ ’ TT]

A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada em [4].

Seja F : C(M) — R uma funcao de classe C%. Para cada t > 0, considere
a seguinte funcdo f : M — R definida por f(m) = F(m,t). Também podemos
encontrar em [4] a prova da proposi¢ao abaixo.

Proposicao 9. Com as notagoes introduzidas temos a formula a sequir para o op-

erador L, : O®(C(M)) — C=(C(M)):

— 1 0°F n—r—1_0F 1
L.F=-—5, S,— + —L,f.
tr at2 + tr+1 6t + tr+2 f

Suponha que M satisfaz S, = 0 e S,;1 # 0. Isto implica que L,_; é eliptico,
ver [13] e [14]. Vamos supor que S,_; > 0, quando r é par podemos escolher uma
orientacao de modo que isto aconteca. Seja F' € C°(C'(M).), usando as notagoes do
capitulo anterior e as Proposicoes 8 e 9 obtemos que

I,_(F,F)= — / Lo F —(r+1)S, 1 F)t" 'dt NdM
Mx

r+1
- — f L, f ———8, f)t”_ldt/\dM
/Mx[e o o

1 OPF n—r OF
— F S, S, 1— )t"rdt A dM
/MX[E . (t" Yo T T Vot )

= - / f(Lr of —(r+1) r+1f>t""“‘2thdM
Mxle1]

2F F
— / F(t2— + (n — T)ta—> S, t" T2t A dM.
Mx[e,1] ot
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Sendo S,_; > 0, temos que S,_1t" " 2dt A dM (n > r + 2) é um elemento de
volume em C(M).. Podemos escrever tal elemento de volume como o produto de
duas medidas ds = t" " 2dt e dS = S,_;dM. Com isto escrevemos a igualdade
encontrada como segue abaixo

T 1 5}+1
I, 1 (FF)= — L., f— 1 dsNd
r 1( ) ) (/th&”(f<£h—1 7‘1j) (T<+' )5)_1f> sAdS
0’F oF
— F(2Z— — )=
/M . (t S+ (=t at)ds/\dS

Baseado nesta igualdade consideraremos os seguintes operadores

1 r
8 ¢ C(M) - C(M) dado por £1f = Lo f + (r 4 1) 50 g
r—1 r—1

£y @ C®[e,1] — C=[g,1] dado por £y9 = —t*¢" — (n —r)tg’.

Como L,_; é eliptico e M é compacta, entao L,_; e £; sao fortemente elipticos.
Sejam A\ < Ay < --- — 400 0s autovalores do operador £,. Estamos considerando
os espagos C*°(M) e Ce, 1] com os seguintes produtos internos

<f17f2>:/Mf1f2dS e <91792>:/:9192d8-

Lema 8. O operador £, : CP[e, 1] — C[e, 1] € autoadjunto.

Demonstracdo. Dadas f,g € C®[e, 1] temos que,
om0) = =[O0 + (- g0l
=~ [0 s0+ - g Oe o
Usando integraciio por partes obtemos a igualdade abaixo,
[ dwrsoie = [gori] - [ doin-nro e s
= - / 1(n —r)g (" f()dt — / 1 g f{t)dt.
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Portanto,
(f. Lg) = / § O f ()t
= for=r ]~ [ o010 + e

- / [g()E " (t) + (n —r)g(t)Lf'(t)]ds
= (£:f,9).
0

Calcularemos os autovalores do operador £, e obteremos uma estimativa superior
para o primeiro autovalor do operador £;.

Lema 9. Os autovalores do operador £o sao
5 — (n—r—1>2+< km )2
b 2 In(e)/

Demonstra¢ao. Encontrarmos g € Ci°le, 1] e § € R tais que £9g = d¢g é equivalente
a resolvermos a seguinte EDO

t2g"(t) + (n — r)tg (t) + dg(t) = 0. (5.1)

Para determinarmos a solucao geral da equacao (5.1) é suficiente conhecermos duas
solucoes linearmente independentes. Tentaremos obter solugoes linearmente inde-
pendentes da forma g(t) = t*senp(t) e h(t) = t*cosp(t). Analisaremos primeiro o
caso ¢(t) = t*senep(t). Um cédlculo direto mostra que,

g = at*senp(t) + ¢ (t)cosp(t);
J'(t) = ala—1)t*"2senp(t) + 2at* ¢ (t)cosp(t)
+ 19" (t)cosp(t) — [y (1) senip(t).
Como conseqiiéncia obtemos que,

ala — 1)t*senp(t) + 2at*T ' (t)cosp(t)
HOT2" () eosp(t) — 172! (t)]Psengp(t)

+a(n —r)t*senp(t) + (n — r)t*T 1 (t)cosp(t)
+dt%sene(t) = 0.
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Portanto,
(a(a —1) =P +aln—r1)+ 5)75“3671(,0(15) -
+(2atgo’(t) + 120" (t) + (n — r)tgp’(t))to‘cosgo(t) = 0.

Como estamos interessados em solugoes linearmente independentes vamos supor que
os coeficientes das fungdes seny(t) e cosp(t), na equagdo acima, sdo nulos. Sendo
2at! (t) + 120" (t) + (n — r)te'(t) = 0 obtemos que ¢'(t) = ct~ 122+~ para algum
¢ € R. Agora, igualando o outro coeficiente a zero obtemos

ala—1) =[O +an—r)+5=0. (5.2)

Isto diz que as funcdes do tipo g(t) = t*seng(t), onde ¢'(t) = ct~o+="l s30

autofungdes do operador £o. Substituindo ¢'(t) = ct~2¢+="] na equacio (5.2)
obtemos

2a—14+(n—-r) = 0 (5.3)

ala—1)—c+amn—-r)+d = 0. (5.4)

Agora substituindo (5.3) em (5.4) temos que,

§ = —afla—1)+(n—71)]

= A +a
B 62+<n—7’—1>2
= — )

Veja que ¢(t) = cIn(t), e usando o fato que a func¢ao g se anula na fronteira de [e, 1]
obtemos que ¢(¢) = cln(e) = km, k € N. Com isto temos que as fungoes

gr(t) = t_n_g_lsen< hm 1n(t)>, ke N,

In(e)

sao autofungoes do operador £5 associadas, respectivamente, aos autovalores

= () () e

Trabalhando agora o caso h(t) = t*cosp(t) obtemos que as fungdes

n—r— k:
hi(t) =t 2 1cos( T ln(t)), ke N,
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também sao autofungoes do operador £, associadas, respectivamente, aos autovalores

iom () () e

Nao ¢é dificil verificar que as fungoes g5 e hy sao linearmente independentes. Entao
toda solucao de (5.1) é da forma

1n(t)> +b-t7n7571005< hn ln(t)),

n—r—1 k
W(t) =a- t’Tsen( T (o)

In(e)

onde a,b € R. Isto diz que os J,/s obtidos acima sao todos os autovalores de £,. Isto
conclui a demonstragao. ]

Para obtermos a estimativa superior para o primeiro autovalor do operador £,
precisamos da seguinte férmula (ver [7])

LTST = LT—IST—l—l + ST[AST‘ - LT—ISI]
+ Z |TT'_1D€kA|2 - |VST|2
k

b (AT ) S, [AP = el — 1) - [r(A°T,) — e (T3]}
— tr(AYT,_)[tr(A*T,_y) — ¢ - tr(T,_y)],

valida para todo imersao isométrica M™ 1 — Mn(c) Supondo S, = 0 obtemos que,

Li—1Sp1+ Y |ToiDe, AP? — tr( AT, )[tr(A’T,_y) — ¢ tr(T,)] = 0. (5.5)
k

Teorema 12. Seja M™~ ' C S™ uma hipersuperficie orientdvel e compacta. Se S, = 0
e Sy41 € constante nao nula, entdo o primeiro autovalor de £, satisfaz \y < —(n—r).

Demonstragdo. Inicialmente observemos que tr(A?T,_;) = —(r+1)S,,1. Usando que
T,_1 é positivo definido obtemos —(r 4+ 1)S,,1 > 0. Sendo L,_1S,.1 = 0, a equacao
(5.5) nos diz que,

(r+1)S1[—(r+1)Srs1 — (n—1)S,—1] <0.

Lembrando que S,_; > 0, multiplicamos a desigualdade encontrada por —?—i para
obtermos
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(r+ 1)%5,?“ +(n—1r)S%, <0.
Portanto,
Sri1€1Sr1 = (1 + 1)?—1&2“ < —(n—1)S,.
Consequentemente, T

< fM Sr41£15 41

A < < —(n-—r).
=L e, Y

A prova do lema a seguir pode ser encontrada em [26] ou em [4].

Lema 10. Para toda fungao teste F' € C(C(M).) temos que

I, 1(F F) >\ + 61)/ F2%ds A dS.
Mx[e,1]

Além disso, se A\, + 0, < 0 existe uma funcdo teste Fy tal que I,_(Fy, Fy) < 0.

Agora analisaremos o sinal de \; +d; , para toda hipersuperficie M"~! C S" com
S, = 0 e que S,;1 é uma constante nao nula. Usando o Lema 9 e o Teorema 12
obtemos,

A +0 < _(n_r>+<n_Tr_1>2+<ln7<T5)>2
1

= =P =6 =)+ 1)+ (lnl)f.

Usando que os zeros do polinémio t? — 6t 4 1 sdo 3 + 2v/2 e 3 — 21/2 concluimos que

”—TM>2 — 1[(n_r) —3—-2V2)[(n—7r)—3+2V2].

—(n—r)+ ( 1
Como 3—2v2<1<n—r, poisr+2<n, temos que n —r — 3+ 2v/2 > 0. Sendo
5 < 34 2v/2 < 6, obtemos as seguintes conclusoes:

o —1\2
—(n—1) + (%) <0, sen <r+5; (5.6)

—(n—r) + (

n—r—1

2
5 ) >0, sen >r+6. (5.7)
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Portanto, se n < r + 5 existe ¢ > 0 tal que A\ + ; < 0. Pelo Lema 10 temos o
seguinte teorema.

e

Teorema 13. Seja M™ ! C S"™ orientdvel e compacta. Suponha que S, =0, S, é
constante nao nula e r +2 <n <r +5, entao existe € > 0 tal que o tronco de cone
C(M). nao é (r — 1)-estdvel.

5.2 Estabilidade de Cones quando n > r +6

Seja M1 = SP(ry) x S%(ry) € S"™ um Toro de Clifford, isto é, 2 +r2 = 1 e
p+ q+ 1 =n. Neste caso, temos que a segunda forma fundamental de M é

np0
_ ry P
MESER)
T2

Em [7], Caminha construiu uma familia de Toros de Clifford com curvatura escalar
constante prescrita R € [1,2). Na proposi¢ao abaixo mostraremos a existéncia de
Toros de Clifford com S, =0e S, # 0, para todo 1 <r <n — 3.

Proposicao 10. Dados n,r € N tais que 1 < r < n — 3, existem p,q € N e
ri,79 € Ry de modo que o Toro de Clifford M™™' = SP(ry) x S%(ry) C S™ satisfaz
S,=0¢eS,1 #0.

Demonstracao. Temos dois casos a considerar, quando n é par ou quando n é impar.
Primeiro suponha n impar. Escolha p = ¢ = "T’l, pelo Teorema 7 temos que para
todo 1 <r <n — 2 o polinémio

w0-2(.2) ()

possui pelo menos uma raiz real positiva. Agora suponha que n é par, neste caso
escolha p =5 e q= anz Novamente pelo Teorema 7, temos que para todo 1 < r <
n — 3 o polinomio () possui pelo menos uma raiz real positiva.

Pela definicao da r-ésima curvatura média obtemos que,

s=eu( 7))

1=0
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- B0 e
- Sen ()OI

2
Entao, S, =0 < (:—2> € Rg = {1, -, B}. Supondo r? + r2 = 1 obtemos que,

1

1 b
= = L 1<I<k
N T

Pelo Teorema 7 também concluimos que S,;1 # 0. Isto conclui a prova da Proposicao.
O]

Lema 11. Se M"~! C S™ é um Toro de Clifford com S, =0 e S,41 # 0, entdo
—(r+1)S,41 = (n—1r)S,_1.

Demonstragdo. Sendo M™ ! um Toro de Clifford obtemos pelo Lema 4.1 de [7] que

tr(AT,_){S,(|A]? —n) —[tr(A*T,) —tr(T,)]} —tr( AT, 1) [tr(A*T,_,) —tr(T,_1)] = 0.

Como S, = 0 e S,11 # 0 concluimos que tr(A*T, 1) — tr(T,_y) = 0. Portanto,
(r+1)S,41 = —(n—1r)S,_1. O

Neste caso, temos que o operador £, : C*°(M) — C*(M) é dado por

1
21 = _ELT_I - (TL — T).
Corolério 3. Seja M™* C S™ um Toro de Clifford com S, =0 e S,.1 # 0, entdo o
primeiro autovalor do operador £, € dado por \y = —(n —r).

Demonstra¢ao. Como S,._; é constante e T)._; é positivo definido concluimos que

f 1 /
- L, = - L, >0,
M Sr-1 1f Sr1 Jhnat
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para toda funcao f € C°°(M). Considerando f uma fungdo constante obtemos que,

— [ L,
inf{ fM;A;_}2 il

Por este fato e pelo Teorema 12 temos que,

. fe CO"(M)} —0.

Jus=ef = fussLeaf
———— =inf L —(n—r
o T )

— inf{_fij;%}frlf} —(n—=r)=—=(n-—r).

—(n—r)>X\ = inf

Como conseqiiéncia temos que,

s = e (5 )

Pela Proposi¢ao 10, pelo Lema 10, por (5.7) e pelo Corolario 3 temos o seguinte
teorema.

Teorema 14. Se n > r + 6, existe um Toro de Clifford M™* C S™ com S, = 0 e
Sr+1 # 0 tal que o tronco de cone C(M). € (r — 1)-estdvel para todo € > 0.
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