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Ndo passava de uma gota na imensa massa de dgua, que descia das outras casas inun-
dando as ruas.

Caio Fernando Abreu, Mergulho 1

Ninguém pode construir em teu lugar as pontes que precisards passar, para atravessar
o rio da vida - ninguém, exceto tu, so tu. Existem, por certo, atalhos sem niimeros, e
pontes, e semideuses que se oferecerdo para levar-te além do rio; mas isso te custaria a
tua propria pessoa, tu te hipotecarias e te perderias. Existe no mundo um tinico caminho
por onde so tu podes passar. Onde leva? Ndo perguntes, segue-o!

Nietzsche



RESUMO

Seja M" uma hipersuperficie r—minima de R"*!, ou seja, suponha que M tem
curvatura S ,,; identicamente nula. M € dita regular se fora de algum compacto M
¢ a unido disjunta de um nimero finito de fins, cada um deles regular, isto é, com
0 mesmo comportamento assintdtico de uma hipersuperficie rotacional. Mostra-
mos que hipersuperficies r-minimas elipticas e mergulhadas no espaco Euclidiano
R %(r + 1) < n < 2(r+ 1), com dois fins, ambos regulares, sdo catendides
(i.e. hipersuperficies rotacionais). Isto estende resultados prévios apresentados
por Schoen [7] e Hounie-Leite [3].



ABSTRACT

Let M" be a r-minimal hypersurface in R"*!, i.e., suppose M has curvature
S ++1 1dentically zero. M is said regular if out of any compact M is the disjunct
union of a finite number of ends, each regular, i.e., with the same assymptotic
behavior that a rotational hypersurface. It is shown that embedded, elliptic r-
minimal hypersurfaces in Euclidean space R"*!, %(r +1) <n < 2(r+1), with
two ends, both regular, are catenoids (i.e. rotational hypersurfaces). This extends
previous results by Schoen [7] and Hounie-Leite [3].
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Capitulo 1

Introducao

Em 1956, A. D. Alexandrov provou que uma hipersuperficie fechada mergu-
lhada de curvatura média constante no espaco Euclidiano € uma esfera. O método
empregado neste significativo resultado, baseado num Principio de Tangéncia para
solucdes de equacgdes elipticas de segunda ordem, tem sido usado como uma im-
portante ferramenta numa variedade de problemas em equacdes diferenciais par-
ciais e geometria diferencial.

Em 1983, R. M. Schoen aplicou o método de Alexandrov para hipersuperficies
minimas. Ele apresentou resultados importantes de simetria e unicidade para su-
perficies minimas compactas com bordos simétricos e para superficies minimas
completas com fins regulares. Em particular, neste trabalho provou-se o seguinte
resultado.

Teorema 1.1 [7] Se M c R"*! é uma hipersuperficie minima completa com dois
fins, ambos regulares, entdo M é rotacional.

Lembramos que um fim de hipersuperficie minima é regular se, ao escrevé-lo
como grafico sobre um hiperplano, a funcdo que define o fim tem comportamento
assintético igual ao de um fim uma hipersuperficie minima rotacional.

Em 1998, J. Hounie e M. L. Leite apresentaram um resultado para hipersu-
perficies com curvatura escalar nula, semelhante ao encontrado por Shoen para
hipersuperficies minimas.

Teorema 1.2 [3] Se M C R™! é uma hipersuperficie completa, mergulhada, com
curvatura escalar nula, sem pontos planos e com dois fins, ambos regulares, entdo
M é rotacional.

Novamente, que um fim seja regular significa que, quando expresso como
gréifico, possui a mesma expansao assintdtica que um fim de uma hipersuperficie
rotacional com curvatura escalar nula.



Observe que, em comparagao ao resultado de Schoen, o resultado de Hounie-
Leite tem duas hip6teses adicionais: a hipersuperficie deve ser mergulhada e nao
deve conter pontos planos. A imposi¢do de ndo conter pontos planos vem do
fato que um certo operador diferencial parcial de segunda ordem sobre M, nor-
malmente denotado na literatura por L, e que na verdade € a parte principal do
linearizado da curvatura escalar, nem sempre € eliptico. De fato, J. Hounie e M.
L. Leite, em uma série de trabalhos [2], [3], [4], [5] estudaram condi¢des ne-
cessarias e suficientes para que uma hipersuperficie r-minima (ou seja, tal que sua
(r+ 1)-curvatura média S ,,, que, por defini¢do, € a (r+ 1)-€sima funcao simétrica
elementar em suas curvaturas principais, se anule identicamente) seja eliptica no
sentido que o operador linearizado correspondente seja eliptico. Note que, como
no caso de curvatura escalar zero, este operador, usualmente representado por L,,
€ também a parte principal do operador linerizado associado a (r + 1)-curvatura
média, o operador de Jacobi'. Eles mostraram que esse é 0 caso precisamente
em pontos onde a aplicacdo normal de Gauss tem posto pelo menos igual r + 1
ou, equivalentemente, S ,,» # 0. J4 a segunda hipétese adicional, ou seja, que M
seja mergulhada, vem da necessidade de se ter uma normal continua e bem de-
finida quando da comparacdo de M com sua imagem refletida. Neste contexto,
eles obtiveram um principio de tangéncia para hipersuperficies r-minimas, o que
lhes permitiu seguir as mesmas idéias de Shoen, de modo a obter resultados de
simetria e unicidade para tais hipersuperficies, como o acima exposto.

Neste trabalho seguimos os passos dos autores citados acima e estendemos
seus resultados para certas classes de hipersuperficies r-minimas, » > 2. Mais
precisamente, temos

Teorema 1.3 Seja M C R"' uma hipersuperficie r—minima completa e mergu-
lhada, com % < Z5 < 2. Se M é eliptica e contém exatamente dois fins, ambos
regulares, entdo M é rotacional.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira. No capitulo 1 s@o apresenta-
das varias nocdes bésicas sobre hipersuperficies r-minimas. Em particular, recor-
damos a defini¢do de r-minimalidade, as transformacdes de Newton e o operador
L,, com a corresdente discussdo de elipticidade. No capitulo 2 dicutimos hiper-
superficies r—minimas rotacionais e determinamos sua expansdo assintdtica; a
expressao correspondente motiva a definicdo de fins r-minimos regulares, que é
ai apresentada. Ainda neste capitulo inclui-se o cdlculo do fluxo de um tal fim, a
partir de sua expansdo assintotica, ingrediente fundamental para a demonstracdo
do resultado principal. Este cdlculo envolve estimativas delicadas e crucialmente
utiliza a hipétese % < -% < 2. Finalmente, no capitulo 3, utilizamos a expressao

'Note que hiperficies r-minimas em R™! sdo solucdes do problema variacional associado ao
funcional [ S,dM; veja [6].

10



para o fluxo anteriormente obtida, juntamente com o método de reflexdo desen-
volvidos pelos autores acima citados, para concluir a demonstragdao do teorema.

11



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Curvaturas Intermediarias de Hipersuperficies

Seja M C R™! uma hipersuperficie orientada pelo campo vetorial normal
unitério N, e seja p € M. A aplicagdo A, : T,M — T,M definida por A,(v) =
—V,N, onde V é a derivada covariante em R"*!, mede o quanto M se curva dentro
de R™! em p e por essa razdo é conhecida como operador de forma de M em p.
A aplicagao linear A, € simétrica com respeito a primeira forma fundamental /,,
definida como a restri¢do do produto interno Euclidiano ao espago tangente T, M,
de modo que existe uma base ortonormal de T),M consistindo de autovetores de
A,. Estes autovalores, denotados A,(p), ..., 4,(p), sdo as curvaturas principais de
M em p.

A forma quadratica associada a A, € chamada a segunda forma fundamental
de M em p, e € denotada por I1,. Assim, I1,(v) = I,(v,A,(v)),v € T,M.

Daqui em diante, e sempre que isto ndo causar confusao, omitiremos o ponto
p na notacdo. Assim, A = A,, I, = I e Il, = II. Fixada uma base em T,M, a
matriz de [A] em p é o produto [A] = [I]7'[I]], onde [I] e [1I] sdo as matrizes das
primeira e segunda formas fundamentais.

Associado a A temos, para cada O < k < n, a k-ésima curvatura média de M,
denotada S, = S«(A), e definida por

det(Id + t[A]) = ZSktk.
k=0

12



Desenvolvento o determinante, obtemos

Z sgn(o) ﬁ (Giotiy + tAio)

det(ld + t[A]) =
oeS, i=1
= Z sgn(o) [l_l Oiriy + [Z S1o(y " Aioiy* ** 5,10(")] F+ -+
oeS, i=1 i=1
+ (1_[ Aia‘(i)) ln]
i=1
= 1+ Z [Z sgN(0)0151) * * * Air(iy "+ 5mr<n>] t+ -+ +det[A]t",
i=1 \oeS,
donde

So=1,  S,=) detfAl,1<r<n,
\Il=r
onde |I| = r significa que J = {iy,...,i,} € um conjunto de indices tais que 1 <
i <--- <1, <nelA]; € asubmatriz principal r X r de [A] com linhas e colunas
indexadas por /. Noutros termos,

1 Iy
S r! Z 111 JA”JI A (2.1)
onde _ _
ll DRy ll
o 6]1 6]1 .
11l . . . _ Ly
Ojjy = 1 o 1= Z Sg”(‘f)(so(u) " 0gi,)
i i] oE€S,
6]1 6]1

€ o delta de Kronecker generalizado.
Seja O uma matriz ortogonal que diagonaliza A. Entao

det(I + t[A]) = det(0(1+t[A])0—1)

= det (I +10[A]0™")
= det( + tdiag{a;,..., 4,})

- ﬁ(1+mj)
=1
- 1+t[iﬁj]+r2(21ﬂj]+---+ﬂ(n AjJ.
J

Jj=1 i<j

13



Assim, S, coincide com k-ésima fungao simétrica elementar o, avaliada nas cur-
vaturas principais, isto é,

Si= 0, d) = ) Ay Ay (2.2)

J1<<Ji

Se M é um gréfico, isto é, M = {(x,u(x)) : x € Q C R"},onde u : Q — R,
entdo M pode ser orientada da seguinte forma: em cada p = (x, u(x)) definimos o
vetor normal unitario apontando para cima por

Ney = V0. D
W(x)
onde [W(x)]> = 1 + ||Vu(x)||* e V'u é o gradiente de u.

Se {e;,i = 1,...,n} é a base candnica de R” definimos uma base B para o
espago tangente 7, M simplesmente tomando o push-forward da base candnica de
R” pela aplicacdo x — (x, u(x)). Assim, B = {X; = (e;, u;(x)),i = 1,...,n}. Com
respeito a esta base, [/];; = 0;; + uwuj e [11];; = W‘luij. Desta maneira, a matriz do
operador de forma é

-l _ Willj || Uij
A1 =11 = oy - 2 || 5|
e apos alguns cdlculos concluimos que a matriz [A] tem entradas

U;; Uu;C;
A= -,
W w3
onde ¢; = ujuyj + -+ + Uplty.
Nas condi¢des acima descritas temos o seguinte resultado, cuja demonstra¢ao
pode ser encontrada em [5]:

Proposicao 2.1 A k—ésima curvatura média Sy,1 < k < n,de M = graf(u) C
R™! satisfaz

Ujiji Ujjp 0 Ujje
I/t P I/t P D) u . .
J1J2 J2J2 J2Jk
T O 7] .
Ji Jk . : .. :
<< ' ' o
Ujijo U = Ujjie
Wi Wijy Wi,
) Ujpi Ujpjp = Ujyji
- Uity . . . . s
i<l Ja<<ik : : ’ :
2 soees ji . L. .
2k Uj Ujyji Ujp ji

onde W? = 1 + ||Dul*.

14



Definicao 2.1 Se 0 < r < 1, uma hipersuperficie M C R™! ¢é dita ser

n —
r—minima se vale S ,.1(M) = 0.

Assim, em virtude da Proposicdo 2.1, se r > 1, a condi¢ao de r-minimalidade

define localmente uma equacao diferencial parcial de segunda ordem do tipo to-
talmente ndo-linear.

2.2 Tensor de Newton

Defini¢do 2.2 Seja M C R™' uma hipersuperficie r-minima. O r—ésimo tensor
de Newton sobre M, denotado por P, = P,[A],0 < r < n, é a transformagdo
linear definida indutivamente por

Py=1, P.=S,1-AP,,.
Equivalentemente,
P.=S1-S,_1A+---+(-1)A".
Além disso, uma vez que P, é um polindmio em A, temos que P,A = AP, e
que P, € auto-adjunto. Assim, toda base que diagonaliza A também diagonaliza

P.r=1,..., n.

Proposicao 2.2 Se A = diag(4y, ..., 4,), entdo

T ao—r+l ao—r+l T ~ a~
P.[A] = dlag( ) diag (o (4))..... (),
onde a notagdo A = Aty ey Aicty Aigts . > Ay) € R indica que a coordenada

A; € omitida. Em geral, vale

P,[A] = [as’“].

(9A,J
Demonstracao: Se A = diag(4y,...,4,),entdo0 S, = 0 (4y,...,4,) = /l,-O',(/Al,-)+

o,(1;), donde 5;—;‘ = o, (), paratodo i. Nocasor =0temos Py =1e o) =1
para todo i. Supondo que

P,A] = diag (o7 (A1). ... o (d)).

15



temos

Py = S,ul-AP,
= 0 (01 = diag(dy. ..., 4,) - diag (o (A), . ... o( )
= (I = diag (Lo (D), ..., 4,0(4)
= diag (01 () ~ Lo, (d), ..., 0 (D) = ,0(4))
= diag (ot (A). ... o (A),

que prova a primeira parte da proposicao. No caso geral, seja O = [0;;] uma matriz
ortogonal que diagonalize A, isto &,

O7'AO = diag(4,, ..., 4,).
Assim, A; = }; ;0i54;j0 5. Aplicando a regra da cadeia para S 41 = 0711(4),

aS r+1 (9 (0_ (/1)) ao—r+1 aﬂs ao—r+1
= 32 Ot = = 050 s,
oAy — 0A; — 0A, 0Ay; 44 oa, T

€ obtemos entao

aS r+l 8O—r+1 . ao-r+1 aO'H,] 1
= is——0js| =0 -d yeers -0,
[aA,,-] [ZO a2, Of] 1ag( oA, o, ) ©

N

donde

- S 111 . 00 11 00 41 _
o'. “l.0=4d L = P,(0'AO).
[OA,-.,-] lag( o, azn) ( )

Resta mostrar que P,[O"'AO] = O~!'P,[A]O. Novamente o caso r = 0 ¢ trivial.
Supondo que a igualdade € valida para r < n, temos que

O7'P.[Al0 = O7'(S..l-APJA])O
= S,..ul-O0"'AP,[AlO
= S,.1]—-AP,JO'AO]
= P..[07'A0],
e a proposi¢ao estd demonstrada. O

O corolério seguinte nos fornece uma expressao para o operador de Newton
que serd bastante ttil no proximo capitulo.

16



Corolario 2.1 Se A = [A;;] é a matriz do operador de forma com respeito a uma
base B = {e;} do espago tangente T,M, entdo a matriz do operador de Newton
associado, P,[A], com respeito a esta mesma base, tem entradas

1O i
P,[A];; = | Z 6 A Ay (2.3)
"=l

onde (5']‘115’ j € o delta de Kronecker generalizado.

Demonstracio: Como P.[A] = }_o(—1)/S,_;A’ com os coeficientes S,_; ndo
dependendo da base escolhida para T),M, basta verificar a igualdade acima para
uma base B que diagonalize A. Assim, seja B = {e,} tal que Ae, = A,¢€,.

Pela proposic¢do anterior, nesta base escolhida,

aO-r+1 aO-r+1
oA T oA, )’

P [A] = diag(

donde P,[A] = & forl = &' or(4;). Logo,

PIAly = 6 > A4,

1<jy<=<jrsn

1 o
— _ JUedrt y oL .
= Z Oyejrin iy

Jlsees JrEi
1 n
= — RN TR D
oo Z 6j1-"j;-j6j1 5]'/1/' A,
i1 el
J1sesir=1
1 n
_ i AL
- F Z 6]‘,---]‘,in|]1 Alr]r’
Y iy
J1ssdr=1
e isto conclui a afirmacao. O

2.3 O Operador L,

Definicao 2.3 Seja M uma hipersuperficie r-minima. Definimos o operador dife-
rencial linear de segunda ordem L, : C*(M,R) — C*(M,R), como

L.(¢) = div(P,[A]Vy),

onde div e V sdo os operadores divergente e grandiente intrinsecos de M, respec-
tivamente.

17



Observamos que para r = 0, o operador L, é simplesmente o operador de
Laplace-Bleltrami,

Lo(p) = div(Po[A]Ve) = div(Ve) = Ae.

O lema a seguir deve-se a Reilly, e ilustra uma das boas propriedades do opera-
dor L,. Mais precisamente, este lema generaliza o fato de que uma fungdo altura,
restrita a uma hipersuperficie minima, € harmonica.

Proposicao 2.3 [6] Se M é r—minima e ¢ é uma componente do seu vetor posicao,
entdo ¢ satisfaz L.(¢) = 0.

Como observado na Introducao, pode-se verificar que L, € a parte principal do
operador linearizado associado a (r + 1)-curvatura média. Assim, na formulacao
e demonstracdo do Principio de Tangéncia para hipersuperficies r-minimas é cru-
cial determinar onde o operador L, € eliptico. Esta questdo foi completamente
elucidada por J. Hounie e M. L. Leite, que demonstraram o seguinte resultado.

Proposicao 2.4 [2],[3] Se M é r-minima, 1 < r < n — 2, entdo o operador L, é
elipticoem p € M se, e somente se, S ,.»(p) # 0. Equivalentemente, posto(A,) >
r+1.

Definicao 2.4 Diremos que M r-minima é eliptica se L, é eliptico em todo ponto
de M.

Neste contexto, Hounie e Leite [3] estabeleceram um Principio de Tangéncia,
em versao geométrica, para a r + 1-curvatura média, conforme o teorema a seguir.

Teorema 2.1 Valem as proposicoes a seguir:

(a) (Ponto Interior) Sejam M e M’ hipersuperficies orientadas em R satis-
fazendo S, 1 (M) <0 < S, (M), para algum r, 1 < r < n— 1. Suponha
que M e M’ tém o mesmo vetor normal num ponto de tangéncia p, com
SiM)=>0,j=1,...,r.Se M ou M’ é eliptica entdo M ndo pode per-
manecer sobre M’ numa vizinhanga de p, a ndo ser que as hipersuperficies
coincidam localmente.

(b) (Ponto de Bordo) Sejam M e M’ hipersuperficies orientadas em R com
bordos OM e OM’, respectivamente, satisfazendo S ,.;(M) <0< S,.1(M’),
para algumr, 1 < r < n—1. Suponha que M e M’ bem como os seus bordos
sdo tangentes em p € OM N AM’, tendo o mesmo vetor normal no ponto de
tangéncia, com S (M’) > 0, j = 1,...,r. Se M ou M’ é eliptica entdo M
ndo pode permanecer sobre M’ em uma vizinhangca de p, a ndo ser que as
hipersuperficies coincidam localmente.

18



De posse destes resultados, conclui-se a versdo geométrica do Teorema 4.1
em [2], conforme observado em [3]. Para enunciar este resultado, precisamos
introduzir mais notacdo. Seja B! ¢ R"*! uma subvariedade compacta, mergu-
lhada, sem fronteira, de classe C? (nfio necessariamente conexa) e M uma subva-
riedade mergulhada com M = B. Consideremos R"*! = R" xR com coordenadas
X = (x, Xp41) e : R™! — R" a projecdo ortogonal X — x. Seja ainda Q C R"” um
dominio limitado com fronteira conexa. Mais ainda, se ¥ ¢ R*"!' e r € R é fixado,
entdo pomos %= = {X € X;+x, > £t} e X7 = {(x, 2 — Xp11); (X, X441 € Zp)), O
refletido de %, relativamente a I1; = {(x, 7); x € R"}; note que I1, = R". Além disso,
se A, B C R"*! diremos que A > B se para qualquer x € R” tem-se X, > x/,, para
quaisquer (x, x,4+1) € A, (x,x/ ) € B. Finalmente, diremos que uma subvariedade
S, de classe C?, possui inclinacdo localmente limitada se seus planos tangentes
nao contém o vetor vertical (0, 1).

Teorema 2.2 Sejam B e Q como acima e suponha que: i) B C 0Q X R; ii) By+
é grdfico de inclinagdo localmente limitada com By, > By-; iii)M é r-minima,
eliptica e com seus pontos interiores contidos em QxR e iv) S (M) > 0, para j =
1,...,r. Entdo, My é grdfico com inclinacdo localmente limitada satisfazendo
MS+ > M()—.
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Capitulo 3

O Fluxo de Fins r-minimos
Regulares

3.1 Hipersuperficies Rotacionais r—Minimas

Nesta secdo, descreveremos as hipersuperficies rotacionais em R"*! que sdo
r—minimas; veja [4]. Para tanto, considere @ uma curva no plano x;x,,; que é
grifico de uma funcdo positiva x,.; = f(x;). Girando a curva @ em torno do
eixo x; obtemos uma hipersuperficie rotacional M, de dimensao n, que pode ser
parametrizada localmente por

X(t,0) = (1, f(D)0),

onde A = (#',...,0") é uma parametrizacdo local de S"~! c R", e R" é visto como
o hiperplano vertical de R"*! que passa pela origem e € perpendicular ao eixo x;.
Desta forma, os coeficientes da métrica de M sao

g = (X, X))
= (L, f'(00), (1, f(10))
= 1+[f (0P,

gi = (X, Xi)
= (L, f(00), (0, f(1)6:))
= 0,

8ij = (X, Xi)
= (0, f(06), (0, f(1)F)))
= f0oi;,
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onde o; sd0 os coeficientes da métrica candnica de S"!' na parametrizagio 6.
Portanto, a matriz da primeira forma fundamental de M é

1+ 0
I_( 0 fZO','j).

Tomaremos !
N(t,0) = W(f’(t), —0),

onde W = 4/1 + "2, como campo normal unitario a M. Com esta orientacio a
segunda forma fundamental de M tem coeficientes

1
(N, Xy) = W((f’(l), —6), 0, /" ()0))

_ _fl/
W 2
1 /! /4
= 0,
1
(N, Xij) = (W(f’(t), —0), (0, f(D)0;)))
-f

= W(& 0

_f

= WO- ijs
€ sua matriz € .

_fl/ 0
1l = —
W ( 0 fo-i]
Portanto, o operador de forma é
A1
1 A2
I''II = ) ,
Ay
e as curvaturas principais de M sdo
_ _f'// _ _ _ 1
A = g & = = e =

Segue-se que a (r + 1)—ésima curvatura média de M é

Sr+l = Z /11'1 e /ll'rﬂ

1<i|<..<ip415n

_ n—l) 1 "=t 1 ) 1
) (r+1 (f<1+f'2>1/2) ( r )(f(1+f’2)”2 (L4 f2)72
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de modo que, se M é r—minima, obtemos a equacgao diferencial para f:

= (= 1) G

Mais geralmente, se k # r + 1,, tem-se

-1 1 ‘
k= )(f(1+f’2)”2) *

n—1

= 1 no\1+f?
’ )(f(l+f’2)”2) (1+f/2)3/2(1_m) ff
1 n-—1 n 1 k
- k) ( ) r+1)(f(1+f’2)”2)
[ 1)+(n—1) (n—l) n
\ & k )r+1
: *) (] e
i klr+1[\f(1+ )12

r+1
k n g
+ 1)(k)(f(1 +f’2)1/2) ’

Proposicao 3.1 Nas condigoes anteriores, se k < r + 1 entdo

1 k
(f(l +f’2)”2)

r

Temos assim,

S,2<0<S;. (3.2)
Em particular, hipersuperficies rotacionais r-minimas sdo elipticas.

Note que, quando n = r + 1, (3.1) reduz-se a f " = 0. Neste caso as solugdes
sdao da forma f(x;) = ax; + b.

Informagdes mais precisas sobre o comportamento global das solu¢des maxi-
mais de (3.1), com valores iniciais f(0) = 1 e f'(0) = 0, foram obtidas por Hounie
e Leite.

Proposicao 3.2 ([4]) Nas condicées acima, se f é a solucdo maximal de (3.1)
determinada por f(0) = pg > 0 e f'(0) = 0 entdo é par, positiva, convexa e seu

crescimento depende da razdo 5—— e +1) da seguinte forma:

(i) Sen < 2(r+1), entdo f é definida em (—o0, +00) e tem crescimento superlinear,
r+l
com f(x1) = O(|x,|777), quando |x,| — .
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(ii) Sen >2(r+ 1) entdo f explode em um intervalo finito (—L, L), onde L /* oo
quando e +1) N 2.

Multiplicando ambos os lados de (3.1) por 2f” e integrando chegamos a

2f/f/l _ q£
1+ f7 f’
ou seja,
q
A
1+ f7

para alguma constante K € R, onde ¢ = ¢,, = 2(— - 1) Se f(0) = po e

r+1
f(0) =0, entdo K = p| e
NEARYY

[

f =

Pela Proposi¢io 3.2, f € invertivel e a sua inversa x; = f~!(x,4) = u(x,) satisfaz

P4

u'= ———=, ulpo) =0,

\JX =P}

u(x)

e integrando obtemos

o que fornece uma parametrizagﬁo da hipersuperficie rotacional -minima M como
gréfico radial, a saber,

”\(/Iﬂq) fpﬂ\/% =2(- 2= 1), (3.3)
0

A partir desta expressdo, € possivel obter uma expansiao assimptdtica para
u = u(x) quando |x| — +oco, pelo menos no caso especial em que 1 < g < 2 ou,
equivalentemente, 3(r + 1) <n < 2(r + 1).

Proposicao 3.3 Seja u(x) definida por (3.3) com 1 < g < 2 e xy € R". Quando
|x| = oo, u(x — x¢) tem a seguinte expansdo:

q

u(lx = xol) X P 3 14
— = Ak T s S (R F
q | | 2-3q
Po
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ou equivalentemente,

q

ux — X n Xo X n n
MR o g ot o P e o)
od 2-¢q |x|=1  2-3q
0

Antes de comegarmos a demonstracdo da proposicao relembremos algumas
propriedades da notagdo assimptdtica Grande-O. Dada uma funcio real positiva
f:R™ — R, definimos

O(f) ={g:dM > Otal que g(x) < M- f(x) Y x com |x| suficientemente grande}.

Segue facilmente da definicdo que

1. Seg1 €0 (fi)e g, €O(f),entdo g + g, € O (max{fi, f2});

2. se fi(x) < f2(x) para x suficientemente grande, entao O(f) € O(f>);

3. O(f1) - O(f>) = O(fi - f2), onde
O(f1)-O(f) =1{g1- & : & € O(f1), & € O(f2)}.

Voltemos a demonstragdo da Proposicao 3.3.
Demonstracao: Expandindo o integrando em (3.3) obtemos
_ a1-3
t‘] _n? 1 - (p_o) ]
(" = ) ;
1 (po! -2
1+ 5(7) +O(f q)]

BI—=

_4g
t?2

q

t 2

I
+
|
s}
o
~
+
S
—_—
~
\N/

onde na segunda igualdade usamos que

1 1
m:1+§s+0(s2),

com § = (’%)q — 0 quando t — oo. Desta forma,

{x] 1 |x| |x|
u(lx) f t_gdt+—pgf t_Squt+f O(f%q)dt
q £0 2 PO PO

Py

1 2 3 s
1-4 1-4 1-24
i+ St w0l F).

A+
2-q
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Assim, se xy € R”,

_ 1
ullx = xol) _ A+ x — xo' " + =P = xol ¥ + O(|xll_52q)' S
pq 2 — q 2 2 — 3q
0

Precisaremos do lema a seguir.

Lema 3.1 Dado xo € R" e k € R, vale a seguinte expansdo:

= xoft = laf [1 - 0(|x|‘2)]'

|x?

Demonstracao: Temos

2

Xo* X X

= ol = 1P = 20y x+ P = o (1 220 Dol
|x] |x]

donde

1
Xo-x  |xolf)?
x> x2)

x—x0|:|x|(1—2

ou seja,
k
2

X0 * X _
Ix = xol* = IXIk[l -2 |(;|2 +O(IX| 2)] :

Por outro lado, (1 — s)* = 1 — ks + O(sz) ,k € R, donde

Xo - X
e = xol* = |l [1 —k |(;C|2 + O(le_z)] :

conforme queriamos. O
Continuamos com a demonstracao da Proposi¢ao 3.3 aplicando o lema ante-
riorcomk=1-%ek=1- %q em (3.4), de modo a obter

_ 2 :
u(]x — xo) - A4 lel_% |- (1 B 51) Xo X o) +
q 2-¢q 2/ |xP?
Po
1 2 3 3q\ xo - x _ _5
+ —pl 2|1 -|1-= +O(x )|+ O(x' 2
2/002_3ql?€| [ ( 2) B (1x77) (Ix"2)
_ 1-¢4 _ X0 X -1-4
= A+z—_W it O(Ix"%) +

q

Py e b ogxo-x ( _1_3‘1) ( 1—5‘1)
toaa 2p°|x|1+%q+0'x' o) G
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Observe agora que

1 ,x0-x 3¢
‘ o | S Clxl 7,

2P0 e

-3 . — . N sz
e O(leTq) C O(lxl‘l‘%) , pois % < -1 -1, que equivale a hipétese ¢ > 1, e pela
mesma razao,

oflt"¥) c ol ¥) c ol ), o ¥) c o).

Assim, (3.5) torna-se

q

u(lx — x 2 X0 - X
M=ol _py 2 gt 2eXy Po ey +O(Ix772),
q 2-¢q [x'+2  2-3q
Po
0 que conclui a demonstragao. O

Em vista da expressao explicita de uma hipersuperficie rotacional r—minima
em R™*! obtida acima, é natural considerarmos fins de uma hipersuperficie r-
minima tendo 0 mesmo comportamento assimptotico que um fim rotacional. As-
sim, a expansao acima obtida motiva a seguinte defini¢do.

Definicdo 3.1 Um fim de uma hipersuperficie r—minima M em R™*!, %(r +1) <
n < 2(r + 1), é regular com razdo de crescimento a # 0 se pode ser escrito
como grdfico de uma fungdo u(x) definida no exterior de uma bola limitada em
algum hiperplano 11 de R", tal que para x € 11, com |x| grande, vale a expansdo
assimptotica

n
a Cj-Xj a _n_
u() = —— +ar+ ) L=+ ——— + O ), (3.6)
|| 71~ lx[=1 x|

=1

onde a,ay,a, c; sdo constantes reais.

3.2 O Tensor de Newton de Fins Regulares

Nesta secdo efetuaremos o célculo do tensor de Newton de um fim r-minimo
como na Defini¢do 3.1.

Proposicao 3.4 Seja M" um fim r—minimo regular. Entdo,

ca n

P,{A);; = e A

[wl],-j] +0(1x2),
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onde

o=, o7 - ) (1)

Demonstracao: Para simplificar os cdlculos, escreveremos

u(x) = alx’ 1 + p(x),

de modo que as derivadas de u satisfazem

n
i = 2_ ) n 1
(%) ( r+1 |x|r'+1 +QD(X)
c
() (2 n ) a 51- n o XXx; N
uij(x) = (2 - el Gl i
J r+ 1) a7\ 7 r+1 |x? $ij

onde as primeiras e segundas derivadas de ¢ estdo em O(|x|"#1) e O(x|"#171),
respectivamente.
Conforme ja sabemos, o operador de forma € [A;;] = [(5 + uiuj]” ! [ ] onde

= +/1 +|VO|2. Agora, usando que [6j +uu] = [ ’] ”’"’] obtemos

i Uil Uij
Ao = |- )
Uj; 1
s o

uij + O(|x|” ﬁ+2),
onde na dltima igualdade usamos que W' = 1 — J|Voul* + O(V%ul*) = 1 +

O(lx27142).
Podemos agora calcular P,[A] usando a expressdo (2.3), a saber,

PJ[Al; = — Z S Ay A, (3.7)

r! igsjo=1
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Calculemos incialmente o produto dos A;,;,,a = 1,...,r, separadamente. Temos,

,
_3n .9 _3n .9
[TAu = (i +OUd2) - (g, + O 712))
a=1
:

,
3n
—=L 42
| |”iaja + § |t -+ 1t O Dty - |+ +
k=1

a=1

o772 Z i g, + (O]

+
k=1
Como u;,j, € O(|x|"71) e
3n
e+ 2__r+1 —4
temos
[Tais = [ wi+(O07)) -0 + -+
a=1 a=1
+ (070 - (O )) ™ + (0 71)) - (Ol ™)Y

Observando que
(O(x™)" € (O™~ € -+ c O™,
para |x| grande, concluimos que

—n\\" _
Aiji - Aig, = gy iy, + (O0X7#D)) - O(ld ™)
= uiljl e uir,jr + O (lxl_ﬁr_q)
Mas

n -n(r+1-1) n

— — e — = —n +
r+1r 9 r+1 g "

q
—g=-n-141,
11 17773

logo
= -n—-4+1
Aiji o Ay = tiyjy o i, + O( 270,

Substituindo em (3.9), obtemos

i 1 < iyipd -n—4
PIAY, = = D SN i, + O, (3.8)

iasja=1
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Devemos entdo calcular o produto das segundas derivadas u; ;,,a = 1,...,n,
Para facilitar os célculos, para cada @ = 1,...,n, escreveremos u;,;, = ¥ j, +

®i,j.» Onde

n a ; n X Xj
Viejo = (2— ) = (9 - =)
r+1/)|xj=1 \ 7 r+1 |x|
€ 08 ¢;, ;, sa0 como antes. Desta forma,

l_l Uijo = (lﬂim + %’m) e (l/’irjr + %j,-)

a=1

r r r
| | wiaja + : wilj] T l//in—lja—lQoiajal//itwljaﬂ T wirjr +eeet | | Qoia]'a
a=1 a=1 a=1

Mas, uma vez que ¥;,j, € O(le‘rf*l), e, € O(|x|—r’T’1—1) = O(le‘l) : O(le‘%),

temos

l—[u, T Wiy + O 1) - O(1a™) + -+ + Ol 71) - O(1a™")
a=1 a=1
= | Jwis +O(x7#) - [O(1n17) + - + 01 ) |
a=1
- o + 01 ) oI ™).
a=1

onde na ultima igualdade usamos que
(Of1 ) < (Oflr ) cofur).

para |x| grande. Além disso, como

— 1-1
r+1 r+1 r+1 2

el
iy i, = Wi Wi, + O(I ™)

4 n a : n X Xj q
— 2 _ ) 61(, _ a” Ja + 0 —}’l+2
r[( r+ 1) ( o T r 1 P ) G

a=1

r

n \ a - ; n  X,X; q
= 27 ) m gt — —— 4 O
( r+ 1) |x|# n( Jo o r+ 1 |x? ) (|X| )

a=

r

n \ a a ; n o X, Xj q
= (2- )— gin = L TeZie ) 4 o).
( rr 1) i Q( N e ) (117%)
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Substituindo a dltima igualdade em (3.8), obtemos

1 n r a’ n o r . n XxX,X;
- 1 _ 1]l e _M
Pr[A]zj ! (2 r+ 1) n—4-1 Z 5jl"'jrj 1—1[ (6jk r+1 |X|2 ) i

|x| larv]ryzl k=

+ (|X| n+2) O(|x|—n—%+l)

r

1 n r a” n L. . n XxX,X;
- (2 _ ) Z 5[]“-lrl 1—[ 5lk _ k" Jk +
r! r+ 1) |xpmsmt a4 e AU

igsjo=1 k=

+ O(Ix %),

onde novamente usamos que g > 1.

Para concluir o calculo de P,[A];; vamos precisar de um lema algébrico.

Lema 3.2 Dado C € R, vale

" it C
iy iy X\
Z 5j11"'JrJ ( N W) [wol;; = Ix |2 [wi];),

igsjo=1

onde

[wol; = (Z)a;, [w1];; = (r " l)r |65 (1 — 2) = (1 - 62) ]

Demonstracao: Seja

Wi = 11 “ipl xlkx]k
Y z: = JrJ | | |x|2 :

lasjo=1 k=

30

(3.9)



Entao

n C <«
i1 eiyd i i E oy X e O
2: Ofrwjei |05 "0, |x|? Ojy ** " XaXjy* 0

a)ij =
imjuzl k=1
Cr
i1 iy . _1y+l .
+ — E O o XigXj oo X Xj o0 + -+ (=1) X Xjy o X, X,
|x| | x|
1<k<I<r
n C n r
_ fidi gt sir iy Wi
= Z Ojynjej 0570, X2 Z 5]'1---}',1251'1 XiXj -0 +
i(tsjuzl lasjo= k=1
[wolij [w1]i
C? <
il ..'iri il . . RS . . e e ir ...
T ORE 2 : 0y } : Oy = Xi X+~ XigXj - O oo
iasjo=1 1<k<i<r
[@]i}

C" <
r+1 2: iy
+ (_1) W 5j|...jrjxi1xj1 Xi, Xj, -
iamjarzl

[wrlij
Vamos calcular cada somatério separadamente. Temos

n n

[@olij= Y. & ot = g

irza,j(r—l lo=1

— ny\
[wolij = (r)5lj,

(3.10)

irj’

(3.11)

onde a ultima 1gua1dade segue do fato que existem exatamente ( ) escolhas para

i1 -1, tais que (5” e nao-nulo. Mais ainda,

[wil;; = Z MZ5 T XXy

iasja=1

_ E § iy -dgeipd

- 5 l"'_lk"‘lr]xlkx/k
k=1 i(y,jnzl

— ikl

a ( ) Z Z 0 i X

k=1 iy, jx=1

Vamos dividir em dois casos:
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1° Caso: i =j

Neste caso, para que 5’;(1[. seja ndo-nulo, devemos ter iy = ji, porém, com iy # i.

Assim,
n r n
[wili = Skixs
r—1 Tt
k=1 iy=TLsi#i
= n 2 + oo + 2 + 2 + .« e + 2
=\, r[* Xiop T X Xn
n
= r [lxl2 - xlz] .
r—1
2° Caso: i # j

Aqui, observe que 52’]. € ndo-nulo apenas quando i; = j, juntamente com j; = i.

Assim,

— n o\
[wi]i (r— 1);5;-/jxixj

n
- rXXxi.
r—1 /

Portanto, temos

[Z;T]ij = (Ff 1)7’ [5; (|x|2 _ xlz) - (1 - 5;))6,')6]‘] .

(3.12)

A prova do lema estard completa se mostrarmos que [w;];; = O para [ > 2,

onde

n
(07 . = il.“iri il ... . . . e . . ... ir
[wl]” : : 61'1"'/}/ : : 5]1 Ky X jiq Kig X jiy 5jr
iasja=1 1<k <-+-<k,<r

n
n —
(r -1 Z 5jk1"‘jkljxik1 Kjey =7 Ky X+
i(r»j(yzl 1Sk| <~~’<k,§r

Novamente considere dois casos. Se i = j entdo [wl]ﬁ € equivalente a
n . .
§ tky =ty oyl
Z 5]1(1 = Jiy Ky X jiq Kig X jig»
ianja=1 1<k <-<ki<rikn#i
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. ity ik,
ejaque 5jkl Y
€ simétrico nesses mesmos indices, esta soma claramente se anula, como desejado.

Agora fixe i e j tais que i # j. Vamos olhar inicialmente o caso [ = 2. Assim

it iy . .. . ..
i # 0apenas se j =iy, ou j = i,. Vamos assumir, por exemplo, que j = i,
1752

e tomar i, = k por simplicidade. Entdo a correspondente soma € claramente um
multiplo de

¢ anti-simétrica nos indices ji,, - - - , ji, € 0 produto x; x;, --- X; X;,

. 2 (ki jki)_ " 2( ki jki)_
XiX; Z Xy (6l.kj + 0y, ) = XiX; X \9%; = 9%;) = 0,

kik#i,j kik#i, j

e isto prova que w, = 0.

Um cancelamento similar ocorre quando temos / > 3 e i # j. [lustraremos
o argumento considerando apenas o caso / = 3, uma vez que no caso geral a
dificuldade € apenas notacional. Novamente 61;2 l;f ”;f; ; # Oapenas se j € igual aum
dos indices i, iy, ou iy,. A soma (3.13) se divide e consequentemente podemos
supor, sem perda de generalidades, que j = i,. Tomando iy, = ke i, = m a

correspondente soma é

0.

. 2.2 Jkmi Jjkmi Jjkmi Jjkmi Jjkmi Jjkmi
XiXj Z XX (6ikm i Okt Oimi F Otmii T Otis + O
k,m#i, j
Isto completa a prova do lema.
Finalmente, a demonstragdao da Proposi¢do 3.4 encerra-se apds aplicar-se o

Lema 3.2 com C =n/(r + 1) em (3.9). O
3.3 O Fluxo de um Fim Regular

Um ponto crucial na demonstracdo do resultado principal deste trabalho €
o célculo do fluxo de um fim r-minimo regular. Precisamos entdo recordar a

definicdo a seguir.

Definicao 3.2 Dado um (n — 1)—ciclo orientado a em uma imersdo r—minima
X : M — R™! 0 fluxo em a na direcdo de um vetor unitdrio v € R™!, é definido
por

Flux(a;v) = f(Pr[A]Vh, &Edo, (3.14)

onde & é a co-normal exterior ao ciclo « e h é a fungdo altura com respeito a v,
isto é, h(X) = (v, X).
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Observamos que o fluxo depende apenas da classe de homologia do ciclo a.
De fato, se @’ € um ciclo homdlogo a «, entdo a — @’ = 0€2, onde Q é um dominio
regular em M. Assim, pelo Lema 2.3,

f div(P,[AIVh) du = f L.(h) du = 0.
Q

Q

Aplicando o teorema da divergéncia, temos

f (P,IAIVA, E)dor =0,
0Q=a—a’

donde
f (P.[A]Vh,E)do = f (P,[A]Vh, &)do,

como queriamos.

Proposicao 3.5 Seja Cy o ciclo orientado dado por {(x, u(x)), |x| = R}, em um fim
r—minimo regular com razdo de crescimento a # 0 sobre um hiperplano 11; veja
Definicdo 3.1 Se %(r +1)<n<2(r+1),entdo

Flux(Cg;v) = (v, 1) v, Vol(S" ") a™", (3.15)

onde y, = ¢, (2 - L) (’r’), ¢, € como na Proposicdo 3.4 e n é a normal unitdria

r+1
positiva de 1.

Demonstracao: Suponha que o fim € um gréfico sobre o hiperplano horizontal
em R""!. Assim, se & é a co-normal exterior unitaria de Cg, temos & = N onde N

IN|”
satisfaz | |
X\ X 0 0
(13’0) “N+ <(13’0)’W (", )y (¥, 1),
onde Vu = (uy, ..., u,) e W» = 1 + |[V%/?. Portanto,
X I o x 0
N = (§,0)+WV I/l'l—a(—v I/t,l)
X x[(-Vou 1
= (E’O)””(x)'k( W W)
X X X -Vou 1
- (E,du(x) - I—e) +du() - [(o, 1+ (W W)]
(X X 1 X (00 0 2
= (E,du(x) . E) - Wdu(x) 'R (V u, |Viu| )
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Por outro lado,

VO
”—du(x) = (Vo V)| < vl 0P + ult
VOoup? I
- b Mi’l :|V0u|2(1—§|V0u|2+O(IV0u|4))
= O(Ix™),

de modo que

N(x, u(x)) = (I%,du(x) : %) + O(x ).

Se p = (x,u(x)) € um ponto de M, e T,M o seu espaco tangente, entdo a
aplicacdo definida por u(x) = (x, u(x)) determina naturalmente uma base em 7, M.
De fato, basta tomar B = {du(x)e; = (e;,du(x) - ¢;)},i = 1,...n, onde {e;},i =
1,...n, é abase canonica de R”. Assim, nesta base, o vetor coordenadas de N sera

™
Nlg=—| : [+O(x).
|x]

Xn

Sejav € R um vetor unitério. Para calcular Flux(Cg; v) devemos, por (3.14),
calcular (P,[A](Vh),&)r,m- Usando que P,[A] € simétrico e que Vi € a compo-
nente tangencial do vetor v, segue que

<Pr[A](Vh)"f>TpM (P [A](V ), _>TM

IN]

= N(" , Pr[A ](N)>T1,M

- N“’ PIAION) ).

A matriz de P,[A] na base 8B tem coeficientes dados pela Proposi¢do 3.4, logo
a i—ésima coordenada, 1 <i < n, de P,[A](N) é

ZPr[A]iij Z{ Crcir_l |:[(,()0]l'j n 1 | 1|2 [wl]l] + O(|x|"+z)} N/

=1 R

n
ca , n _ .
) |x]r— %1 Z[wO]ijN] r+ 1P 2 . [w1];; N7 | + z . |x| n+2 N.
x| 2 -
Jj=1
———

1 i I



Calculemos I, 11 e 111 separadamente. Temos inicialmente

I = Z[wo]iij
Z() (000

(1) + 00,

11 = Z[wl]iij
j=1

i( " ot = )= (1 =) ) (2 o)

n 2

X
= [ 8} (1P - ) = ;(1—5;)%@ +O(|x7?)
= (r ) [lexl ——x,|x|+ﬂ +O(|x| q+2)
= IXI q+2
e finalmente,
1l = Z Ol ) N/
- Zolxl‘"”( +0(xl" q>)
= Ofu )+ offt 1) ~0fixt ).
Portanto,
n ‘ & 1 + _n+d
;Pr[A]iij - lxl“‘ [(r) O™ = — 1| 50(1%) |+ Ofk ™)
oy o)==
- (i ot

36



onde na ultima igualdade usamos a hipdtese %(r +1)<n
Resta calcular a coordenada n + 1 de P,[A](N), que é dada por

i)

= -7 (n)cra + 011 ) Ol f) +

du(x) - P,[A](N)

|x|n 1
(|x| 1) Ol ”)+0(|x| 1) O(Ix™+%)
; ( )| o+ O™) + O™ ") +O(Ix™"")

+

+1
r+1

n\c.a o
- ) () o,

|n1

Assim,

n\ c,a - el
(V, Pr[A](N)>Rn+1 = ( ) g ViX; + O(|X| 2) +

n \(n\ca™! i,
* (2 o+ 1)(r) |x1 vast +O(A™)
n r+l1

n n\c,a g
+(2- ) . ns1 + O(1x[777),
( r+1 (r) |x|1 Vil (lxl )

Il
—_—
N S
N —
= |o
Tla
vike|
i

=

de modo que

n

1 n\ 1
—ca - ViXi+
[ ife = 3

1 q
+ ca™! (2 — rZ 1)(2)|x|”‘1 Vnel + O(lxl_"+2)} do

n 1 O vix
= ca — — do +
(r) fc N Zl RS
1 v 1 q
+ r’+1(2—n)nf—"+d+f—0R‘”+ do.
o 1)) S, MR ), NORTT) 4o

Fazendo R — oo (pois o fluxo depende apenas da classe de homologia) temos que
IN| = 1 e do converge para dwg = R"'dw, o elemento de volume da concha
= Rem R" = II. Aqui, dw € o elemento de volume de s c R

Flux(Ck, v)

esférica |x]|
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Comog<2e

n
f Z vix; dw = 0,
Snfl -1

devido a simetria do integrando, a primeira integral acima se anula no limite R —
+o00. Por outro lado,
OR™"%) dVg — 0,
Ix|=R
quando R — +oo, pois a concha esférica Cx em R” tem drea O(R"™!) enquanto o
integrando é O(R™"*%). Note que aqui usamos novamente a hipétese n < 2(r + 1).
Portanto,

I v,
Flux(C, v) = cra’“(Z— L )(”) lim Vnel e

r+1/\r Ch IN| R
ou seja,
FluX(CR’ V) = yrar+1vn+lVOl(Sn_l)a
onde y, = ¢, (2 - %) (f), como queriamos O
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Capitulo 4

Hipersuperficies r—Minimas com
Dois Fins Regulares

Neste capitulo final, usaremos os resultados desenvolvidos até agora para de-
monstar o principal resultado deste trabalho. Comecaremos com o seguinte lema

Lema 4.1 Seja M — R™! um hipersuperficie completa, mergulhada, r—minima
e orientada, com %(r +1)<n<2(r+1). Se M é eliptica e tem dois fins, ambos
regulares, entdo eles sdo paralelos com a mesma razdo de crescimento.

Demonstracao: Como M tem dois fins regulares, existem planos I1; e I1, tais que
cada fim € um grafico sobre um dos planos. Seja R suficientemente grande tal que
a intersecao dos cilindros de raio R com base sobre cada um dos planos contenha
a parte compacta de M complementar aos fins, digamos, Mg. Note que o bordo de
Mp € constituido por dois grificos, Mg = Cj U Cz, onde

Cr = {(x,u'(x)) : x €0, |x| = R}, Cx =0 u?(y) : y € T, byl = R},

com u' e u? possuindo razdes de crescimento a # 0 e b # 0, respectivamente.

Ora, C 11e e CIZe tém orientacdes definidas pela orientacao induzida no bordo de
Mpg, de modo que orientamos I1; e Il, de tal forma que a orientacdo induzida
nas esferas |[x| = R e [y| = R como bordos de discos em II; e Il,, coincidam
com as orientagdes de Cj e Cz, respectivamente. Em particular, estas escolhas
determinam os sinais das razdes de crescimento.
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Seja v um vetor unitdrio em R"*!, e & a funcdo altura com respeito a v, isto &,
h(x) = (v, x). Como S ,,; = 0, temos

f L,(h) du
Mg

_ f div P,[A1(Vh) du
Mg

0

(P,[AI(Vh), &) do

OMpg
fcl (P,[Al(Vh), &) do + fC2<Pr[A](Vh),§> do

Flux(Cp, v) + Flux(C#, v)

Assim, pela formula do fluxo (3.15), obtemos a equagdo
a™ v, + b v, m) = 0, 4.1)

onde 7;, € a normal unitdria positivamente orientada de I1;,i = 1,2. Aqui,a e b
sdo as razdes de crecimento dos fins.

Agora vamos considerar dois sistemas de coordenadas ortogonais em R""!
tomando as seguintes decomposicdes em soma direta

(X, xp11) €I @[], (Vs yns1) € 1L @ [1m2],

esejaO: I1; & [1] — II, @ [1,] uma transformagdo ortogonal sobrejetiva, que
preserve orientacdo, com On; = 1,. Usando isto em (4.1), obtemos

0 = d " v,m)+b"(v,0n)
= (" + 10Ty, )
= @+ b0, ),

donde a" v+ b0y € I1,, ou seja, OT aplica I1; sobre si mesmo e, conseqiiente-
mente, devemos ter 17, = n; ou 17, = —n7;. Em qualquer um dos casos, concluimos
que os fins sdo paralelos.

Voltando a (4.1), obtemos (a’*' + b"*'){v,17;) = 0, e tomando v = 7, con-
cluimos que @' + b™*! = 0. Se r é impar, entdo a"*' + b"! = 0 ocorre apenas
com o sinal negativo, donde |a| = |b|, ou seja o que significa que os fins tém razdes
de crescimento com mesma magnitude. Além disso, o sinal negativo nos informa
que 17, = —1y, asSim y,,1 = —X,41 € [y| = ||, 0 que significa que O restrito a I1;
€ uma transformacao ortogonal que inverte orientagdo. Se compararmos os dois
fins em um mesmo sistema de coordenadas, segue de y,;1 = —X,41 € |y| = |x| que
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u*(y) transforma-se em —u?(x), de modo que b transforma-se em —b. Assim, se
b = —a, os fins sdo assimptoticos entre si. Como M € mergulhada, podemos entao
deslocar um hiperplano a partir do infinito na dire¢do oposta aos fins. Este hiper-
plano tocaré pela primeira vez M num ponto em que todas as curvaturas principais
possuem o mesmo sinal. Mas a elipticidade de M implica que existem pelo me-
nos r + 1 curvaturas principais ndo-nulas, e isso contraria a r-minimalidade de M.
Logo, neste caso, a = b, como queriamos.

Se r é par, entdo temos duas op¢des. Primeiramente, pode ocorrer a’*! —b"*! =
0, donde conclui-se imediatamente que a = b e ; = —17,, como queriamos. Por
outro lado, se a"*! + b™*! = 0, entdio teremos a = —b calculados no mesmo sistema
de coordenadas, pois i7; = 1. Isto significa que se recalcularmos a expansio de u”
no sistema determinados por —1,, temos que as razdes de crecimento sdo iguais,
e a proposi¢ao estd demonstrada. O

Agora estamos aptos a demonstrar o resultado principal deste trabalho.

Teorema 4.1 Seja M C R"' uma hipersuperficie r—minima completa e mergu-
lhada, com % < =5 < 2. Se M é eliptica e contém exatamente dois fins, ambos

regulares, entdo M é rotacional.

Demonstracao: Pelo lema anterior, se escrevermos os fins em relacao ao sistema
determinado por x,,;, € apOs eventualmente transladar o plano I1; verticalmente,
eles terdo expansdo assimptodtica com razoes de crecimento opostos € com termos
constantes de sinais opostos, ou seja,

a n
u'(x) = —— + ay + O )
-2
© a
W(x) = ——— —ar + O T,
el 2

A partir deste ponto, podemos usar o conhecido argumento de reflexdo de R.
Schoen (veja [7], [3]), de modo que apenas esbogaremos as diversas etapas. Em
relacdo ao sistema de coordenadas das expansdes acima, considere o hiperplano
I, = {(x,0);x € R, onde t > O € fixado. Escolha R > 0 talque |x|] > R im-
plica u'(x) + u(x) < 2t, o que é possivel em vista das expansdes. Na notacdo
explicada no paragrafo que precede o Teorema 2.2, isto significa que B}, > B;-,
onde B = M N dC e C é o cilindro infinito tendo como base a bola |x| < R. Pela
Proposi¢ao 3.1 e Teorema 2.2, temos (M N C);, > (M N C)-, e fazendo t — 0
concluimos que Mj, > M,-. Trocando x,,; por —x,.; € repetindo o argumento
segue-se que My > M,+, de modo que de fato vale M, = M-, ou seja, M é
simétrica relativamente a reflexdo gerada por I1; = R".
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Para mostrar que M € rotacionalmente simétrica precisamos determinar seu
eixo de simetria. J4 sabemos que a expansdo de M no infinito é

{c, x) ar

u(x) = a + = + Ol (4.2)
FES i+ g O
de modo que fazendo x = y — 8 e utilizando o Lema 3.1, temos
a 3 a
A2y gl
a n ) 2
_ 1-(2- ) 0
|y|,+1 [ ( r+1 y|2 M (lyl )]
S — a(2— )<'8 2L oyl ). 4.3)
|y|r+| |y|;+1
Além disso,
(¢, x) (¢,y=p)
x| [y = Bl#1
_ ey (eP)
y—BIFT Iy - I
<C, }’> [ <ﬁ’ )’> -2 :|
= — |1+ +O(IyI™7)| -
o7 |+l P (1)
<C7ﬁ> [ <ﬁ’ y> -2 :|
—— 1+ + Oyl
o7 | el P (1)
€y) n {yXB,y) o
= 1 + y <ﬂ2y +O(|y| r+1 1)_
[y|7+1 r+1 |y|r+1+
_<C’ﬁ> _ n <C,,3></3,y> (lyl_i 2)
Wyl r+ 1 ylet?
€, y) o
= 2oy ). (4.4)
|y|r+|
Vale ainda que
ay _ ay
Wy - gl
3
= 2 [1—(4— § )<'B >+O(|y| 2)]
e r+1) P
= 6;2 —day (4 - 3n ) w;ny> (lyl Hl)
|yl7r r+ 1) yl=2
a 3n
) Iylri"z. = +0(bi) (4.5)



O (IxI71) = O Iy ~71). (4.6)
Substituindo (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6) em (4.2) chegamos a seguinte expansao para
uy —p) :

uy—f) = %_a(z_ n )<ﬂ,§>+<c,{>+
|y|r+1 r+1 |y|r+1 |y|r+1
_n a _3n
+O (Iy7#7) + |3f_4 +O(yP ).
yr+l

Mas O(|y|3‘r3T"1) C O(lyl‘ﬁ) , pois % < -4, e assim,

u(y-p) = “_2+<“( “pten |

NE

e e O(bi7™)

Escolhendo 8 = m e trocando y por x, temos finalmente
r+1

a n
uXx)= —7FF-,-=+a + ——— + O(|x]777). 4.7
W= s et e (Ix77) (4.7)

Como esta expansdo involve somente termos invariantes por rotacdes na coorde-
nada x, para concluir que M € rotacionalmente simétrica, é suficiente verificar sua
simetria em relagcdo a qualquer hiperplano que contenha o eixo x,,.,. Faremos isto
para o o hiperplano I, : {x; = 0}. Para tanto, seja B = M N{|x,.1| = A} = B"UB",
onde B* = M N {x,.; = £A} e A > 0. Aplicaremos o método da reflexdo a B,
relativamente a familia de hiperplanos I, : {x; = 1}.

Calculando a derivada de (4.7) com respeito a varidvel x;, temos

ou n X1 3n x| L
Ixe 2~ ) + 4 — +0 P ,
ox a( r+ 1/ |x az( r+ 1) |x| 2 (1 )

que é positiva para x; > t > 0 e |x| suficientemente grande. Assim, B+ é um
grafico sobre I1, com inclinacdo limitada. Mais ainda, como B* converge para
uma esfera quando R — +oo, vé-se sem dificuldade que B;, > B,-. Novamente
pelo Teorema 2.2, (M N {|x,41| < AD; = (M N {|x,41| < A}~ e fazendo t — 0
temos (M N {|x,41| < ADg. = (M N {|x,11] < A})o-. Novamente, trocando x; por
—x; € repetindo o argumento temos (M N {[x,,1| < ADg- = (M N {[xp41] < Ao+
Assim, de fato temos (M N {|x,+1] < ADg. = (M 0 {|x,41] < A})o-, € isto prova que
M ¢é rotacional.

O

43



Referéncias Bibliograficas

[1] Leite, M. L., Rotacional Hypersurfaces on Space Forms With Constante Sca-
lar Curvature, Manuscripta Math. 67 (1990),289-304.

[2] Hounie, J. and Leite, M. L., The Maximun principle for Hypersurfaces with
Vanishing Curvature Functions, J. Differential Geom. 41 (1995), 247-258.

[3] Hounie, J. and Leite, M. L., Two-ended Hypersurfaces with Zero Scalar Cur-
vature, Indiana Univ. Math. J. 47 (1998), .

[4] Hounie, J. and Leite, M. L., Uniqueness and non-existence theorems for
hypersurfaces with H, = 0, Annals Global Anal. Geom. 17, 397-407 (1999).

[5] Leite, M. L., The Tangency Principle for Hypersurfaces with a null Interme-
diate Curvature, X1 Escola de Geometria Diferencial. Universidade Federal
Fluminense - Instituto de Matematica, 2000.

[6] R. Reilly, Variacional properties of functions of the mean curvatures for hy-
persurfaces in space forms, J. Diff. Geom. 8 (1973), 465-477.

[7] R. Shoen, Uniqueness, Symmetry and Embeddedness of Minimal Surfaces,
J. Diff. Geom. 18 (1983), 791-809.

44



