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a embriaguez passa,

mas a estupidez dura para sempre.”

Aristofanes.



Resumo

Uma hipersuperficie £ C R™"! é r-minima se sua (r + 1)-curvatura (a (v + 1)-ésima funcdo
simétrica elementar de suas curvaturas principais) é identicamente nula. Se n > 2(r + 1)
mostramos que a hipersuperficie T-minima rotacionalmente invariante en R™*!, a saber, o n-
catendide, descrito em [HL1], é ndo-degenerado no sentido que ndo possui campos de Jacobi
que decaem suficientemente rapido no infinito. Combinando isto com a teoria de deformacao
em espacos de Holder com peso desenvolvida por Mazzeo, Pacard, Pollack, Uhlenbeck e outros,
obtemos novos resultados sobre a estrutura de hipersuperficies T-minimas com fins planares.
Por exemplo, mostramos que o espaco moduli M, i de hipersuperficies completas r-minimas
elipticas no espaco euclidiano R™™!, n > 2(r + 1), com k > 2 fins planares, tem a estrutura
de variedade analitica de dimensdo formal k(n + 1), que é realizada na vizinhanca de um
elemento n3o-degenerado. Mais ainda, produzimos novos exemplos de familias de dimens3do

infinita de hipersuperficies T-minimas obtidas por perturbacdes de catendides truncados.



Abstract

A hypersurface £ C R™"! is -minimal if its (r + 1)*"-curvature (the (v + 1)'" elementary
symmetric function of its principal curvatures) vanishes identically. If n > 2(r + 1) we show
that the rotationally invariant r-minimal hypersurfaces in R™*! (catenoids) first described in
[HL1] are nondegenerate in the sense that they do not carry Jacobi fields which decay rapidly
enough at infinity. Combining this with the deformation theory in weighted Holder spaces
developed by Kusner, Mazzeo, Pacard, Pollack, Uhlenbeck and others, we obtain new results
on the structure of r-minimal hypersurfaces with ends of planar type. For example, we show
that the moduli space M, . of complete r-minimal hypersurfaces in Euclidean space R™*1,
n > 2(r+1), with k > 2 ends of planar type has the structure of an analytic manifold of virtual
dimension k(n41), which is attained in a neighborhood of a nondegenerate element. Also, we
produce new infinite dimensional families of examples of r-minimal hypersurfaces obtained by
perturbing noncompact portions of the catenoids. These seem to be the first known families

of examples of noncompact elliptic r-minimal hypersurfaces without symmetries.

Vi
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Capitulo 1

Introducao

Seja £ C R™"! uma hipersuperficie orientada. Recordemos que existe uma tnica aplicacdo
N : X — S™ globalmente definida, a aplicacdo normal de Gauss, bem determinada a menos
de um sinal, que fixa uma orientacdo para X, e define o endomorfismo de Weingarten A :
TEZ — TX, A(v) = —DN(v), onde D ¢ a derivada (covariante) em R™"!. Os n autovalores
reais do operador A, considerado como endomorfismo simétrico de TZ, digamos Ky, ..., Kn,
sdo as curvaturas principais da imersdo. Para cadar=0,1,...,n, seja S, = S;(k) a r-ésima
funcdo simétrica nas entradas k = (Kq, ..., Kn ), conhecida também como r-ésima curvatura
da imersdo.

Dizemos que X é r-minima se S;;; = 0 identicamente. Dessa forma, em nossa terminolo-
gia, hipersuperficies minimas sdo 0-minimas e hipersuperficies com curvatura escalar nula sdo
1-minimas. E um fato bem conhecido, veja [Ro], que hipersuperficies -minimas s3o pontos

criticos, sob variagdes de suporte compacto, do problema variacional associado ao funcional

A (X) = J): S, dzx,

onde dX é o elemento de volume Riemanniano de L. Consequientemente, a construcao de
exemplos de hipersuperficies r-minimas produz solu¢des globais para este problema variacional.

Existem pelo menos duas familias bem conhecidas de hipersuperficies completas r-minimas.
Primeiramente, se M™ C R"1 & qualquer hipersuperficie segue-se que o cilindro M x R™ " C
R @ R™ " é r-minima. Mas note que estes exemplos tem vérias simetrias e ainda mais
nao sdo elipticos, no sentido que seu operador de Jacobi é nao eliptico; veja Definicdao 5 e
Observacdo 3. Recentemente foram ainda descristos exemplos invariantes sob a acdo candnica
do grupo O, x Oq em R™™!, p+q =n—+1 (para isso veja [SASN] parar =1 e [S] para T > 2;

O caso g = 1 corresponde aos catendides primeiramente descrito em [HL1], que iremos usar
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de forma crucial neste trabalho). Mesmo estes exemplos sendo elipticos, eles, por constru¢go,
apresentam simetrias. Assim, uma quest3o bdsica é se existem exemplos (completos ou n3o),
elipticos e nao-simétricos. Um dos objetivos aqui é precisamente exibir uma novas familias de
dimensdo infinita de tais exemplos. Frizamos que estes exemplos sdo obtidos por perturbacoes
de partes nao-compactas de um catendide r-minimo, n3o sendo portanto completos. Na
verdade, a maneira correta de interpretar tais exemplos é considera-los como solu¢des do
Problema de Plateau em que sdo prescristos o bordo e o comportamento no infinito.

A técnica ultilizada nesse trabalho aplica-se a uma classe de hipersuperficies r-minimas
cujos fins sdo modelados por catendides. Um problema crucial neste contexto é checar que
estes catendides sao ndo-degenerados no sentido de que, em coordenadas convenientes, ndo
possuem campos de Jacobi que decaem suficientemente rapido no infinito. Sob a hipdtese
n > 2(r + 1), que corresponde exatamente aos casos em que os catendides possuem fins
planares (veja Observacdo 5), isto é provado na Proposicdo 4. Este propriedade basica dos
catendides, juntamente com o calculo da expansdo da (r + 1)-ésima curvatura de um grafico
normal (veja Capitulo 5), é o ponto de partida para a otengdo de novos resultados estabelecidos
sobre a estrutura de hipersuperficies r-minimas com fins do planares, que é o objeto desta tese.

Consideremos inicialmente o espaco moduli M, i de hipersuperficies em R™ " n > 2(r +
1), com k fins, k > 2, cada um dos quais sendo assintético ao catendide no sentido que, a
menos de movimentos rigidos e dilatacdes, o fim pode ser escrito como um grafico normal
sobre o catendide por meio de fungdes que decrescem exponencialmente préximo do infinito
(veja o inicio da Se¢do 4.1 para uma discuss3o precisa deste ponto, que envolve consideragdes
sobre espacos de Holder com pesos convenientes). Admitamos ainda que os elementos de M, i
sdo elipticos no sentido do operador de Jacobi correspondente ser eliptico (veja a Definicdo
5). Apoiando-se na teoria de deformagdo desenvolvida por R. Mazzeo, F. Paccard, D. Pollack,

K. Uhlenbeck e outros (veja [MPU], [KMP], [MPo],[FP], [P]) provamos o seguinte teorema.

Teorema 1. Se n > 2(r + 1) entdo M, € uma variedade analitica com dimensdo formal

k(n + 1), que € realizada na vizinhanca de um elemento ndo-degenerado.

Dimensao formal significa naturalmente a dimensao calculado usando um teorema do
indice. O método de demonstracdo baseia-se no Teorema da Funcdo Implicita aplicado a
(r + 1)-ésima curvatura de graficos normais atuando em espacos de Holder com pesos apro-
priados. Enfatizamos que este método é geralmente aplicado a equagbes semi-lineares ou

quase-lineares (métricas conformes, hipersuperficies CMC, etc) e uma conseqiiéncia deste tra-
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balho é a confirmac3o da flexibilidade do método, pois mostramos que o mesmo pode ser
adaptado para lidar com hipersuperficies T-minimas, que é o caso bastante desafiador devido
ao carater totalmente nao-linear da equacao S,,; =0ser > 1.

Embora este resultado calcule a dimens3o esperada de M, x, ele ndo produz novos exem-
plos de superficies T-minimas completas. De fato, para k = 2, a dimens3o 2(n—1) corresponde
precisamente as deformacgdes induzidas pelos movimentos rigidos e dilatacoes, e para k > 3
nao foram construidos até agora exemplos nao-degenerados. Todavia, combinando os resul-
tados previamente mencionados sobre a n3o-degenerescéncia do catendide com a teoria de
deformacdo é possivel construir, como mencionado acima, novos exemplos de hipersuperficies
T-minimas obtidas por perturbacdes de catendides truncados. Para descrever tais resultados,
consideremos a seguinte notacio. Como sempre, n > 2(r + 1). Decompomos L2(S™ 1) nos
subepagos correspondentes aos autovalores inferiores (0 < A; < n—1) e superiores (A; > 2n)
do Laplaciano em S™ ! e denotemos por 7} e 717, respectivamente, as projecdes de C2*(S™1)
sobre estes subespacos. Do mesmo modo, se g € C2>*(S™1), escreveremos g = g + g1
para a decomposicdo correspondente.

Agora, seja C o catendide r-minimo descrito na Secdo 3.1 e Gy C € o catendide trucado
definido por x,,11 = 0. Claramente, 3Cy ~ S™!. Se ||.|[c2a«(gn-1) é a norma de Hélder de

C2,oc(Sn71),

Teorema 2. Existe € > 0 tal que se gi1 € my; (C**(S™1)) satisfaz

llgrillcaagn1y <€,

ent3o existe um tnico grafico normal r-minimo sobre Cqy, assintdtico a Cy no infinito, e asso-

ciado a uma fungdo u : Cg — R que coincide com gi; em 9C.

Isto pode ser pensado como um tipo de problema de Dirichlet sobre Gy com compor-
tamento prescrito no infinito e com pequenos dados de fronteira forcados a permanecer em
711 (C2*(S™1)) ou ainda como um tipo de problema de Plateau em que o bordo e o compor-
tamento no infinito sdo prescritos, o bordo sendo uma pequena perturbacdo normal de 0C,.
Mas note que a perturba¢do normal no bordo restringe-se a funcdes em 7ry; (C2*(S™1)).

Este trabalho é organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos algumas ferra-
mentas, conhecidas na literatura, necessdrias para o manuseio da teoria posterior. No Capitulo
3 é apresentada a caracterizagcao dos catendides e explicitamente calculadas todas as suas for-

mas fundamentais, inclusive os coeficientes do endomorismo de Weingarten. Neste capitulo



Capitulo 1. Introducgao 4

s3o ainda determinados o operador de Jacobi e os campos de Jacobi do catendide No Capitulo
4 é apresentada a teoria analitica do operador de Jacobi em espacos de Holder com pesos,
e é demonstrada ainda a n3o-degenerescéncia do catendide. No Capitulo 5 é determinada a
expansdo da curvatura (T + 1)-curvatura de graficos normais sobre hipersuperficies r-minimas

e finalmente, no Capitulo 6 s3o apresentadas as demonstragcoes dos teoremas acima descritos.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas definicdes basicas sobre hipersuperficies em R™ ™1, tais
como o endomorfismo de Weingarten, r-minimalidade, o operador de Jacobi, campos de Jacobi

e elipticidade.

2.1 Algumas definicoes basicas

Seja ™ «— R™"! uma hipersuperficie orientavel no espaco euclidiano. Neste caso existe uma
aplicacao globalmente definida N : £ — S™, conhecida como aplicagdo normal de Gauss, que
€ unicamente determinada a menos de um sinal e fixa uma orientacao para X. Definimos entdo
o endomorfismo de Weingarten, A, : T, — T,S*™ = T,Z, p € X, por A,(v) = =D, N(p),
onde D denota a conexdo de Levi-Civita usual em R™ 1. Como cada A,, é um operador auto-
adjunto em T,L, existem n fungdes k; : L — R, conhecidas como as curvaturas principais da
imersdo, que sdo exatamente os auto-valores de A,,.

Lembremos que o polinémio caracteristico de A é

n

det(tl, — A) =) (—1)'Sit" ", (2.1)

1=0
onde S; é a l-curvatura da imersao, ou seja, S| é a l-ésima funcdo simétrica elementar nas

curvaturas principais {ki}I*;, de modo que

Si(Ky, ..., Kn) = Z Kiy - - - Ki,.

1<ii<...<ir<n

Definicao 1. Uma hipersuperficie £ C R™*! é r-minima se S;,1 = 0.
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Definicao 2. A r-ésima transformacio de Newton de & C R™*! & definida indutivamente por
Po=1,, P,=S51I1,—AP._1. (2.2)
Equivalentemente,

P. = i(_l)isriAi-
i=1

Obs 1. Note que se {ei}* ; € uma base de T, que diagonaliza A, ent3o tal base também

diagonaliza (P.),.

As seguintes propriedades das tranformacdes de Newton podem ser encontradas em [BC].
Lema 1. Paracadal <r<n—1, temos

1. P.(ei) = S.(€i)ei, onde S, (€:) = Si(Kq, ..., Kiy oory Kn) = 0k, Sr41(K1, ooy Kn )

2. tr P, = (n—1)S,;

3. tr AP, = (v +1)S;41;

4. tr AP, = S$:S,41 — (v +2)S, 0.
Definicdo 3. O operador linear L, : C?(X) — C°(X) € definido por

L. (f) = tr (D*f o P;) =div P, (V) (2.3)

onde D?f é a matriz da Hessiana de f.

Obs 2. A segunda igualdade acima € valida apenas em espagos de curvatura seccional cons-

tante, veja [Ro].

2.2 O operador de Jacobi

Como mencionamos na Introdugdo, hipersuperficies r-minimas sdo pontos criticos de um certo
problema variacional. E natural, por conseguinte, considerar o operador de Jacobi correspon-

dente.
Definicdo 4. Se ¥ C R™ é r-minima, o operador de Jacobi L, : C?(X) — C°(X) é dado por

Lu=Lu—(r+2)S,»u. (2.4)
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Definicao 5. Uma hipersuperficie L C R™ r-minima € eliptica se seu operador de Jacobi é

eliptico.

Obs 3. Resultados em [HL1, HL2, HL3] demonstram que uma hipersuperficie T-minima L é
eliptica se satisfaz S, # 0 em todos os seus pontos. Uma maneira equivalente de expressar

essa condicdo é que valha posto(A) > 1 em todos os pontos de X.

Definicdo 6. Uma funcdo u € C?(X) é um campo de Jacobi se L,u = 0.



Capitulo 3

As hipersuperficies -minimas

rotacionais

Neste capitulo apresentamos uma descricao detalhada das hipersuperficies r-minimas de rotacao
em R™!, doravante denominadas de catendides. Apés introduzir coordenadas adequadas nes-
tes catendides, calculamos explicitamente seus invariantes geométricos e campos de Jacobi, e

determinamos suas propriedades assintéticas.

3.1 O catendide r-minimo

Seja € C R™! uma hipersuperficie de rotacdo em torno do eixo Xn.1 com curva perfil
a: 1 c R — R"! dada por «(t) = (O, ..., 0,p(t),t). Assim, C pode ser parametrizada

como

S™ I xI>3(0,t)— (p(t)d,t) e R, (3.1)
com campos coordenados dados por
ex = (p(t)04,0), e =(p'(t)0,1), a=1,..n—1. (3.2)

Aqui, a linha denota derivagdo com respeito a t. Dai, se (,) é o produto interno usual em

R™*1 a métrica induzida em € é
Jap = (€ar €p) = PzchBv grr = (€1, €r) = p?+1, gor =0,
onde 0xp € a métrica em S™ 1. Assim, se escrevemos
w? =p”? +1, (3.3)

8
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a matriz (gij) da métrica covariante em C assume a forma

2
pcoy; 0
(945) = : (3.4)
0 w2
Note que estamos usando a seguinte convencao para indices: 1 < o, 3,... < n—1, 1<
1,3,... < n. Note ainda que a matriz (g¥') da métrica contravariante é
N p~2c9 0
(") = : (3.5)
0 w2

Obviamente, N = w~1(0, —p’(t)) é um campo normal unitdrio a €, de forma que N, =

w1(0,0), e usando que ey = (0p”,0), os coeficientes da segunda forma fundamental sdo
bocB = _<NB, eOC) = _Wilpo-ocﬁr btt = <ettv N> = Wilp"l boct — Ov

ou seja,
-1
—pW™ "0y 0
(bi)’) = ! . (36)
0 p/"wt

Desse modo, a matriz (ai) do endomorfismo de Weingarten é

—1,,,~1
. i —p w | I 0
(a}) = (g") - (b)) = " , (3.7)
0 p''w3
e as curvaturas principais correspondentes siao
K=K =..=Kn1=—p W'l Kk =p'w?3 (3.8)

O resultado a seguir encontra-se em [HL1].

Proposicdo 1. Se C é uma hipersuperficie T-minima de revolucdo (catendide) entdo a curva

perfil p = p(t) com p(0) =1 e p’(0) = 0 satisfaz a equacdo diferencial ordindria
p/2 + 1 — pqn,r' (39)
onde qn,y =2n—1r—1)/(r+1).

Demonstracdo. Vejamos inicialmente que, devido a (3.8),

n—1\ . n—1



Capitulo 3. As hipersuperficies T-minimas rotacionais 10

Como X é r-minima teremos, apds algumas simplificacGes,

K . K¢
r41 n—r—1

Dai, usando a expressdo das curvaturas principais em (3.8), temos

1 3

pflwf B p//wf
r+1 n—-r—1'

donde, usando (3.3), temos!

1 20"
qn,TB - 1+ p,2-

Multiplicando isto por p’ resulta

Loy = Lin( + 072,

dt dt
donde
pqn.r — C(]. + p/2).
Usando as condigdes iniciais em p conclui-se que ¢ = 1, como queriamos. O

Obs 4. A proposicdo anterior classifica, a menos de movimentos rigidos e dilatacdes, as

hipersuperficies T-minimas de rotacdo (catendides) em R™*1.

Obs 5. Note que, como a funcdo perfil p é par, ela estd definida num intevalo maximal

(—T,T), 0 <T < 4+00. Mais ainda, T < 400 se, e somente se, a condicdo de planaridade
n>2(r+1) (3.10)

se verifica. A terminologia deve-se ao fato de que esta condicdo distingue precisamente aqueles

catendides que possuem fins planares, ou seja, que sdo assintoticos a hiperplanos.

3.2 O operador de Jacobi dos catendides

No sentido de determinar o operador de Jacobi dos catendides, serd conveniente reparametriza-
los, introduzindo um novo sistema de coordenadas. Em conformidade com a Observacio 5,
suporemos a partir de agora que todos os catendides considerados possuem fins planares, ou

seja, que seja valida a condigdo de planaridade (3.10).

INote que (3.9) implica que p nunca se anula.
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Seja x : R — (=T, T) um difeomorfismo crescente que serd escolhido convenientemente.

Ent3o, se P(s) = (p o x)(s), temos

W2(s) +X3(s) = W3(s)en,r,

onde o ponto denota a derivada com respeito a s e ¢, € uma constante positiva a ser

escolhida. Segue-se que
P(s) = p'(t)x(s) = V2(s) = p'(1)*X3(s),
implicando assim que

P(s)2eny =0 (s) +X3(s) = X3 (s)(p()* + 1) = X*(s)w(s) ",

donde
X(S) =V Cn,rw(s)l_%qn’r RV, Cn,rlb(s)pn'rn (311)
onde
1 2(r+1)—n
nr — 1—2 nr— 4 )
P, 2 rr1 0

em virtude da hipétese de planaridade n > 2(r + 1).
E natural agora exigir que X satisfaca a equacgdo (3.11) e a condi¢3o inicial x(0) = 0. Por
simplicidade escreveremos (s) = p(s) e x(s) = t(s), de modo que (3.11) tomard a forma

£(s) = \/Cnrp"™". (3.12)

E facil verificar agora que, em termos do parametro s, a curva perfil satisfaz

0> =cny (p° — p*Pmr). (3.13)

Esta equacdo diferencial permite determinar precisamente o comportamento assintético
de p. Com efeito, note que, como n > 2(r + 1), segue que p,, < 0 e portanto para s

suficientemente grande, tem-se que p?"»" ~ 0 e entdo

p ~ :t\/ CnrP

sendo p ~ \/Ch,,pparas >0e p~—,/Ch.p para s < 0, acarretando que a fungdo p tem
0 comportamento assintético da funcdo exponencial etV o que serd representado por

p ~ etVenrs | embrando-se ainda que

: 2pnr—1
P = CnrP—PnrCnrP P

k
= CnrP —PnrCnrP ™,

temos os seguinte resultado.
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Proposicao 2. A expansdo assintética da funcio perfil é

p(s) ~ ae®Verrs 4+ O (eFVenrknrs) (3.14)

onde knr =2pn,—1=3—-2n/(r+1) <0 e a é uma constante positiva dependendo de n

er.
Feito isto, consideremos a nova parametrizacao
(0,s) — (p(s)0,t(s)), (0,s) € S xR,
cujos campos coordenadas sao
ei(6,5) = (p(s)0:,0), es(8,s) = (p(s)8, t(s)).

Os invariantes diferenciais de C podem ser facilmente calculados em termos das novas

coordenadas. Assim, a métrica g é

(OFF: 0
(gij) = 02 )
0 cnr
e o vetor normal unitdrio é
1 .
N(B,s) = (t(s)0, —p(s))

Como egs = (PO, t) temos

1 .
bes = (ess, N (tp — tp),
ss = (€ss, N) = e (tp —tp)
e ainda
1 .
Ny = (t04,0)
VN R
leva a
boqg = —<€(3, No(> = 1/2t0‘,x|3 pp“vrcaﬁ.
Note também que bg, = 0.
Lembrando agora que (3.9) implica
"= §qn,rpqn'r_1
e que p = p’t implica tp = p”t3 + pt, temos
tp—pt  _, _ 1 _ 1
u 1/2p 19// - _qn,rcn,rpqn'r 2H3Pnr = _qn,rcn,rppn'r,
V/CnrP 2 2
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donde a segunda forma fundamental de C é

- Oij 0
(byy) = —pPrr .
0 _Eqn,rcn,r
Por outro lado,
1 o 0
2

P 0 ct

n,r

(9V) =
e assim a matriz do endomorfismo de Weingarten de X é

) ) d_1 0

(a) = (g"™)(biy) =—p™ 2 "
O _Eqn,r

Para futura referéncia, mencionamos ainda que a terceira forma fundamental de ¥, definida

por Top = (N, Np), é dada por
Top = diag(k?, ..., k%, k2). (3.15)

Obs 6. Note que como os invariantes diferenciais do catendide dependem de p, funcao cujo
comportamento assintotico é completamente determinado pela Proposicdo 2, segue que o

comportamento assintético destes invariantes também o é.

A determinagdo da constante c,, . introduzida acima estd vinculada a simplicacao da ex-

pressao do operador de Jacobi. Para esse fim, note que, se M, + = Py — 2,

Pr(eS) = Sf(é\s)es = (n_ 1) (_pmn'r)res = (—1)T <Tl— 1) Dm“”es,

T T

e, além disso,

P =Si@les = |(" ) omr = Jans (T2 7 ) om]

Seja agora u € C2%(Q)), onde Q C C é aberto. Se V é o gradiente em €, temos

n—1 n—1
g o i I
Vu = E uige; + usg®tes = E Uip “0''ep +UsCr P "€,

i=1 i=1
donde
n—1
Pr(Vu) = > wgfe +usg™e,
i=1
n—1

= ) wp 20"Pr(er) +ucc,hp Prlel),

i=1
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implicando assim que

(_l)r n—2 = r—2 _ii T n—1 — T—
P (Vu) = T+1 T ;ulpmnr %0 ei + (—1) r UsC nlrpmnT 2es-

Desse modo,

(_1)r n—1

n—2
L.(u) = E 0i(4/det(gsy)uip™ ™ 25t
(u) T+ ( ) det( gl, = 9iy ) uip
n—1 71 \/7 2)
-1)" Ch det(gi; Jusp™mrT
) ( - ) det 91) (g jJUspP

n—1

(—1)" (n— 2) » 1
= MnrT— 0i(4/det(oy; ulcr
r+1 r )P \/det (o) Z : )

i=1

x
[

n—1
e G X

—1)"/n—2 n—1\cL

— ( ) ( )pmn,rT2Au+ (_1)r( ) n, s(p Dn,rus)
r+1 T T pmn
—1)"qn,, (n—1 —1\ b

= U (M) gz (e () S g,
2(n—1) T T pm

onde A é o Laplaciano em S™!. Escolhamos agora ¢, » pondo

S 2(n—1) _ n—1)(r+1)

qn,r n— (T‘+1)

de modo que

(_l)ran n—1 2 (_1)1‘an n—1\ 1 B
LT’ - -’ T Mp T A L _as Pnr s).
u 1) . )P u+ 1) v )on (pPmrug)

Por outro lado,
n—1 1 n—1
N — — —Qnr -1 T M (r+2)
Sri2 Kr+2> 24 ’(r+l>}( J'p

o (=D)mn—-r—1) (n—l) s (72)
T rr12(r+2) P |

T

donde

(—1)'ngn, /Mm—1
— 2 ST - 7 T mn,r(T+2)_
(r+2)5rs2 2(r + 1) r )P

Como consequiéncia, temos a seguinte expressao para o operador de Jacobi:

(_l)ran n—1 _9 (_1)1‘an n—1\ 1 -
LT‘ - - Mn T A ! _as Pn,r s
ST 2mep\ e )P Yoo (P77

pTl.
(_1)rnqn,r n—1 Mnr(142)
+ 2(r+1) T P t
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Note que, apds algumas simplificagdes,

poy e (BD72(n—1) -1 -
T . T P

= p PAu+ 0s(p Prrug) + n((rn—i—_l;) priu (3.16)
Consideremos agora o operador de Jacobi normalizado
Ly pMT’TL] (ppg'r> , (3.17)
donde
Enu= 00, (p7 70, (p" ) ) + Aut %pz—fﬁu. (3.18)

Desenvolvendo o primeiro termo de (3.18), temos

030, (pra (o ) ) =557 [ (P57 +1) 0 207 0 T ut B

Recordemos agora que (3.13) implica
p 207 = Cnp(1—p?mr72)
eainda p = cn . (p — Pnrp?P~ 1), donde
PP = Cnr(l =P,
seguindo-se assim que

2
n,r nr n C
pn2 d, <p—pn,ras <p%u>> _ p;,r Crr (_p;,r + 1) pQ_E?u— %u_k Ossll.

Desta forma,

2
Lanu = 0gsu + Au — T%cn,ru + en,rpz’r%u, (3.19)

onde
NCnrPn,r TL(TI B ]-)
4(r+1) r+1

Proposicao 3. O operador de Jacobi normalizado Ly ao longo do catendide € dado por

Cnr =

Ln=D+en,p 9, (3.20)

onde
D=0gs+A—cnrdd, dnr=—Pn./2. (3.21)
Obs 7. Veja que a condicdo de planaridade (3.10) implica p~ 9 = p> T — 0 quando
p — 00, 0 que acontece quando s — o0o. Desta forma, as solucdes da equacdo Du =0 tém o

mesmo comportamento assintético das solugcdes da equagao Lnuw = 0, os chamados campos

de Jacobi normalizados.
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3.3 Raizes indiciais e campos de Jacobi normalizados

A Proposicdo 3 e a Observacdo 7 reduzem o problema de determinar o comportamento as-
sintético das solugcdes da equagao Lnu = 0, ou seja, campos de Jacobi normalizados, ao

problema correspondente para Du = 0. Para tanto, seja X; uma auto-fungdo de A corres-

pondente ao autovalor Aj, isto é, Ax; = —AjXj. Se u = e”*x; € solugdo de Du = 0 temos
que

(V2 = A — cnrd} )e7x; =0, (3.22)
donde

Y =N+ cnrdd

Com base nisso definiremos as raizes indiciais pondo

Y =/ +cenrdd (3.23)

ComoAg=0,A; =...= Ay =mn—1e Ay ;1 = 2n as raizes indiciais tomardo a forma

n
Y& =+vCnrdnr YT = imdcn,r e Vi =%/2n+cn,d2,,

e assim por diante. Conclui-se que o comportamento assintético das solucdes da equacdo
homogénea Du = 0, e portanto dos campos de Jacobi normalizados, é determinado por
funcdes da forma evi s,

Observe agora que se X é um campo vetorial em R™*! que deixa invariante? a equacdo
Syi1 = 0, entdo u = (X, N) é campo de Jacobi, donde v = p~ "2 u é campo de Jacobi
normalizado. Determinaremos agora o comportamento assintético destes objetos para os

Casos a seguir.

1. Considere o campo vetorial X = (0, ...,0,1) que gera uma translacdo ao longo do eixo

de revolucio de . Temos N = w~1(0t, —p), onde W? = t2 4 p? = cy, »p?, e portanto,

_ —1; I UL —1/2 —1-Pmr .
U=—W p=V=p 2 U=-—C, /P 2 p.

Lembrando o comportamento assintético de p segue que

T +
v~op przn N ei«/Cn,rdn,rs — eYO S,

e assim

+
v~ eYos,

2A invariancia é no sentido de a equac3o S,,; = 0 ser invariante ao longo do fluxo local do campo X.
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2. Tome agora X = (pB, t), o vetor posicdo associado a dilataces. Teremos
u=w(pt—pt),

implicando

ve oy = c*1/2 Prr (py/Crrp™™ — pt).

Note agora que t = \/Cp ,pP™" € assim t ~ ,/C,, ,eP"VEnrS o que confirma o fato de
t ser limitado como fung¢do de s. Assim, com base nas ultimas afirma¢des o comporta-

mento assintdtico de v é da forma

vV~ ppg'r — p*dn,r ~ eq:dn,r\/cn,'rs — eY(:]FS

Note que o sinal no expoente da exponencial é F e ndo £ como nos outros casos, em

. — +
virtude de v ~ Y0 % quando s — 400 e v~ eY0® quando s — —o0.

3. Considere translagdes ao longo das dire¢des e, j = 1,....,n — 1, ortogonais ao eixo de

rotacdo de C, gerando

u=mw 1t:C 1/2p\/_ppnr_ppnr 1,

donde

(3.24)

Usando que 23 —1 = — segue que

_n__
2(r+1)

Vv~ ei T+1) VEenr$ — eylis

4. Finalmente, considere rotacoes de € em torno das direcGes ortogonais ao eixo €, 1.
Temos

u=w"'(tt+ pp),
donde

__Pnr Pn,r

v=p T u~p 2 p e Y2t /CrrpT 4 py/Crrp)

Como p ~ \/Crnrp et = ,/Cr, PP tem-se

Pn, Pn, Pn, _n +
v~ BTl g 2L L g L LT VoS — evis,

Aqui foi usado que p 2" 1t é limitado.
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Obs 8. Note que é crucial a hipétese de planaridade (3.10) nesta andlise, pois a mesma

depende do fato de t = t(s) ser uma funcdo limitada.

Obs 9. Note que temos um campo de Jacobi no item 1, outro no item 2, n campos no
item 3 e n campos no item 4, totalizando uma familia de 2(n + 1) campos de Jacobi. Pela
andlise prévia, os campos de Jacobi normalizados correspondentes possuem comportamento

assintdtico determinado pelas raizes indiciais v, ey .



Capitulo 4

Analise do Operador de Jacobi

Neste capitulo discutiremos as propriedades analiticas do operador de Jacobi normalizado Ly,
definido em hipersuperficies r-minimas com fins planares, em certos espacos de Holder com

peso.

4.1 Analise do operador de Jacobi no catendide

Sejam « € (0,1) e m > 0 um inteiro. Se Gy é o catendide truncado definido por s > 0 ent3o,
para cada 4 € R, podemos considerar o espago de Holder EJ"*(Cy) formado pelas fun¢des w

em Cp tais que a norma

5

| W {[m,0,56= suple™ " Wlcma(fs,s 41 xsn1)

$>0
é finita. Aqui, |.|cm« é a norma de Holder padrdo. Consideremos agora hipersuperficies r-
minimas £ C R™"! que podem ser decompostas em uma parte compacta, digamos X, e k
fins, Eq, ..., Ex, k > 2. Admitamos ainda que cada fim E;, a menos de movimentos rigidos e

dilatacdes, pode ser escrito como um gréfico normal X; sobre Cy, significando que

Pn

Xi=Xo+p 2 wN,

comw € E;"%(Co), & € (Yni1.Y1)- Aqui, Xo é a parametrizagdo de Cyp. Mais ainda,

suponhamos que L é eliptica; veja Definicao 5.

Definicdo 7. O espaco de todas as hipersuperficies T-minimas ¥ C R™"! cumprindo as

condigdes acima sera denotado por M y.

19
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Se X € M, x e d € R podemos definir o espago de Holder com peso E{"*(X), requerendo

a finitude da norma
Kk

| Wl as= Wis lome + Z I Wig, [[mos -
i=1

Note que, se & < &', a inclus3o

EFr — &%
é continua. Mais ainda, usando a identificacao dada pela representacao gréfica, a funcdo p
pode ser transplantada para cada fim e entdo estendida para X como uma funcdo positiva.
Como resultado, o operador de Jacobi normalizado Ly pode ser similarmente estendido e

define um operador limitado
Ln: EPVX(Z) — EP2%(X).

Definicao 8. Uma hipersuperficie I™ € M, € nao-degenerada se o operador de Jacobi

normalizado Ly : E2%(L™) — EY¥(L™) € injetivo para & < 7 .
Proposicao 4. O catendide C é ndo-degenerado.

Demonstracdo. Aqui, adaptamos um argumento de [KP]. Seja w = Z]. wj a decomposi¢cao
em auto-funcdes das solucdes de Lnw = 0, que por hipdtese s3o limitadas por e®S. Entdo
cada wj é solucdo de Lg)wj =0, onde Lg) é a projecao de Ly sobre o j-ésimo auto-espaco
de Agn-1. Para cada 0 < j < m, wj; deve ser entdo uma combinagdo linear dos campos de
Jacobi discutidos no final do capitulo anterior, de modo que, pela nossa escolha de d, temos
wj; = 0. Mais ainda, w; decai no maximo como €3 ® para j > n+ 1. Temos ainda por (3.24)
que v = pﬁ(pl é solucao de

L) =o.

Note ainda que v tem comportamento assintético do tipo €Y1 * e, além disso, que a funcio
ve = v —&w;, § € R, torna-se positiva no infinito, uma vez que wj se anula ai mais
rapidamente que v. Agora, se &y é o supremo dos nimeros reais & tais que vy > 0, segue que

Vg, tem um ponto minimo, no qual v¢, se anula. Entretanto, a equagao L](\]I)Wj = 0 fornece
2 _
0 = asst — 7\jo — Cn,rdn,rwj + €nrpP qn’TWj
—\2 —dn,r
= assVVj - ('Yj ) Wj + €nrP an Wj,

donde,

—\2 —qn,r
DssWj = (v5 )Wy —enrp” Trwy.



Capitulo 4. Analise do Operador de Jacobi 21

Temos ainda
LV = dgv—Av— Cnrdd v+ en p IV =0,
implicando que
Ossv = (y1 )2V —enrp 9w,

Usando que 055V, = 055V — EgOssWj, temos

assvéo - (Y;)2VEO + en,rpiqn'rvao = [('Y;F - (’}/;)2]\),

implicando assim que 0ssvg, < 0, o que contradiz a existéncia do ponto de minimo para a

escolha de &y. Logo, w = 0, como desejado. O

4.2 O espaco de deficiéncia

Como vimos na Sec3o 3.3, sobre o catendide existe uma familia de dimensdo 2(n + 1) de
campos de Jacobi. Logo, se E; C X, X € M, i, é um fim, podemos transplantar para E; estes
campos de Jacobi, de forma a obter campos que s3o assintoticamente de Jacobi. Estes serdo
denotados por ‘{’i’i, j=1,..,2(n+1). Sobre cada fim considere a funcdo de corte x*) que
vale 1 na parte infinita contendo E; e 0 na regido de E; préxima de X, sendo estendida como

zero no complementar de E;.
Definicao 9. O espaco de deficiéncia é

Wi = [X(i)\yii} '

i=1,..,k;j=0,1,....2(n+1)
donde
dimWs =2k(n +1).

A importéancia de Wy aparece na seguinte proposi¢do; veja [FP],[KMP], [MPU], [MPo],
[P].

Proposicao 5. Se L € M, € ndo-degenerada e 6 € (v, ,1,Y,) existe um operador de
Jacobi estendido

On: E2%(5) @ Wy — £9%(),
que € limitado e sobrejetivo. Mais ainda,

~ 1
dimker Ly = zdimWZ =k(n+1). (4.1)
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Demonstracdo. Daremos aqui um esboco da demonstraciao, bastante conhecida, deste resul-

tado. A nao-degenerescéncia e dualidade implicam que
Ly E23(Z) — £23(D)

é sobrejetivo. Entdo, se f € E2%(Z) — E%%(X), existe u € E¥(Z) tal que Ln(u) = 1.
Agora, pelo Lema da Decomposi¢do Linear [MPU], [KMP], [P], u = us + uw,, com us €
8%’“(2) e uw, € Wx, o que prova a existéncia de Ln. A prova de (4.1) consiste em identificar
dim ker EJN com a metade do indice relativo de um certo par de operadores, o qual pode ser
localmente calculados em cada fim, que contribui com 2(n+1) para este indice relativo, como

queriamos. [

Obs 10. Esta andlise depende crucialmente da hipdtese de planaridade n > 2(r + 1), visto
que, neste caso, L € uma hipersuperficie do tipo Assintoticamente Localmente Euclidiana,

uma classe de espacos para os quais a teoria de deformacdo mencionada acima se aplica.



Capitulo 5

A (r 4+ 1)-curvatura de graficos normais

Nesse capitulo, calculamos a (v + 1)-curvatura média de graficos normais sobre uma hipersu-

perficie T-minima.

5.1 As formas fundamentais de graficos normais

Seja X : I™ < R™"! uma hipersurperficie e consideremos {x'}I ; coordenadas locais em £™.
Representemos por {e;}I*; o referencial coordenado oriundo destas coordenadas. Denotaremos
por N o campo vetorial normal unitdrio definido em ™, que lhe confere uma orientacdo.

Consideremos entdo coordenadas para uma vizinhanga tubular TX definidas por

qeT— (t,x},....,x") e RV
onde
q=X(xt . ooox™) FIN(X(XE L x™)
para X(x!, ..., x") € X. Teremos, em virtude disto, que os campos coordenados na vizinhanca
tubular sao
Ei:ei—i—tNi, i=1,..., n,
e ainda

A métrica Euclidiana (gi;) em TX é
gy = (EL. E5) = (er, e5) +t({ei, Nj) + (g5, Ni)) + t*(Ny, Nj)
= gij — 2tbij + t2T1j,

23
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e ainda, gio = 0 e ggo = 1. Se u € C>*(Z™) tem norma suficientemente pequena, o grafico

normal sobre X é a hipersuperficie cuja parametrizacao é
Xy = X+ uN.
Seu espa¢o tangente serd gerado pelos campos
e = D¢ Xy = e + N +ulNj,

de modo que

gi = uiEo + Ei.

Denotaremos por A o (1, 1)-tensor I,, — uA, com matriz de coeficientes

/\} = 6} — ua},

ou ainda, apds baixar indice, temos o (0, 2)-tensor correspondente
A = g AX = g:: — ubss
1j Jik j Jij ij-

Com esta notacdo,

gi == /\165 + uiN.

Note que nesta secdo estaremos usando as notacgdes classicas do Célculo Tensorial, incluindo
a convencao da soma de Einstein.
Denotaremos os coeficientes da matriz inversa de A, A™' = (I, — uA)~! por hi. Uma

direcao normal a X,, pode ser escrita como

~ 1
N = EN + oFey,

com «* e B a determinar. Mas

~ 1 X 1
0=(N,e) = Eui + /\]i“kgjk = Eui + Ao,

donde

1 . 1 .
o™ = __uih{glm — ——uih““,

P P

onde h'™ = g™'hi. Segue que

~ 1
N = E(N —h'™uwen),
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e escolhendo B de sorte que (N, N) =1 teremos
B? =1 —hig*n wu;. (5.1)
A métrica sobre o grafico normal X,, tem como coeficientes
gij = (€1, €1) = gij — 2uby; + Ty + wiu,
onde Ti; = (Nj, Nj) sdo os coeficientes da terceira forma fundamental de X.
Calcularemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental gi]' associada ao grafico
normal X,,. Temos inicialmente
D¢ & = 0i(AfOX+wyN) = 0i(Af)ex + AF0:0X + uyN +u; Ny
= 0i(AN)ex + AfDeer +uyN + 5Ny,
donde
(D¢, 85, N) = Af'by + uy = by; — ualfby + uyj,
e ainda,
(Dg.6j,em) = ai(/\r)gkm + /\}<<Deiek' em) — U a]fgkm
= 0:i(Af)gkm + AfTHGrm — 150{ Giem,

o que fornece

(Dg.¢j, h'™Mwen) = ai(/\}‘)hlmgkmul + /\}‘F{khlmgrmul

—u; a‘fhlmgkmul
= (A hpw + AT hiw — wjafhiug,
e de mao desse resultado segue que
B(Dg ¢, N) = by; — ualbi 4wy — 0 (AN hju — AT hiwg 4+ afhjuju.

Se

K= det(I, —uA) =Y (—u (5.2)

1-0
e M} = Kh} é o co-fator de A, temos

KB (Dg,ée;, N) = K(by — ua}(bik +uy) — ai(/\}()MLul
—ATHMiu + afMpujy
= K(bij — uakbik + uij) + ai(a‘-‘)MLuul + Q?Mtuiul

—IEMiw + af i M + afMjuuy,
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e utilizando a conhecida expressdo da derivada covariante do endomorfismo de Weingarten
A = (af), qual seja,

K _ Kk Lk Kl
aji = ai(ai )+ ajril - rij'

a ultima expressao tornar-se-a

KB(Dg&;, N) = K(by —uafbu +wy) + (af; — afTH + oy T Mypwu +
+afMpui — IMiw + af T Miuw 4+ afMug
= K(by — ua}‘bik +uy) + a}fiM}cuul
+akTiMpuw 4+ afMpuiu — MM

= K(bi; — uafby + wy)
+(afu — T + afThu+ afu; + afu) My,
onde as componentes M s3o dadas por

M! = (—1)k*tdet AL,

com A} sendo uma matriz obtida de A removendo-se a k-ésima linha e a l-ésima coluna.
Assim, a soma

Miu, = uy(—1)* Tt det AL

é a expansao de Laplace, com respeito a k-ésima linha, do determinante Dy obtido da matriz

/\ substituindo-se a k-ésima linha da mesma pelo vetor
(Ug, ..., ug, ..., Un).

Mais explicitamente, numa base ortornormal principal, o determinante Dy é calculado como

1—uk; --- 0
def 1
0 - 1T —uKky

implicando dessa forma que

Dy = w (1 —uSy +uSop + -+ (=1)™u™S, 1),
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onde Si = Si(K1,...,Kk,...,Kn). Aqui, o sinal sobre a curvatura indica que a mesma foi

omitida. Temos ainda que
K=1-— LLSl + U-232 + ...+ (—1)“u“Sn.
Lembrando-se que os calculos acima ndo dependem de coordenadas, obtemos

Kf?)gij = K(bij — ua}‘bik + uij) + (a]!fiu— Ffj + afFf]u—I— a}‘ui + a!fuj)Dk
= (1 — LLSl + u282 + ...+ (—1)“u“Sn)(bij — ua}‘bik +ui]-) +
uk(a}fiu — FE + afTru + a?ui +

T

+a‘fu])(1 — uSl,k + u252,k 4+ ...+ (—1)“u“Sn,1,k)
e separando os termos do lado direito em sua parte linear e parte pelo menos quadratica tem-se

Kﬁgij = (1 — uSl)bij — ua}‘bik + Uy — Fi];uk + (.Pij (u, Uy, ukl)

= (1 — uSl)bij — ua}‘bik + Ui ;j + iPij(u, Uy, ukl)

onde u;; = Uy — ukl}‘;, sao os coeficientes da hessiana intrinseca enquanto U, e Uy re-
presentam, respectivamente, a derivada da fungcdo u com respeito a k-ésima coordenada do
sistema de coordenadas {(x')}]" ;, e uyy, as derivadas de segunda ordem de u em relacdo as
mesmas coordenadas.

A expressdo de Pi; é dada por

:Pij == (u282 + ...+ (—1)“u”8n)bi,- + (—uSl + U,252 + ...
A (FD)™MUMSL ) (—uafba + uy) +
uk(a;iu - F£§ + a*Tfu + a}‘ui + a‘fuj)(l —uSy . +uSy + ...

T

A (=D)™MUMS k),
ou ainda, levantando o indice 1,

(P} = (uSy+...+ (—1)“u”8n)a} + (—uS; +u?S, + ... (5.3)
o (1)MuSy) (—ualay + g™ ug) +
g u(alu—T 4+ afThu+ afus + afuy) (I —uSy +u?Sa + . ..

r'sj

R )

Vemos dai que fP} é um polindbmio de grau n + 1 nas varidveis U, Uy, W cujos coeficientes

dependem dos invariantes geométricos g*!, al, ai,, TYT.
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Obs 11. Pondo u = v, onde ¢ sera escolhida de forma conveniente a posteriori, teremos

u1=¢iv+¢vi=¢(%v+v>

e ainda

Ui = Gyv + divy + d5vi + dvyy = ¢ (de;] + % 5+ d(;]\)l +V)

e dessa forma o polinbmio T} pode ser descrito como

n+1

TP] Z defPl (Vv vim),

k=2

onde iP]? (%) € um polinémio homogéneo de grau k, nas varidveis v, vi, Vi, cujos coeficientes

b

dependem de g*', a}, af |, %, % e L.

5.2 A linearizacao da (r + 1)-curvatura
Pelos calculos anteriores, j&4 sabemos que

9y = i —2uby + 1Ty 4w

= gi(0f — 2ua¥ + u’rf + ukuy)

= gika,
onde
K K Kk 2.k K
Gj =8 —2uaf +u'ry +utu, (5.4)
e ainda,
K[?)gij = (1 —-uS;)by; — ua}bu +ug; + Py (u, g, wy)
= gik ((1 — usl)a}< - ua}a]f + u]j + TPT)
= Qika,
onde
HE¥ = (1 —uS;)alf —uajaf +uf + PL. (5.5)

Usaremos isto para calcular a (r + 1)-curvatura média de X, que denotaremos por S, 1(u).

Tendo em vista a expansao

det6 —Ea i
1=
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onde Si(u) é a l-curvatura de Xy, e usando que a} = aikgkj e, portanto, gy af = by,

podemos escrever

K“Bndet(gij)Z(—t)lsl(u) = K"B"det(gy; — thy)
1=0
= det(KPBgi — tKBgﬁ)
= det(KBguGF — tguHY)
= det(gux) det(KBGK — tHE),
Dai obtemos
det(9y) + 1 k k
KTL n _t — K . —tH
B _det(gﬁ)Z( )'Si(u) = det(KBG} i)

1=0

e comparando os coeficientes de (—t)'*! temos

ndet(gi;)

KB fetlay)

Sera(w) = ) det(KBG}...H. .H;"'. KRG}

il<...<ir+1

= ) (KB)“ T ldet(G]...H.. H . G],

) )
<. <iry1

o que fornece a identidade

det Ni' i i n
K‘”“B‘”Hﬁgi;;sm(u) = > det(G}...H'... H™ .. .G]),

<. <irj1

que escreveremos na forma

Ser(u) = > det(G}...HI._ . H". .G}, (5.6)

)
il<...<ir+1

onde, por definicdo,
det(gi;)
det(gyj) """

Se substituirmos u por &u em 8,1, teremos uma familia a um parametro & de funcdes

8rp1(u) = KT

(u). (5.7)

Sr11(&u), com & = 0 correspondendo a superficie inicial ™ e & = 1 ao grafico normal X,,.

Estaremos agora interessados em calcular

d

= d_i EZOSrH(iu)y (5.8)

SrJrl(u)

a linearizacdo de 8. 1. Nesta secdo, a mesma notagdo sera reservada para a linearizagdo, em

relacdo a &, de outros invariantes dependentes de w.
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E evidente de (5.6) que vale
Srir(u) = > ) det(G]...G}...HI. H .G+ (5.9)
Lij<..<irs1 igl
> ) det(G]...HP.LHFLHTLLGLY,

Iip<..<irg1 1<k<r+1

onde } ;; _ _; , indica soma sobre todos os multi-indices do tipo indicado. Note que

excepcionalmente nesta secdo, pontos representam linearizacao.

Note agora que Sy41(Ew)le—o = Sri1.

Mais ainda, usando (5.1) e (5.2), vemos que

o termo complicado, digamos Y'(u), que multiplica S, 1(u) no lado direito de (5.7) satis-

faz Y(&u)le—o = 1, e isto é parte do que é preciso para demonstrar a seguinte importante

proposicao.
Proposicdo 6. If £ C R™*! & r-minima entdo Sy41 = Syi1 = L.

Para confirmar isto, devemos calcular o lado direiro de (5.9) em & =0, que é

Z Zdet(éjl...—Qua}...a}l...a}r“...6;‘

<. <iyg1 i€l

Z Z det(f);l . a}l

<. <ipy1 ISkSr+1

_1iatk gk
uaka

l.d.de (5.9);—0 = ) +

e uSla}k + u_l)-“ —
alt &™)

usando o linearidade do determinante tem-se

Z Zdet(éjl...a}...a]?l...a}r“...é?)

Lig<..<irg1 igl

Z Z det(é}...a}l...a}k...a}*“...é}i)

Lig<..<ipp1 1<k<r+1

l.d.de (5.9)‘5:0 = —2u

—uS 1

+ E E det(6j1...a;1...u.lj"...a}”l...é}‘)—l—
Lig<..<iry 1<k<r+1

. 1 i ik k ir1 n
u E E det(d5...a;' ... a)faf ... q .. 67)

Iij<..<ipyg I<k<Kr+1

—2u(r +2)S; 0 —u(r +1)S:S,41 +
—|—I_TLL —u (SIST+1 - (T + 2)ST+2)

Lou— (T’ + 2)Sr+2uy

onde na ultima igualdade foi usado o fato de X™ ser r-minima.
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5.3 Os termos nao-lineares da (r + 1)-curvatura

Em virtude da Proposicao 6, é natural supor, a partir de agora, que X é r-minima. Determi-
naremos entdo a estrutura dos termos nado-lineares, isto é, de ordem pelo menos quadraticas
em u e suas derivadas, da (r + 1)-curvatura de Z,,.

Consideremos as seguintes abreviac¢des:

H?‘d:efa}—l—uL}%—iP}, [+

i i ik
; ; uSla]- +uj —uaga;.

Em virtude de

)

Sra(w) = ) det[G}...H'. H L G]Y,

Iii1<...<ir+1

o termo n3o-linear (pelo menos quadratico) serd

4u? Z det[éjl...a}f...a?l...a?”l...5T‘]

) ) )

k,m¢gI
+u2Zdet[6]1 r}‘ a}l. a}r“ &'
kel
+Zdet[6)~1. uky; a;’ a}r“ 5]
kel

kgl 1<mgr+1

+ Z det[é%...a?...a}l...L}"...L}"‘...a?r“...én]

j j
1<k, m<r+1

+...—|—det[rj1...a}‘...a}1...L}m...a}*“...r?]
+ det[u'y; . ..L}l . ..L}r“ CoumMy)

+ ) detls...alt. PR alt ST

j j
1<k<r+1
+det[rj1 e 3’;1 o TP;T“ .07
+detluly; . .. PP utyl,
Substituindo novamente u = ¢v, onde ¢ é a funcio auxiliar que aparece na Observacio

11, temos a seguite proposicao.

Proposicdao 7. Se L C R™*! é r-minima, ento vale a expansio a seguir para u = dv:
Sra(w) =Lr(w) + ) $°Q4(v), (5.10)

onde o indice satisfaz 2 < o < n(r + 3) e os polinémios Q, sdo homogéneos de grau o e

dependem das varidveis (v, vi, vij), com coeficientes dependendo da geometria de ¥.
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Obs 12. Um ponto extremamente importante nas aplicacbes desta proposicdo € que, no caso
especifico dos catendide, a dependéncia dos coeficientes em questido podem ser determinados
em fungdo perfil p, que contém todas as informacbes sobre a geometria. Desse modo, o

comportamento assintético destes coeficientes pode ser similarmente determinado.



Capitulo 6

Perturbacoes de hipersuperficies

r-minimas

Neste capitulo, utilizaremos a teoria desenvolvida até agora para demonstrar os Teoremas 1 e

2, apresentados na Introducao.

6.1 Estrutura local de M, x: o Teorema 1

A demonstracao do Teorema 1 baseia-se nas Proposicoes 5 e 7, que sugerem uma maneira
natural de construir uma familia de dimens3o k(n+ 1) de hipersuperficies r-minimas perto de
um elemento n3o-generado. Com efeito, se £ € M, . é ndo-degenerada e u € C*>*(X) possui

norma suficientemente pequena, considere a hipersuperficie £,, dada como grafico normal
Xy = X + pP~/?uN, (6.1)

onde X é a parametrizacdo de X. Se for possivel mostrar que a regra que a cada u associa
a (r + 1)-curvatura de X, define uma aplicacdo suave N : U — 82’“(2) numa pequena
vizinhanga U da origem de £2*(Z) @ W5 cuja derivada na origem é precisamente L entdo
uma aplicacdo do Teorema da Func3o Implicita prova a existéncia da familia de dimens3o k(n+
1)de hipersuperficies -minimas predita pelo Teorema 1. A demonstracdo desta afirmacdo sobre
N é conseqiiéncia de estimativas cuidadosas envolvendo a expansdo (5.10) na Proposi¢do 7.
Na verdade, estas estimativas serdo efetuadas em cada um dos fins E; de £ que, conforme

sabemos, s3o assintdticos a um catendide.

Para provar o Teorema 1, note que se n' =n + 22 em virtude de (3.16) e (3.17) e por

33
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(5.10), temos

Pn,r

PSra(w) = Ln(uw) +p™ Y d°Q6(p 7 b M) (6.2)

a menos de constantes multiplicativas. Devemos mostrar entdo que o lado direito de (6.2)
tem 8%“—norma finita se w = us + uw, for suficientemente pequena, onde d € (v, 1, v1).
Como uw, gera uma deformagdo normal que é r-minima no infinito, contribuindo portanto
com um termo de suporte compacto para o lado esquerdo de (6.2), somente temos que nos
preocupar com os termos de ordem pelo menos quadratica avaliados em us sobre E;.

Observemos inicialmente que

V<Y1 = n+cnrdf
n
= VCnr + d%L,T‘
n,r

onde ai usamos o fato de que, como r > 1, tem-se “;—i’l

— < 1. Assim, para qualquer o,

/ Pnr _ ! Pnr
| p™ d°Qs(p 2 & 1U5) lo,ws = Slil; e éspn $°Q(p 2 ¢ 1u6) | 0.
sz

Pn,r

_ Pnr Pn,r _
= sup | %" I 200 (0 b M) e,
sz

Lembrando-se que, assintoticamente, p se comporta como evV™r$, teremos

e*ésppg,r72 - efése—\/cn'r(l—o—ﬁ)s _ e[—6—1/cn,r(l+ﬁ)]s < 1,

onde ai usamos que

Prr n
T o= (14—
2 (+2(r+1)>'

além da estimativa para —d acima apresentada. Isto nos permite concluir que

oo pur n o pr
| p™ d°Q0(p 2 & us) loas < sgg!p 299, (p 7 ¢ Mus) leow . (6.3)
sz

qn,r

E hora de implementar a substituicio u = ¢v na Proposicao 7 com a escolha ¢ =p~ 2.

O ponto importante aqui é que esta escolha de ¢ nos permitird mostrar que a dependéncia
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dos coeficientes de Q, na geometria do catendide possibilitard compensar a poténcia p™*2

no lado esquerdo de 6.3. Para ver isto, note inicialmente que gi; ~ p* e a} ~ p I, em
virtude da Observagdo 6. Por outro lado, obsevando que termos com indices levantados tém
pelos menos uma poténcia do tipo p~2, provinda da métrica contravariante, e que simbolos
de Christoffel ndo contribuem com poténcias de p, iremos rastrear a maior poténcia de p que
pode ser colocada em evidéncia no termo n3o-linear de 8, 1(u) de forma que os coerficientes
ainda permanegam limitados.
Vejamos inicialmente que, em virtude da hipdtese de planaridade (3.10), temos que —(T%l) <

—2. Assim, um termo com contribuicio do tipo p~ 71 serd considerado “melhor” que um termo
do tipo p~2. Tem-se ainda que, por (5.3), ﬂ’} possui a sua ‘“pior” contribuicdo em poténcias

de p no termo g*TXuy, que tem contribuicio p—2. Isso ocorre em virtude de todos os outros

sj

n

termos possuirem pelo menos um fator a}, que é do tipo p~ 1. Por (5.5), cada H} tem sua
pior contribuicdo no termo fP)? e no termo u;ij, que também s3o do tipo p~2. Temos ainda que,
por (5.4), a pior contribuicdo de G} ocorre em &}, que ndo contribui com poténcia alguma
de p para o produto. Toda essa analise implica que os “piores” termos da parte nao-linear te

Sy41(u), no sentido de contribuicdes de poténcias de p, devem ser do tipo em que aparecem

k
sjukl

n — (v + 1) entradas 6}, provenientes de G} e r + 1 entradas dos tipos u}j ou g**T
vindas de H]1 conforme discutido acima. Desta forma, na expressdo dos termos ndo-lineares

™1 de forma que os coeficientes

de 8,,1(u), pode-se colocar em evidéncia a poténcia p—2!
do fator restante ainda s3o uniformente limitados.

Em virtude destas consideracdes, temos que a maior de tais poténcias é p~2("*1) que
acontece no polindmio de grau 0 = 1 + 1, de modo que a poténcia de p que aparecerd no

lado direito de (6.3) serd

n+2 —dnrlrtl o) 1—r
Y 2 <1

p p =p

uma vez que 1 > 1. Desse modo, voltando a (6.3), existem expressdes polinomiais Q° com

coeficientes /imitados tais que

’ bnr bnr
o™ $°Qc(p 2 & us) [lows < SL;IS\QI;(P > ug) oo
s>
( T+ )
= sup | QY(e e p T Uy [eon -
s>0
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Usando agora que

- _ n _ (pn,r + qn,r)
6 < YI - vV Cn,rz(r+ 1) - vV Cn,r 2 ’

temos finalmente que

55 65 (Pn,r+dn,r)

/ pnr
| p™ $°Q6(p 2 & Mus) [lows < SliP’Qg(e e’ p 2 ug) eow
s=>0
< sup | Qg(efésus) | 0.
s=>0
< csuple Pug (S
s>0
< s (13 0s

onde na terceira desigualdade foi usando o cardter polinomial de QY. Isto evidentemente

mostra que para € > 0 suficientemente pequeno,
U={u="1us+uw, €Er%Z)dWrs;l[usllo,as + lluwellws < €}
define uma vizinhanca da origem onde a aplicacao
u— N(u) = p™' 8y (u)

dada por (6.2) e tomando valores em €2%(X), é suave (de fato analitica) e tem Ly como
derivada na origem. Dai, o resultado segue pela Proposicao 5 e o Teorema da Funcao Implicita.

Concluiremos esta secdo com outra interessante aplicacdo do método desenvolvido acima.
Seja M?,k o espaco definido similarmente a M, y, exceto pelo fato que os movimentos usados
para ajustar cada fim a um catendide restrigem-se a dilatacbes e translacbes ao longo dos

eixos. N3o-degenerescéncia, neste caso, é dada pela seguinte definicao.

Definicdo 10. £ € MO, é ndo-degenerada se Ln : E3%(Z) — EY*(X) & injetivo para

d<vyg-
Entdo usando uma simples variagao dos argumentos apresentados acima, obtemos

Teorema 3. MO, é uma variedade analitica de dimens3o virtual k.

6.2 Pertubacoes de catendides truncados: o Teorema 2

A teoria desenvolvida anteriormente também pode ser aplicada para construir novos exemplos

de hipersuperficies T-minimas otidas por perturba¢io de catendides truncados. Como antes,



Capitulo 6. Perturbacoes de hipersuperficies T-minimas 37

comecaremos desenvolvendo a teoria linear na proposicao seguinte, que sobre a invertibilidade
global de L,, sobre o catendide truncado €y, dado por s > 0, sujeito a dados de fronteira

sobre 0Cy ~ S™ 1,

Proposicao 8. Se b € (y;rl,yl_) entdo para cada f € E2%(Cy) existe w € E2*(Cy) que é

a unica solucdo do problema de valores de contorno

LNW = f, em Go

miuiyw = 0, sobre 0C,.

Além disso,

W||2,0.5 < ¢||f|lo.a,s para alguma constante ¢ > 0.

Omitimos a demonstracdo desta proposicdo, por ela ser uma consequéncia bem conhecida

da Proposicdo 7; veja [FP],[KP]. Assim, se definimos
[E3%(Co)], = {w € €2%(Co); 1w = 0 sobre 9Co },

entdo Ly : [8%’“((‘30)]1 — 82’“((‘30) é um isomorfismo. Equivalentemente, por dualidade,

para qualquer @1 € 711 (C2*(9Cy)) existe um lnico v € 8%’“((‘30) que resolve o problema

Lnyv =0, em (g

v =@, sobre 0C.

Mais ainda, a aplicacdo R : 11 (C?*(9Cy)) — 8%‘“(@0), v = R(@11), € limitada.
Estamos interessados em hipersuperficies T-minimas X,, que sao graficos normais sobre o

catendide truncado Gy, no sentido que vale
Xu - XO + ppn,r/zuN'

onde X, € a parametrizagdo do catendide. Por (5.10), X, é r-minima se e somente se u = ¢v

é solucao do problema de valores de contorno

Lau = Q(u) em G

u = @ sobre 0C,

onde

Qu) =—p™ Y $°Qq(p"?d M)

De outro modo, escrevemos uw =w + R(@1) e tentamos resolver

Law = Q(w + R(er1))), we [8%0‘(60)]1 :
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As estimativas na demonstracdo do Teorema 1 mostram que se escolhermos ¢ = p~9nr/2

entdo existem €’, €” > 0 dependendo somente da geometria de Cq tais que
Z:Ber(0) X Ber(0) C mr(C*¥(0€o)) x [E3%(Co)], — ET%(Co)

dado por
Z(@,w) =p"' 81 (W + R(@m1)) = Law — Q(w + R(@11))

é uma aplicacdo bem definida e suave, e obviamente um zero de = fornece uma solucdo para o
nosso problema. Mas a derivada de = com respeito a segunda entrada em (0, 0) é precisamente
o operador invertivel L. Assim, uma aplicacdo do Teorema da Funcdo Implicita nosdd € < €’
e uma aplicacdo suave & : B.(0) C 711 (C>*(0Cy)) — Ber(0) tal que Z(1r1, &(@rr)) = 0

para qualquer @1 € B¢(0), como desejado.
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