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Resumo

Neste trabalho, consideramos funcionais paramétricos elipticos como generalizagdes na-
turais para o classico funcional drea. Calculamos a primeira variagdo de tais funcionais
e, a partir da equagdo de Euler-Lagrange, definimos a curvatura média anisotropica de
uma hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana como generalizacao natural
da curvatura média usual. Em seguida, estabelecemos a féormula da segunda variacdo e
classificamos as hipersuperficies rotacionalmente simétricas que possuem curvatura média
anisotrdpica constante. A fim de compreender a estabilidade dos exemplos rotacionais,
deduzimos a primeira e a segunda férmulas de Minkowski. Além disso, no contexto
anisotropico, apresentamos as equagdes fundamentais de Weingarten, Codazzi e Gauss
e, por fim, estudamos a harmonicidade da aplicacio de Gauss.
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Abstract

It is stated that critical points of a parametric elliptic functional in a Riemannian man-
ifold are hypersurfaces with prescrebed anisotropic mean curvature. We prove that the
anisotropic Gauss map of surfaces immersed in Euclidean space with constant anisotropic
mean curvature is a harmonic map. In the case of rotatioally invariat functionals in some
homogeneous three-dimensional ambients, we present a abridged version of a existence
result for constant anisotropic mean curvature surfaces as cylinders, spheres, tori and an-
nuli corresponding to the anisotropic analogs of onduloids and nodoids.

In the Euclidean case M = R3, examples of stable critical points are provided by the
Wulff shapes associated to functional F'. Paralleling the case of constant curvature mean
spheres, a characterization of Wulff shapes is provided, which answers affirmatively a
question posed by M. Koiso and B. Parmer in [13].
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Introducao

O surgimento da no¢do de curvatura média estd intimamente ligado aos primeiros des-
dobramentos histéricos do Calculo de Variagcdes. Superficies de curvatura média nula,
descritas nao-paramétrica e localmente como gréficos, extremizam a drea, segundo a abor-
dagem cléssica de Lagrange, retomada depois por Gauss em sua magistral deduciao da
primeira variacdo da 4rea. Por sua vez, a equacdo de Laplace-Young, um dos pilares da
Ciéncia dos Materiais e da Mecanica dos Fluidos, caracteriza superficies de curvatura
média constante como interfaces em equilibrio entre a tensao superficial e a pressdo exer-
cida pelas duas fases distintas.

Curiosamente, se remontamos a deducao formal da equacdo de Laplace-Young, cons-
tatamos que, descartando a hipdtese de que a pressdo dos fluidos separados pela inter-
face seja isotrépica e que, portanto, obedeca a Lei de Pascal, alteramos, naturalmente, a
condi¢do de equilibrio. No caso isotropico, em que o tensor de pressdo € diagonalizado
com autovalores todos iguais entre si, o vetor curvatura média € colinear ao vetor que re-
presenta, por dualidade, o tensor de pressdao. Todavia, considerando pressdo anisotropica,
surge, na equagao de equilibrio, uma discrepancia entre os dois vetores e o segundo passa
a constituir um analogo anisotrépico do vetor normal. A divergéncia deste campo vetorial
¢, por defini¢do, a curvatura média anisotrépica da interface.

Isto ilustra que a no¢do de anisotropia ja estd implicita nos tratamentos primordiais
da Geometria Diferencial das Superficies, em estreita conexao com modelos fisicos. Sur-
preendentemente, conquanto seja um topico raramente abordado na formacgdo basica em
Geometria Diferencial, sendo virtualmente omitido na literatura usual, o estudo da cur-
vatura média anisotrépica encontrou nichos naturais em diversas ciéncias e aplicagdes,
como € o caso de seu reiterado aparecimento nas Ciéncias Bioldgicas ou na Computagdo
Grafica. Da Cristalografia, por exemplo, provém a no¢ao anisotrépica de esfera, a forma
de Wulff, descoberta no inicio do século passado pelo gedlogo russo de mesmo nome.

A estabilidade da forma de Wulff ou o fato de que corresponda a uma solugao do pro-
blema isoperimétrico para um funcional paramétrico puderam ser demonstrados apenas
por recurso a alta tecnologia da Teoria Geométrica da Medida. Mencionamos, a proposito,
o artigo expositdrio [25]. Sob a tutela de pesquisadores na area de Teoria Geométrica
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4 SUMARIO

da Medida tais como J. Taylor, F. Almgren, B. Whyte, entre outros, a no¢do de cur-
vatura média anisotrépica tornou-se um tema de intensa e profunda investigagcdo, em que
contribui¢des fundamentais sdo mencionadas de passagem em [?]. Problemas elipticos e
parabdlicos oriundos da formulagdo analitica, ora do problema de Plateau, ora do fluxo
pela curvatura anisotropica sdo, até o presente momento exaustivamente estudados.

Paralelamente ao tratamento via Teoria Geométrica da Medida, a curvatura anisotrépica
tem sido também o objeto de métodos proprios da Andlise Geométrica, abordagem da qual
citamos as contribui¢des de Hildebrandt, Sauvigny, H. von der Mosel, entre outros. Re-
centemente, devido em grande parte ao trabalho de Bennett Palmer e Miyuki Koiso, um
considerdvel esforco de pesquisa tem revisto este topico com estratégias proprias da Ge-
ometria de Subvariedades. Destacamos, neste sentido, contribui¢des recentes de Haizhong
Li e colaboradores.

Todavia, na literatura concernente que nos foi dada a conhecer, as nocdes de anisotropia
e de extremizagao dos funcionais paramétricos sdo ou desenvolvidas no espago euclidiano
ou em termos locais com o auxilio de coordenadas. O uso de coordenadas locais nao
afeta calculos locais, visto que a homogeneidade das lagrangianas paramétricas conserva
o funcional por mudancas de coordenadas. Esta covariancia, contudo, ndo € partilhada
pelas férmulas variacionais locais, que ndo t€m carater tensorial. Portanto, permanece
em aberto nas referéncias especializadas um tratamento covariante, tensorial, da curvatura
média anisotropica em variedades Riemannianas.

Por esta razdo, devotamo-nos a encontrar uma formulagcao adequada da teoria em am-
bientes riemannianos que, permita, em particular, investigar as hipersuperficies imersas
em formas espaciais com curvatura média anisotropica constante ou prescrita. A seguir,
descrevemos, em linhas gerais, o plano da tese.

No Capitulo 1, apresentamos alguns fatos geométricos basicos sobre o fibrado tan-
gente e a métrica de Sasaki que embasaram, no que segue, a devida formulacdo varia-
cional da curvatura anisotropica em ambientes Riemannianos. A primeira variacdo da
area e a caracterizagdo variacional das hipersuperficies com curvatura média anisotrépica
pres-crita sdo deduzidas no Capitulo 2. Ainda neste capitulo, redefinimos a curvatura
média anisotrdpica como trago de um anélogo anisotrépico do tensor de Weingarten. No
Capitulo 3, tentamos reproduzir a teoria cldssica de hipersuperficies em variedades Rie-
mannianas em termos dos andlogos anisotrépicos do tensor de Weingarten e da segunda
forma fundamental. A equacdo de Codazzi anisotrOpica assegura que, para superficies
em R3 com curvatura média anisotrépica constante, a aplicacdo de Gauss anisotropica,
com imagens na forma de Wulff adequada, é harmonica. Isto demonstra afirmativamente
conjectura posta por M. Koiso.

O exemplo natural das formas de Wulff para lagrangianas paramétricas no espago eu-
clidiano ndo pode ser facilmente reproduzido em variedades para as quais ndo temos a
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estrutura vetorial de R™™! e a teoria cldssica de corpos convexos resultante desta estrutura.
Ao invés de confrontar o problema de existéncia de pontos criticos para funcionais ar-
bitrarios em ambientes igualmente arbitrarios, devotamos nossa atengao, no Capitulo 4, ao
uso de métodos equivariantes para assegurar a existéncia de pontos criticos de funcionais
rotacionalmente invariantes em ambientes Riemannianos como as formas espaciais € 0s
produtos de formas espaciais por uma linha euclidiana. Tais métodos podem também ser
empregados em geometrias homogéneas tridimensionais como o grupo de Heisenberg e as
esferas de Berger.

Nos capitulos 5 e 6, respectivamente, deduzimos a segunda variacdo do funcional
paramétrico eliptico em torno de um extremo e demonstramos algumas formulas integrais.
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Capitulo 1

Preliminares

Em [6], U. Clarenz e H. von der Mosel enunciam a férmula da primeira varia¢do para fun-
cionais elipticos paramétricos no espaco euclidiano. Utilizam, implicitamente, o fato de
que o fibrado tangente de R"*! ¢ globalmente identificado a R"*! x R"*!, Em uma var-
iedade riemanniana, a principal dificuldade em estudar a primeira varia¢do de funcionais
paramétricos elipticos € nao haver necessariamente uma trivializacao global do fibrado
tangente, ou mesmo trivializagdes locais em que as equagdes e tensores envolvidos se-
jam covariantes e, portanto, geométricos. Neste capitulo, portanto, apresentamos alguns
fatos geométricos basicos sobre o fibrado tangente e a métrica de Sasaki que embasaram,
no que segue, a devida formulacdo variacional da curvatura anisotrépica em ambientes
riemannianos.

1.1 A Geometria do Fibrado Tangente

Seja M"+1 uma variedade riemanniana completa orientada e TM seu fibrado tangente.
Sabemos que 7'M ¢é um fibrado vetorial sobre M dado por

T™ = | J T,M. (1.1)

yeM

Fixadas coordenadas locais
Y (yl,...,y”H) (1.2)

em M, um vetor tangente 1 € 7T, yM € escrito como

0

_ n+1
n=n'ga ot e

(1.3)



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Isto naturalmente induz um sistema de coordenadas

() = (v oyt (1.4)
em 7'M, cujos campos coordenados correspondentes sio
0 0 0 0
(1.5)

Byl By Bt Gy
A projecdo 7 : TM — M, 7(y,n) = y, é localmente descrita por
(' oyt ot s (L (1.6)

e, em cada ponto (y,7n) € TM, determina um subespaco
Viga = ker ) C Loy TM, (1.7)

denominado subespago vertical em (y, 7). A distribui¢do vertical

(v, 1) = Vg (1.8)

€ integravel com folhas integrais dadas pelas fibras
™ (y) = T,M. (1.9)
A conexio riemanniana V em ) determina uma distribui¢do horizontal
(y,n) € M — H,,y C TypTM (1.10)
em T'M satisfazendo
Vg ® Heymy = Ty TM, (y,n) € TM. (1.11)

Esta distribui¢io é construida do seguinte modo. Fixados y € M e u € TyM , consid-
eramos uma curva 3 : (—e€,¢) — M passando por y em s = 0 com vetor velocidade
('(0) = u. Assim, dado (y,n) € TM, seja s — n(s) o transporte paralelo do vetor
n € T,M ao longo da curva /3. Portanto,

s € (—€€) — als) == (6(s),n(s)) (1.12)

define uma curva ovem T'M. O vetor velocidade u" = o/(0) € T(y,,)TM é o levantamento
horizontal de u € T,M. O conjunto em T, T'M dos levantamentos horizontais de
vetores em T}, M €, por defini¢do, F(, ).
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A fim de obtermos uma expressiao coordenada do levantamento horizontal, definimos
coordenadas em TI'M do seguinte modo. Um vetor tangente T € T{,,\T'M tem ex-
pressdo local

0 0 0
_ n+1 1 ntl Y
ayl—l—...—i—CZ 8y"+1+b8771++b annJrl. (113)

Esta expressio define coordenadas locais em 77'M da forma
((y,m), X)) — (v, ...yt oo at, e bt T, (1.14)
Mantendo a notacao de (1.12) acima, escrevemos em termos destas coordenadas
B(s) = (y'(s), -, y" (), n(s) = (0'(s),....n"(s)),
sendo que as coordenadas s — n*(s) satisfazem a equagdo do transporte paralelo

dn® Dk da’

ds lr%n (s),

onde T} sdo os simbolos de Christoffel associados a conexdo V em M. Portanto, se

0
k
U/ZZZE:YL 5&} S T;AJ,
k=1
entao
n+1 n+1
da 0 dnF 0
T=dad(0) = — —
o/(0) ; ds |s=00y* +Z ds |s=0nk

n+1 a n+1 a
_ k______j{:]jk lr_~
Z L TS
dy p on
Logo, utilizando as coordenadas de 7T M definidas acima em (1.14), associamos

((y,m),T) € TiyyTM +— (y*, 0", u¥, —Tuly") € R, (1.15)

Deste modo, deduzimos que, o levantamento horizontal de u € T, M é dado por

n+1 n+1

U —Zu ——ZFkluna - (1.16)
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Em suma, de acordo com (1.11) e (1.16) podemos definir projecoes

e Ty TM — Viyg, 0t Ty TM — Hiy (1.17)

*

e as operacgdes de levantamento vertical e horizontal

0 \V 0
9 — 1.18
(ayk > (ym) a77 (v, n ( )
0 \h 0 0
— = — —I7 (y)n' = 1.19
<8yk> () Yk | (ym) (y)n o iy (1.19)

onde 1 < k < n+1. Descrevemos a seguir a acao destas proje¢des sobre vetores tangentes
arbitrarios de 7M. Dada uma curva « : (—¢, €) — T'M qualquer, descrita em coordenadas
locais por

s (Y (s), .,y (s), ' (s), " (s), (1.20)

temos
, dy' O +d77i 0
ds Oyt ds O

_dy'y O dn’ dy’ (9
- ds ((9yi> +(ds +ij_77) '

Note que podemos escrever, como antes,

a(s) = (B(s),n(s)) (1.21)
onde
B=moa:(—€ee)— M (1.22)
é uma curvaem M e 5
n(s) =n'(s )8y € ThsM (1.23)

¢ um campo vetorial ao longo de 3. Em termos desta notagdo, concluimos que
o/(s)=0'(s)" + (Van) (1.24)

de modo que as projecdes horizontal e vertical de o/ sdo, respectivamente, dadas por

/() = (9(5)" = <Cg aiz-)h - szysi (ai)h
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v _/ — v , v f— v , i —

T (s) = (Vg(s)n) Vr(s)n (S)ay' ds Oy N ds @yj oyk
dn' 0 LAy’ 9,

-~ A, g

ds 8yl+n ds * oy’

i J
0 dn8+dyv 0

o que implica que

dn' 0 LAy’ 0 .0
207 &I i -
ds on' 7 ds Foni Vil ont’

(Vo) =

Em particular, se s — 7(s) é um campo vetorial paralelo ao longo de 5 = 7 o «, entdo
« € uma curva horizontal. Em termos de coordenadas, dado T € TiymT M, expresso
localmente por (1.13), temos

h k h
™Y =a (a_yk) (1.25)
© )
™Y = (b +aThy') —. (1.26)
on”
Portanto, podemos escrever
(5 0, b, BF) " (yF ok, aF —a D) (1.27)
e
(y*, 0k, a* by (y n",0,0% +a" "0 (1.28)

Denotamos a identifica¢do entre vetores em 1{, T, M = Ty (y) e T, M por i)
Definimos, assim, um tensor K : TT'M — T M, de modo que a aplicagio lmear

Ky Ty TM — T,M (1.29)
¢ definida por
KynT =typm L. (1.30)
Em coordenadas, temos
0 g O

0
bk rl—\ _
(ym)) ( Tt ) oYk

(1.31)

Ky - (aF=—— ,
(y,m) ( Ok |y ”

onk

ou, esquematicamente,

(y*, 1", a®, b)) 2 (yF oF 4 TR (1.32)
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Em particular, se T € ¥, ), entdo T € ker K, ,. Reciprocamente, caso T € ker K, ),

entdo b* = —a"T'"n’, o que implica que Y € projegdo horizontal de um vetor em 77, , T'M.

r

Logo, demonstramos que
Hiym = ker Ky, (y,m) € TM. (1.33)

Finalmente, dado um campo vetorial X € ['(T'M), considerado como uma aplicagdo
diferenciavel X : M — T'M, temos

K(y,X(y))(X*C) = vCle, (y, 77) € TM (1.34)

De fato, descrevendo X em coordenadas locais como a aplicagio 3* (yk, uk), calcu-
lamos

oyt o
oyt Oyk

)
X =CCX,— =
n=g By ¢
Portanto,
KoxpXon = (2% L orta) 2| — 9 .x
(. x ) X1 = (¢ g e pu') 7, = Ve Iy,

como afirmamos acima.
A partir do tensor K, definimos uma estrutura riemanniana em 7'M, a métrica de
Sasaki.

Proposicdo 1.1 O tensor covariante em T M definido por
(0, T)pr = (m, X, w,T) + (KT, KT) (1.35)

é uma métrica Riemanniana em T M, denominada métrica de Sasaki. Este tensor métrico
satisfaz as seguintes propriedades

(X" YMon = (X)Y), XY e(TM), (1.36)
(XY, Y = (X,Y), X,Y €T(TM), (1.37)
(X" YV =0, X,Y € I(TM). (1.38)

A métrica de Sasaki tem a propriedade fundamental de que as fibras verticais 7' (y), y €
M, sdo totalmente geodésicas. Além do mais, as coordenadas (1*), definidas acima, con-
stituem um sistema de coordenadas normais globalmente definido em cada fibra.
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Proposicdo 1.2 A conexdo Riemanniana D em T M induzida pela métrica de Sasaki sat-
isfaz, para quaisquer campos vetoriais X,Y € I'(TM),

_ 1 _
h h v
DY, = (Vx¥)P|, = SROCY I, (1.39)
v (S 1
DinY™ = (VxY)'[ ) + 5 (B0, V)X s (1.40)
1

h_ = h
DXVY - 2(R(777X)Y) ‘(yvﬁ)’ (141)
Dy ¥ =0. (142)

Em particular, as fibras verticais TyM = 7 Yy) € TM, y € M, sdo totalmente
geodésicas.

Apresentamos, na proposi¢do seguinte, alguma informacao, a ser utilizada na sequéncia,
sobre o tensor de curvatura da conexdo D em T'M.

Proposicao 1.3 O tensor de curvatura R™ em TM com respeito a métrica de Sasaki
satisfaz

y 1_ 1_ _
R™ (XM Y)Z¥| (g = —(ER(Y, )X + ZR(n, Y)R(n, Z)X)h (1.43)

R™(X¥,Y")Z" = 0. (1.44)

Da equacdo de Gauss, concluimos que as folhas verticais sdo intrinsicamente euclidianas.

1.2 Lagrangianas Paramétricas

A defini¢do intrinseca de um funcional paramétrico eliptico envolve a escolha judiciosa de
integrandos, as chamadas densidades lagrangianas paramétricas, que passamos a definir.

Definicao 1.1 Uma lagrangiana paramétrica no fibrado tangente T M é uma fungdo dife-

rencidvel F' : TM—{0} — R* satisfazendo as seguintes condicdes: (i) homogeneidadede

com respeito a segunda varidvel, isto é, F(y,tn) =t F(y,n), t > 0, n # 0. (ii) convexi-
2

dade estrita com respeito a segunda varidvel, isto é, a matriz (W) é positiva-definida.



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observamos que a fungio F define uma estrutura Finsler em T'M. De fato, a matriz

( a?; a7) € positiva-definida, visto que

LR L OF OF OF
2 ankanl - 877k771 8nk anl

(1.45)

e, portanto, dado ¢ € TTM — {0},

1 0*F?
2 Onkon!

oF
K+l kel 4
¢! = ak,cc (5" >0
em vista da condigdo (i7) acima. Ao longo do texto, apresentamos algumas construgdes
proprias da Geometria Finsler a medida em que surgirem naturalmente.
Calculamos, inicialmente, o gradiente de F' com respeito a métrica de Sasaki definida
na Proposicao 1.1. Para tanto, escrevemos, em termos do referencial coordenado fixado

em (1.4),

DF =

1.4
W, (1.46)

onde D denota a conexido Riemanniana associada a métrica de Sasaki em 7M.

Proposicdo 1.4 O campo vetorial gradiente de F : TM — RT tem componentes hori-
zontal e vertical dadas por

DF = 7"DF +n'DF

L OF oF 0 \h L OF 0
= g¥ I : g’ ————. 1.47
g <(9y1 T o )(ayz> MR (147)
Prova. Partindo de (1.46), calculamos
Vv iV a 7 V a
W*DF—a*al—l— *877
. O \h -0 .0
—= oV - Fk J _— v -
air ((ay,) TS0 ] )+
0
— k Fk _
(8 + Thal) o
obtendo
T DF = (3" + T} (1.48)
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Além disso, temos

h a

A H \h 0
o i_h k’ J

™DF = o'7"— +8'n

(y,n))

donde concluimos que

.)h. (1.49)

Por outro lado,

OF 0 0

_ v d I k k d _
a_nl - <DF767’]Z>T < DF61>TM_(H +F n)<ankaanl>TM
P O \V O \V
= (ﬁk‘i‘rfja nj)<(8_yk) 7<a_yl) )T
o 0
— k Fk -
(ﬁ + )<a k’ ayl>
= gu(B"+Tha'),
do que resulta
oF
B* 4 Thain —gla—nl (1.50)
© OF 0
n'DF = gkla_nl% (1.51)
Além disso, temos
0 \h 0 0
(DF (5,0) ) = (DE.5=Tho' 5 0)
_OF rk . OF
Oyl " on

Por outro lado,

0F, () e = @20, () Ve = al()" () o = 0t )

Z’*
= Qg.
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Deste modo,
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o —g”(Z—Z—F’“ gi) (1.52)
T DF = zl(?_jl_rk 25><£i)h. (1.53)

Demonstramos, desta forma, que DF' se decompde em termos das projecdes horizontal

and vertical como

DF = a"DF +7'DF (1.54)
- OF oF d \h L OF 0
- g“( — Thy )( ) gt 2 (1.55)
Ay’ "o ) oy o ot
Finalmente, explicitamos os coeficientes de D F' na base coordenada. Temos
: oF
% —ij 2~ T
g 95 Lo
oF .. OF . OF
—ij 2T — T s o Fk l
9 a j 19 (ays 877 )77
U

Apenas com o proposito de verificar que a Proposi¢do 1.4 apresenta uma expressao
correta para o gradiente de F', dada uma curva « : (—e¢, €) — T'M como em (1.21) acima,

temos

<DF7 a/>TM

gu<a_F Tk 8F>dyj

() DF, (B)")rar + (T DF, (Van)") i

(5 =T )Zi@) () s

L OF drf o 0
—il " (7 2d 7
g aT]l(d + rkdsn)<aniaa77j>

oyt~ k) ds T

g OF d?? TN

9 la l ( + Frk ds k)gij

oF LOFNdy'  OF dnf - dy”

- — I‘k’ v k
<ayj ]Tn 877 ) + 877]( + rk ds )
OF dy?  OF diy
——+ —— =dF
oyl ds + ol ds (o).
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Proposicao 1.5 Dada uma segdo local ¢ : U C M — TM definida sobre um subcon-

Junto aberto U C M, existem campos vetoriais £, x em I'(TU) tais que

DF|u) = X"lo() + €' lotw)-
Estes vetores sdo expressos em coordenadas locais por
. (OF 0 _
=g¥ I - c
W) =97 W5;Wnw)g5| -
e
g oF oF 0
= —7/_] D - Fk T - 7 > . 6 U~
x() = 37) (55 10) = Th ) )5, 2D 5|
Prova. Consideramos uma sec¢ao (local)
o:UCM—TM
da forma
wy) = Wny), yel
Assim, para todo y € U,
m(e(y) =y
ou, equivalentemente,
n(y) € T,M.
Logo, temos, nos pontos do grifico {o(y) = (y,n(y)) :y € U} € TM,
. OF 0 . OF 9,
W:DF = g" — Y, - = g" - \Y, < -
) = 37 () o (y,m(y)) A (y) o (¥, n(y)) ay
o que implica
T DF ) = (€(y)",
onde 9F 5
=gV e - € U
§y) =9 (y)an] )z, v
¢ um campo vetorial em ['(T'U). Analogamente
g oF OF d \h
h — k r
DF — g (— n(y)) — Tt 9”1y, )( )
T DFE |y ) = 37 () oy (y,n(y)) — 5. (y)n"(y) o (y,n(y)) oy

(y,m(v))

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)
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0 que acarreta

T DF |y = (X)), (1.62)

onde

F F
0 k 0 >a CyeU  (1.63)

xl) = 57) (5,7 (0 00) = T ()5 () 5

¢ um campo vetorial em ['(T'U). )
Concluimos que, ao longo de uma dada sec¢do local ¢ em 7'M, ocorre

DF|(ymi) = E@)" + (x(v)". (1.64)

U
O campo vetorial £ tem a seguinte interpretagdo em termos de geometria Finsler.

Proposicao 1.6 A forma de Hilbert

0=
8n’fy

(1.65)

¢ globalmente definida em T M. Dada uma sec¢do local ¢ : U C M — TM, a 1-forma
diferencial w € I'(T*U) dada por
w =) (1.66)

é dual ao campo vetorial £ € I'(TU).

Prova. Considerando uma mudancga de coordenadas locais em M

W'y = (@ g,
temos )
0 _ oo
oyt OFi Oyt
Assim, dado (y,n) € T M, escrevemos
N

Ty Mooy T o

o que implica que a correspondente mudanca de coordenadas em 7'M é

n+1 1 n+1)

(yla-'-yy Ny, Mm 7l ~n+1 ~1 ~n+1)7

’_)(y’7y 777?"‘777
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onde

)

o

~J
=5

Visto que
gj = gj(yla s ’yn-i-l)

nio depende das coordenadas 7°, deduz-se que

0 _ ooy oow_ ooy
oni Oy ont - Ond Ot Ofd Oyt

Portanto, concluimos que

or B OF oy’
on' N oni Oyt
Uma vez que
Oy
dyt = ~di’
Y op v,
demonstra-se, deste modo, que
oF .
M 1 (ym)

¢ uma 1-forma em globalmente definida em M. Restrita ao dominio da sec¢do local ¢,
temos

. OF ;
w= Q= o dy’|,-
V)
Demonstra-se facilmente que w e £ sdo campos metricamente equivalentes em U'. O

Tratamos, agora, de obter uma interpreta¢do para o campo vetorial x. Dada a sec¢do
local p : U C M — T'M da forma ¢(y) = (y,n(y)), temos

Fop:UCM—R" (1.67)

8Fog0_8F+8_F3_?7j
Oyt Oyt o oy’
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de modo que

=7 (g_gi + gf; (Van) - %Fiin’”) a%
= O‘J@’"(y))aiyi+91]<(va§1’7)k%)vfwaiyj-

Uma vez que estes célculos sdo feitos ao longo da imagem de ¢, concluimos que

_ o 0
— i v
V(o) =x+g"(Von)Fas.

Em certo sentido, ¢ e y correspondem as derivadas de F' com respeito as varidveis y
e 7). Assim, apresentamos a seguir uma forma tensorial de expressar independéncia de F'
com respeito a variavel y.

Definicdo 1.2 A funcdo F é horizontalmente constante quando " DF = 0, isto é, quando
<DF7 7T:<]C>TM = 07

para todo vetor tangente ( € TTM. Em particular,

0 \h OF v i OF
) G P e
(8yz) ayz 1.777 ank 0

Neste caso, fixada uma seccdo local p - U C M — TM de TM, o campo vetorial
correspondente ¢ nulo.

Detalhamos abaixo algumas consequéncias importantes de considerarmos lagrangianas
horizontalmente constantes. Iniciamos por um exemplo fundamental.

Proposi¢io 1.7 Lagrangianas ' : TM — R da forma F(y,n) = f(y)|n|, onde
Flgy = f, sdo horizontalmente constantes. Em particular, se F'(y,n) = |n|, entdo F

é horizontalmente constante. Em particular, fixada uma secgdo local ¢ : U C M — T'M,
o campo vetorial x correspondente a estes exemplos é nulo.
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Prova. Definimos uma funcdo f : M — R* tal que
Flsy = 1, (1.68)

1sto é,

Fly,n) = fly), yeM,

quando |n| = 1. Isto implica que

Fly,n) = n|F(y, —) = f)lnl, (1.69)

Gl

para todo (y,n) € T M. Por brevidade, consideramos o caso particular em que

F(y,n) = |nl,

isto é, quando f = 1. Neste caso, uma vez que

1
Fy,n) =", n") 20 = V amn'n™,

calculamos

o 9 110G,
—F = |77| —— /G ()™ St by,

oy’ oy’ dy’ " 20n| oy
Por outro lado,
0 1
+—F Grim
on* bl
Portanto,
(i)hp _ OF _ " » OF
oy’ oy’ 877
L1 0Gim g m L v
= s nn" — —=aunn
2|n| Oyl In| 7
= — == —TI m
0 (2 oy )Y

. 1 aglm _ agrm 8gjr agjm — I, m

N 2\n| (33/9 7 ( oy oyn oy o)t
OGim aglm 091 0Gim \ 1 m

2Inl ( Ay oy™ " oy )"

0Gim O
_ ( gjm gjl) ™ =0,
2|




22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

a ultima igualdade decorrendo do fato de que a matriz entre parénteses € anti-simétrica ao
passo que (n'n™) é simétrica.
No caso geral, temos

0 0
(G)"F = nllg)"f + 7o)l = Il

0 que permite concluir que

af(a

™ DF = |n|g" 3 l) . (1.70)

Procedendo de modo analogo, fixada uma sec¢do local ¢ : U C M — TM de T M, temos

x = g’ (—— A AU
2|n| Oy In| 7

1 .. [ 10G,,
= ( i F?mgkl) "

Y \2 oy
1 0G;m 0 m
= g (G ) =0
No caso geral, temos
X = ¢ af = nVf,
0 que encerra a demonstracao 0

As derivadas terceiras de /' determinam, no contexto de Geometria Finsleriana, o ten-
sor de Cartan. Abaixo, expomos algumas consequéncias do fato de F' ser horizontalmente
constante sobre o tensor de Cartan.

Proposicao 1.8 Se I’ é horizontalmente constante, entdo
(Dxn DE,YY)pir = 0, (1.71)
para campos vetoriais X,Y € I'(TM) quaisquer.

Prova. Se F' é horizontalmente constante, entdo

(DF, (a(z >h> ™ = (ai)thQ
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do que concluimos

0 0 \h
a—nj<DF> <8_y1> )rir = 0,
0 que resulta em
0 o
0 = (Do DF (5" )rit +(DE.D s (5" )
J h
= (D DFah 1DFRN8 L
- < (aij)" 7(8 2) >T < ( ( 7a_yj) yz) >T
0
— (D(ay DF(a Z))1\-4.

Proposiciio 1.9 Se F' é horizontalmente constante, entdo DxwD?*F(YY, ZY) = 0, onde
X, Y, Z sdo campos vetoriais em M.

Prova. Dados campos vetoriais U, V, W em T'M, temos
Dy(D*F)(V,W) = U(D*F(V,W)) — D*F(DyV,W) — D*F(V, DyW)
= U(DyDF,W)yy — D*F(DyV,W) — D*F(V, DyW)
= (DyDyDF, W)z + (DyDF, DuW)ri; — (Dpyv DF, W )pi
—(DyDF, DuW )75
= (DyDyDF,W)pi; — (Dp,vDE,W)ri
— (DyDyDF + D) DF + R™ (U, VYDF, W )px; — (Dpyv DF, W)
— (DyDyDF — Dp,yDF + R™ (U, V)DF, W )7
= Dy(D*F)(U,W) + (R™ (U, V)DF,W)py.

Em particular,

0 0 0 g, 0 0
2 _ 2 h TM h
0 0 g, 0 0
= DyD*F((=)" =) — (R"™™((s5)", V) ==, DF).
Dai
8 8 0 0, 0 0 0
2 _ 2 h N2 h "2 h

—<RTM<<a%>h V) DF)
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Uma vez que F' € horizontalmente constante, temos
D*F((-)", (-)*) = (DpnDF, (-)*) i = 0.

Assim, supondo que V' = Z" é o levantamento vertical de um campo vetorial Z € I'(T'M),
obtemos

0 0

DQF((a—yk)h»a—nl)

0
D*F(=—)".Dyp—) =
(((‘3yk) y Yz 8?7’

Neste caso,

0

D a—nl)

2
(ayik)hD F(V,

= —D2F(Dv(a—yk)h, 8_771) —(R™ (5" V)57

Entretanto, os campos vetoriais

O \nyy 9 _ prarg 9 h o 9

sdo campos vetoriais horizontais em 7'M . Sendo assim, obtemos

0
2 _
o p DUF(V, 50 =0

RTM((

D o

Oy

como haviamos afirmado. U
As identidades de Ricci para as terceiras derivadas sao estabelecidas a seguir.

Proposicdo 1.10 Identidades de Ricci em T M sdo dadas por

D DQF(a%, 8%) - DG%D?F(%, a%l)' (1.72)

Prova. Temos de verificar a boa defini¢do do tensor curvatura

0 0
—\ —)DF

ank on™

DoD o DF=D o Do DF+R™(
n"m on
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Agora, seja HessF' o operador Hessiano metricamente associado a forma Hessiana D*F,
isto €, _
(HessFEV, W)y = D*F(V,W), V,W € I(TTM).

Assim
HessF'V = Dy DF
e
0 0 0
(DiHessF) = DiHessF— — HessF(Di )
nF onm anF onm nk On™
= DoD o DF—D, o DF
ank on™ #Bn
= Do Do DF—D az)FJrRTM(i i)DF
T D e o o’ o
= (D.» Hess,F)—JrRTM(i i)DF
anm a k ank7 877m :

Por outro lado, visto que D?F e HessF' sdo metricamente relacionados, se segue que

srf O D o 0
DD F(&?—m,a—w (D s HessF) 50 5

Note que

DyD*F(V,W) = U(D*F(V,W)) — D*F(DyV,W) — D*F(V, DyW)
= U(DvDFE,W )y — (Dpyv DF,W)ry — (DvDF, DuyW )y
(DuDyDF, W)y + (DvDF, DuW )y — (Dp,vDF, W)y
—(DyDF, DyW )y
= <DUDVDF> W>TJ\7I - <DDUVDF7 W>T]\7[
= (DyHess FV, W)y — (Hess F(Dy V), Wiy
({(DyHess F)V, W) ;.

Portanto,
2p( 09N _ (9 9\ _ op( 9 0
Daka F(@n“ 87]7”) B D#D F(@nm’ 8nl> B Danim F<(977k7 5’7]1)
0 0 0
+<RTM('677]€’ 8?7m)DF7 W>TM

Isto prova (1.72). U
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Capitulo 2

Curvatura Média Anisotropica

Dada uma variedade riemanniana compacta, fechada e orientada M", seja v : M —
M uma imersdo isométrica. Consideramos o fibrado induzido )*T'M sobre M, do qual

fixamos uma sec¢ao -
x €M (Y(x), N(¥(x))) € TM,

definindo um campo vetorial normal unitdrio ao longo de . Isto significa que esta sec¢do
em I'(¢*T M) satisfaz
(N (9(x)), ¥sv) =0,

para todo (z,v) € T M. Consideramos uma aplicagdo ¥ : (—e,€) x M — TM, e > 0, da
forma

U(s,z) = (y =v(s,x),n = N(s,x)), s€(—€¢€),x€E M. (2.1)
Supomos que (s, ) : M — M seja uma imersdo para todo s € (—¢, ¢) e que N(s,-) é
um campo vetorial normal unitario ao longo de (s, -). Usamos, neste contexto, a notagdo
s = (s, ) e nos referimos a familia {1, : s € (—¢, €)} como uma variagcdo de 1.

No que segue, deduzimos a formula da primeira variacao para o funcional

3’(¢)=/MF(@/),N)dM, (2.2)

onde o elemento de volume dM é induzido pelo elemento de volume em M através da
imersao . Mais precisamente, deduzimos uma férmula para a primeira variacao

d
ds

F((s,)) = /M F(U(s,)) dM,, 23)

s=0

onde o elemento de volume dM, é induzido pelo elemento de volume em M através da
imersao (s, -).

27
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A expressao (2.2) define um funcional paramétrico eliptico. A elipticidade se refere
ao fato de que a equagdo de Euler-Lagrange obtida pela extremizacao de (2.2) € eliptica.
A homogeneidade de F' implica que este funcional é geométrico, isto €, que independe da
parametrizacdo de M. De fato, em coordenadas locais

Yigor A Al
P P
[ager N A

B 0
= Fihg g Ao Mg

%) o)
F(y,N)YdM = F(¢, )|w*ax1/\.../\w*%wml/\.../\dﬂ

Ydx' AL A da"

O principal objetivo deste capitulo € demonstrar a seguinte formula da primeira variacao
do funcional F definido em (2.2).

Teorema 2.1 Uma imersdo isométrica i) : M — M é um ponto critico do funcional
paramétrico eliptico F se e somente se os campos vetoriais X e £ definidos em (2.12) e
(2.15) com respeito a um campo normal unitdrio N ao longo de 1) satisfazem

divp€ + (x, N) = 0. (2.4)

Se considerarmos o vinculo de que as variacoes admissiveis de 1) preservam volume, entdo
a equagdo de Euler-Lagrange correspondente é

divpy€ + (x, N) = —nH,, (2.5)

onde H é um multiplicador de Lagrange.

z

A equacdo (2.4) é também deduzida em [18] quando o ambiente M"*!' & o espaco
euclidiano R"*! e F' é horizontalmente constante e em [6] para F' qualquer, ainda no
espaco euclidiano. Nas sec¢oes seguintes, demonstramos as férmulas (2.4) e (2.5).

2.1 Primeira Variacao do Campo Normal

Sejam !, ..., 2™ coordenadas locais de M. As componentes locais da métrica induzida
na subvariedade imersa ¢;(M) C M sdo indicadas por

) 0
Glvioa) = (0nl5,2) - 55 0e(5,2) - 550,

as componentes da métrica contravariante sendo denotadas por g¥/.
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Visto que VN é um campo de endomorfismos nos espacos tangentes de 1,(M) C M,
temos

&L'J
= gl N, V0,0 0 TP A
g P(s,z) e *8 * 7 * - a "
i = 0 8 8 0
g |w(s,w)< 7v¢*%¢*a + Y. [a " Or ’Dw*(%ﬂ
]
= =97 |p(s) (N, v¢ 31/’ >w*8x3
Assim, denotando o campo vetorial variacional ao longo de (0, -) por
0
2(x) = Y= , 2.6
(x) ¢ Js (s=0,z) ( )
obtemos
_ y _ _ )
V. 2N g = =97l (N, V,, DL
Portanto, decompondo = em partes tangencial e normal resulta que
E(x) = ¥u(0,2) - V() + ¢(x) N(0, ), 2.7)

onde V € I'(T'M) and ¢ € C*°(M).
Assim, denotando por /] e A a segunda forma fundamental e o operador de Weingarten
de ¢(0, -), respectivamente, temos

_ y _ o _ )
VioN = —g7huoa(N. ¥, o w*vw*? — I lyi0a (N, Uy 2 ON Y
a I
B v — T, ——
96 0
= — i —_— ij —_— e

o que implica B
V%gN = -, AV — V. (2.8)

Aqui, V denota a conexdo riemanniana em M com respeito a métrica induzida por (0, -).
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2.2 Primeira Variacao da Densidade Lagrangiana
Calculamos agora a taxa de variacdo de

s F(U(s,z)) = F(¢(s,z), N(s,x)). (2.9)
Fixado x € M, denotamos, usando as convencdes apresentadas anteriormente no Capitulo

1,
a(s) =¥(s,x) = (Y(s,x),N(s,2))) € TM

e
B(s) =moals) =1y(s,x).
Assim
Cfi—f _, = dF(e(0)) = (DF,a'(0)) = (x!DF, (8)") + (x!DF, (Vg N)"). (2.10)

O segundo termo da soma no lado direito de (2.10) é

(TDF. (Vo N)") —p0m)menioy = (& Vo), (2.11)
onde
_ oF o

¢ um campo vetorial ao longo de (0, -). Observamos que = — (1(0,x), N(0,z)) € uma
seccdo do fibrado pull-back ¢*T'M, a qual denotamos por  na sequéncia.

Todos os fatos demonstrados no Capitulo 1 envolvendo secdes locais de TM tém
analogos no contexto de sec¢des locais do fibrado induzido ¥*T'M. Como exemplo desta
afirmacdo, de modo andlogo ao que vimos acima no Capitulo 1, o campo £ definido em
(2.12) satisfaz, em um ponto ((z) € TM,

v 0 I oF 0 Y 0 i
<§ 7677_m>TM - gkl(¢(0’x))a_ﬂ(d)(ovx)’]v(ovx))«a_yk) ’677_771>TM
_ g’w(o,x>>§—§<w<o,x>,zv<o,x>><a%,aﬁ%m
. OF OF

g gkma_nlzan_m

0
= (m.DF, 877_7”>TM'
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Portanto,
@) = T DF ¢y, x€ M. (2.13)

Com isto, verificamos (2.11) e concluimos que

(=!DF. (Vo N)")| — 6,V o N) = (&, (AV +V0)). (2.14)

(y:d)(ovz)’n:N(O@))

O primeiro termo no lado direito em (2.10) € reescrito como

[1]

h h
<7T*DF’ <ﬁ/> >‘(y:w(0,x)m:M(O:p X’w*g |s 0 X’ >’

onde
W(W0.0) = (0,2 (5 (60,2). N0, )
TR0,V 0,0) 5 (00,20 NO.0)) 5] 1)

Observamos, novamente, que x definido em (2.15) € um campo vetorial ao longo de ¢
satisfazendo, em pontos da sec¢do ¢, a equagio x|c¢(») = " DF |¢(2), © € M. A equagdo
(2.15) € verificada segundo procedimento andlogo a demonstragcdo de (2.11).

Visto que
0

/ — R
a'(0) =0, P }(va),

concluimos que

O = DR = (x,Z) ~ (€0, AV) — (€,4.79)

ds s=0

Entretanto, a parte tangencial ¢7 de & é 1)-relacionada a um campo vetorial tangente 5 em
M. Assim,

(€Y @) = (0.£,0.Ve) = (£, V) = divy (¢ ) — pdivaé.

Sendo assim, calculamos

0 )
821. §, s %> = lew(o,M)fT

. Z )
= dlvw((),M)é. —-4g J<vw*%<£7 N>N7 ¢*%>

A 0
divy & = <Vc’>§m>—9]|w0z< e

| o 9
= divyang = 97(Vy, 2 N, 5)(E, N)
= divyo & +nH(E N).
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Segue que
(€, 0. Vo) = divar(¢ &) — ddivyoané — nH(E, N) (2.16)
e, entao,
dF )
Bl — PEYE0

= (GE) — (& AV) — divy (6 €) + ¢ divyoané + nHP(E, N),(2.17)

0 que encerra o célculo da primeira variagao de F'.

2.3 Primeira Variacao do Elemento de Volume

O elemento de volume induzido em t)4(M) é a norma do co-vetor

0
oxm’

o
bug A A

Temos, em s = 0,

_ 0 0 B 0 _ 0 0
= 0 - 0 0
= 0 0

:Zw*@/\.../\vw* av:/\.../\zﬁ*axn.

=1

Entretanto
Vy2E = Vi 0 V+9V, 26N
= ¢V,a - ggszJr(bvw o N
= 1/1‘/]1%—#5%]\7 qbwA 8
(‘9qb j¢
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Logo,

0 0 LoD 0 0

En:i 9 9 Z 0
o que implica
0 . 0 0 0

0 0 - 0o 0
—nH *— = A ... e—— —1) == e—.
nHoy oxl! 4 A oxt A AY ox™ +Z( ) 8:1:1w oxt

i=1

Assim, deduzimos

0
1/1* ...A¢*%|

1 _ 8 8 a
_W*%/\.../\@b*a%ﬁv%i(%%/\---/\%8—)1/181 /\Qb* >

. 0 0
= (leMV_nHQb)"QZ)*% AN /\77/}*%|

ds‘s 0|

2.4 Primeira Variacao do Funcional Paramétrico

Nesta secdo, calculamos
0F  d

== s SO/MF(@Z)(s,x),N(s,a:))dMS, (2.18)

onde

0 0 1 n

Juntando todas as informag¢des acima e tendo em conta que dM = dM,, obtém-se

o7 _ 9
55_ MdS

dM + /];4F(Qﬁ(O,iE),N(O,LE))%’s:odMS
= /M (0 E) = (6 9.AV) = divag($€) + ddivyoané +nHo(E N))dM

s=0

; /M F((0,2), N(0,2)) (divy,V — nH) dM

dam

Y



34 CAPITULO 2. CURVATURA MEDIA ANISOTROPICA

Usando o teorema da divergéncia, calculamos
0
dM + / F((0,2), N(0,z)) = |s=od M
M

w [
5= Jy ds ds

- /M (GE) — (€, 0. AV) + g divyoant + nHH(E, N))dM

s=0

+ /M (divar(F(4(0, z), N(0,2))V))
—(V(F o ¥(0,-)),V) —nHF(4(0,x), N(0,z))¢) dM
_ /(X,u (€. AV) + bdivyoané + nHE, N)
—(V(F o ¥(0,-)),V) —nH¢ Fo¥(0,-)) dM.

Entretanto, observamos que

(6N) = 955 (00,2), NO.2) e M) = 89  (60,2), NO,2))")
_ STFU — F((0, 2), N(0, 2)), (2.19)

onde usamos o fato de que F' ¢ homogénea de grau um em 7).
Deste modo, obtemos
0F — )
= [ (3 (€ 0AV) + odivseant - (T(F ¥(0.)),V)) dM.

Por outro lado,
OF((0,2), N(0,z))
ozt

= (y Z>F‘C(z)+<vw*%N>vF|C($)
3

= <(w*%)h7DF>TM + <<vw*%N)V7DF>TM
0 _
= (e R DF ) + (T, s N 7D F )i

0 _
donde concluimos que

0P (0,2), N0, 2))
(V(Fow(0,)),V) = V o

= <X7 V) + <vVN7 5)
= <Xa V> - <€>AV>>
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em pontos de ((z) = (1(0,x), N(0,z)). Como sempre, os campos vetoriais £ e x sdo
avaliados em ((x) = (¥(0, z), (O,x)) isto é,

£'((0,7),N(0,2)) = nVDF\ N(Ow) (2.20)
e
X"((0,2), N(0,2)) = 7 DF[ 0 vioa): (2.21)
Concluimos que
0F _ .
= = ((GE) = (V) + ¢ divgané) dM
= M
= [ (BbeN) + odivioang) a
Dai, a imersao estacionaria satisfaz
0F
5= = M(<X>N>+lew0M§)¢dM—0 (2.22)
e a equacdo de Euler-Lagrange é
divy o€ + (X, N) =0, (2.23)

0 que demonstra a formula (2.4).

Se consideramos um vinculo de volume para o problema original, devemos calcular
a primeira derivada de Frechét do funcional JF restrito a variagdes geradas por campos
vetoriais variacionais satisfazendo a condicao de média zero

/ bdM = / (Z,N)dM = 0. (2.24)
M M

Considerando uma tal variagdo admissivel, definimos para um dado multiplicador de La-
grange H, € R o funcional modificado

?Ho (w(sa )) = g(¢(8’ )) + nHOV(S)v (225)

onde V(s) representa o volume compreendido pelas hipersuperficies 1o (M) e 1p5(M), isto
€,
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onde ¢ € a inclusao do cilindro sélido imerso

U %/(M

s'€[0,s]
em M. Da expressdao em coordenadas

V<s>—/s (5, )2 A (5, ) Ao Atp(s, ) | dsda” . . da”
=/ L. (S, P (S, AR (8, e sdz” . ..dx",

deduzimos que

d = 9 0 1 n
%s:O o on |w*( ) /\w*( )87/\/\¢*<0,)%’d$ ...dx
= [ EAw ->iA NG 0,) =2 dat s
- . — *\ Yy (9:1:1 *\YUy a,’]jn

- 9 9 1 n
- /n<u, 0. ) 50 X X (0, )5 ) dat . da

_ = 9 0 1 n
_ /H(H,NH@/J*(O, o K X (0, ) ot

Portanto, a féormula p
— \7:/ (Z,N)dM, (2.26)
dS M

permite determinar que variagdes sdo admissiveis, isto €, que as variagoes satisfazendo
(2.24) sao variagdes que preservam volume.

Concluimos que imersdes estaciondrias para o problema vinculado de extremizar Jp,
satisfazem

s=0

divy,an)é + (x, N) = —nHo, (2.27)

demonstrando, deste modo, a férmula (2.5).

2.5 Alguns Tensores Fundamentais

Em pontos da subvariedade imersa (0, M), temos

oF 0
Elooan = 8" (0. 2) 5 £ (C)g 5| (2.28)

(Ox

onde fixamos ¢ ao longo de ¢/(0, M) como a sec¢do do fibrado normal unitdrio

C($) = (1/J(O,$), N(07$))
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Como vimos na Proposicdo 1.6, o campo vetorial £ é metricamente equivalente a 1-forma

w, de modo que em y = 1)(z) temos
OF 0
_ Kl

0
_kl
§y) = 3" (y)we(y )ayl )
Dada uma curva coordenada 7 : (—¢,¢) — M com velocidade 7'(0) = -2 e denotando
B=1vo~v:(—e,e) — M, observamos que

_ _ oF
V%%w = V(0 (akog)dy

0

oyt

g()g:

(y,m(v)) ]

/ OF OF _
— (VO (G ) + (Woc)vgf<o>dyk

Visto que ( 0y = (¢ oy, N() 0 )) é uma curva em T'M, prosseguimos, calculando
_ OF OF _
Vy, 2w = ($or, N(¢o7))(0)- (8—Uk>dy’“+ ((9_77’“ OC)Vw*Bazidy’“
, OF 61&’”
= (Yo, N(oy))(0)- (a k>dyk+ (877 C)V oy
_ / F (?wm _ .
~ (O + Vo ) (a—) (e )V gy
0 OF _ 8¢m
e () e (- e
g () )

_ KAYS 8F _ awm kool
Portanto,

] O Dy (OFN 0¥ ;0 v (OF\ 0 0" (OF Ny 4

B . | Lo 9, (OF o r

Ve = (G ()~ oy (5) ) o o A
O™ 0\ (OFN\ . 00 ;0 (OF\, . 0y !

o7 <ay " (an )d o0 oy \a )™ " o al °¢ ) Londy’”

_ awq g, O (0 W (OFN  [OF N
= ori lanran dy + ori ((aym) (ank> ( C) ) ) (2.29)
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Por outro lado, as derivadas covariantes de w e £ sdo também metricamente equivalentes.
De fato,

0 0 0 _ 0
A i i Gl

_ 9 _
& Vi o, g ) = (Vy 0 &t 5).

Em particular, temos

= 1

(E Vg5 >

V¢* ax’t

= il 0 0 -
(qu*%QT:g Z<V¢*%£,w*&6—m>w*@:g Z(Vw* o W - w* )w*

O 9 9

— 9 ox™ (Vw* ailw w* )d}*%

out [ 0vr o (, 9., (OF\ (0F
_.ml B j h oF B oF l
=g oxm ( oI a; 877Ta77k + O (ayT) (977’“ 8771 o( T, w*a -,

A fim de dar um significado intrinsico para o segundo termo entre parénteses do lado
direito, calculamos

0 oF 0 0 0 0
" (558 ) = Gur "D, goghrs = (D wDF o) + (DF. Dy iz
Entretanto

0 0 . 0. 1 - 0.0
Digyrgg = Parlg) =V ga)" +5E0. 55)55)
0 1, - g ., 0
_ L (7 v - _ h
o 1 _ 0.0 .,
Prka l+2(R(7ba k)@yr> )
o que implica
0 , OF 1~ g .0
<D(8y7“)ha k’DF) = kam 5((R(7]7 P k>8yr> ,DF>

Logo,

)", DF), (2.30)
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0 que torna vélida a expressao

= o> Lo " P
T _ ml

1, - 0.0 0
3B ) ) DF>)w*@.
Isto implica que

k 2 r k
o Lot O°F +3¢3¢ o)

_ 0
<V¢*%f,"¢*%) T Oxp a dxd Onromt  Ox' Oxd (<D(£r)hDF’ 8_77k>TM
1, - g .0
ZUR _ h DFY . 2.31
F3 (Rl ) ). DF) ) @3
Visto que
. ij 1o 9
d1V¢(07M)€ = 93<V¢*%£7 %@%
temos
. ; w 8wk 82
vt = =07 55 gar Gyrany

L OUT 9y ) 1, 8.0,
ZJ++ D hDF, -~ 7 V] - sy L 7Z)F" 2_ 2

Além disso, uma vez que as fibras de T'M sao intrinsicamente Euclidianas, o termo com
segundas derivadas em 7% é o Hessiano da restricio de I a fibra. Mais precisamente,
temos

0 0

D5 = Pier(ge)" =0
€, portanto,
O*F 0
——— = (Do DF,—).
onronk { oo ’ank>
Assim,
50U, 0P 0
le¢ OM)f = _gja » Z@UD%TDF’a_T]k)
8@/}7" 8@&’“ 0 1, = g .0
’L] _ _ -
+ axl afpj (<D(£7«)hDF7 6nk>TM + 2<(R(77, _ﬁyk)ay") ,DF>
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ou, equivalentemente,

0

divyo.an & = _gij<D(¢*A%)vDF, (w*@)W
. 0 1 ..
+9”<D(¢*%)hDF,(¢*%)V>TM+§g”<( R(n g )w* Z),DF>(2.33)

Estas férmulas motivam a seguinte defini¢ao:

Defini¢do 2.1 Fixadas secg¢oes locais ¢(y) = (y,n(y)),y € U C M, do fibrado tan-
gente TM e ((z) = (¢¥(x), N(1(x))), x € M, do fibrado *T M, definimos os campos
tensoriais covariantes Gp € T(T*M @ T*M) e Ap € T'(T*M ® T*M) por

Sp(U,V) = (DwDF,V¥)pyr 09, U,V € D(TM) (2.34)
e, dados campos vetoriais X, Y € I'(TM),
‘AF(X7 Y) - 9F(¢*X7 ¢*Y) © ¢ = <D(¢’*X)VDF7 (¢*Y)V>TM © g (235)

Definimos, ainda, os tensores G € T(TM @ T*M) e A} € T(TM ® T*M) por

(GU, V) =Gp(U,V), UV eDl(TM) (2.36)
e
(ARX)Y) =Apr(X,Y), XY eT(TM). (2.37)
Segue da definicdo que
YA = Gt (2.38)

Observamos que o tensor A7 estd bem definido, levando campos vetoriais tangentes
em campos vetoriais tangentes, em razdo da homogeneidade de grau um de F'. De fato,
demonstramos as seguintes consequéncias da homogeneidade de F'.

Proposiciio 2.1 Fixadas secgdes locais o(y) = (y,1(y)), y € U C M, do fibrado tan-
gente TM e ((x) = (¢(x), N(¢(x))), x € M, do fibrado *T M, temos

Sr(,m) =0. (2.39)

Além disso, dados campos vetoriais X,Y e Z em M, temos

(V.xGp)0.Y, 0. Z) = VxAp(Y, Z).
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Prova. Visto que gTF,C ¢ homogénea de grau zero, temos

5o () =19 (35 37) =V ausay =y (i) =

Entretanto, uma vez que (35N, -) = Gp(-, N) = 0, temos, dados X,Y, Z € I'(T' M),

(Vpx G, 9. 2) = (Vi xGrY = GV, x.Y, 9. 2Z)
= (Vo xhApY — b, VXY, 0. Z)
= (V. x0ARY — 0 ARV Y, . Z)
= (Y Vx ALY — ARV Y, ¢, Z)
= ((VxAR)Y, Z) = VxAr(Y, Z).

Isto encerra a prova da proposicao. 0
Em coordenadas locais, temos
o 0 O*F
Gp(—, —) = ———— (2.40
F((?y’“ 8yl) onFon* | y.n(w)) )
e
0 0 oy* oyt O*F
Aty = ) = St (241)
or’ oxJ ox® 0x ONFon' | (y(x),N (v (x))
Portanto, nestes termos, escrevemos
. 0 0
d' - — Z]A A— —
V(0,008 g7 AR( Or’ 891:J)
(D, o wDF Oy lif'R 0 ahDFz42
+9"( (% 525 7(%%) >TM+§9 (( (U;%@W*%) , )2.42)

O primeiro termo do lado direito da féormula (2.42) é de natureza algébrica, sendo o
traco de uma composi¢ao do tensor A e do operador de Weingarten. Sua aparicdo motiva
mais uma definic¢ao.

Definicao 2.2 O tensor Ap € I'(TM ® T* M) definido por
(ArX)Y) = (ARAX)Y) = Ap(AX)Y), XY eI'(T'M), (2.43)

é denominado aplicagdo de Weingarten anisotrépica. O trago deste tensor, dividido pela
dimensdo de M, é, por definicdo, a curvatura média anisotropica de 1), que denotamos
por Hg. Portanto,

o 0

’I’LHF = tl"AF = gZJ.AF(A%, %>

(2.44)
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Passamos, agora, ao célculo do termo (x, N) presente em (2.4) e (2.5). Diretamente
da defini¢do de y, temos

(OF L OFN ,  (0F , OF\
<X’N> _gj(ay] F]rn o k)ngzl (8 J F]rn an )T’]

Todavia, F' € homogénea de grau um com respeito a segunda varidvel. Em coordenadas, a
relacdo de Euler acarreta

,OF
=F
n o )
0 que pode ser expresso invariantemente como
<77V7 DF>|(y,n) = F(ya 77)7 (245)
uma vez que
v 7 a v 7 a v 1 a

OF

As derivadas parciais 5 sao também fungdes homogéneas de grau um localmente definidas.

Oyd
Isto implica, em coordenadas locais, que

0 OF or

U o 0y~ By

Substituicdo esta expressdao acima resulta em

) :n( 0 OF aF)j_77 (aaF F,?O_F>

ont Oy? 877 ont OyI 7 onk
= 77_ (V%w)i—vnw-n
= <v77€777>

Por outro lado, posto que £¥ = 7y DF’, temos

(V20" st = Dp 1 st — ARG, ) 7

<@n§a77> = <
(D nh T DE N )i = <DnhDF> n")rar — <Dnh7T:DF7 N )i
(
(D

DnhDFn>TM <DnhXh>77v>TM

S DE 121 — (T Vet + 2 (RO 0m" 1)

2

—_

= (DpDFE. 0" )i + =(R(n, x)n,n)
= <D77hDF7 77V>T]\7[

N}
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Visto que ¢(¢(0,z)) = (¥(0,x),n(0, x)) é uma secgdo do fibrado 1/*T'M, obtemos

| J .
lew(&M)f + <X, N) = _g]<D(¢*A%)vDF7 (w*%) >

0
5g7) 1wt T ADp DE 0 )

8
a I

_'_gij<D(¢*a )hDF (1/1*

)", DF).

a0 (RO,

Observamos que a homogeneidade de grau um assegura que

. OF
—77’)7 877Z877j =

<D77VDF, n")
Assim, considerando (2.44), obtemos

. 1
divyoané + (X, N) = —nHp + try (D DF, (-)") 75| woan T 2Rch(n X) (2.46)

onde utilizamos o fato de que

GIHR, Yo' DE) = g (R oo ) 72 DF)

- 0 0
= WW(UW*@W*%,M
= Ricy(n, x)

uma vez que x" = " DF.
Portanto, a equacdo de Euler-Lagrange (2.5), combinada 4 férmula (2.46), resulta em

1
nHp = try (DwDF, (-)") gz o T 2R1CM(77 x), (2.47)
formula que, no caso em que F' € horizontalmente constante, reduz-se simplesmente a
Hp =0. (2.48)

Por sua vez, a equacdo de Euler-Lagrange (2.4) referente a variacdes que preservam vol-
ume reescreve-se, utilizando (2.46), na forma

1
nHp =nHy + ty(Dy» DF, (-) )7z woan T+ 2R10M(77 X) (2.49)
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e, novamente no caso em que F' € horizontalmente constante, esta equagdo torna-se a
equagdo de curvatura média anisotrdpica constante

Hr = H,. (2.50)
Observamos, finalmente, que, se F' é horizontalmente constante, entao
nHp = —divy€. (2.51)

Denotando

v 1.
nd = tI'M<D(.)hDF, () >TM{¢(07M) + §R1C]\7I(na X)7 (2.52)

resumimos os calculos abaixo no seguinte resultado, em que as equacdes de Euler-Lagrange
no Teorema 2.1 sdo reescritos de modo algébrico com a introdugdo da curvatura média
anisotropica.

Teorema 2.2 Usando a notagdo

1.
H= tI'M(D(.)hDF, (')V>TM‘¢(O7]V[) + §RIC]\Z(U7 X)v (2.53)

a equagdo de Euler-Lagrange (2.5) equivale a condigdo de curvatura média anisotropica
prescrita
Hp = Hy + K. (2.54)

Se a lagrangiana paramétrica I é horizontalmente constante, a curvatura média anisotropica
da imersdo é dada por

e, neste caso, a equagdo (2.5) torna-se a equacdo de curvatura média anisotropica con-
stante
Hp = H,. (2.56)

Portanto, se F é horizontalmente constante e 1) é um ponto critico de F com respeito a
variacoes que preservam volume, entdo a curvatura média anisotropica de 1) é constante.

2.6 Funcional de Hildebrandt

Um interessante caso de prescri¢do da curvatura média anisotropica segue da extremizagao
do funcional de Hildebrandt da forma

Folih) = /N FU.N) M + / Q). Ny dM, 2.57)

M
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onde () é um campo vetorial em M e F' € horizontalmente constante. Denotando-se

Foly,n) = (Q(y),n),

temos, em coordenadas locais,
- T .S
F Q= grsQ n
e, sendo assim, calculamos

8FQ 8FQ 8gm 8@
— Ty r._s Trs . I\m r— o s
ayl 11 anm Q + a 1 77 r1 g Q

ag’f’s T 8 T m S m, T — s
Q +gTS(Q FlmCQ )77 _Flrn gst

— TS r s agrs _ _
= Grs ;ln + Q n ( a T gksrfr - ngPfs)
r s r s ag?“s 1 — —km agm?‘ aglm aglr
= 3rsQ° + Q' (a = — 5%9’“ ( + — =)

oyt dy"  dym
1 _ ,km( agms 8glm agls ))

- §grk’g

oyt oy’ oym

o que implica

aFQ 8FQ 5 r s agrs . 1 agrs 8gls . aglr
]-(agrs aglr . ang))
2° 0yt oys Oy

= GrsQ0°

Portanto, concluimos que

. (OF, ,0Fg\ 0
XQ = gkl<—Q—F 2

oy 877 )ay

s a —kl, s
- g grsan a ak =g n Qs;l@_yk

e, deste modo,
S

(x@:m) = 7" 0 Qs = 1'0°Qsy = ', Q5.
Por outro lado, a expressao
8F

45

(2.58)
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assegura que
oFgy 0 0 0
.kl Q_:—kl— r_ 2 _ k2 _
Logo,
divy &g = divy Q. (2.59)

Agrupando (2.58) e (2.59), demonstramos
Teorema 2.3 A equacdo de Euler-Lagrange resultante da extremizagdo de (2.57) é
divaéq + (xqg,n) = divyQlyr. (2.60)
Assim, a equacdo de curvatura média anisotrépica prescrita é, neste caso, escrita como
nHp = nHy + Heg, (2.61)

onde
Heo = divyQ. (2.62)

Observamos que, no caso particular em que () € um campo de Killing, a equacio (2.61)
reduz-se 4 equacgao de curvatura média anissotropica constante. Mais adiante, lidamos com
a estabilidade de pontos criticos do funcional de Hildebrandt.

2.7 Tensor de Cartan

Ocupamo-nos, nesta secao, da comparacao entre o funcional paramétrico eliptico F e o
funcional drea cldssico. Isto requer estudarmos o quanto o tensor G desvia de uma métrica
riemanniana. Em termos de Geometria Finsler, este desvio equivale a existéncia de um
tensor composto de derivadas terceiras de F', o tensor de Cartan.

Iniciamos apresentando algumas propriedades elementares das derivadas covariantes
dos tensores G e Arp. Vemos, em seguida, por exemplo, que a diferenciagdo covariante
preserva a simetria dos campos tensoriais G e Ap.

Proposicao 2.2 A derivada covariante de G}, satisfaz
(VuSp)U", W) = (U, (VuSi)W), (2.63)

para quaisquer campos vetoriais U, U' e W em M. Propriedades similares valem para os
. .
campos tensoriais Gp, Ap e A}.
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Prova. Dados os campos vetoriais U, U’, W € T'(T M), se segue que
(VuSpU W) = (Vu(§pU"), W) = (Sp(VuU'), W)

U<9};U/’ W> - <9}U,v vUVV> - <?UU/’ 9}W>

UU', §pW) — (G3U", VoW) = (VuU', G W)

(U, Vu(§EW)) — (U, Sp(VuW))

= (U, (VuS)W). (2.64)
Isto prova (2.63). [
A proposic¢do seguinte relaciona as derivadas covariantes de G e Ap.
Proposicao 2.3 Dados campos vetoriais X,Y, Z em M, temos
V. xGr (.Y, 0. 2) op = VxAp(Y, Z). (2.65)

Prova. Utilizando (2.39), calculamos, em pontos de (0, M),

Vi xSr(Y, 0. 2) = 0 X (G (.Y, 0. 2)) = Gr(V x 0. Y, 0. Z) = Sp(.Y, Vi, x 1. )
= XAr(Y,2)) = Spr(t.VxY, . Z) — Gp(.Y, 0.V x Z)
= X(AF(Ya Z)) - AF(VXYa Z) - -AF(Y7 VXZ>
=VxAr(Y, Z2),

0 que encerra a demonstracgao.
Agora, relacionamos derivadas covariantes de A e o tensor de Cartan de F'.

O

Proposicao 2.4 Se F' é horizontalmente constante, as derivadas covariantes de segunda
ordem de Ar sdo dadas por

OP" Op® oyt
_ !
(Ar)ig = = A7 57 55 Fsers (2.66)
onde Al sdo as componentes locais do tensor de Weingarten.
Prova. Temos
o 0 0 g 0 g 0 0 0
V(g ag) = M ge 5 ~ AV it g 5) ~ A (ge Vit )
0 0 0 0 0
0 0
_9F(¢*%>¢*V%@) o
0 0 0 _ 0 0
= gur 9r W g V) V) = Sr (Vo g ) o
0 = 0
_9F(¢*%7 Vw* o w*%) o).
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Portanto, denotando por  : M — T'M asec¢io de ¢»*T'M dada por ((z) = (¢(x), N((z))),
temos

o 0 0 9 .,
) (e )) 0 )

0
VaAF(az &U]):g_( F((¢x * O
) o

DV 0 b (b)) 0 C = DA ) (Vo)) 0
- %(DzF« o (o))

8 0 _ 0
DV, ) () 0 = DPE((th ) (Vy, athi o)) o

Deste modo, resulta que

0o 0 0 9, 0
Voo Ar(gos55) = Do o DF(($u55)" (Vg 5)Y) + D*F(D %(w*axg (g 5)")
0 0
+D2F(<w*axZ>V7Dg &(d’*@)\l)
_ 0 s, 0
DAF((Vy, o o) (o)) 0 C = DP((the ) (Vy ot )) o€

Uma vez que
Ry )"+ (Vy, o N)
“Oxk VT Ok Yrgar

supondo F' horizontalmente constante, deduzimos, usando a Proposigéo 1.2, que

8 8 9 8
D2FD 8 v a D2 Y D a v
+D*F(D,,, 2 h(¢ W) s (s 8 >7))+ ((%%) : (1/)*8%)%%%) )
0 _ 0
N2 7 WY D2 TV v
DPF((V ., ) (o)) = D P ()", (V)
\ a \%
= D(vw*a%kzv)vD F(W*@) ,W*%) )-
Disto decorre que
g 0., ; 9 0
V@%ﬁ#(m»@) = —a Dy, o) D F((%a )", (¢*6xj) )
B 81#’“ &w th 9, 0 0
=~ dxl dxi Oxi %D F(ans’ 877t)
ad}r 877/}5 a¢t

k@xl Oxt Oz~ "
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donde concluimos que
. awr aws 8¢t
(Ar)ijn =~k 75 7 55 Fsr:

Isto encerra a demonstragao. U
Observamos que, para o ambiente euclidiano M/"*!' = R"*! uma férmula similar

aparece em ([?], p. 276). Uma vez que as fibras em 7'M sao intrinsecamente planas, as

derivadas covariantes de I’ comutam em todos os indices. Portanto, o tensor em M com

componentes

(2.67)

oY" O Nt

oxl dxt Oxi

¢ simétrico em todos os indices. Observamos, ainda, que F, € o tensor de Cartan.
Deste modo, temos

Ty = (2.68)

(AT = 9" (Ap)ijw = —g™ ayTij = —a, T}
€, portanto,
(AR5 — ARy = —a T + aiTy = —ai (T — T77,.67)

Caso o tensor 7j;; seja livre de trago (por simetria, isto significa que, levantando qualquer
um dos indices, temos um tensor (1, 1) livre de traco), temos

divy Ay = dtrAy (2.69)
Deste modo, demonstramos
Proposicao 2.5 Se F' ¢ horizontalmente constante e o tensor T’ é livre de trago, entdo

divarAs = drAs. (2.70)
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Capitulo 3

Equacoes Fundamentais

Neste capitulo, tentamos reproduzir a teoria cldssica de hipersuperficies em variedades
riemannianas em termos dos andlogos anisotropicos do tensor de Weingarten e da segunda
forma fundamental. A equacdo de Codazzi anisotropica assegura que, para superficies
em R3 com curvatura média anisotrépica constante, a aplicacdo de Gauss anisotropica,
com imagens na forma de Wulff adequada, é harmonica. Isto demonstra afirmativamente
conjectura posta por M. Koiso em [13].

Proposicao 3.1 Se F' é horizontalmente constante, o tensor de Weingarten anisotrépico
definido em (2.2) satisfaz
VéE=—Ap. (3.1)

Nos referimos a (3.1) como equagdo de Weingarten anisotropica.

Prova. Se F' € horizontalmente constante, a formula (2.29) reduz-se a

0

(D 0F _p OF 9 1
oy” aﬁk Tkanl_

(D DF. it + 5 (Rl 5

,)h>DF>TM = 0.

Assim, neste caso, a expressao (2.31) torna-se

_OF o 00
onkont dxm " Oz’

_ 0

Por outro lado,

o 0 0 2F ok oyt
s T~ ) = D VDF * T~ v i — - -
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€, portanto,

(ApAz—, 2) = al'(ArAg—, 5) = (Dyy, 2. DF, (du55)") it

PF ok ot _ o
= oFon 9xm " 9xi ~(Vy. 286855

Visto que, pela Proposi¢do 2.1, o tensor A g A leva vetores tangentes em vetores tangentes,
temos 5
= T
B (v“/’* oot 5) = YeArA oxt

Assim, denotando por Ar = ApA o operador de Weingarten anisotropico, concluimos
que

(3.2)

— T
0. ApX = —(Viyx€) (3.3)
para todo vetor fixado X € I'(T'M). Verificamos a seguir que ndo existe componente
normal (no sentido usual) de V,;,, x§. De fato, (2.29) escreve-se como
— a’l/ﬂ‘ j d k’

\V4 =
Yugon a oxd Z (977”877

Uma vez que, dado um vetor tangente (y,u) € T M, temos

(?w*if,u) Vw o W,
a.’l)l

ErE

deduzimos que

= 8%“ 0

\Y = —.
P aizg al»j 7/ anran g 8yl

De maneira mais sucinta, escrevemos

0*F 0

0
7kl i
26 = =g A oo (3.4)

Isto implica que

— O?*F 0
okl T m~
(Vy, 0.6m = =g 5‘77’”877’“(¢ Ae) 0" Gim
O*F 0
T (At
anrank (w ﬁxZ) n

0’F

k

— LA
n onkon” w

o)
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onde usamos o fato de que as fungdes gf; sdo homogéneas de grau zero. Entdo, como
haviamos afirmado,
(Vy,2.&m) = 0. (3.5)
ozt
Portanto 5
blpzs ==V, o€ (3.6)
Isto encerra a demonstragao U

3.1 Equacao de Codazzi

Proposicao 3.2 O tensor de Weingarten anisotrdpico Ar definido em (3.1) satisfaz a
seguinte versdo anisotrépica da equacdo de Codazzi

b (VxAp)Y = (VyAp)X = —R(.X,.Y)S, (3.7)
onde X,Y sdo campos vetoriais em M e R é o tensor de curvatura de Riemann em M.

Prova. Visto que B
U ApX = =V, x¢&, (3.8)

temos

U (VxAp)Y = . (VxApY — ApVxY) = Vi x0 ApY — (V. x0 ApY, mn + Vi, v v
= —Vu.x Vv + (Vo x Ve y&mn + Vi, vy
= =V x Vvl + U X (Vv &mn — (Vevé, Ve xmn + Vv vé

No entanto, uma vez que m*yg ndo tem componente na direcdo de 7 e posto que ?Qp* x7
¢ um vetor tangente, obtemos

U(VxAp)Y = =V, xVy,vE — (ApY, AX)n + Vy,v,vE.
Analogamente,

Uu(Vy Ap)X = =Vy,y Vy.x€ = (ApX, AY)n + Vv, 6,
o que implica que

Vu(VxAp)Y — 0 (VyAp)X = =V x Vv + Vv Vi x€E+ Vivové — Vv x€
—(ApY, AX ) + (ApX, AY ).
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Visto que ArA € simétrico, concluimos que

U(VxAR)Y = (VyAp)X = —R(1. X, .Y ). (3.9)
A simetria de ApA = ApA? pode ser verificada como segue

0 0 0 0

<AFa - Am) <AFA8 Aa j>
2 .o
— by ) = ab o S
2 s
= a ia:sé; ?fﬁl g:f aé-am%,%ﬁmﬂﬁﬂ%)
(AFaaj A%>
Isto encerra a demonstrag¢do da proposigao. .

3.2 Equacoes de Gauss-Weingarten Anisotropicas

Uma vez que
{&mn =

o campo vetorial £ sempre tem componente normal. Assim, este campo € transversal a
hipersuperficie imersa. Entdo, podemos decompor 7,y M/ em uma soma direta f, 1, M @
R &. Em termos desta soma direta, escrevemos

_ 0

0 o 0
vw*a‘;¢ 8 7

F
wvlax —|—IIF(8 o

)€ (3.10)

Note que se decompomos & nas dire¢cdes normal e tangente, obtemos

§=¢"+ Fn.
Entao,
- 0 o 0 o 0
- = F R -
Va. 5o ¥ oxJ ¢*vaii oxd + ]IF((?I“ 8xj)€ + FI]F(@ " O ) 1D

Usando as equacdes de Gauss-Weingarten

o _
o0~ — (Vw*a

22t Q1)

T
vV 927
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o0 0 _ 0 0

— T
(55 507 = Vo2 Vg~ Vezbeg5)

concluimos que
0 0 o 0
VFa - — 0 N . IF(—,—)
2ai 017 a2t Q17 ox'’ Oz’
onde é é o campo vetorial em M que estd f—relacionado com £7. Além disso, temos

o 0 11188

£, (3.12)

Hrr g0 = 7 1 G0 ) (3.13)
Assim concluimos que
0 0 1 o 0
ro_Y _ &z = =
Voog = Vaoa  F G a0 (3.14)

Dados os campos vetoriais X, Y, Z, W € I'(T'M), a equacdo de Gauss é (em termos
da métrica ambiente usual em M e da métrica induzida em M)

(R(X,Y)Z, W) — (R0 X, 0. Y W, Z, W) = IT(X, W)II(Y, Z)
—1I(X, Z)II(Y,W).

Em termos de dados anisotrépicos, deduzimos a equagdo de Gauss anistrépica

<R(X7 Y)Z= W> - <R<¢*X7 %YW*Z, %W> - F2 I]F<X7 W)]IF(K Z)
~F*I1p(X, Z2)IIp(Y,W). (3.15)

3.3 Harmonicidade da Aplicacao de Gauss

Dada uma lagrangiana paramétrica horizontalmente constante ' : TR? — {0} — RT, a
forma de Wulff é a fronteira regular do corpo convexo em R? cuja fun¢io suporte, baseada
na origem, é a prépria fun¢io . Uma vez que TR?® = R? x R?, globalmente, o fato
de que F' € horizontalmente constante equivale a que F' dependa unicamente da segunda
varidvel. Denotamos, assim, a restri¢io de F a esfera unitaria S? por f. A hipétese de
homogeneidade implica que

F(n) = w%» n e R — {0},

ou seja, I € a extensdo homogénea de grau um da fungdo f : S*> — RT. Sendo assim,
dada a familia de semi-planos

I_(n)={yeR’:(y,n) <F(n)}, nes’
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o corpo convexo K cuja fronteira € a forma de Wulff Wy correspondente a [ €, por
definicdo, o envelope convexo destes semi-planos, isto &,

K= ()1_(n)

nes?

Portanto, Wy = 0K ¢ a superficie regular parametrizada pela aplicacdo G : S* — Wy C
R3 definida por ) )
G(n) =VFE®mn) =Vfmn)+fmn, nes (3.16)

onde V denota o gradiente em S? e a dltima igualdade deriva do Lema de Euler e do fato de
que F' é extensdo homogénea de grau 1 de f. A partir da expressao (3.16), deduzimos que,
dados parametros locais w = u + iv em S? e uma carta local w € R? — n = X (w) € S?,
a métrica induzida em Wy tem coeficiente da forma

0 0 - - -
€= (G.X.(w) - 5o, Gu)Xo(w) - 5-) = (Vox VEVox VF). (3.17)
Uma vez que
o 0 - _ _O(FoX) -, 0X
concluimos que
aX 6 aX 8 e 0 - = 0
6X 8 8X 8 s 8 0 o 0
e 0X 0 0X 0
= 99 (G005 r>9F<au’ans)'
Portanto LOX 900X D _0X
—rs * 1
Os demais coeficientes locais da métrica em W sdo dados por
8X 8X

Consideramos, agora, uma imersdo isométrica 1) : M — R3. Definimos a aplicacdo

de Gauss anisotropica
g: M — Wg (3.20)
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pela seguinte relagdo: para cada x € M, o ponto g(x) € Wy é o tnico ponto em Wg
com plano tangente (orientado) paralelo ao plano tangente a ¢)(/ ) em ¢ (x), com direcdo
normal dada por n = N(¢)(x)). Remetemos o leitor a [20] para uma defini¢do similar.

Seguindo esta terminologia, demonstramos o seguinte resultado, andlogo anisotrépico
do celebrado teorema de Ruh e Wilms (v. [26]).

Teorema 3.1 Seja M uma variedade bidimensional compacta e orientada. Uma imersdo
isométrica 1 : M — R? tem curvatura média anisotrépica constante se e somente se a
aplicacdo de Gauss anisotrépica g : M — Wy é harménica.

Prova. A segunda forma fundamental da aplicacdo g €, por definigao,

0o 0 ~ 0 0
PG ) = Vo9 o0 ~ 9V o

't

(3.21)

onde V e V sio as conexdes Riemannianas em M e W, respectivamente.
Por defini¢ao, o plano tangente a /(M) em () e a Wr em g(z) sdo paralelos com
direcdo normal dada por n = N(¢)(x)). Assim, temos

~ a B a -
Voitam = Ventgs)
_ 829 Tg . 829 829

onde V é a conexdo euclidiana em R® e T indica a projecdo tangencial sobre TWp. Visto
que g(z) = £(z) por paralelismo, conluimos da equagdo de Weingarten anisotropica que

dg k o

_ 0
57 = Ve = —(Ap)jthor = —(Ap)j 5. (3.23)
Assim,
o OAr)f oy (Ap) %)
oridxi ozt Oxk )i dziogk
Ar)t o O T, B
- Ox' Oxk (Ar); <(8xi8xk) <(9xi8xk’N>N>’

onde, desta vez, ' representa a projecdo tangential sobre 7'A/. Uma vez que T e T sdao
projecdes sobre planos paralelos, temos

a(AF)§0_¢_( ( 0%y T
oxt  Oxk il grioak’

829 Trp
(8xi8xj) N
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Da equacdo de Gauss usual, segue que

- 0 g s (A ) 5¢
Vo295 = Ggger) =~

onde T, sdo os simblolos de Christoffel para a conexdo induzida V pela imersio de M.
Por outro lado,

, O
ort Ozl — (Ar)jT ik 9yl

O . 0 e _ ok 0 L
9V a7 — Do 9 g8 = TVt = "Ty(Arlibg = “Th(Aehigy
Deste modo, concluimos que
o 0.,  0Ap);oy L O g o OY
B(g)<%7%) - oxi 81’1 (AF)] Zk@ +F (AF) 81‘[
! 51# 8
O campo de tensdo 7(g) é, por deﬁnlgao, o traco da segunda forma fundamental /3, isto €,
. o 0
= g% ). 24
7(9) = 9B9) (55 5.5) (3.24)

Portanto, o campo de tensao de g tem componentes

7(9)' = —g"(Ap)}.;. (3.25)

Entretanto, usando a equagdo de Codazzi anisotrpica para R3, obtemos

m(9)' = —97(9"(Ar)kj)u = —glkgw (Ar)ji = —0" " (Ar)jri = —9" 9" (Ar) jin
= —g"(¢"(Ar)ji)a = —ng" (Hr)y = —nHp.
Assim,
7(9) = —n¢. VHp. (3.26)
Concluimos que g € harmonica se, e somente se, Hx é constante, como queriamos demon-
strar 0

Uma consequéncia importante da harmonicidade da aplicagdo de Gauss € a existéncia
de uma diferencial quadratica holomorfa associada a uma imersdo com curvatura média
anisotrépica constante em R3. Esta diferencial, denominada diferencial de Hopf, é defininda
em termos de coordenadas locais conformes z = 2! ++/—1 2% em M e da métrica (-, ),
em Wr por

o 0
o = <g*(9 Yo Yoy d2°. (3.27)

Teorema 3.2 Se 1) tem curvatura média anisotrépica constante, entdo ® é uma diferencial

quadrdtica holomorfa. Em particular, se M é homeomorfa a esfera S?, entdo 1)(M) é
isométrico a Wp.



Capitulo 4

Hipersuperficies de Delaunay
Anisotropicas

O exemplo natural das formas de Wulff para lagrangianas paramétricas no espaco eu-
clidiano ndo pode ser facilmente reproduzido em variedades para as quais nio temos a
estrutura vetorial de R"*! e a teoria cldssica de corpos convexos resultante desta estru-
tura. Ao invés de confrontar o problema de existéncia de pontos criticos para funcionais
arbitrarios em ambientes igualmente arbitrarios, focamos nossa atencao, neste capitulo, ao
uso de métodos equivariantes para assegurar a existéncia de pontos criticos de funcionais
rotacionalmente invariantes em ambientes riemannianos como as formas espaciais e os
produtos de formas espaciais por uma linha euclidiana. Tais métodos podem também ser
empregados em geometrias homogéneas tridimensionais como o grupo de Heisenberg e as
esferas de Berger.

4.1 Funcionais Paramétricos Rotacionalmente Invariantes

SejaY e I'(T'M) um campo vetorial em M. Fixadas coordenadas locais ', ..., 4", ', ...

em T M, escrevemos

0 0
_ 1 7 n+1
Y—aayl—i—...—l—a —8y”+1’ 4.1
onde as fungdes . .
a=a'(y', ... y") (4.2)
sdo as componentes locais de Y. Assim, o levantamento vertical
0 0
v _ 1 n+1
Y¥(y,m) =a o +...4a e 4.3)

59
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determina um campo vetorial global em T'M, isto é, YV € I'(TTM). Lembramos que

0 0
Plym) =n'——| .t (4.4)
w,m) = ont L) (e I
€ a seccdo canonica do fibrado TTM. Assim, temos
0 0
Y. Pypyg = d"(y', ...y s | a ;
W Pl WG B T
0 0
S O - R I W
Analogamente, calculamos
1P| = (P, P)rizs = Vg(y', ..., y™)nkn.
Deste modo, concluimos que
. P
O(y,n) == (Y ,WMM (4.5)

¢ uma funcao bem definida em 7'M . Alternativamente, escrevemos

—y

uma vez que, em termos de coordenadas locais, temos

9 B
k
=n—:1 €T,M
77 nayky Yy

(Y.n) = gua*n'.
Agora, seja [ R — R* uma fungio real diferencidvel escolhida de tal modo que a
fungdo F' : TM — R definida por

F(y,n) = nlf(©(y,n)) (4.6)

é uma lagrangiana paramétrica em T'M. Note que F &, por defini¢do, uma funcio ho-
mogénea de grau um na segunda varidvel, uma vez que

7 v P
F(y,n) = Inlf(Y, m)) = |P|f({Y vm>TM) 4.7)
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satisfaz B
F(y,tn) =tF(y,n), t>0, (y,n) € TM —{0}. (4.8)

A convexidade de F' com respeito a segunda varidvel depende, naturalmente, da escolha
de f. Determinamos, abaixo, os autovalores da forma bilinear Dzy DF restritaa V x V.
Assumimos, tacitamente, que f é escolhida de forma que estes autovalores sejam positivos.
Proposicio 4.1 A lagrangiana paramétrica F : TM — R definida em (4.6) satisfaz

P P P

By O =0 ) 4.9)

DF = f(0) 5

Prova. Dada uma curva « : (—¢, ¢) — TM da forma

afs) = (y,n(s))
com a(0) = (y,n), calculamos

dy* 0 dn* 0 9,
/ _ A -0 2 /k_
o/(s) = ds Oy* * ds On* 1 onk

_ Qﬁé%y.

Assim, o/(0) é um vetor tangente vertical. Calculamos

a
ds

1
|P(afs))| = m(Da'(o)P» Py

s=0
Temos

9 ont 9 B
D.mP = /kD P = /k:D l_: k= 1k lD 7
a’(0) K e o n o onf +n7n ﬁé)nl
o
onk

a'(0).

Portanto, concluimos que

d 1

ds |s=o P(a(s))| = W@/(U), P)rir.

Por outro lado, temos

3} da*(y,n(s)) 0 0 3}
Do/ YV — Da/ k — ) kDo/ R /lD — =0
(0) )@ o s o 1 +a" Do (o) o arn'D o :
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onde usamos o fato de que a*(a(s)) = a*(y) sdo constantes com respeito a s, pela escolha
da curva a. Disto resulta que

d d P P

S8 = |0 = (DY e+ 07 o Do P+ O Pl
= (7 70 (0) = o O PPy
~ @O = O PP )y
Concluimos que
(DE.a' ey = | Flo(s) = | _[Pla(s)] F(O(a(s)) + | Plals)l| _ f(O(as))
= (e @ O FO(a(0)) + [Pla(O)|(©((0) | _ eas)
= (7 O f(O(w.)
(0 Ot = o (P (P O ) £ (O

Visto que P € um campo vetorial vertical e que todo campo vetorial tangente vertical
corresponde a algum vetor velocidade da forma o/(0), obtemos
“DF = f(O(.n)) o + O m) (¥ (V. ) (4.10)
T = — Y )i oy :
P [Pl P
Isto encerra a demonstra¢io da proposi¢ao. U
Agora, iremos calcular o Hessiano de . Seus autovalores sdo listados abaixo

Proposicao 4.2 A derivada covariante de 7;DF, restrita a distribui¢do vertical V em
TM, é dada por

Dr!DF|yxy = T, @ T, + p* (-, Yvwv = T, @ Ty) (4.11)
onde Ty, é a 1-forma em T M metricamente equivalente ao campo vetorial
P P
T:=Y" -, —rir— (4.12)
[P | P

e os autovalores !l e u sao dados por

ull = f”(@)%(ﬂ”ﬁ e %%M) + |—]13|(f(@) — Fe)Y, %m) 4.13)
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P

L 1 / v _
pt = 1y (F(O) = SO, ) (4.14)

Observamos que f é escolhida de modo que !l > 0 e p* > 0 em TM — {0}.

Prova. Dado um vetor tangente vertical U € T, ,)T' M, temos

1

UF(0) = F(O)U6 = £(0) (5 (¥ V)rss = V" Pl (P. U

/ ]' A 1 v
Uf'(e)=r"euve = f/(@)<m<y )i — Wﬂ/ , P (P, U>TM>‘
Além disso,
P 1 1 1
D = U— P+ —DyP =— <P U P+ —U.
vipl = Vi P et = Tt Ui P

Visto que, segundo a demonstragao da proposi¢ao anterior, € valido que Dy YV = 0, temos

Dym!DF = f’(@) (,—]13,<YV, U)ss = 70 Pl PV ) i
1
+f”<@>(i<w Uit = oV Phra (P U ) (10 = (7% 2y D)
|P| ) TM — |P|3 TM ) TM ) |P| TM‘P‘
1 1 P P 1 1

v

1O (=, U = (B Ve Py = (¥ S0P,

S G
A (Y~ P

expressdo que, depois de algumas simplificacdes, resulta em

v e 1 v v P _ P _ v v P _ P
Dy DF = £(0) 1 ((V*, U = V™, bl s U ) (V= (0, e )
oo Ly (v _w Ly P
1O 0 b (U= U, e )
1 P P
+HO) i (V= U ) (4.15)
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Os autovalores da forma bilinear D! DF' restrita a V x V sdo calculados como segue.
Primeiro, consideramos vetores tangentes verticais U, V' ortogonais a P. Neste caso, temos

1
|P| <YV U>TM<YV7 V>TM

P
P

(DumDF,V)ri = ["(0) 15

o (F(0) - F@)r,

P >T]\7[)<U7 V),

para U,V L P. Como esperado pela homogeneidade, tomando U = P ou, mais geral-
mente, U paralelo a P, obtemos
Dpm]DF =0,
como pode ser demonstrado diretamente da expressao (4.15). Assim, € suficiente calcular
Dym}DF ao longo das dire¢oes U, V' L P. Se, em particular, tomamos ambos os vetores
verticais U, V' perpendiculares a dire¢ao
P P

T=Y" = (Y, Vppm
< 7|P|>TM|P|>

temos
P P

<U> YV>TM = <U7 T>TM + <YV7 E>TM<U7 W>TM =0

e, analogamente,

<V7 YV>T]\_4 =0.
Neste caso,
P
(DynDF. Vgt = 7 (£(8) = PO, 7)) UV )
assegurando que .
1 . i ! v - B
it = T (18) = £1(O)YY, ) (4.16)

¢ um autovalor do tensor covariante de posto dois D, D I’ com multiplicidade igual a n —
1. Agora, consideramos vetores tangentes U/, IV ambos verticais e paralelos a 7. Tomando
U =V =T, por exemplo, temos

(DrmiDF Thris = £(6); ]13| (Y, T) 7 + |—]13| (f (©) = f(e)y™,

1 P
4 el el _ T2

1
// V|2 v £27 i gt v i B 2
(r1® |P| (Y = O, V) + 17 (F(©) = SO, rpheas) ) TP

P

|_P’>TJ\7[> <T’ T>TM

(£©) - f©)
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demonstrando que

= 1O) g (Y = (7 T h) + 1 (10) = F(O) (Y rhar)  @1)

¢ um autovalor simples de D7y D F ‘ vy Isto encerra a prova da proposigao. U

4.2 Uma Formula do Fluxo

Dada uma imersdo isométrica 1) : M — M e um campo vetorial normal unitirio N em
(M), definimos o campo vetorial ao longo de ¢ dado por

§(W(x)) = F(Y (9 (), N(1(2))))N(¢(x))
+ (Y (@), N (@) (Y (9 (2) = (Y (1h(2)), N((2))N (¢ ().

Uma vez que | N| = 1, segue que

& = fOy,n)P+ f(O©W,n)Y" =", PryP)
= mDF(y,n),

onde
y=v(), n=N@)).

De modo mais sucinto, escrevemos
= f(O)P+ f(O)T.

Proposicio 4.3 Seja Y € T'(TM) um campo vetorial Killing conforme. A curvatura
média anisotrépica de 1) com respeito a lagrangiana paramétrica F' definida em (4.6) é
dada por

nHp =nH(f(©) — f'(©)0) — f"(O)(V(Y,N),YT) —nof'(©), (4.18)
onde a fungdo o € C>°(M) é definida por £y (-,-) = o(-,-) e YT =Y — (Y, N)N.

Prova. A fim de calcular a curvatura média anisotrépica de v, fixamos um referencial
ortonormal local ey, ..., e, tangente a 1)(M). Entdo, denotando Y7 =Y — (Y, N)N,
temos

Ve = [(O)uei(Y,N) N + f(©)Vy.e, N + [(©)1hei{Y. N) YT + [(O)Vy, e YT
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e entao

3

n

dinp(M)S = <vw*ei§7 ¢*€z> = f(@) Z<vw*eiNa 77Z)*€z> + f”(@) Z ¢*61<Ya N> <77Z)*6i; YT>
i=1

=1 =1

S =

+1'(0) Y (VoY tes)

1

= —nHf(0) + ["(©) (. V(Y,N) 0 1), YT) + [/(©)divyu)Y "

No caso particular em que Y € um campo vetorial Killing conforme satisfazendo

(VxY,Z) +(V3Y,X)=20(X,2), X,ZecT(TM),

temos
divpanY” = Y (Ve Y7 ) =Y (Voo Yihe) — (V,N) D (Vi o N, thier)
=1 =1 i=1
= no+nH(Y,N).

Neste caso, visto que a curvatura média anisotropica é dada por
nHp = —divyné,
obtemos, usando a notagdo © = (Y, N), a férmula
nHrp =nH(f(©) — f(©)0) = f"(©)(¥.V(Y,N),Y") — nof'(©) (4.19)

Abusando da notacdo, denotamos também por Y7 o campo vetorial em M o qual é
yp—relacionado a Y. Sendo assim, deduzimos a férmula simplificada

nHp =nH(f(©) - f'(©)8) — f"(O)(V(Y,N),Y") — nof'(©), (4.20)

encerrando a demonstracao da proposi¢ao. U
Agora, deduzimos uma férmula do fluxo, nos moldes das férmulas demonstradas na
literatura sobre curvatura média constante.

Proposicao 4.4 Seja () um dominio em M cujo bordo é um ciclo ' orientado por um
campo vetorial co-normal exterior v. Entdo,

/Q nof(O) + nHp (Y, N) = / (/(©) - F'(©)0) (¥ 1) “.21)

r
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Prova. Temos

divyn ((£(8) = f(©)O)YT) = (V(£(©) — f(0)0),Y") + (f(©) — f(0)®)divynnY"
= (['VY,N) = VY. N) ' = (Y. N) f'V(Y,N),Y") + (f = ['©)(ne + nH(Y, N))
= —f"(O)Y,N{V(Y,N),Y") + (f(©) = f'(©)©)(ng + nH(Y,N)).

Por outro lado,

nHp(Y,N) = nH(Y,N)(f(©) = f(©)0) — f"(O)(Y. N)(V(Y,N),Y") — nof (©)(Y, N)
= divyon) ((f(©) = [(©)©)Y") — nof(O).

Dai, concluimos que
divyon) ((f(©) = f(©)0)YT) = nof(©) + nHp(Y,N),

donde a féormula (4.21) segue, aplicando-se diretamente o Teorema de Stokes. U
Especializamos esta discussao para o caso de campos de Killing ou campos paralelos,
obtendo informagdes adicionais sobre a equacao de curvatura média anisotropica.

Proposicao 4.5 Se Y € F(TM ) € um campo de Killing, isto é, se o0 = 0, temos
{¢m) =0 (4.22)
onde x € I'(TM) é definido por
Xth(y) = W:DFLP(?J%

para uma dada sec¢do ©(y) = (y,n(y)) do fibrado TM. Além disso, se Y é um campo
vetorial paralelo, entdo I é horizontalmente constante.

Prova. Calculamos

oF a .. . , OGmn
o = a_ykf(gm”a n") = f'(.) oy a™ + Gmnalg)n"

OF
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Assim
0\ oF , OF
<_k> L s W
dy dy on
agmn amn™ 86Lm . m
= f’( a k: n +gmn8 k"? FknT] Gmr@ )
@9 3@
— /. n mn m ro— m
n 0gmn m o
3gmn o I
= f ( dyk + Jmn@i — Gmnlpra —T,ma>
a mn _
= f’n”( 89 0"+ g — Gl a0’ — r;na,)’
0 que resulta em
a - m T r
<8y > F = f ( gmnak ‘I‘ank gmnrkra _Fknar>

n - m - m . r r
= f (an ik + Fkna’/‘ gmna;k + an;k - gmnrkra - Fkna’r>

= f'n (a'n & — Jmn (@l iy anl) + Ak — anrﬁar>

= f/77n ank_ank_l'ank)

= f77 an;k-
Deste modo, temos
0 \h 0
(DF, <ayk) Vi = <a k) F = f'ilans. (4.23)

Entretanto, 7" DF = 0 se, e somente se, Y é um campo vetorial paralelo. Logo, fixada a
seccdo ¢, calculamos

(o) = OCi)rag = nmDF. () e = (55 F

!k, n

= forn"an.
Se Y é um campo vetorial de Killing, a equacao de Killing

Ak + Afyn = 0
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implica que a forma (a,) € anti-simétrica. Neste caso, conclufmos que

(x,n) = 0.

Para um campo vetorial de Killing conforme fechado, quando a,.xn® = o7, a dltima
formula nos da

(x,N) = [fo.

No caso em que consideramos uma imersdo isométrica 1) : M — M dada e a secciio
¢ = (1, N) do fibrado ¢*T'M, uma prova simples deste fato procede do seguinte cdlculo

(x, N) <vN€7N>‘¢(M)

(VNN + fYT N)

= N(f)+ f(VyN,N)+ f{YT N)

= f'N(Y,N) = f'((VNY,N) + (Y,VyN))

= flo=0,

onde usamos o fato de que N ¢ estendido como um campo vetorial velocidade unitario de
geodésicas partindo ortogonalmente de ¢)(M ), o que implica que VN = 0.

4.3 Hipersuperficies Rotacionalmente Invariantes
Seja Y um campo de Killing. Por brevidade da exposicdo, supomos que a distribui¢ao
y€M—{neT,M:(nY(y)) =0} (4.24)

é integrdvel. Isto significa que a métrica ambiente em M ¢ estdtica, i.e., é preservada pelo
fluxo ¥ of Y. Além disso, supomos que a métrica induzida em uma folha integral P desta
distribui¢do € rotationalmente simétrica. Mais precisamente, supomos que existe um polo
o em P tal que em termos de coordenadas esféricas (r,0) € (0, R) x S"!, para algum
R € (0, +00), baseadas em o, a métrica em P é expressa por

dr® + h*(r) do* (4.25)
em uma vizinhanca normal estrelada de o em P. Nesta expressao, denotamos por
do* = Qijdﬁidﬁj

a métrica candnica em S" ! escrita em coordenadas locais (0*, ..., 6") para S* L.
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Seja t o parAmetro do fluxo ¥ de Y definido de modo que ¥ (0,y) = y, para todo
y € P. Supomos que as linhas de fluxo de Y sdo completas. Deste modo, (t,7,0) €
R x (0, R) x S"~! sdo coordenadas locais em M com Y = 2. Denotando ¢*(r) := (Y,Y),
concluimos que a métrica ambiente € expressa nestas coordenadas como uma métrica du-
plamente “warped” da forma

g*(r)dt* + dr® 4+ h*(r)do*. (4.26)
No que segue, fixamos as seguintes escolhas das funcdes g e h:
h(r) = sn,(r), g(r) =sn (1), 4.27)
caso consideremos M"*! = S"*1(x) quando k > 0 e M1 = H""(k), se k < 0; ou
h(r) = sn.(r), g(r) =1, (4.28)

caso consideremos M"*! = §"(k) x R quando x > 0 e M""! = H"(k) x R, se k < 0.
Lembramos que, por defini¢do,

r, se k=0
St (1) = \/LE sin(y/kr), se k>0
\/;?@ sinh(y/—kr), se k<0,

de modo que, denotando cs,(r) = sn (r), temos

2 2
cs;(r) 4+ rsnz(r) = 1.
Observamos que, mesmo fixadas estas escolhas, varias das expressoes e resultados a seguir
valem para uma métrica na forma (4.26) mais geral.
Uma hipersuperficie rotacionalmente invariante ¢ : M — M é parametrizada em

termos das coordenadas (¢, r, §) por

(s,0) = (i(s),7(s),0), s €(0,9). (4.29)
Os campos vetoriais
0 .0 .0
1/1*% =75 + t@’ (4.30)

onde - representa a derivada com respeito a s, e

0
00 |y

0
w*% (4.31)
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geram o espaco tangente a cada ponto de /(M ). Se s é o pardmetro do comprimento de
arco, a métrica induzida em ¢ (M) é

ds® 4 h*(r(s))d6>. (4.32)

Um campo vetorial normal unitdrio ao longo de v é dado por
N=t——g2(r)i=. (4.33)

Proposicao 4.6 A equacdo da curvatura média anisotrépica de uma hipersuperficie rota-
cionalmente invariante ) : M — M parametrizada por (4.29) é dada por

... .1d ) .
nHp = pl (&7 — it — t;d_i(l + 7)) — (n — l)thE% (4.34)

onde
u = (f"(g* =) + (f + ['7))
pe= (' + f7)
sdo os autovalores da forma D! DF|yyv, calculados em pontos da sec¢do
((z) = (¥(x), N(¥(x))), z € M,

do fibrado 1*T M, onde N é o campo normal fixado em (4.33). Equivalentemente, 11l e
pt sdo os autovalores de Ap.

Prova. Temos

_ 0 0 -0 0 10 . 0 0 dg
Vesrar = WVeara) = aalorar = 9
Além disso, 5 g 9 9 o
_ 1
Vesrar = zai'ar a0 =
c
-0 0 _ o 0 10 0 0
Vegrae! = Vasral) = 2aeiar o =
Assim, temos
g, 0 _ oo
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Visto que as folhas sdo totalmente geodésicas e que 3 8 € o campo vetor velocidade das

geodésicas radiais que emanam de o em P, conclulmos que

-0
Ademais, temos 5 5 40 o
_ _ 1 g
Vior = Vho  gdror
e
o, 2 _ldn o
ak Or  hdr 06F
Por fim, 5
Usando estas expressoes, calculamos
- 0 -0 0 .= 0 .= 0
Vw*%w*a = ta—i‘rg—i‘tvw*%a—i‘rvw*%a
-0 .0 ..o 0 . 0 e 0 = 0
= tEJFTEH(N%EJFN%a_)+r(tv%E+TV%E)
o, o . dg 0 ldg 0 ldg 0
= = i+t — gL — =2 — 2=
8t+rar+ ( dr Or gdrat)—i_r( gdr@t)
ldg, 0 , dg\ 0
= (f+2ri--2)= — 2g—=) =
( + gdr)8t+< gdr)ar
e, usando o fato de que 72+ 92252 = 1, temos
_ 0 B _2.1dg . dg dg ,2 9 0
<v¢*%w%,m = —(it+2r t§$)+(tr—tg%) £ — 7 t—t%(gr + gt?)
.1dg .9
= i —7t—i=—2(1 .
P—r gdr( +79)
Agora,
_ 0 - o 0 — o 0
Vo2 aea Ny = <Va‘3i%’m:t< sowar 9 Vi aer o)
- o 0 dh
Concluimos que o operador de Weingarten A = —V N de ¢ tem autovalores dados por
. . .1d
K = i — i — =221+ 2) (4.35)
gdr



4.3. HIPERSUPERFICIES ROTACIONALMENTE INVARIANTES 73

1 dh
kEt = —f—— 4.36
h dr ( )

cujas multiplicidades sdo, respectivamente, iguaisa 1 e n — 1.
Observamos que, dados autovetores u, v € T'M da forma bilinear simétrica A r, asso-
ciados a um autovalor p, temos, por defini¢do,

p{u, v) = Ap(u,v) = Gr(Yu, Pv) = DrLDE((Yuu)’, (.0)").
Por outro lado,
(u,v) = (uu, ¥ov) = ((Yw)", (Vsv)") i,

0 que permite concluir que x € autovalor de D7ty D F|y,y. Concluimos que os autovalores
de A% sdo dados por

ph= 1Y P =N+ (f = FYN)) = f(6P () = #2) + (f + f'7),

visto que (Y, N) = —re
i = f— fY,N) = f + f7-

Uma vez que
nHp = plkl + (n — D)pt k™,

finalizando a prova. ]

Hipersuperficies rotacionalmente invariantes sao equivariantes com respeito a acao do
grupo ortogonal O(n) em M que fixa a linha de fluxo de Y passando por o. Orbitas desta
acdo sdo, por defini¢cdo, as classes de equivaléncia da relagao descrita em coordenadas por

(r,t,0) ~ (r,t,RO), R € O(n). (4.37)
Logo, o espaco de 6rbitas pode ser identificado ao conjunto
I={(tr):teR, 0<r <R} (4.38)

onde R = +oocasoxk < 0e R = \/lg quando x > 0. Na sequéncia, denotamos por
7 : M — II a proje¢do de um ponto de M sobre sua 6rbita em II. Nos pontos regulares, a
aplicacdao 7 € uma submersao riemanniana.

As fungdes ¢ e r sdo invariantes em uma Orbita. Portanto, o fibrado normal a uma

orbita € gerado por Vit e Vr. Geodésicas de velocidade unitéria realizando a distincia
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entre Orbitas vizinhas sdo perpendiculares as orbitas. Parametrizando uma tal geodésica,
v, digamos, pelo comprimento de arco ¢, temos

_ Vt _ Vr
"(¢) = (v, Vt) = ' V) —
e, portanto, )
dt.o 1 dri2 Vr
1 — / / — (= ___ - _
0" = (50 |Vt|2+(d§) V2’

0 que implica
,  dt? N dr?
VRV

expressao local para a métrica orbital em II. Uma vez que

ds

_ o 0 _
A R
temos
d¢® = dr* + ¢*(r) dt?, (4.39)

0 que demonstra que a métrica orbital em II coincide com a métrica induzida nas hipersu-
perficies § = constante em M.

Dada a imersdo ¢ : M — M de uma hipersuperficie rotacionalmente invariante,
com coordenada » > 0, definimos a curva geratriz de 1 por 2[} = m o em II. Sendo
assim, dizemos que (M) é a hipersuperficie gerada por . Em coordenadas, escrevemos
¥(s) = (t(s),r(s)), onde s é o comprimento de arco. Definimos, entdo, o angulo ¥ entre
o vetor % e o vetor velocidade v segundo as equacdes

cost? = T, (4.40)
sind = ¢t, (4.41)
e, sendo assim, calculamos
) . 1 o1 . 1d 1. 1d
i — it = —= sin® 99 — = cos? VY + ~ % cos?¥sind = — =19 + ) cos? ¥ sin 0.
g g g dr g  g*dr
Portanto,
. . .1d 1. 1d
=i — i — =142 = =20 — =Y s, (4.42)

gdr g g% dr
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Abreviamos estas informag¢des na forma

7 = cosv, (4.43)
. 1
t = =—sind, (4.44)
g
. 1
9 = —gkl — 149 G, (4.45)
gdr

E vilido observar que k!l é a curvatura geodésica K, da curva ) no espago de Orbitas 1.
Isto segue do fato de que o interior de II, conforme indicamos acima, € isométrico a um
aberto de uma hipersuperficie = constante e, sendo assim,

- 0
g = (Vi 2z N) = kil (4.46)
O volume de uma 6rbita € dado por
v(r) = KNI = s ()8, (4.47)

de modo que a derivada logaritmica do volume na dire¢édo do campo normal N =R7'N
a 1) € determinada por

—Inv = ?;/((:))% =(n— 1)9%% sin 9. (4.48)
Uma vez que
1=_ Ldh sin1),
gh dr
a curvatura média anisotropica de v é dada por
nHp = —Mll(éﬂ—k %% sind) — (n — 1);%9%% sin 1, (4.49)
ou, equivalentemente, em termos de dados orbitais,
nHp = —,u”/-ﬁ:u; — /ﬁi Inwv. (4.50)
ON

A equacdo (4.50) pode ser deduzida variacionalmente, segundo o argumento de reducao
classico.
Reescrevendo a equacao (4.49) como
L 1dh

. ldg
g — —(, 1222 _ 220 _
AR} (u g +(n—1)u hd?") sin — ngHp,
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obtemos a terceira equacao do sistema

7 = cos v, (4.51)
t = 1sim9, (4.52)
g
, 1dg 1 dh
g — (2% 2 Y g
ull (u S =ty dr) sin® — ngHp. (4.53)

A inspecdo imediata deste sistema permite demonstrar alguns fatos elementares, mas
importantes.

Proposicao 4.7 Dada uma solugdo s — (r(s),t(s),V(s)) do sistema e uma constante
a € R, acurva s — (r(s),t(s) + a,9(s)) é também solugcdo de (4.51)-(4.53). Além
disso, as curvas s — (r(s),2a—t(s),9(s)) e s — (r(—s),t(—s),¥(—s)) sdo solugcdes do
sistema obtido a partir de (4.51)-(4.53) substituindo-se Hp por —Hp. Geometricamente,
translagcoes ao longo das linhas de fluxo de Y preservam a curvatura média anisotrépica
constante de hipersuperficies rotacionalmente invariantes, ao passo que reflexées com
respeito a uma linha t = a e reversoes do parametro da curva perfil mudam o sinal da
curvatura média anisotrdpica.

Uma solugdo s € [0,S) — (r(s),t(s),9(s)) do sistema (4.51)-(4.53) com condi¢do
inicial 9(0) = £7 pode ser estendida ao intervalo (—S, S) por reflexdo em torno da linha
t = t(0).

Deste ponto em diante, procedemos a andlise qualitativa de solugdes do sistema (4.51)-
(4.53). Iniciamos utilizando a Proposi¢do 4.4 para obter uma integral primeira para este

sistema.

Proposicao 4.8 A expressdo
I=(f+fPEg*(r)h"  (r) + nHp /Tg(T)h”_l(T) dr. (4.54)
0
define uma integral primeira para o sistema (4.51)-(4.53).
Prova. Seja I'; = ¢(M) N P, onde P, é uma folha integral da distribui¢do

yeMw—{neT,M: (nY(y) =0} (4.55)

dada por P, = {¥(t,y) : y € P}. Sendo assim, I'; é uma hiperesfera geodésica em P,
limitando um n-disco geodésico €2, com raio r(¢). Consideramos, entdo, uma regido em
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(M) limitada por I'; e I'y para t = t(s) e t’ = t(s') fixados, com 0 < s < & < §S.
Deduzimos da férmula do fluxo (4.21) para o = 0 que

/ nHp(Y,N) = / (f — POV N, + / (f— FOND Vv, (456)
Q It

Ty

onde as dire¢des co-normais ao longo de I'; e 'y sdo dadas respectivamente por

0
by = —¢*£

) 0
Vy = Tﬂ*g

Suponha que Hy é constante ou, mais geralmente, que Hp é estendida como uma fungao
constante ao longo das linhas de fluxo de Y. Desta forma, o teorema da divergéncia,
aplicado ao ciclo D em M limitado por €, €, e )y, permite deduzir a partir da equacdo
de Killing que

0:/ nHFdivMY+n<vHF,Y>:/divM(nHFY)z/nHF<Y,N>
D D Q
Y Y
+/ nHp(Y, —— +/ nHp(Y, —
o, MY nHe Y g)

o que implica

/Q nHp (Y, N) = / (Y, fy/—|> - / nHp (Y, |§—|>.

t!

Assim, concluimos que ambos os lados em

[ onttelvi= [ (= = [ ey s [N

t/ Ty
definem uma fun¢do constante de s. Visto que
J .0 0
V,N) = (=, t——g2(r)i=) = —
(Y, N) = (o b = g2 0) = =i

o, 0 0 0. , .
(Y, @/J*£> = <§77”5 +t§> =g°(r)t
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a integral na fronteira € dada por
[ =i = - [ £+ g,
Ft Ft

Entretanto, uma vez que I'; é uma hiperesfera geodésica com raio r(s), temos que

dly = h" ' (r(s))d0 = h"(r(s))/det 0;; do" ... do" !

e entao
/F (f = F O N)Y ) = —(f + PR (r)]s™.

Por outro lado, quando Hp € constante, obtemos

7(s)
/ nHp|Y|=nHp |S”_1| / g(T)hn_l(T) dr.
Q: 0

Portanto, concluimos que

I=(f+fPtg*(r)h" ' (r) + nHp /O ' g(T)R" (1) dr (4.57)

€ uma integral primeira para uma hipersuperficie rotacionalmente invariante com curvatura
média anisotropica constante. Denotamo-la por / no que segue. U

No enunciado do teorema abaixo, fy é uma constante dada pelo valor de f em algum
ponto r = ry determinado explicitamente na demonstragao.

Teorema 4.1 As superficies completas, rotacionalmente invariantes, isometricamente im-
ersas em R3, S*(k) and H? (k) com curvatura média anisotrdpica constante Hy sdo clas-
sificadas segundo os pardmetros Hy e I em: (i) folhas totalmente geodésicas, se Hy =
I = 0; (ii) anéis minimos mergulhados, “catendides”, se Hp = 0 e I # 0, quando r < 0;
(iit) esferas mergulhadas, se Hy # 0 e [ = 0 - quando k > 0 - e HZ > —kfi el =0,
quando k < 0; (iii — bis) discos mergulhados, se Hg < —kK fg el =0, quando k < 0;
(1v) cilindros regrados pelas linhas de fluxo de Y ; (v) superficies mergulhadas, periédicas
e cilindricamente limitadas se IHy < 0 - quando k > 0 -ese [Hy < 0 e H? > —rfZ,
quando k < 0; (v) uma superficie tipo catendide-primo, se I[Hy < 0 e H? = —kfZ,
quando k < 0; e, por fim, (vi) superficies imersas tipo-noddides, se [ Hy > 0 - quando
k< 0-eselHy>0e Hy# kl, quando xk > 0; (vii) toros de revolucdo, se I[Hy > 0 e
Hy = kI, quando k > (.



4.3. HIPERSUPERFICIES ROTACIONALMENTE INVARIANTES 79

Prova. (i) Se Hr = 0 e I = 0, a férmula (4.54) implica que { = 0, donde resulta que
t = a, para alguma constante ¢ € R. Assim, (4.51) e (4.52) implicam que ¥ = 0 ou
¥ = 7, conforme s = r ou s = —r. Concluimos que, neste caso, a hipersuperficie rota-
cionalmente invariante com curvatura média anisotrépica estd contida na folha totalmente
geodésica P, = {W¥(a,y) : y € P}. Esta solugéo do sistema (4.52)-(4.53) corresponde as
condig¢des iniciais 7(0) = 7o, t(0) = a e ¥(0) = 0, 7.

(1) Se Hr = 0 e I # 0, obtemos, a partir de (4.54),

I = pres?(r)sn,(r)

o que permite concluir que { # 0 e r # 0 em todo o dominio de definicio da solucdo.
Neste caso, supondo ¢ > 0, podemos escrever

dt\? 1 I?
—) = ) 4.
(dr) cs2(r) (ut)%cs2(r)sn2 — I? (4.58)

Passamos a analise dos zeros do denominador em (4.58). Nos ambientes de curvatura
constante M? = S3(k) e M3 = H3(k), um zero r = r, desta expressdo, ou seja, da

derivada % , satisfaz

(w)?es(ro)snz(rg) — I* = 0, (4.59)
ou seja,
1, I?
—sn?(2ry) = ——.
) = Gy

_ dr __ dt . dr __
Ressaltamos que, em r = 7(, temos o = 0e, dado que o # 0, deduzimos que &=

% % = 0. Sendo assim, u*= = f(0) =: f, em zeros de (4.59) e, portanto,
4]
snz(2ry) = —. (4.60)
o

Se x > 0, a equagdo (4.60) admite solugio quando I* < fZ/4k. No caso em que k < 0,
h4 sempre uma tnica solucdo.

Concluimos que, fixada uma solug¢do r = 7y de (4.60), a hipersuperficie rotacional-
mente invariante com Hr = 0 e [ # 0 fixado é gerada por uma solu¢do do sistema
(4.51)-(4.53) com condigdo inicial 7(0) = 7o, t(0) = 0,9(0) = £7. Esta curva é descrita
nao-parametricamente como o bi-grafico da fungao

T 1 I
- d : 4.61
t(r> /’r‘o CSH(T) \/(ML>QCSz(T)Sni(T) — 2 T, T >Tg ( )
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Para k < 0, esta integral impropria estd definida para r € (rp, +00). Sendo assim, a
hipersuperficie rotacional correspondente é completa e difeomorfa a um anel. Caso x > 0,
entretanto, temos % -+ (0 quando r — \/lg, o que demonstra que a solu¢iao nao pode ser
estendida por reflexdo em torno do eixo r = \/iﬁ Logo, nesta situagdo, a hipersuperficie
rotacional correspondente ndo € completa.

(7i) Caso Hp # 0 e I = 0, escrevemos (4.54) na forma
s, (r)sn(r) sing + Hpsn?(r) = 0. (4.62)

Caso M? = S*(k) ou M? = H?(k), temos

Lesa(r)
R ginY = —H 4.63
% s () sin F (4.63)

e, tomando Hr < 0, concluimos que sin? > 0 em todo o intervalo de defini¢do da
solucdo. Além disso, caso k > 0, temos r < ﬁ% A expressio (4.63) implica que v = 7
em r = rg, onde rq satisfaz

cse(ro)  Hp

Sl’l,€<7’0> fg '
Portanto, fixados Hr # 0 e I = 0, estamos considerando uma solucéo do sistema (4.51)-
(4.53) com condigdes iniciais 7(0) = 7o, t(0) = 0,9(0) = 7. Tal solu¢do pode ser descrita
nao-parametricamente, visto que

dt\2  snZ(r) H2
<%> o Csi(r) (ML)QCSi(r) _ H%Sl’l%(?”)’ (4.64)

expressao a partir da qual constatamos que % — 0 quando r — 0*. Logo, a solugio pode
ser estendida a » = 0, atingindo ortogonalmente a fronteira de II. Pontos criticos para
a coordenada r ocorrem quando o denominador em (4.64) se anula, isto é, parar =
satifazendo

csp(ry)  Hp

sn2(ry)  f3
equagdo que, no caso x < 0, tem solu¢do unicamente para Hz > —kfi. Se k > 0,
verificamos que sempre existem tais pontos criticos. Por esta razdo, deduzimos, neste
casos, que a curva geratriz pode ser estendida por reflexdo em torno do eixo r» = 0, gerando
por rota¢do uma hipersuperficie de curvatura anisotrépica constante, homeomorfa a uma
esfera.

Se k < 0 e H2 < —k, as hipersuperficies rotacionais de curvatura média anisotrépica

constante geradas por estas solucdes do sistema (4.51)-(4.53) t€m a topologia de um disco.
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(1v) Se Hr # 0e I # 0, uma solug@o trivial para o sistema (4.51)-(4.53) € dada por r = ry,
para ro € (0, R) arbitrariamente fixado. Neste caso, temos ¥} = +7 e t(s) = iﬁ.
Assim, a hipersuperficie rotacionalmente invariante correspondente € um cilindro sobre
a esfera geodésica de raio ry em P, regrada pelas linhas de fluxo de Y, percorridas a
velocidade unitéria. Este cilindro descreve, portanto, uma solu¢do do sistema de equagdes
(4.51)-(4.53) com condigdes iniciais 7(0) = 7o, t(0) = 0, ¥(0) = £7. A integral primeira
¢ determinada por
I = pres,(ro)sng(ro) + Hpsn?(rg).

Por outro lado, a equacgdo (4.53) assegura que

2 s, (ro) Hp — il sn, (7o) B Lcs,i(ro).
ese(ro)Hp = 1 chs,{(ro) sn, (7o)
Combinando estas expressoes, obtemos
Jo sn(ro)\ | K sn; (o)
J:—( (2r) — ) Er0)cs? w\70) 4.65
9 sn ( TO) CSR(T()) + 9 (f ( )CS,{(T()) + f(])CSi(,rO) ( )

expressao que relaciona o fluxo ao raio geodésico do cilindro.

(v) Ainda considerando Hr # 0 e I # 0, supomos, desta vez, que Hr < 0e I > 0. Sendo
assim, temos
prtces?(r)sn.(r) = I — Hpsn?(r), (4.66)

™

permitindo provar que t > 0er > 0—er < N quando x > 0 — em todo o intervalo
de definicao da solugdo. Investigamos, a seguir, pontos criticos da coordenada r. Nestes
pontos, temos 7 = 0 e cs,(r)t = 1. Assim, obtemos, nestes pontos,

focse(r)sng(r) = I — Hpsn?(7)
ou, equivalentemente,
fo (1= wsni(r))sng(r) = (I — Hpsngp(r))?,
expressdo que reescrevemos na forma da equagao
(H2 + rf2)snk(r) — (QHpl + f2)sn2(r) + I = 0, (4.67)

cujas raizes r = r. satisfazem, quando Hz + rfZ > 0,

2Hpl + [+ for/f2 + A(HFI — KI2)
2HZ + 2k f2 '

sn?(ry) = (4.68)
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Observamos que a condi¢do Hz + rf¢ > 0 é suficiente para a existéncia de raizes positi-
vas, visto que, com esta condi¢do, o numerador em (4.68) correspondente ao sinal “—"" €
positivo se e somente se

2Hpl + f3 > for) S+ 4(HFI — kI?),

0 que € equivalente a
4(HF + rkfHI* > 0.
Apontamos, ainda, para o fato de que o fluxo [ é, neste caso, limitado por

I < Hp + r/HE+ K

2K

0<

garantindo que o radicando em (4.68) seja positivo. O valor limitrofe

_ Hp+r\Hj+Ef 4.69)

Imax
2K

ocorre quando as duas raizes em (4.68) e caracteriza, portanto, o cilindro estudado no item
(7i7) acima. Em particular, (4.69) fornece uma expressao explicita para [ em (4.65) em
termos de Hp.

Se v < 0e Hz = —k f2, temos uma tnica raiz r = ry de (4.67) dada por

IQ
folfo —2v/=kI)’

ao fixarmos I < fy/2v/—k. A hipersuperficie rotacionalmente invariante correspondente
€ o andlogo do catendide primo da teoria de superficies de curvatura média constante em
H3 (k).

Logo, no caso em que H% +/<af§ > 0, a solucao do sistema (4.51)-(4.53) tem condicoes
iniciais da forma r(0) = ., £(0) = 0, ¥(0) = § pode ser descrita ndo-parametricamente
como grafico da funcao

r) = T L I — Hpsni(7) .
" L ) Ve — 0 —frseoy 4T

a qual pode ser estendida por reflexdes em torno das geodésicas t = t(r_) et = t(ry) e
sucessivamente, definindo uma solu¢do completa e periddica, com periodo dado por

=1 I — Hpsn?(7)
I'=2 dr 471
[ =@ VOGP esz(m)sn2(r) — (I — Hy sn2(7)) @b

sy (7o) =
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Finalmente, estudamos a existéncia de pontos de inflexdo na curva solucio do sistema.
Inicialmente, ressaltamos que estes pontos nao equivalem aqueles em que v = 0. De fato,
vimos acima que

Em pontos de inflexdo, a curvatura média anisotrépica € dada por
prkt =2Hp (4.72)
ou, equivalentemente, utilizando a expressao (4.36),
—ptes,(r)t = 2Hpsn, (1). (4.73)
Substituindo esta dltima equagdo em (4.66), obtemos
—2Hpsn2(r)es.(r) = I — Hpsn?(r) 4.74)
ou, rearranjando termos,
Hpsn2(r) — Hpsn,(r)sn,(2r) = 1. 4.75)

A existéncia de pontos de inflexdao ou, equivalentemente, de raizes da equagao (4.75) no
intervalo [r_, 7] deve-se ao fato de que, geometricamente, k!l = ky > 0emr =71_¢

kl = kj < 0emr = ry, calculadas com respeito ao campo normal apontando para fora.

(vi) Lidamos, agora, com o caso em que Hr < 0 e I < 0. Sendo assim, temos
prics?(r)sng(r) — I = —Hpsn?(r). (4.76)
Os pontos em que cs,(r)t = 0 sdo caracterizados por

I
2 —
sn’ (rg) = —

Casoxk > 0e kI = Hp, temos rg = ﬁ%’ zero da funcdo r +— cs,(r). Neste caso, a
férmula (4.76) assegura que
prtsn(r) =1,

sempre que cs,(r) # 0, ou seja, para r # ro. Em particular, em r = r_., zeros da equagao

sn,(ry)

=47
S (ry)

Jo

Y
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temos ¥ = +7. Concluimos que a hipersuperficie rotacional correspondente ao caso
k > 0e xl = Hp é um toro de curvatura média anisotrépica constante.

Nos demais casos, os pontos da curva em que cs,(r)f = 0 sdo pontos criticos para a
coordenada ¢. Concluimos, nestes casos, que a curva é solucao do sistema (4.51)-(4.53)
com condigdes iniciais 7(0) = ro, t(0) = 0, ¥(0) = 0, 7.

Posto que 2Hr = plk!l + ptk*, segue da equacio (4.36) que

il Elsn, (r) = 2Hpsn,. (1) 4 ptes,.(r)1,
donde concluimos que k| = 0 em um ponto da curva geratriz se e somente se
pres,(r)t = —2Hpsn,(r). (4.77)

Entretanto, o lado direito em (4.77) € estritamente positivo em todo o intervalo de defini¢ao
da solucdo, ao passo que o lado esquerdo é nulo nos pontos criticos de ¢, cuja existéncia
demonstramos ha pouco. Demonstramos, deste modo, que a curva geratriz nao tem pontos
de inflexdo. 0



Capitulo 5

Formula da segunda variacao

Utilizamos, neste capitulo, a notacao fixada no Capitulo 2. Iniciamos enunciando o seguinte
resultado, cuja demonstracao € o objeto das proximas secoes.

Proposicao 5.1 Suponhamos F' horizontalmente constante. Fixado, ao longo de uma
imersdo isométrica i) : M — M, um campo variacional arbitrdrio da forma

E=¢oN+V, ¢€C®M), Vel (TM), (5.1
a variagdo correspondente da curvatura média anisotropica é dada por
nHp = Ap¢ + tr(ApA)p + Ricg, (2, N) + (divy Ap, V) (5.2)
onde denotamos Hp = £=Hp. Nesta formula, o operador eliptico Ay é definido por
Ap¢ =divy ApVe, ¢ e C°(M) (5.3)

e o tensor Ricg, €, por defini¢do, a contragdo do tensor de curvatura em pontos de (M)
com respeito a S, isto é,

. ) ) _
Ric, (U.V) = g7Gr(R(t =, U)V.tb o), UV €D TM).  (54)

No caso particular de varia¢des normais, em que o campo variacional é da forma = =
¢ N, para alguma ¢ € C*°(M), temos

nHp = App + tr(ApA)¢ + Ricg, (N, N) ¢ (5.5)

Se a variacdo de 1) é dada por hipersuperficies paralelas, isto é, caso ¢ = 1, a formula
(5.5) resulta na equacdo de Riccati anisotropica

nHp — tr(ApA) — Ricg, (N, N) = 0. (5.6)

85
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A partir destas formulas, demonstramos a férmula da segunda variacdo do funcional F
definido em (2.2).

Proposicao 5.2 Suponhamos F horizontalmente constante. Fixado, ao longo de uma
imersdo isométrica ¢ : M — M que é ponto critico de F, um campo variacional ar-
bitrdrio da forma

E=¢oN+V, ¢€C®M), Vel (TM), (5.7
a segunda variagdo do funcional paramétrico eliptico (2.2) é calculada segundo a formula

3F | & , i
o = | T == [ 6L+ 6 Rie, (V) + Wivardr, V) 68)

onde o operador eliptico Ly é definido como
Lr¢p = Apgp +tr(ApA)d + Ricg, (N, N)p, ¢ € C°(M). (5.9

Restingindo-nos a variacées admissiveis, isto é, que preservam o volume ou, equivalente-
mente, para as quais a componente normal ¢ € C(M) satisfaz (2.24), concluimos que
a formula da segunda variagdo reduz-se a

g
= M
e, além disso,
(divpyrAp, V) + Ricg,.(V,N) =0, V eI'(TM). (5.11)

Uma vez que a proposicao anterior assegura que € suficiente considerarmos variacoes
normais para o cdlculo da segunda variacdo de F em torno de uma imersao isométrica de
curvatura média anisotrépica constante Hr = H - isto €, de um ponto critico do funcional
I 1,, estamos aptos a definir a estabilidade de uma tal imersao.

Definiciio 5.1 Uma imersdo v : M — M de curvatura média anistropica constante é
estavel quando

—/ ¢ LpdM >0, (5.12)
M

para toda fungdo ¢ € C*(M) satisfazendo [,, ¢ dM = 0.
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5.1 Variacao da Segunda Forma Fundamental Anisotrépica

Denotando as componentes locais covariantes de Ap por hm’ temos

%hﬂ - £8AF<aiz aia‘) <9F(¢* P Y ai))

- vwigF(w*%,%A%)wF( ot A
+Sp (¢*%, vw*gslﬁ*Aij)
= VS (e A ) 66 (Vo e A

+9F(¢*%, V.0V 0 N).

Lembramos, entretanto, que

0

%g

= E(2) = ¢u(0,2) - V(2) + ¢(x) N(0, )

(s=0,z)
¢ a decomposicao do campo vetorial variacional ao longo de (0, -) e que
m*gN = —, AV — ), Vo.

¢ a primeira variacdo do campo normal. Assim, visto que

R I o o
R(Yug s )N =V, 9V, o N=V, 0V, N,
resulta que
0 » o 9
R (e ¢Aaxa>+9F( w*azzﬂwaﬂ)
+9F(w* =V 2V, o N = R ,@D*%)N)
y 9
_ VW%SF(%%,@Z) A ) +95(V. o, (¢*V+¢N) ¢*A—,>
)
485 (e Vo (B AV +4,V0) —~ Rt 7 )N,
Contudo,

_ _ D¢ _
Vg, 2. (0.V +6N) = w*(vﬁv) +{Vy 2 ¥ V.N)N + SN+ oV, o N,



88 CAPITULO 5. FORMULA DA SEGUNDA VARIACAO
Assim, (2.39) em Proposi¢do 2.1 implica que

51 (V. 0V + 6N), 0 A ) = G5 (6.(V 0 V), A
657 (¥, a N1 A 51)
= 5o (0(V 2 V) A ) — 6 (A A
0 0o 0
= 4r(V Vi) - ¢AF<A%’ o)

Assim, obtemos

5315 = e (v g o Ags) + Ar (V¥ ) —oar (A5 )
+9F(w*;L,vwa¢uAvj-+9F(¢u5;,vwwz¢@v¢)
—9F<¢*aii,é(¢*%,¢*%)zv>. (5.13)

No entanto,
0

Vi o 0AV) = QF(@Z)*%,zp*(vaiJAv) + (V. 2 ¥, AV, N)N)

= Ge (e (Y 0 AV))

oxJ

S (v~

visto que (-, N) = 0 como enunciado em (2.39) da Proposi¢ao 2.1. Logo, tomando
tracos em (5.13), obtemos

“gimfzg”vwagF(¢ DALY A (V o V)~ ogtar (A )
49785 (.o (7 aAm)+W&{magv%%mV®
—ww@{l(m,w 2 yw)

e, abreviadamente,

0 o
g7 hE = g“v%%glﬁ (1/) A ) +Htr(ApV (V) — dtr(ApA) + tr(ApV () AV)

0s
) 0 o _. 9 9
6750 (Vo5 Vo 1 w)) —g”SF(@/) o R(ber—s )N, (5.14)
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O quinto termo no lado direito da férmula (5.14) € calculado como segue

ij 9 o ¢
Vo) = g9, G- V0 1V0)
_(?w*%g;) Vo + ?w*%(g;@b*vgb))
g 0 -

ij 9F (1/}* iw ?w*
WJ*
WJ*

8“

8“

Usando a definicdo de A segundo a qual ¢, A}, = G}, definimos um operador eliptico
Ap em M por

Sendo assim, escrevemos

y 0

glﬂgF(w* Vy. 2 6.V9) = divirAr Ve — g (5=, (V2 7) - 4.V9)
8
= Ap¢ = g7 (a5, (V. 2. G%) - . Vo). (5.16)

Quanto ao segundo termo do lado direito em (5.16), obtemos, utilizando (2.63),

y o - o 0
955 (Vi 0. i ) V) = g7 ((Vy, 2. Gp) - Yug 5, ¥V Y)
= gV aﬂgw ) = (T ) .V6)
= 99V o (G5 > G- (1, V 75) $.V9)
= (T o (Gt ) — G,V 2 ), 4:.70)
e, sendo assim,
i a 5/ * a T * a
975 (V2 83) - 0.V9) = g7(V, o MF@) ~ ARV =), 0.V
- 0
= PV 0 A D)~ AV 0 ) 0. 90)
y 0 0
:gw<v¢*£JAFa Z-_‘AF(V 0 0_) V¢>
-~ o
= 9{(Vy 2 Ap) 5, VOl

= (divy A, Vo),
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onde usamos que ¥, V¢ € tangente a ¢ (0, M) e G5, = A,

Deste modo, concluimos que

g J%hF = gjvw 8 9F <77Z) a e ¢ A@) + tr(AFV()V) — ngtr(AFA) + tr(AFV()AV)
o Z o . 0 0
+Ap¢ — (divarAs, Vo) — 975k (Qb*%, R(ZU*%J/)*%)N). (5.17)

Deduzimos a partir de (5.17) e dos célculos na Secdo 5.2 que

+tr(A V) AV)

) . i o -, 0
£Ap0 — (v s, Vo) — 7S (Ve R(E v ) N)

- 0 _
— g7 Dan D*F (s axi)v’ (V. o N)Y)

* owd

g _ 9,
+92]D(w i)hD2F((V:N)V (@U*%)V)

0 0
+1 gwp *F((R(N, VaN) )" ,w*—i)“)
1 ij 2 > a a
1 5 3 y
— 59" D*F (RN, E)“AW*%N)“)
1 ij 2 D = a v
_29 D (Rva BN)“) 7(w*axz) )

A Proposic¢do 2.1, entretanto, assegura que

o 0 g 0
97V, 2. Gr(0AV + 0V, o) = ¢9((Vy, o §7) (1.AV + 1.V 0), o)

g 0
— GV o AF)(AV +V6), )
= (divarAs, AV + V)
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donde resulta que

)
g”ahf; = (diviAp, AV) + tr(ApV () V) — ptr(ApA) + tr(ApV () AV)

F870 — g99p (o R(E .o )N
D D F () (V. )
Dy PRI o))
2gY D ((R(N, V= =g >,<w* )
+;g”D2 (RN, s )P, (V=)
LD (RN, ai E)ﬂ(vw*%w)
S PDF (BN, Vo N2 (b)), (5.18)

Lidamos, agora, com a varia¢do da métrica induzida. Uma vez que g” g, = 0}, temos

Todavia

9wt
Js

gt Zkagkl i
s s 7
D T ) = (T gt ) 4 (o Va0
(v, 83:,%8» + <w*%,%*ag, =)
(Ve (QV + ON) i) 4 (e Vo (Y + 6N)
(Vy. o 1 V+<Nw*aa N,w*%>+<¢ ai v 2, Vs V+ oV, 2, N)
20+ Ty a Vi) (o VbV
20t + (V0 V) o) (o (V5 V)
—2¢hy + <Vﬁv, %) + <%,V(&V>.
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Concluimos que

agij zk 9 9
o = 9 (S 2ohud (Voa VgD + G Vi Ve
. o o . .. .. 0 ;
ikp 1 ik l ik l
= 20" hug? — ¢’ <Vﬁv,—aml>g]—g <8 k,VaV>g].

Sendo assim, obtemos

89”' F
hE
Os Y

= 209" hiughl; — ik(v o V, %) Yhii—g' (aak,
= 204)(Ar); — g7g"h; mgml "G REV G
= 20tr(ApA) — g*hEV] - ’Jthl

= 20t(ApA) — (W)5V] — (W")V;

= 20tr(ApA) —2tr ApV V.

V.o V)gUhj;

Portanto, em s = 0, reunindo as formulas demonstradas acima, verificamos ser valido que

d 39 8 F
= <divMAF, AV> (AFV(.)V) +otr(ApA) + tr(ApV(, AV)
0 - 0
iJ = -
+8r0 = 755 (Vg R(E, 05 ) V)
g 0
WO (B ), ——
+g QZ(H’@Z)*ax]’)’ (519)
onde
GO (= 0 _ ij 2 —
gJQi(_,w*_j) = —¢“ D= D F((V bl N)Y, (w*&w) )
+9"Dyy, o wD*F((V=N)", (3 i))
0 0
L (A, W )
1 . 9\
—59 9" D*F((R (N,V,, Z N)E)", (1/)*5))
1, 8 0
HWDF( Vg (VaN))
1 8 -
Zj 2 ':‘ h v
D ( ; —') 7(vw*%N) )’

27
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sendo €2; uma 2-forma que € a anti-simetrizagcdo de

R(U, W) = Dy D*F (Vo) (")
R D P (RN, TuN )W), (1))

+%D2F((R(N, %%)W)h, (VuN)").

Entretanto, calculamos
—tr(ApV (V) + tr(ApV () AV) = —tr(Ap AV ()V) + tr(ApV ( AV) = tr(Ap(V(, A)V).
Demonstramos, ainda, que

(divpr Ay, AV) + tr(Ap(V () A)V) = (divAg, V).

De fato,

0

<diVM.A*F, AV> + ‘[I‘(.AF(V(.)A)V) <(V o A3 ) 0 o7 j>

5 AV + g (AS (Vo AV,

ozt

=g"(V s a2 AV) — g7 {ALV o 9 AV) + g7 (A (Vo AV, i)

= g7(AV 2 AL Fao V) —gJ<AAFV%%,V) + 97 (AR(V 2, AV, o =)

= g7 ((V 2, M) Ajg = V) + ¢V 0 ARjo = V) = ¢HAALY a0 = V)
a

- —g”<<v%A>AF@, V) gIARY 2 AV,

GIAALY 2 2 V)

a7 O

0 . 0
1] *

0
%7v>.

0 .
)+ (Y 2 AAG)

Concluimos, portanto, que

(divar A, AV) + tr(Ap(VA)V) = =g {(V o A)Af— 0 0

0
%,V).

V) + g7 ARV 2 AV,

+gij<(V%AF)

et O O 37 @>
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Entretanto,
ij . 0 i1 0 i qx O
gV o AV, V) + T ALY 2 AV, ) = =g A (Vo AYV)
Y 0 AV AL ) =0
0 que resulta em
(divpr A, AV) + tt(Ap(VA)V) = ¢7((V o Ap)— 0 VY = (divAp, V),

Bt oxJ’

conforme afirmado.
Retornando a (5.19), inferimos que

d
HdivaAp, V) = 975k (Yur 0 (:wi)NH 90, (2, )
MR )G i TS P g I )

No caso em que F' é horizontalmente constante, as Proposicdes 1.8 e 1.9 asseguram que
; = 0 e, sendo assim,

d
ngHF = Apgb + qbtr(AFA)

. o . 9
+<d1VMAF7V> - g]9F(¢*%7R(:7¢*%)N)
Visto que
i 0 L ki 0 5/ 0 0
g]9F(¢*% (Haw*aaﬂ) ) g g SF(@ZJ*%,Zb*%)(R(H’@ZJ*aLBJ)N’¢*8$k>
. o 0
— 4t R — = — —
*\J /D= a

Por fim, considerando apenas variacdes normais, isto €, supondo que = = ¢ N, temos

d g o - 0
REHF =Ap¢p+ otur(ApA) — QSQUSF(@Z)*%;R(N» lh%)N)
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5.2 Apéndice

Neste apéndice, calculamos o primeiro termo do lado direito em (5.17), obtendo

Voo p G (e A = Uy 08 (bio ~T, 0 N)
= Y, o N" g—qg’fj Yy 095 <a%’ ayim). (5.20)
Entretanto,
Vg9 (5 am) = (85 G ) =) = 9¢ (Yot )
—9;:(8%,%8@8;)
(P () o) = (T 5) " (5o))

oyl dym Os ot o™/ | (w(s,@),N(s,2))
(D g () = ROV o )" (50))
D2 F(Dyg g g~ (A, ST D (2
_ D‘P*aiDQF(a%l’%) + D*F (D, aa%l aam) +D2F<a 7Dy o 82m>
—D2F<D(¢*§S)ha%l, anim) - D2F(3%lv D(%@)hg%)

Lep((rov. Dz 2 Y 4 (2 (rov, -9 y=)
+5D F((R(N,a—yl)u) ’anm> +5D F(anl, (RN, 5 2)%) )

Uma vez que
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obtemos
V¢*§’S9F<a%’ a%) - DW*BDSDQF(@%’ 8%">
+D2F(D(V¢*%N)V%,a%m)+D2F(%7D<v o N 30 )
L 20, ) LR )

e visto que Dy (-)¥ = 0, temos

_ o 0 9 o 0
w*ziSF(@yl’@ym) Dy g D F<877”877 )
1 _ d ., _\h O 1 0 -
Assim, substituindo (5.21) em (5.20)
_ 0 N = ot 9o, 0 0
V¢*%9F<¢*%,¢*Aﬁ> ==V, agJN o (D %D F(ﬁ_nl’ﬁ)
1 2 D i —\h i
1 5., 0 = J
+5D F(anl,(R(N,ay—m)u) )).
Entretanto,
(2 0 (D0 (DD
Dy oD F(a o 2) = D(y.0)'P F(anl’anm> Do, )P F(anl’anm
2p( 9 9\ gonh 2p( 9 9
=D, o F(anl’anm +V=N*D s D F<anl’ nm>

Usando (1.72), obtemos

_ ) 0N\ o - )
w*%SF@*@,w*A@) =V, 2 N" 25 (D(w*gs)hD Fg 5m)

ok g @0
+V=N*D o D F(ank’a_nl)>
1

0 \_\h (e v
—3D*F (RO, )8)", (V2 N)')
1 _ 9\

—5D*F( (R, Vw*%N)E) ()" (5.22)
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Note que
2 i 9 _ 2 Y i 2 i i
Dy ;P F<a ) l) D(w*%)“D F(a k’anl> e, %N) b F(ank’anl)
B ol 0 0 _ . sl 0 0
=D oD F<a_nk’a_nl) +Vy o N"D o D F(a_m’a_nl>’
o que implica
v mﬁwl — k 2 8 a a¢l — k 2 a 8
Vo NG S VN Dy DR (5 o) = =55 V=N Dy o D F((?_M’a_nl>
W' ap( 00
g VEVED( D F<6‘_77’“’8_7ﬂ>’ (5.23)
Contudo, calculamos
op(9 90N _ g 9 (pep @ 9
Dy. 2, D F(am’am) = Vo <D F(ank’anl))
) o 0 sl O 9
-D F(Dmija—m’a—ﬂ) - F(a_M’D“/*aija_nl>

-5 (P G ) )

—D2F(Dmazja%’ a%) - DzF(aiM’DW*if%)
9 o 0

= 01 (8 Gy ) )

—D2F(D%82ja%€, a%) — D2F<%,D%aij%>.
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Logo,

+9F<?¢, " 8(?;“8%1 +9F<8iyk,?w aia'a%l’
—DQF(DW*BZa%k,a% —D2F<8ink,Dq, o a%)
=Vy 9219F<a§k7 ail)

(A )“,%)wzF(a%,(w a%))

Dy o 0 9 ) —D2F<—a Dy o 9 )
* ,r] *
Concluimos que

Do 2 D°F (5 51) = Vo5 (55 51)

o 1, .0 9 \n 0
1, 0 d \h

Ly g B o))
sl O G,

*w@nk’6n1> - F(a_M’D%ijaTyl)

Visto que W, .2 = (¢, 525)" + (?MLN)V e que Dy (-)" = 0, temos

—)ﬂ—). (5.24)
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Substituindo (5.23) em (5.22) acima, obtemos

Substituindo (5.24) na expressao anterior, deduzimos, por fim, que

Vw*@9F<¢* - A 335]) =-V *aiijg_ﬁD(%as)
_%v =N (V ¢*8J9F(aak’az>
—%D2F((R(Naa%) aia)h’%)
—%D2F((R(N,%)¢*%)h7aim)>
+oL TN D, ainhD F (G )

—%DQF(( (N,w* )E) (V, ng>)
—%DQF((R(N V2 NE, (%%W
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0

V.2 9F (@b ¥ Aw) = —DEhD2F((¢*%)V, (V. %N)V)
= 0

+;D2F((R(N, ?:N)w*i)h w*%)“)

+%D2F(( (N, e )w* %WEN)V)

+D. o D F((V Ny, w*%)“)

dxJ
1

3 D*F((R(N, w*ii)E)h (V. 2, N))

813

_%DQF((R(N Vi o NE), (5 Z>)-

ozxJ

Isto implica que

v v )
Vw*%%(w* = YA 8x9> :VQﬁ*%SF(w*AVer*v@w*%)
0 . < )
3t Vo2 N) )

= 0
+Dy 2w D F((VaN)", ($.52)")

—D=wD*F((¥.

1 S e 4 0
+5DAF((R(N, V:Nw —ﬁ (Ve g7))
+%D2 (BN, a2 ) ) . (V=N)")
—%DQ (BN, [ =), (% o N)")

1 - 0\
S DF((F va 2 N)E), (Vs 2)").

oxJ



Capitulo 6

Formulas Integrais

Neste capitulo, deduzimos férmulas de Minkowski inspiradas pela abordagem de R. Reilly,
A. Ros e S. Montiel ao Teorema de Aleksandrov e por contribui¢des recentes de H. Li e
colaboradores a caracterizacao das formas de Wulff em, por exemplo, [15] e [17]. Ob-
servamos que a presenca do tensor de Cartan torna estas formulas diferentes daquelas
anteriormente deduzidas para o funcional érea.

Seja X € I'(TM) um campo de Killing conforme fechado em M. Doravante, ¢ €
C*>(M) denota a fungdo definida por £x(-,-) = ¢(-,-). Consideramos sobre 1)(M) o
campo vetorial

Y = (X,N)¢' — FXT, (6.1)

onde 7" denota a projecdo tangencial. Observamos que o campo (X, N){ — F'X é tangente
a(M). De fato

Assim, dado um referencial ortonormal local {e;}”_,, tangente a M, temos

(Ve,Yiej) = el X, N) (€ e) + (X, N)(Ve, & ) — e F o O)(X, ¢5) — F(V, X7, e5)
= (<v€z‘X7 N> + <X> v61']V>)<£7ej> + <X7 N><Vei€T7 ej> - <DF7 6? + (veiN)v>T]\7I<X7 ej>
_F<?6iXT’ej>
= (90 <ei’N> + <X7 _A6i>)<£a 6j> + <X7 N><Vei§T7ej> - <DF7 (veiN)v>T]\7[<X’ 6j>
—F(? (X = (X, N)N),¢))
—(X, Aei) (€, ¢j) + (X, NU(Ve,&h,¢5) + (DF, (Aes)" ) (X, e5)
—F(cpeZ (X, N)Ae;, e5)
—(X, Aes) (€, e5) + (X, N)(Ve,& e5) + (€ Aei) (X ¢))
(

—F(cpel X, N)Ae;, ej).

101
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Em particular, obtemos

n n

D (Ve Yoe) = —(X,AT) + (X, N)Y (V" ) + (€7, AXT)

i=1 i=1

—nFy —nFH(X,N).

Portanto

divynY = (X, N) > (V& e;) —=nFo —nHF(X,N).

i=1
Por outro lado

—TLHF = Z<vei€: €i> = Z<ve¢€T7 €i> + Z(ﬁez(ga N>N7 €i>

7 7

= Z(?eifT, 6i> + Z<veiFN7 6i>

i

- Z<vei€T76i> _'_FZ(?QN’ €i>

i

= Z(VeifT, e;) —nHF,

)

o que implica
divyan)Y = —nHp(X,N) —nF. (6.2)

Deste modo, demonstramos

Teorema 6.1 Dados um campo de Killing conforme fechado X € [(TM)e uma imersao
isométrica vy : M — M orientada por um campo normal unitdario N € T'(¢*T M), temos

/ Hp(X,N)+ Fp =0, (6.3)
M

onde Hp denota a curvatura média anistropica de 1.
Agora, derivamos a segunda férmula de Minkowski. Para tanto, definimos

Ty =nHpl — Ap, (6.4)
a parte sem traco do tensor de Weingarten anisotropico Ag. Por definicdo, temos

(T1); = (Ar)i0; — (Ar)j,
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expressao a partir da qual calculamos
= (AF);] - (AF>;7Z
Em termos do referencial ortonormal eq, . .., ¢,, definido acima, escrevemos
divyTy Y = ) (VeTi-e,Y) =) (VoTie;Y) =Y (T1V,e;,Y)

= Y (VenHpe; — Ve Aper,Y) =Y (nHpVee; — ApVe,e;,Y)

% 7

= n{VHp,Y) =) (Ve Ar)e;Y).

A
Logo, utilizando a equacdo de Codazzi anisotropica, temos

divy Ty Y = n(VHpY) = (Ve Ap)Y,e;)

%

= n(VHp,Y) — Z((VYAF e, e Z (ei, Y)E, €:)

i

= n(VHp,Y) —Z<VYAF€Z, +Z (ApVye;, e;) +Z (e;, Y)E, €;)

%

= n(VHp,Y)—n(Y,VHp) + Z Ape;, Vye;) + Z ApVye;, e;)

+Z e’l? 5’ el

Assim, supondo que Ve; = 0 no ponto em que efetuamos os calculos, temos

divy Ty Y = (R(e;, Y)E e). (6.5)

Deste modo, concluimos que

divy 1Y = Z<veiT1Y7 €i) = Z«VeiTl)Yy ei) + Z<T1Veiy7 ei)

= divy Ty Y + nHpdivyY — Y (V.Y Ape;).

Entretanto

D VoY, Ape) = (Ap)](VeY¢e)).

@ Y]
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Uma vez que
<V€iK ej> - _<X7 Ael><§’ ej) + <X7 N> <V€i§T7 €j> + <§7 Aez><X7 ej)
—F(pe; + (X, N)Ae;, ej),
temos

DIV Are) = = DX, A, (Arlls) + 2K MVt (Arle)

12

+Z & Ae) (X, (Ar)! e] FZ pe; + (X, N)Ae;, (Ar)! ej>
:—Z (X, Ae)E, Ape;) +Z (X, NY (V6" Ape;)

+Z €, Ae;) (X, Are;) FZ ve; + (X, N)Ae;, Ape;)

e, sendo assim, deduzimos que

D AVeY Arer) = = > (AXT e)(Ape" ;) + Z<X7 N)(Ve& = (€, N)Ve, N, Ape;)

% 7

+ Z (AT e} (ApXT, &) —npFHp — F(X,N)tr (AAp).

A simetria dos tensores A e Ap assegura, portanto, que
> V.Y, Apes) = —(X, N)tr A} + (X, N)(&, N)tr (AAp) — npF Hp — F(X, N)tr (AAp).
Visto que F' = (£, N), temos
> V.Y, Ape;) = (X, N)tr A}, — noF Hp,
donde, por fim, reunindo (6.2) e (6.5), concluimos que
divyy 1Y = (A} — n®HE)(X,N) + n(1 = n)FHpp +» (R(e;,Y)¢, ). (6.6)
i=1

Entretanto,

Z(R(eiuy)£7€i> = <X>N> Z< (ela 5762 Z ela 5731
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0 que resulta em

n

D (R(ei, Y)E e) = (X, N)(Ric(§,€) — (R(N,€)E, N))

=1

—F(Ric(X, &) — (R(N, X)¢, N)) (6.7)

No caso particular em que o ambiente € uma forma espacial de curvatura seccional con-
stante x, temos

n

SRl V)ge) = rD((ene)(¥.6) = (Ee)(YVie)
= (n_l)’%<Y75>
Uma vez que

Y,§) = (X,N)({€— (& N)N,§) — F(X = (X,N)N,¢)
(X, N)¢* = F(X,¢€)
= <<X7N>€_FX>’S>7

segue que

n

Y (R(ei,Y)E i) = (n = Dr((X, N)(E,€) — (€, N)(X,€)) = (n = )(R(X, )&, N)

=1
Finalmente, se denotamos os autovalores (curvaturas principais anisotrépicas) de Az por
kF, calculamos
A} —n?Hp =Y (k) = (YD) = 2> kK = —n(n —1)Sp,  (6.8)
=1 =1 1<j

onde Sr denota a curvatura escalar extrinseca anisotrépica. Observamos, a partir desta
notacgao, que
2 2

(rA% — n’H%) = (trA% — nHZ). (6.9)

1 1
n(n —1) n(n—1)
Além disso, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que
nHz < trA%,

a igualdade ocorrendo apenas em pontos em que a imersdo € Ap-umbilica, isto €, em
pontos em que kI’ = ... =k~
Nestes termos, abeviamos os cédlculos acima no seguinte
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Teorema 6.2 Dados um campo de Killing conforme fechado X & [(TM)e uma imersao
isométrica ) : M — M orientada por um campo normal unitdrio N € T'(Y*T M), temos

| nln = 1)(Se{X,N) + Pii) + P(Rie(X.€) ~ (RN, X)6, N)
—(X, N)(Ric(&,€) — (R(N,£)E,N)) =0, (6.10)

onde Hp e Sp denotam, respectivamente a curvatura média e a curvatura escalar extrinseca
anisotrdpicas de 1). No caso particular em que M é uma forma espacial M"*1 (k) de cur-
vatura seccional constante K, a formula reduz-se a

/M n(Sp(X,N) 4+ FHpp) — (R(X, )€, N) = 0. (6.11)

Suponhamos, daqui por diante, que a lagrangiana F', além de horizontalmente con-
stante, é preservada pelo fluxo do campo conforme X, isto é, que (X, &) = 0. Neste caso,
em um ambiente de curvatura seccional constante M" ! (x), temos

(R(X,8)&, N) = (X, N)|¢[ (6.12)

e, neste caso, a segunda formula de Minkowski escreve-se como
/ n(SF<X,N>+FHFg0)—/@(X,N>]§|2:O. (6.13)
M

Estamos, com isto, aptos a demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 6.3 Suponhamos que F' é horizontalmente constante e que satisfaz (X,£) = 0
ao longo da imersdo isométrica v : M — M(k), k > 0. Supomos que (X, N) ndo muda
de sinal. Suponhamos, ainda, que a curvatura média anisotrépica Hr de 1 é constante.
Entdo, a hipersuperficie (M) é Ap-umbilica.

Prova. Restringimo-nos apenas ao caso x > 0. Multiplicando (6.3) por n/r e subtraindo
(6.13) do resultado, obtemos

/ n(Hz — Sp)(X, N) + x(X, N)|¢]* = 0. (6.14)
M
Com isto, demonstramos que (X, N) < 0 em (M ). De fato, caso contrério, terfamos
0= [ n(HE = S (XN} + R NP 2k [ (NP 2 0
M M

o que implicaria £ = 0. Portanto, a fungdo (X, N) é negativa e, dado que (X, N) < 0,
decorre de (6.14) que
H? = Sp

e, portanto, que (M) é Ap-umbilica. O
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