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RESUMO

Nosso trabalho tem como objeto de estudo subvariedades em espacgos de
Hadamard e em espagos produto N xR onde N é uma variedade Riemanniana
completa com polo e curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente.

Em espagos de Hadamard mostramos que imersoes com norma da segunda
forma fundamental dominada sao préprias e tem topologia finita. As sub-
variedades do espaco Euclideano com essa condicao sobre a segunda forma
fundamental tem tom fundamental nulo.

Sobre o espago produto N x R, inicialmente estudamos hipersuperficies
imersas contidas em um cilindro vertical. Observamos que, apartir de uma
certa limitacao no vetor curvatura média, estas hipersuperficies sao nao pa-
rabdlicas. Outro resultado obtido é a nao existéncia de hipersuperficies com-
pletas imersas em H" X R com curvatura de Ricci com decaimento super
quadrético, Ricy > —c?[1 + pas()? - log?(par(w) + 2)] e curvatura média
com sup |[H| < (n — 1)/n contidas em um cilindro vertical. Para subvari-
edades minimas M C N x R de dimensao m mostramos que o tom fun-
damental de dominios limitados 2 C M satisfaz a seguinte desigualdade
N (Q) = M(Bym-1(x)(r)), onde Bym-14,(r) é a bola geodésica das Formas
Espaciais N™~1(k) de dimensao (m — 1) e curvatura seccional constante k.
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Introducao

Nosso trabalho tem como objeto de estudo subvariedades em espacos de
Hadamard e em espagos produto N xR onde N ¢é uma variedade Riemanniana
completa com polo e curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente.

Em espagos de Hadamard mostramos que imersoes com norma da segunda
forma fundamental dominada sao proprias e tem topologia finita. As sub-
variedades do espaco Euclideano com essa condicao sobre a segunda forma
fundamental tem tom fundamental nulo.

Sobre o espago produto N x R, inicialmente estudamos hipersuperficies
imersas contidas em um cilindro vertical. Observamos que, apartir de uma
certa limitacao no vetor curvatura média, estas hipersuperficies sao nao pa-
rabdlicas. Outro resultado obtido é a nao existéncia de hipersuperficies com-
pletas imersas em H" X R com curvatura de Ricci com decaimento super
quadrético, Ricyy > —c?[1 + par(z)? - log?(par(w) + 2)] e curvatura média
com sup |[H| < (n — 1)/n contidas em um cilindro vertical. Para subvari-
edades minimas M C N x R de dimensao m mostramos que o tom fun-
damental de dominios limitados 2 C M satisfaz a seguinte desigualdade
N () = M(Bym-1(x)(r)), onde Bym-13,(r) é a bola geodésica das Formas
Espaciais N™~1(k) de dimensao (m — 1) e curvatura seccional constante k.

Noés dividimos o trabalho em quatro capitulos onde os assuntos foram
distribuidos da seguinte forma. No capitulo 01, fizemos uma breve descrigao
dos resultados basicos necessarios para o desenvolvimento dos capitulos sub-
sequentes. Dentre eles, destacamos o Teorema de Comparacao do Hessiano, o
Lema de Isotopia da teoria de Morse e concluimos com algumas consideracoes
sobre o primeiro autovalavor do Laplaciano.

No capitulo seguinte apresentamos o resultado principal deste trabalho
da seguinte forma. Comecamos definindo a classe das subvariedades com
segunda forma fundamental dominada. Consideramos ¢ : M — N uma
imersao isométrica de uma variedade Riemanniana completa M de dimensao



m em uma variedade de Hadamard N de dimensao n com curvatura seccional
Ky < k <0. Fixamos um ponto zy € M e denotamos py/(x) = dist(zo, x) a
funcao distancia em M ao ponto xy. Se {C;}°, é uma exaustao de M por
conjuntos compactos com xy € Cp, a sequéncia {a;}2, definida por

Sk(pu(x))

az‘(l'o, Cz) = Sup {m

Na@)], = € M\ci} ,

¢é nao decrescente, onde
1
Sk (t) = /=K

sinh(v/—kt), se k<0
t, se k=0,

onde Cy(t) = S.(t) e a é a segunda forma fundamental de ¢ em z. Associado
a p(M) existe um numero a(M) € [0, 00] definido por

a(M) = le)rglo a;(xg, C;). (1)

Dizemos que ¢ : M — N tem segunda forma fundamental dominada se
a(M) < 1. Em [3], Bessa, Jorge e Montenegro mostraram que subvariedades
do R™ com segunda forma fundamental dominada sao propriamente imersas
e tem topologia finita. Nos estendemos este resultado para subvariedades em
espagos de Hadamard. Nosso resultado é o seguinte teorema.

Teorema 0.1. Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard
N de dimensao n com curvaturas seccionais Ky < k < 0. Suponha que
a(M) < 1. Entdo

a. © € propria.
b. M tem topologia finita.

Um resultado similar foi obtido para subvariedades minimas. Neste caso
a hipotese sera feita sobre a curvatura de Ricci. Fixe um ponto zg € M e
considere uma exaustao {B;}°, of M por conjuntos compactos com g € By.
Denote

CE(pm ()
Pelo lema de Gauss Ric,(v,v) < 0 para todo € M e todo v € T, M. Defina
b(M) = lim b; € [—o0,0]. Nestas condigoes temos.

b; :inf{wfiicx(y,u),xEM\B,-,|1/| = 1}. (2)
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Teorema 0.2. Seja ¢ : M — N uma subvariedade minima completa M de

dimensao m em uma variedade de Hadamard N de dimensao n. Suponha
que b(M) > —1. Entdo,

a. @ € propria.
b. M tem topologia finita.

No capitulo 03 trabalhamos com Hipersuperficies completas imersas em
espagos produto N x R onde N é uma variedade Riemanniana completa com
polo e curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente por uma cons-
tante —x?. Em [4], Bessa e Montenegro mostraram que a curvatura média de
hipersuperficies compactas imersas em N" xR satisfaz |H| > (n—1)x/n. Nés
estendemos o resultado de Bessa e Montenegro para hipersuperficies comple-
tas imersas cilindricamente limitadas M em N" x R com curvatura de Ricci
com decaimentro super quadratico

Ricy > =1+ par()? - log?(pa () + 2)]

onde py(x) = dist(xg,z) é a fungao distancia em M ao ponto zo € M e
¢ = ¢(zg) > 0 é uma constante dependendo de zy. Este trabalho faz parte de
um artigo com G. Pacelli Bessa aceito para publicacao no jornal Differential
Geometry and its Applications. Nbés provamos o seguinte resultado.

Teorema 0.3. Seja N uma variedade Riemanniana completa n-dimensional
com pélo e curvaturas seccionais radiais Ky < —k? < 0. Seja ¢ : M —
N X R uma hipersuperficie imersa completa. Entao

a. Se (M) é cilindricamente limitada e tem curvatura média

|H| < (n —2)k/n entio M é nao parabdlica.

b. Se (M) é cilindricamente limitada e M tem curvatura de Ricci com
decaimento super quadrdtico entao sup,, |H| > (n — 1)k/n

Uma consequencia imediata do teorema (3.5) é a nao existéncia de hi-
persuperficies completas imersas em H" x R com curvatura de Ricci com
decaimento super quadrético e curvatura média com sup |H| < (n — 1)/n
contida em um cilindro vertical

Finalmente, concluimos este trabalho com estimativas para o tom fun-
damental de subvariedades em variedades de Hadamard e em N x R. Para
as subvariedades com segunda forma fundamental dominada em espacos de
Hadamard a estimativa obtida é a seguinte.
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Teorema 0.4. Seja ¢ : M — N wuma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard
N de dimensao n com curvaturas seccionais k < Ky < 0. Suponha que
a(M) < 1. Entao existe | € Z, e uma constante C = C(H,m,a(M), k) tal
que

X(M) < CN'(N'(x)). (3)

onde N'(k) é a Forma Espacial de curvatura seccional constante k.

Observemos que se N'(k) = R!, entao \*(M) = 0.

Em [6] Bessa e Montenegro dao uma estimativa para autovalores de sub-
variedades minimas de uma variedadede Riemanniana N com curvatura sec-
cional radial limitada superiormente. Eles mostram o seguinte resultado.

Teorema 0.5. (Bessa - Montenegro) Seja N uma variedade Riemanniana
completa de dimensao n e curvatura seccional radial K(m)(%,v) < K para
todo x € By(xg,r)\Cut(xy), e para todo v L % com |v| < 1. Seja M C
N uma subvariedade minima de dimensio m e @ C M N By(xg,r) uma
componente conexa. Suponha que a medida de Hausdorff (n—1)-dimensional

H" Y ( Cut(xg) NBy(xg,7)) = 0. Se k> 0 suponha que r < 5 Entdo
A1 (€2) = Au(Bum(e) (1)) (4)

onde Bym ) (r)€ a bola geodésica de raio r > 0 da Forma Espacial N™ (k) de
curvatura seccional constante k. Se ) é limitada entdo a igualdade em (4)
vale quando 2 = Bym(qy(r) e M = N™(k).

Para subvariedades minimas de N x R obtemos.

Teorema 0.6. Seja N uma variedade Riemanniana completa de dimensao
n com polo e curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente Ky < K.
Seja p : M — N xR uma subvariedade minima completa M de dimensao m
em uma variedade produto N x R e Q C M N (By(r) x R) uma componente
coneza. Se k > 0 suponha que r < ﬁE Entao

N (2) = A (Bum-1(s) (7)), (5)

onde By(r) e Bym-1(,)(1) sdo as bolas geodésicas de raio r respectivamente
de N e da Forma Espacial N™"~(k) de curvatura seccional constante k.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fazemos uma breve descrigao dos resultados basicos ne-
cessarios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Embora nao in-
cluimos detalhes das provas desses resultados, colocamos as referéncias onde
podem ser encontrados.

1.1 O Hessiano da Funcao Distancia

Seja M uma variedade Riemanniana completa, conexa de dimensao m. Se
f: M — R é uma funcao diferencidvel’ em M, entdo o gradiente de f,
denotado por gradf, é o inico campo de vetores que em cada ponto x € M
satisfaz

(grad f, X) = X(f), (1.1)

para todo X € T,M. Se a funcao f é diferenciavel, podemos definir o
Hessiano de f como a forma bilinear simétrica Hess f(z): T,M x T, M — R,
dada por

Hess f(2)(X.Y) = (XY ) (2) = (VxY) (f) () (1.2)
para todo x € M, XY € T, M, onde V ¢é a conexao Riemanniana de M.

A fungao distancia ao ponto zg € M, denotada por py(x) = distas(zo, x),
é diferenciavel em M\ (Cut(zg) U {zo}) onde Cut(zg) é o cut locus de .
Para todo z € M\ (Cut(xg) U {x}) existe uma tnica geodésica minimizante
v : 10, p(z)] — M ligando xy a x. Tome X € T, M e extenda-o a um campo

I'Neste trabalho dizemos que uma funcao f : M — R é diferencidvel em Q C M se

fec?(q).



1.1 O Hessiano da Fungao Distancia

de Jacobi J ao longo de 7 tal que J(zg) = 0 e J(z) = X, com [J,7] = 0.
Temos por um célculo direto que o Hessiano de pj; é dado por:

Hess p(z)(X, X) = /Op (IVyJ)? = (R(J, 7)Y, J)) dt. (1.3)

Chamaremos de Formas Espaciais as variedades Riemannianas completas,
simplesmente conexas de curvatura seccional constante x e as denotaremos
por N"(k). Para calcular o Hessiano da fun¢ao distancia das Formas Espaciais
N"(k) consideremos

( 1

V—r

Se(t) = t, se k=0, (1.4)

sinh(v/—kt), se k<0

1
—ssin(v/k 1), se k>0
| iR

e Cu(t) = S.(t). Defina f(t) = Sk(t)/Sk(p(x)), observe que f satisfaz a
equagao de Jacobi

df(t)/dt* + kf =0
(1.5)
f(0) =0, f(p(x)) =1

Os campos de Jacobi J ao longo de 7 : [0, p(x)] — N*(k) com (J,~') = 0 sao
dados por

J(t) = f(t)- X(t),
onde X (t) é um campo de vetores paralelo ao longo de v tal que | X (¢)| = 1,
X (0) = X. Substituindo o campo J(t) = f(t)X(¢) na equacao (1.3), obtemos

Hess p()(X, X) = [7 (I(f' (1) — (R(X(8),7)7, X (1)) f*(2)) dt
= Jy (f@F - sf2(t)dt
V—rkcoth(v/—kp(z)), se k<0 (1.6)

= 1/p(x), se k=0,

VEecot(vEp(x)), se k>0
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1.1 O Hessiano da Fungao Distancia

O Teorema de Comparacao do Hessiano, é uma consequéncia da relacao
entre as curvaturaa seccionais e os campos de Jacobi.

Teorema 1.1. (Teorema de Comparacao do Hessiano) Seja M uma
variedade Riemanniana completa e xo,x1 € M. Seja v : [0, py(z)] — M
uma geodésica minimizante ligando x¢ e x onde x & Cut(xg) e pyr € a fungao
distancia a x9 em M. Se K., sao as curvaturas seccionais radiais de M ao
longo de v e se k = sup K, e u = inf K, entdao para qualquer X € T, M,
X L v (pm(x)), o Hessiano de py satisfaz:

Culpu(z))
Sulpa ()

Além disso, Hess pyr(z)(7',7") = 0.

2 Cr(pm(z)) 2
[X]° > Hesspu(z)(X, X) > mllel (L.7)

O Laplaciano de uma funcgao suave f : M — R é definido como o trago
do Hessiano, ou seja,

Af(z) = Hess f(z)(X;, X;). (1.8)
i=1
Onde {X3,- -+, X,,} é uma base ortonormal de T, M. Portanto o Laplaciano

da funcao distancia nas Formas Espaciais N"(k) é dado por

(n — 1)v/—kcoth(v/—k p(z)), se k<0

(n—1)
p(x)

| (n—=1)Vkcot(vrp(x)), se k>0

Vamos agora calcular a expressao do Hessiano e do Laplaciano de uma funcgao
diferenciavel quando estamos trabalhando com imersoes isométricas. Para
isso considere M e N variedades Riemannianas completas, de dimensao m e
n respectivamente. Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica. Fixemos um
ponto xg € M e yo = p(x9) € N. Denote por py(y) = dist(yo,y) a fungao
distancia em N ao ponto yy. Considere g : R — R uma funcao suave e defina
f:M —Rypor f(xr) =(gopnop)(z). Identificando X € T, M com dp,(X)
temos para qualquer x € M e para todo X € T, M, que

(grad(g o pn), X) = (grad f, X) (1.9)

Ap(x)(X, X) =

, se k=0,

7



1.2 Pontos Criticos e o Lema de Isotopia

assim podemos escrever

grad(g o py) = grad f + (grad(g o py))* (1.10)

onde ((grad(g o pn))*t, X) = 0. Seja y = ¢(z), usando a equagao de Gauss
temos que o Hessiano de f em z € M é dado por:

Hess f(X,X) = X({grad f,X) — (VxX, grad f)

= X(grad(g o pn), X) — (Vx X, grad(g o py)) L
1.11
= g,(pN) . [Hess pN(X7 X) + <grad PN, O{(X, X))]

+ ¢"(pn) - (grad px, X)?

onde a é a segunda forma fundamental da imersao. Tomando o trago em
(1.11), com respeito a uma base ortonormal {Xj,...X,,} para T, M, temos
entao o Laplaciano de f

Af(r) = g(pn)- Do [Hess pn(X, Xi) + (grad px, (X, X)) L2
1.12
+ ¢"(pn) - 2 (grad px, X;)?

As féormulas (1.11) e (1.12) sdo conhecidas na literatura, veja [5], [7], [12].

1.2 Pontos Criticos e o Lema de Isotopia

Seja f : M — R uma funcao diferenciavel e seja M* = {x € M; f(z) < a}.
Recorde que um ponto xy € M é um ponto critico de f se grad f(zo) = 0.
O seguinte lema mostra que na auséncia de pontos criticos a topologia dos
conjuntos de M*® nao mudam.

Lema 1.2. Se f € prépria e f~[a,b] nao contém pontos criticos entio M®*
¢ difeomorfo a M°. Além disso M® € retrato de deformacao de M? tal que a
inclusio i : M® — M® é uma equivaléncia homotépica.

Iremos somente apresentar a idéia da prova, para maiores detalhes veja
[13]. Considere uma funcao diferencidvel n : M — R tal que n = 1/|gradf|?
no compacto f~ta,b] e n=0em M\ f~'[a —¢€,b+ €| para e > 0 pequeno.



1.2 Pontos Criticos e o Lema de Isotopia

O campo de vetores X = 7 - gradf gera um unico grupo a um parametro
de difeomorfismos ¢; : M — M. Para ¢ € M fixado a correspondéncia
t — f(¢i(q)) é linear e tem derivada +1 sempre que f(¢:(q)) € [a,b]. Em
particular f(¢:(q)) = t + f(q). O difeomorfismo ¢, : M — M leva M*°
difeomorficamente em MP°. Seja r; : M® — MP®, t € [0,1] definida por

(@ { q se g€ M
T = —_—
1 Pra—riqn(a) se qe€ MO\ Me

Observe que 19 = Id e se ¢ € M® entao f(r1(q)) = f(q) < aeseq e MP\ Me
entdo f(r1(q)) = f(da—rq)(g)) = a. Portanto r; é uma retracao de M" em
M®. Além disso, temos que ¢;(OM*) = OM" para todo ¢ € [0,b— a]. Logo
todo ponto ¢ € M®\ M¢ é imagem ¢;(q,) de um tnico ponto ¢, € OM* para
algum ¢t € [0,b — a]. A aplicacdo ¢ : IM* x [0,b — a] — M?P\ M* dada por
(g, t) = ¢i(q) é um difeomorfismo.

Suponha que f nao tem pontos criticos em f~![a,b] para todo b > a.
Tome by > by > a. Pelas consideragoes acima temos dois grupos a 1-
parametro ¢} e ¢! coincidindo no compacto f~'[a,by] logo ¢} extende ¢?.
Portanto ¢; pode ser definido para todo t € [0, 00) tal que f(¢:(q)) = t+ f(q),
logo temos que M \ M é difeomorfo ao produto OM* x [0, 00).

O Lemma de Isotopia motiva as seguintes definicos.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa nao com-
pacta. Um fim E, com respeito a um subconjunto compacto Q0 C M, € uma
componente conexa ilimitada de M\S2.

Defini¢ao 1.4. Uma variedade Riemanniana M é dita ter topologia finita
se M € homeomorfa ao interior de uma variedade compacta M com bordo
OM . Em particular, uma variedade com topologia finita tem finitos fins.

Observacao 1.5.

i. Se existe uma funcao diferencidvel, propria f : M — R, definida em
uma variedade Riemanniana M, sem pontos criticos dentro de uma
bola geodésica, entao M tem topologia finita.

it. Existem exemplos de variedades completas nao compactas com finitos
fins e topologia infinita, ver [18].



1.3 O Primeiro Auto-valor do Laplaciano

1.3 O Primeiro Auto-valor do Laplaciano

Seja 2 C M um aberto conexo limitado em uma varieadade Riemanniana. Os
auto-valores do Laplaciano para o problema Av+Av = 0, v € C%(Q)NH} (Q)?,
formam uma sequéncia 0 < A\; < Ay < A3 < --- < --+ — o0o. Onde H}(Q)\{0}
é o completamento de C§°(§2) com respeito a norma

117 = [ 72+ [ oo

Alem disso cada auto-espaco tem dimensao finita e as autofungoes associadas
{v;}52, formam uma base ortonormal de L*(M), onde L*(M) ¢é o espago de
Hilbert completo na norma || f||* = [,, f*. Os auto-valores do Laplaciano s&o
caracterizados variacionalmente pelo Teorema de Rayleigh, em particular o
primeiro auto-valor A\; = A;(£2) é dado por

fQ |gradf|2
Jo £?

Se o aberto {2 nao é limitado, o problema Av + Av = 0 pode nao ter solucao
v € C*(Q) N HYQ). No entanto, a expressao em (1.13) faz sentido para
qualquer aberto Q. Portanto definimos o tom fundamental A*(€2) de €2 pela
expressao (1.13). Em particular se 2 = M temos o tom fundamental \*(M)
de M e pelo Teorema de Rayleigh A (€2) = A*(€2) se Q ¢é limitado.

Devido a caracterizagao variacional do primeiro auto-valor é comumente
admitido que é mais dificil encontar cotas inferiores do que cotas superiores.
Uma observagao devido a J. Barta [2] nos d4 um método (relativamente facil)
para obtencao de cotas inferiores e superiores para o primeiro auto-valor do
Laplaciano.

M(Q) = inf{ fe H&(Q)\{o}}. (1.13)

Teorema 1.6 (Barta). Seja Q C M um aberto conezo e limitado em uma
variedade Riemanniana M com bordo diferencidvel. Seja f € C*(Q)NC°(Q)
com f|2 >0 e flOQ2 = 0. O primeiro autovalor do problema de Dirichlet
A1(Q2) tem os sequintes cotas.

Af —Af

sgp(—T) > M (92) = inf( 7

Igqualdade em (1.14) se e somente f € uma primeira auto-fun¢ao de §).

) (1.14)

2Se o bordo ) # () é diferencidvel por partes entdo podemos tomar v € C?(Q)NCY(Q),
com v | 9Q = 0.
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1.3 O Primeiro Auto-valor do Laplaciano

f

Observagao 1.7. A desigualdade A\ (§2) > igf(
hipdtese que f|OQ2 = 0.

) continua vdlida sem a

Seja Byn () () a bola geodésica de raio r > 0 na Forma Espacial N"(x). A
métrica g, de curvatura seccional constante k em N"(x) = [0, 00) x S"~! pode
ser expressa em coordenadas geodésicas por g, = dt* + S%(t)d6?, onde db?
é a métrica de curvatura seccional +1 em S"~!. A primeira auto-funcao do
Laplaciano v : Byn(x)(r) — R é radial, i.e. v(z) = v(t), t = distyne)(2,0). A
equagao Av(t) + A (Byne (r))v(t) = 0, v | 0By (r) = 0 pode ser expressa
em coordenadas geodésicas por

Cr(t)
Sk(t)

V() + (n—1) V'(t) + M (Brn(ey(r))v(t) =0, Yt € (0,7).  (1.15)

com v(0) = 1, v(r) = 0. E conhecido que as primeiras auto-funcoes nao
mudam de sinal, como v é radial podemos considerar v definida em [—r, 7]
com um maximo local em ¢ = 0. Logo v'(0) = 0. Avaliando a equacao (1.15)
em ty, obtemos v” (ty) + A v(ty) = 0. Como v > 0 em (—r,r) entao v”(ty) < 0,
logo ty é um maximo local de v. Assim, v é constante em [0,%] ou v tem
um minimo local em [0,%y]. Devido a equagao diferencial (1.15) ambas as
possibilidades nao podem acontecer. Assim tal ponto g nao existe. Portanto
v'(t) # 0 para todo t € (0,7]. Sendo v positiva em [0,7) e v(r) = 0 entao,
nos resta que v'(t) < 0 para todo t € [0, 7].
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Capitulo 2

Subvariedades com Segunda
Forma Fundamental Dominada

Neste capitulo discutiremos alguns aspectos da geometria das subvarieda-
des em espacos de Hadamard para que sejam préprias e com topologia finita.
Sejam M variedade Riemanniana completa de dimensao m e N uma vari-
edade de Hadamard de dimensao n com curvatura seccional Ky < x < 0.
Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica. Fixe um ponto zo € M com
Yo = ¢(x9). Em todo o texto denotaremos por pyp(x) = dist(zg,z) a
funcao distancia intrinseca em M ao ponto zg e py(y) = dist(yo, y) a fungao
distancia intrinseca em N ao ponto yo. Seja {C;}2, uma exaustao de M
por conjuntos compactos com xg € Cy. Defina uma sequéncia nao-crescente
a; > az > --- >0 por

(20.C,) = sup d Zeleml@) v |
a0, ) = sup { ELUEN o) 2 € MG

onde

1
Se(t) =12 =k

sinh(v—kt), se k<0

t, se k=0,

Cy(t) = S.(t) e a é a segunda forma fundamental de ¢ em x. Observe que os
escalares a;(zg, C;) dependem do ponto x e da exaustao {C;}32,. Associado
a ¢(M) existe um nimero a(M) € [0, 00| definido por

a(M) = }E?o a;(xo, C;). (2.1)
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2.1 Prova do Teorema 2.2

Veja que a(M) nao depende da exaustao e nem do ponto base zg. Veja
também que a(M) < 00 < a; < 00 & a; < 0o para todo k.

Definicao 2.1. Seja ¢ : M — N wma imersao de uma variedade Rieman-
niana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard N de
dimensdo n com curvatura seccional Ky < k < 0. Dizemos que @(M) tem
sequnda forma fundamental dominada se a(M) < 1.

Em um recente paper [3], Bessa, Jorge and Montenegro provaram que
subvariedades imersas completas do R™, com a(M) < 1, é prépria e tem
topologia finita. No6s generalizamos este resultado para subvariedades de
variedades de Hadamard.

Teorema 2.2. Seja o : M — N uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard
N de dimensao n com todas as curvaturas seccionais Ky < k < 0. Suponha
que a(M) < 1. Entdo

a. © € propria.

b. M tem topologia finita.

2.1 Prova do Teorema 2.2

a. ¢ é propria:

Desde que a(M) < 1, temos que para cada ¢ € (a(M),1), existe ¢ tal que
a;(xg, C;) € (a(M),c). Isto significa que existe uma bola geodésica By (ry) C
M, C; C By(ro), centrada em zp com raio ro > 0 tal que

Sk(pu(2))
Cu(pm(x))

Se sup Ky = 0, considere f(z) = g(pn(p(2))) = pn(p(z))™.
(1.11) do capitulo 01 o Hessiano de f em z, é dado por

la(@)|| <e< 1, Vae M\By(r). (2.2)

Pela equacao

Hessf(z)(X,X) = 2[py Hesspy(X,X)

+pn (grad pn, (X, X)) + (grad pn, X)?](y),

13



2.1 Prova do Teorema 2.2

onde y = ¢(x). Considere 7 : [0, py(y)] — N uma geodésica minima ligando
Yo a y. Dado X € T,N podemos decompor o vetor X = X+ + X' com
XT = (X, grad py)grad py e X+ 1 grad py. Pelo teorema de Comparagio
do Hessiano segue que

1
pn ()

Hesspy (y)(X, X) = X (2.3)

Portanto para @ € M\ By (zo),
Hessf(z)(X, X) = 2[pn Hesspn(X, X) + (gradpy, X)?
+pw (gradpy, (X, X))](y)

1
> 2[pn p—N\XLI2 + X T2+ pn (gradpn, a(X, X)) (y)]

> 2[|XHP+XTP = pur(z) o) || X 7]
> 2(1—0¢)|X|?
(2.4)
Da segunda para a terceira desigualdade usamos que py(p(z)) < pa(x).
Seja o : [0, p(x)] — M uma geodésica minima ligando zg a x € M\ By ().
Temos que
(foo)"(t) = Hessf(o(t))(0’,0") > 2(1 —c) V t > 1, (2.5)
para t < ry. E para t <1y, (foo)’(t) > b, onde
b = inf {Hessf(x)(v,v),x € By (ro), |v| = 1}. (2.6)
Portanto
(foo)(s) = (fo0)(0)+ [y(Eoo) (r)dr
> (foo)(0)+ [;"bdr + [ 2(1 = c)dr (2.7)

= (foo)(0)+bro+2(1—c)(s—rop).
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2.1 Prova do Teorema 2.2

Como py(p(zg)) = dist(yo, yo) = 0 entao (f o 0)'(0) = 0, e f(xg) = 0, logo

f@) = [P D(foq)(s)ds

> OPM(J»‘) {bro+2(1 —c¢)(s —19)} ds

= bropum(z) +2(1 — C)(% = r0pu (7))

= (1—c)pm()*+ (b—2(1 = ¢))ropu ()

(2.8)

Assim f(2) = pn(p(2))? > (1 — ¢)pum(x)* + (b — 2(1 — ¢))ropam(z) para todo

x € M\By(ro). Portanto ¢ é prépria.

Suponha agora que sup Ky = k < 0. Sem perda de generalidade pode-
mos supor que k£ = —1. Considere a fungao f(z) = cosh(pn(p(z))), logo o

Hessiano de f é dado por
Hessf(z)(X,X) = sinh(py(y))Hesspn(y)(X, X)

+ cosh(pn (y)) (grad pn (y), X)*

+sinh(pn (y))(grad pn, a(X, X))

Pelo Teorema de comparacao do Hessiano temos que

) cosh(pn(y))

Hess X, X) > — X412
pn(Y)( —smh(pN(y))| |

Como a(M) < 1, entdo

cosh(pas(z)) cosh(pn(y))
|a(z)]| <c Sinh(par (7)) < “sinh(pn(y))

para todo x € M\ By(ro). Portanto da equagao (2.9), obtemos
Hess f()(X, X) > cosh(pn(y))|X*[* + cosh(pn(y))|X |

—sinh(p (y)) ()| X]*

A%

cosh(py ()| X2 — ¢ - cosh(pw ()| X]?
— cosh(px())(1 — )| X
— (1-olXP.
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2.1 Prova do Teorema 2.2

para todo © € M\By(rg). Note que a desigualdade acima é andloga a
desigualdade (2.4). Entao procedendo de forma similar ao caso onde k = 0,
chegamos a seguinte desigualdade

f(x) = cosh(px((x))) 2 (1= ¢)par(e)? + (b+ 2x(1 — ) ropas () + 1

E assim ¢ ¢ prépria.

b. M tem topologia finita:

Relembrando que ¢ : M — N é uma subvariedade completa m-dimensional
com a(M) < 1 imersa em de uma variedade de Hadamard n-dimensional V.
Sem perda de generalidade podemos supor que a funcao distancia extrinseca
de M definida por R(z) = pn(¢(x)) é uma funcao de Morse. Seja By(ro) a
bola geodésica de N centrada em yg e raio o > 0. Denote S,, = 0Bn(r9).
Como a(M) < 1 e ¢ é prépria, entdo podemos tomar o > 0 de forma que

Sk(pu ()
Crlpm ()

e que @ seja transversal a esfera geodésica S,,. Seja I';, = o(M)NS,, #
e A, = ¢ !(T,,). Para cada z € A,, temos um aberto U, C M contendo
x, tal que |U, é um mergulho e p(U,) é transversal as esferas geodésicas
Sy, para cada r € (rg — 0(z), 70 + 0(x)), d(z) > 0 pequeno. Temos da teoria
de transversalidade que ¢(U,) NS, C ', é uma subvariedade de dimenséao
(m — 1) para cada r € (19 — 0(z),70 + 0(z)). Seja y = ¢(x) € ¢(U,) N S,.
Temos que dim(7,(¢(U;) N'S,))= dimT,p(U,) — 1, portanto existe apenas
um vetor (unitério) v(y) € Typ(U,) tal que

Tyo(Up) = Ty(e(U:) N S,) @ [dep(y) - V],

com (de(g) - v, gradpn(y)) > 0 onde [de(7) - v(y)] é o espago vetorial gerado
por dp(y) - v. Essa escolha define um campo diferenciavel de vetores v em
U, C o~ Y(Bn(ro + 8(x))\Bn(ro — 6())). Como A,, é compacto, podemos
escolher uma sequéncia finita {z1,...xx} C A,, e 6 = min{d(xy), ..., 6(xx)} tal
que usando particao da unidade o procedimento anterior constroi um campo
diferencidvel v em V = @~ (By(ro + 6)\By(ro — d)). Considere a fungao 1
em V definida por

la(x)|| <c<1, V 2 M\¢ (Byx(ro)) (2.13)

Y(x) = (dp(y) - v, gradpn) p(a) - (2.14)
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2.1 Prova do Teorema 2.2

Para cada = € A,, fixado, considere a solucao £(¢,z) do seguinte problema
em M:

Etx) = iu@(t,x)) s
2.15

€0,2) = =

Para provar que M tem topologia finita iremos mostrar que ao longo das
curvas integrais t — &(t,x) nao existem pontos criticos de R = py o ¢. Para
isso consideremos a funcao t — ¥(&(t, x)) = (de(y) - v, gradpn) p(ee)). Para
simplificar a notagao identificaremos dp - v = v e dy - & = & e observemos
que

Yy = &(gradpy,v)

= <vftgrade7 V> + <gra’dea vgtV>

1, = 1
= _<vvgra’dea V> + _<gra’dloNa Vv + O[(V, V)>
v g (2.16)

- %Hesspw, V) + i (gradon, V) + {gradpw, a(w, »))]

1
= [Hesspn(v.0) + (gradpy. Vo) + (gradpy, (1)

Portanto temos ao longo da curva t — £(t, z) a seguinte equagao diferencial
Py = Hesspn(v,v) + (gradpy, V,v) + (gradpy, a(v, v)). (2.17)
Pela equagao (2.14) podemos escrever
gradpy = v + /1 — 2" (2.18)
onde v* LT ,e(t.2))¢(M). Portanto
gradR = Yv (2.19)
Como(v, v) = 1, temos que (V,v,v) = 0. Pela equagao (2.19) segue que

(gradpy, V,v) = (gradR, V,v) = (v, V,v) = 0. (2.20)
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2.1 Prova do Teorema 2.2

Por outro lado podemos expressar v em termos de gradpy da seguinte forma,

v(p(2)) = d(@)gradpy + /T — 97w (2.21)

onde (gradpy,w) = 0, |w| = 1. Substituindo as equagoes (2.18), (2.20) e
(2.21) na equagao (2.17), obtemos

Vb = (1 —9?)Hesspy(w,w) + /1 — V2v* a(v,v)) (2.22)

Portanto

) _ — 2 Hesson (w. w v a(v, v
= - V1 =12 Hesspy (w,w) + (V*, (v, v)) (2.23)

Observe que _by = —(v/1 —9?);, assim chegamos a seguinte equagao

-

diferencial ao longo de t — (¢, )

—(v/1—=%?), = /1 —4?Hesspy(w,w) + (v*, a(v,v)) (2.24)

Como consequéncia do Teorema de comparacao do Hessiano, temos que

Hessp(w,) > 2 () (2.25)

K

Substituindo na equagao diferencial (2.24) chegamos na seguinte desigualdade

ST 2 VIS )+ a)) (220)
Por (2.19) temos que
R, = (gradR, %V> = (Yv, %V} = (2.27)

logo
R(&(t, ) = pn(p(&(t,2))) =t + To. (2.28)

Assim, podemos escrever %(pN(gp(g(t,x)))) = —(t+rp), entao

K

—(v/1—=v?), > J/1—19? %(t+r0)+(u*,a(y,u)> (2.29)

18

iy



2.1 Prova do Teorema 2.2

Multiplicando (2.29) por S, (t + 7o), obtemos a seguinte desigualdade

[Sut+rVI=97| < =Sut+r0) (" a()) (2.30)
Integrando (2.30) de 0 a ¢, obtemos

Sn(t+T0>\/1_¢2(§(tax)> S SH(TO)\/l_l/}Q(é(O?x))

(2.31)
+ fot —Si(s 4+ o) {v*, alv,v))ds.

Dividindo a equagao (2.31) por S, (t + o), obtemos

Si(ro)
Sk(t + 7"0)

VI— 2t 1)) < V1= 92(£(0,2))

(2.32)
1

b g [ St atn)is

Como a(M) < 1 e pn(p(&(t,x))) =t + 1y, temos entao que

—(W et x)(v,v)) < IICV(S(t’aJ)))II<C%(PM(€(t7w)))

K

C Cﬁ(t+r0)

< g on (el ) = g

Substituindo ¢(£(0,z)) = ¢(z) = y e (2.33) em (2.32), temos para todo ¢ > 0
que

2 Sk(ro) > c !
VI PEGD) < VI + s | Culs s

S,Q(t —f- 7’0)

(2.33)

1
Sn(t + To)

Sv(ro) \/ 2(x) —c)+c

IN

[ Suro)V/T=47(@) + (St + 1) = Su(r0))]

IN

IN

max (sup 1 —¢%(x), c) = 1.
eV

(2.34)
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2.2 Minimas com Topologia Finita

Assim, ao longo das curvas integrais ¢ — £(¢,z), temos que /1 — 92(£(¢, z)) <
n < 1, logo nao existem pontos criticos da fun¢ao R(x) = py(¢(x)). Sendo
R uma funcao de Morse, seus pontos criticos sao isolados. Como By(rg) é
compacta, existe apenas uma quantidade finita deles. Pelo lemma de Iso-
topia ¢(M) tem topologia finita. Em particular a subvariedade tem uma
quantidade finita de fins.

Temos uma versao do teorema (2.2) para subvariedades minimas de va-
riedades de Hadamard. Neste caso a hipdtese serd feita sobre a curvatura de
Ricci. Como veremos na préxima secao.

2.2 Minimas com Topologia Finita

Dadox € M ev € T,M tal que {ey, ..., €1, €, = v} é uma base ortonormal
de T, M. Relembrando que a curvatura de Ricci na direcao v € T, M ¢é dado
por

Ric,(v,v) = Z_ Ky (e, v). (2.35)

Vamos ao seguinte lemma.

Lema 2.3. Seja M uma subvariedade mimina completa de dimensao m em

uma variedade de Hadamard N de dimensdo n. Se {ey,...,em_1,6m = v} €
uma base ortonormal de T, M, entao

m

Ricy(v,v) < =) la(e;, v)|.

i=1

Prova: Seja N é uma variedade de Hadamard com sup Ky = £ < 0. Con-
sidere {ey,...,em_1,€m = v} é uma base ortonormal de T,M. Como ¢ é
minima,temos pela equagao de Gauss, que

m

Ric,(v,v) < (m—l)ﬁ—2|a(€i,€m)|2

i=1

m (2.36)
—Z e, em)|*.

IN
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2.2 Minimas com Topologia Finita

e isto conclui o lema.
Como na secao (2.1), fixe um ponto zy € M e considere uma exaustao
{B;}2, of M por conjuntos compactos com zy € By. Denote

SZ
b; = inf {MMQ(X,X),;U e M\B;,|X| = 1} . (2.37)
Cx(pu ()

Pelo lema (2.3) temos que Ric,(v,v) < 0 para todo x € M e todov € T, M,
logo os escalares b; forma uma sequencia nao-decrescente by < by < --- < 0.
Defina b(M) = lim b; € [—00,0]. O nimero b(M) também nao depende da
exaustao nem do ponto base xy. Nestas condigoes uma versao do teorema
(2.2) para subvariedades minimas é a seguinte.

Teorema 2.4. Seja p : M — N uma subvariedade minima completa M de
dimensao m de uma variedade de Hadamard N de dimensao n. Suponha que
b(M) > —1 entao,

a. @ € propria.
b. (M) tem topologia finita.

Prova A prova deste resultado é similar a prova do teorema (2.2). Para
provar que ¢ é prépria, fixe um ponto xg € M e denote por yo = p(xy) € N.
Como b(M) > —1, dada uma constante positiva ¢ onde —c* € (—1,b(M)),
existe i tal que b; € (—c? b(M)). Logo existe uma bola geodésica B (rg)
centrada em x( de raio ry > 0 tal que

Sx(par())
Ci(pm ()

Se sup Ky = 0, considere g(t) = t?. Entao f(z) = py(¢(z))?. Pela equagao
(1.11) o Hessiano of f em z, é dado por

Ric,(X,X) > —c* > —1, Va2 & M\By(ro). (2.38)

Hessf(z)(X,X) = 2[pny Hesspn(X,X)

+on (grad py, (X, X)) + (grad pn, X)*|(y),

Suponha que X = e,, = X 4+ X*. Pelo Teorema de Comparacao do Hessiano
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2.2 Minimas com Topologia Finita

e o pelo Lema (2.3) temos que
1
FHess (X, X)) > [XT2 4 [XH = piv [a(2)(X, X))

> (1= par |a(z)(X, X)) (2.39)

> (1= pu /—Ric,(X, X))
Como b(M) > —1, temos pela desigualdade (2.38) que
Hessf(z)(X, X) > 2(1 —¢). (2.40)

for every x € M\By(ro). Observe que esta desigualdade é exatamente a
desigualdade (2.4) do teorema (2.2). Procedendo de forma similar ao teorema
(2.2) obtemos, para o caso onde sup Ky, = 0, que

f(a) = pn(o(2))* = (1 = )par(2)* + (b= 2(1 = ¢))ropu ()

para todo x € M. Uma desigualdade similar é obtida também quando
sup Ky = k < 0 para a funcao f(z) = cosh(v/—rpn(p(x))). Neste caso,
a desigualdade encontrada é a seguinte

f(a) = cosh(pn(p(x))) = (1 = ¢)pur(2)* + (b + 26(1 = ¢))ropar () + 1.

Segue entao que a subvariedade minima é propriamente imersa. Para mostrar
que a subvariedade tem topologia finita basta proceder de forma andloga ao
teorema(2.2).
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Capitulo 3

Hipersuperficies
Cilindricamente Limitadas em
N X R

Dos trabalhos de Barbosa-Kenmotsu-Oshikiri em [1] e Salavessa [16], te-
mos que se um grafico inteiro de uma fungao diferenciavel f : H* — R tem
curvatura média constante H entao |H| < (n — 1)/n. Por outro lado, Bessa
e Montenegro em [4], mostraram que hipersuperficies compactas imersas em
N"™ x R onde se N é uma variedade Riemanniana n-dimensional com pdlo
e curvaturas seccionais radiais K, < —k? < 0, satisfaz |H| > (n — 1)k/n.
Neste capitulo iremos estender o resultado de Bessa e Montenegro para H-
hipersuperficies completas cilindricamente limitadas de N™ x R com curva-
tura de Ricci com decaimento super quadratico

Ricy > —c2[1 + p(x)? -log?(p(z) + 2)] (3.1)

onde ¢ = ¢(xg) > 0 é uma constante dependendo de xy. Nés mostramos
que sup |[H| > (n — 1)k/n. Este trabalho faz parte de um artigo com G.
Pacelli Bessa aceito para publicagao no jornal Differential Geometry and its
Applications.

3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

Consideremos M uma variedade Riemanniana completa de m-dimensional e
pum () = distps (g, x) a fungao distancia em M ao ponto xy € M.
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3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

Seguindo a notagao do capitulo 01, vamos a algumas defini¢oes.

Definicao 3.1. Dizemos que uma variedade Riemanniana completa M tem
curvatura de Ricci com decaimento super quadrdtico se

Ricyr > —c2[1 4 par(2)? - log®(par(x) + 2)]. (3.2)

onde ¢ = ¢(xp) > 0 é uma constante dependendo de x.
Se N é uma variedade Riemanniana de dimensao n considere a variedade
produto N x Rep: N x R — N a proje¢ao no primeiro fator p(y,t) = y.

Definicao 3.2. Uma subvariedade imersa M C N x R é Cilindricamente
Limitada se p(M) é um subconjunto limitado de N.

Para a prova do teorema principal deste capitulo, iremos precisar de dois

resultados bésicos, o Teorema de Comparacao do Hessiano apresentado no
capitulo 01 e o Principio do Maximo de Omori-yau cuja versao que apresen-
taremos aqui deve-se a Chen-Xin e pode ser encontrada em [19].
Teorema (Principio do Maximo de Omori-Yau)- Seja M uma varie-
dade Riemanniana completa com curvatura de Ricci com decaimento super
quadratico. Seja v : M — R uma funcao de classe C? limitada superior-
mente. Entao para qualquer sequéncia €, — 0 de nimeros positivos existe
uma sequéncia de pontos xp € M tais que

a. lim wu(zg) = suppu

k—o0

b. |gradu|(zg) < €
c. Au(zy) < €.

Iremos mostrar também que hipersuperficies cilindricamente limitadas
com certa limitagao no vetor curvatura média limitado sao nao-parabdlicas.
Relembrando a definicao de nao parabolicidade:

Definicao 3.3. Uma variedade Riemanniana M ¢é nao-parabolica se M ad-
mite funcoes subharmonicas limitadas nao-constante.

Vamos ao resultado principal deste capitulo, os demais resultados seguem
como consequéncia deste.
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3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

Teorema 3.4. Seja N uma variedade Riemanniana completa n-dimensional
com um pdlo e curvaturas seccionais radiais Ky < —rk% < 0. Suponha que
p: M — N xR uma hipersuperficie imersa completa. Entao

a. Se (M) é cilindricamente limitada e tem curvatura média

|H| < (n —2)k/n entdo M é nao parabdlica.

b. Se o(M) € cilindricamente limitada e M tem curvatura de Ricci com
decaimento super quadrdtico entao supy, |H| > (n — 1)k/n

Prova: Seja ¢ : M — N x R uma imersao isométrica. Considere a fungao
distancia py(y) = dist(yo,y) ao pdlo yo € N, g : N x R — R uma fungao
diferencidvel, e defina f = go @ : M — R. Se {ey,...,e,} é uma base
ortonormal de T, M temos que o laplaciano de f é dado por

Af(x) = Z Hessg((2)) (e, ;) + (gradg, H). (3.3)
i=1
Onde H ¢ o vetor curvatura média com norma ||H|| = n|H|. Podemos es-
colher a base {ey,...,e,} para T,M da seguinte forma: Comegaremos com
uma base ortonormal para TN, {gradpy, %, . %}. Agora escolhe-
mos uma base ortonormal para T, M fazendo
d,0 0., 0
= d d —)= — )=
€1 <617gra pN>gra pN+<€178t>at +<61a891>8917
‘ N o 0
ez = (€2, §>§ + (€2, 8_02>8_92
0
e = 5p Jj = 3,..,n. Escolha ¢g(p(z)) = pn(p(¢(z))). Calculando o
J

Laplaciano de f nesta base, obtemos:

Af(z) = (e, a;gl>2 ) HeSSpN(aielv a;gl)

+{ez, 55;)° - Hesspn (555 505)
20 905 905 (3.4)

+ (Z Hesspn(ei, €;) + (gradpy, ﬁ>>

=3
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3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

onde o lado direito de (3.4) é calculado em ¢(x). Pelo Teorema de Com-
paracao do Hessiano temos que

Af@) = ({er 5 + (o2, 5)?) - wcoth(spy)
(3.5)

+ ((n — 2)kcoth(kpy) —n|H|)

Para provar que M é nao-parabdlica observe que o primeiro termo de (3.5)
é nao negativo. Logo se (M) tem vetor curvatura média

(n —

|H| < 2) Kk coth(kpy),
isto implica que Af(x) > 0, portanto f é subharmoénica. Sendo ¢(M) cilin-
dricamente limitada, f é uma funcao subharmonica limitada em M. Entao,
M é nao-parabdlica. Assim a primeira parte do teorema esta provada.
Suponha agora que ¢(M) é cilindricamente limitada logo f é limitada.
Se M tem curvatura de Ricci com super decaimento quadratico, temos pelo
principio do Maximo de Omori-yau que existe uma sequéncia ¢ — 0 e uma
sequéncia xp € M tais que Af(zg) < € e |gradf(xy)| < €. Observe que

gradf(z) = (ex(x), gradpn (z))e ()

logo
|(e1, gradpn) ()| = [gradf ()| — 0

se €, — 0. Segue entao que

0 0

<€1, §>2<£L’k) + <€1, 8—61>2($k) — 1.
Como 5 5
_ 2 —_— 2 fry
<€27 at> + <€2, 602> 1
¢ B )
2 2
- V<
en, g +lem g <1
Logo, se €, — 0 entao
d o 95 9 s 9 |5
<€17 8t> (.I'k) + <627 at> + <€17 891> (xk) + <627 862> — 2.

26



3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

Portanto 9 9
2 2
>
<617 801> (.Tk) <62’ 002> (l‘k) — 1

Avaliando a desigualdade (3.5) em xy, obtemos
6> Af(ee) 2 ((en, )2 (@) + {e2, 5552 (w0) ) - coth(px(an)
+ (n—2)kcoth(kpn(xy)) — n|H| (3.6)
> (n—1)k —n|H]
Como €, — 0, nos resta que

sup |H| > (n — 1)k /n.
M

E isto conclui a prova do teorema (3.4).

Fazendo N = H"(—1) no teorema (3.4), obtemos o seguinte resultado
para hipersuperficies de H" x R.

Teorema 3.5. Seja M uma hipersuperficie completa imersa em H" x R.
Entao

a. Se M ¢ cilindricamente limitada e tem curvatura média

|H| < (n—2)/n entdo M € nao parabdlica.

b. Se M ¢ cilindricamente limitada e tem curvatura de Ricci com decai-
mento super quadrdtico entdo sup,, |H| > (n—1)/n

Uma consequencia imediata do teorema (3.5) é a nao existéncia de hi-
persuperficies completas imersas em H"™ x R com curvatura de Ricci com
decaimento super quadrético e curvatura média com sup |H| < (n — 1)/n
contida em um cilindro vertical, como assegura o corolario abaixo.

Corolario 3.6. Seja M uma hipersuperficie completa imersa em H™ xR com
curvatura de Ricci com decaimento super quadrdtico. Se sup |H| < (n—1)/n
entao M nao estd contida em um cilindro vertical.

Os resultados acima também sao véalidos quando a variedade ambiente é
S™ x R. Essencialmente temos.
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3.1 Subvariedades Cilindricamente Limitadas

Teorema 3.7. Seja ¢ : M — S" x R uma subvariedade imersa completa.

a. Se p(p(M)) C Bsn(r), r < § esupy |H| < (n—2)/ncot(r) entao M ¢
nao parabolica.

b. Se p(p(M)) C Bsn(r), r < § e M tem curvatura de Ricci com decai-
mento super quadrdtico entdao sup,, |H| > (n — 1)/ncot(r).

Prova: Suponha que ¢ : M — S" x R uma subvariedade imersa completa.
Prosseguindo como na prova do teorema (3.4), para g(¢(z)) = pse(p(z))
temos que a desigualdade (3.4), torna-se

Af(q) = (ea, g5)* cot(psn) + [(n — 2) cot(psn) — n|H|}(o(x)). (3.7)

Se p(@(M)) C Bsn(r), r < %, e se supy, |[H| < (n — 2)/ncot(r) entdo f ¢é
uma funcao limitada e subharmonica, portanto M é nao parabdlica. Se nas
condigoes anteriores adicionarmos a condicao de que a curvatura de Ricci tem
decaimento super quadratico , temos pelo Principio do Méaximo de Omori-
Yau que

x> [(n — 1) cot(pe) — nlH|)(p(a1)) = b > 0 (3.8)

Como a sequéncia e¢; — 0, temos entao uma contradicao.
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Capitulo 4

Estimativas de Autovalores

Neste capitulo obtemos estimativas de autovalores para subvariedades em
variedades de Hadamard N, com topologia finita e para dominios de Hiper-
superficies de N" x R, onde N é uma variedade Riemanniana completa com
curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente.

4.1 Um Limite Superior para o Tom Funda-
mental de Subvariedades em Variedades
de Hadamard

No capitulo 02 consideramos imersoes isométricas ¢ : M — N de uma va-
riedade Riemanniana completa M de dimensao m em uma variedades de
Hadamard N de dimensao n com a(M) < 1. Vimos que tais imersoes sao
proprias e que a funcgao distancia py o ¢ nao tem pontos criticos fora de con-
juntos compactos. Obtivemos um limite superior para o tom fundamental
dessas subvariedades em termos do primeiro autovalor de uma Forma Espa-
cial N(k), onde [ = I(m,n,k) > m e k < 0. Para subvariedades do espaco
produto N xR, onde N é uma variedade Riemanniana completa de dimensao
n com poélo e curvaturas seccionais limitadas superiormente, obtivemos uma
estimativa inferior para o tom fundamental em termos de bolas geodésicas
das Formas Espaciais. Nosso primeiro resultado é o seguinte.

Teorema 4.1. Seja p : M — N uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard
N de dimensao n com curvaturas seccionais k < Ky < 0. Suponha que
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4.1 Um Limite Superior para o Tom Fundamental de
Subvariedades em Variedades de Hadamard

a(M) < 1. Entao existe | € Z, e uma constante C' = C(H,m,a(M), k) tal
que

N (M) < ON(NY(k)). (4.1)
onde N'(k) é a Forma Espacial de curvatura seccional constante k.

Proof: Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana completa M de dimensao m em uma variedade de Hadamard N
de dimensao n e curvatura seccional limitada kK < Ky < 0. Fixe um ponto
xg € M e denote yo = ¢(zg). Relembrando que py(y) = dist(y,yo) é a
fungao distancia geodésica de N e pn(p(z)) é a distancia extrinseca em M.
Pelo prova do teorema (2.2) existe um 79 > 0 tal que em M\~ (By(r0))
nao existe pontos criticos de py(¢(x)), onde By(rg) é a bola geodésica em
N centrada em yg com raio ry. Seja R > rg e 2 a componente conexa
de ¢ (By(R)) que contém ;. Pela teorema (2.2) ¢ é prépria, logo po-
demos tomar € com froteira 9Q C ¢ !(9(By(R))) suave por partes. Seja
v : By (R) — R a primeira autofuncao da bola geodésica de raio R da
Forma Espacial N'(x) de dimensdo [ ( [ a determinar) e curvatura seccional
constante k. A autofuncao v é radial, isto é, v(z) = v|z|, e satisfaz a seguinte
equacao diferencial,

U//(t) + (l — 1)U,(t)g’€—((tt)) —+ Al(BNl(K)(R))U(t) =0V te (0, R), (42)
onde v(0) = 1, ¢/(0) = 0. Além disso, v'(t) < 0 para todo ¢t € (0, R).
As fungoes S, e C estao definidas em (1.4) e (B (x)(R)) € o primeiro
autovalor de Dirichlet da bola geodésica By, (R) C N!(x) de raio R. Defina
g« Bn(R) — Rpor g(y) =vopn(y) e f:Q— Rpor f(z) = g(p(z)),
logo f > 0em Qe flogo = 0. Pelo teorema de Barta temos que A;(§2) <
supo(—Af/f). Dado um ponto x € M e X € T, M, identificando ¢, X = X,
o Hessiano de f, denotado por Hessf é dado por

Hess f(X,X) = Hessg(X,X)+ (gradg, a(X, X))
= v"(pn)(gradpy, X)? + v'(py)Hess pi (X, X)  (4.3)

+v'(pw)(gradpn, a(X, X)).

Seja {ey,- - -,e,} uma base ortonormal de T, M. Fazendo a identificacao
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4.1 Um Limite Superior para o Tom Fundamental de
Subvariedades em Variedades de Hadamard

p«e; = €; o Laplaciano de f nesta base é dado por
Af(x) = Y[ (o)gradox, e + o' (px)Hess p(eo )]
(4.4)
+v'(pw){gradpn, H).

onde H = Yo ales,e) é o vetor curvatura média de M. Entdo dado
r € ¢ '(By(R)) escolha uma base ortonormal {ey,...,e,,} para T,M to-
mando {ey, ..., e, } tangentes a esfera By (p(z)) de raio p(x) = py(p(x)) e
e = (e, gradpy)gradpy + (e1,0/06)0/00 onde (0/00,gradpy) = 0. Para
simplicar a notagao fagamos t = py(p(z)). Temos entao que,

n

Af(z) = > [v"(t)(gradpy, e;)* + o' (t)Hess py (e, ;)]

i=1
+v/(t){gradpw, H)
= v"(t)(e1, gradpn)? + v'(t){e1,0/00)*Hesspn(0/06,0/00)

+ Z V() Hess py (e:, ;) + ' (t) (gradpy, H)

=2

(4.5)
Dividindo (4.5) por —f, obtemos
Aoy = —%a dpn)?
—7(1’) = —7( ){e1, gradpn)
—%(t)(el,8/80>2HesspN(3/30,8/89) (4.6)

/

—Z t)Hess pv(e;, e1) — —(t){gradpy, H)
v

Por hipdtese k < K < 0 entao pelo Teorema de Comparacao do Hessiano

Hesspn (X, X) < 25(0) (4.7
para X = ¢;, 0/00, e pela equacao (4.2), temos que
V" C.
= -0 0 I 0  MBuwB) Y e OR),  (18)

K
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4.1 Um Limite Superior para o Tom Fundamental de
Subvariedades em Variedades de Hadamard

!/

Substituindo as desigualdades (4.7) e (4.8) em (4.6), e que U—(t) < 0, obtemos
v

—%(1’) < ((l — 1)2—:@)%’(75) + /\1(BN1(N)(R))) {eq, gradpy)?
(4.9)
-2 0 (0007 + m - 1)+ ZEOIA )
Como (e, gradpy)? =1 — (e1,0/90)* entédo
Af )
7 (@) = (B () (1= (1, 0/00)%)
(4.10)

SO0 (m 1+ e, 07007 + ZE 1A )

Agora considere z € ¢ !'(By(R)\By(rg)). Na segunda parte da prova do
teorema (2.2) mostramos que existe um ntimero 7 tal que {e;,d/00)*(y) < n
para todo y = ¢(), onde x € M\~ (By(rp)). De fato, o raio ry é escolhido
de forma que em M\p~!(By(rg)) nio existe ponto critico de pyo¢. Observe
tambem que, pela equagao (2.18), = é ponto critico de py o ¢ se e s se
(e1,0/00) = sin B(p(z)) = 1 se e s6 se cos B(p(z)) = (e1,gradpy) = 0. Na
desigualdade (2.34) mostramos que para qualquer z € M\~ (By(ry)), vale
a seguinte desigualdade

Si(ro)
SH(pN(SD(x )

{e1,0/00)(p(x)) < T 7o (supsin B(p(2)) —¢) +¢

(4.11)
< max (supsinf4(z),¢) =7

onde z € 1 (0Bn(rp)). J& que a(M) < 1, temos que o vetor curvatura
média satisfaz

1H]|(z) < mllall(z) < me (Cu/Sx) (pu(x)) < me (Cu/Sk) (pa ()
Substituindo estas desigualdades em (4.10), obtemos
——(2) < M(Bw(R))

(t) (m — 1+ In+ mc)

(4.12)



4.1 Um Limite Superior para o Tom Fundamental de
Subvariedades em Variedades de Hadamard

Escolha | € Z de forma que m — [ + {n 4+ mc < 0. Com esta escolha para [,
obtemos da desigualdade (4.12), que para todo x € o~} (By(R)\Bx(70))

_Af
f

Agora considere z € ¢ !(By(rg)). Como 1 — (e1,0/00)* < 1 temos entao
que —I + I{e;,0/00)* < 0 logo, pela desigualdade (4.10) temos que

(£) < M (B (R)). (4.13)

Af Cy, v Sk -

-2 @) < nBugo(R) - FOZ0 (m+ ZOU) (@)
onde t = py(p(z)). Como ¢ é prépria existe uma constante positiva Cy tal
que  sup i(75)“[3’ || < Cy. Alem disso, v é uma fungao positiva nao

1B (o) Cr
crescente logo v(t) > v(rg). Entao
Af Cu(t) V'(t)
_=/ < B _
f (.T) = )‘1( Nl(n)(R>> S,{(t) U(t) <m+CO)
t-Cut) [ V() (m+ Cy)
< — . .
= Al(BNl(R)(R)) + S(t) + v(ro) (4.15)

< M(Bug(R) + 2 Ce ) (_“’<t>> (m+Co)

Sk (ro) v(ro)

/
t
Pelo lema (4.3) —Ul(f ) < AMi(Bni(y)(R)). Substituindo em (4.15), obtemos

IN

Af Cy(ro) 1
_7 Al(BNl(H)(R)) (1 + 79 S}{(ro) fU(TO> (m + Co)) (416)

Assim, para todo z € ¢ '(By(R)) temos das desigualdades (4.13) e (4.16)
que

()

sup (-300)) < (1P Lo+ ) (B ()

0 f Si(ro) v(ro)
(4.17)
Pelo teorema de Barta
() < (1 + 7o g:((:(?)) v(j“o) (m+ O(])) Al(BNz(H)(R)) (4.18)



4.1 Um Limite Superior para o Tom Fundamental de
Subvariedades em Variedades de Hadamard

Suponha que R = Ry < Ry < Ry < --- < 00 e para cada i, considere
Q; C ¢ ' (Bri(s)(R;)) uma componente conexa. Como M é completa e ¢
é prépria entdo a sequéncia {Q2}2, é uma exaustdo de M por conjuntos

compactos. Logo a desigualdade (4.18) vale para cada i =1,2,- - -, isto é
N (€Q;) < CN' (B (1)) (4.19)
Se i — 00, temos que
M (Braw)(Ri)) — A" (N'(x)) (4.20)
Como 0 < A\ (M) < A*(£2;). Entao por (4.19) e (4.20), obtemos
N (M) < CA*(NY(k)). (4.21)

Como consequencia do teorema (4.1), obtemos

Corolario 4.2. Seja p : M — R™ uma subvariedade completa de dimensao
m em R"™. Suponha que a(M) < 1. Entado

A(M) = 0. (4.22)
Agora vamos ao lema citado na prova do teorema (4.1).

Lema 4.3. Seja v : By, (R) — R a primeira autofungdo positiva da bola
geodésica By (R) da Forma espacial N'(k) de dimensdo | e curvatura sec-
cional constante £ < 0 e Ai(Bi()(R)) o primeiro autovalor de By (R).
Entao v"(t) > —Ai(Byig)(R)) e

v'(t)
t
Proof: Denote \; =: A\i(Byi(x)(R)). Como v satisfaz equacao diferencial
t

o
w(1)

com v(0) =1, v/(0) =0, v'(t) < 0 e v(t) <1, entao

< M (B (R)). (4.23)

Q

V" (t) + (1 — 1)/ (t)

+ M (Buigy (R))o(t) = 0. (4.24)

n

Cy(t
0=20"(t)+ (1 —1)0'(t) 5 8 + M(Briy (R))v(t) <0"(t) + A1 (4.25)
Portanto v”(t) > —A;. Defina uma funcao A : [0, R] — R por
h(t) = M\t +0'(¢). (4.26)
Logo h(0) =0 e A'(t) = v"(t) + A1 > 0. Segue que h é ndo decrescente, logo

v
h(t) > 0 para todo t € (0, R). E isto conclui o lema.
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

4.2 Estimativa de Autovalor em N x R

Seja N uma variaedade Riemanniana completa de dimensao n com pdlo yo,
e curvatura seccional radial limitada superiormente por uma constante nao
nula e R a reta real. Considere a variedade produto N x R. Nesta secao
vamos considerar subvariedades minimas M C N x R de dimensao m. Nos
obtivemos uma estimativa para o tom fundamental de dominios de M em ter-
mos do primeiro autovalor de bolas geodésicas das Formas Espaciais N~ (k)
de dimensao m — 1. Bessa e Montenegro em [6] ddo a seguinte estimativa
para autovalores de subvariedades minimas de uma variedade Riemanniana
N com curvaturas secionais radiais limitadas superiormente.

Teorema 4.4. (Bessa - Montenegro) Seja N uma variedade Rieman-
niana completa com curvatura seccional radial K(x)(%,v) < K para todo
x € By(xg,7)\Cut(xg), e para todo v L % com |v|] < 1. Seja M C N
uma subvariedade minima de dimensao m e Q C M N By(xg,r) uma com-
ponente conexa. Suponha que a medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional

H" Y ( Cut(xg) NBy(xo,7)) = 0. Se k> 0 suponha que r < 5 Entdo
)\]_ (Q) 2 Al(BNm(H) (T)) (427)

onde Bym ) (r)€ a bola geodésica de raio r > 0 da Forma Espacial N™ (k)
de curvatura seccional constante k. Se €2 € limitada entao a igualdade em

(4.27) vale quando @ = Bym ) (r) e M = N™(k).

Para componentes conexas de subvariedades minimas de N xR obtivemos
o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Seja N uma variedade Riemanniana completa de dimensao
n com polo e curvaturas seccionais radiais limitadas superiormente Ky < K.
Seja p : M — N xR uma subvariedade minima completa M de dimensao m
em uma variedade produto N x R e Q C M N (By(r) x R) uma componente
coneza. Se k > 0 suponha que r < ﬁﬁ Entao

A(Q) > )\1<BNm_1(l~c) (1), (4.28)

onde By(r) e Bym-1(,)(1) sdo as bolas geodésicas de raio r respectivamente
de N e da Forma Espacial N" (k) de curvatura seccional constante r. A
igualdade em (4.28) ocorre se tomarmos M = H™ 1(—1) x R, N = H™(—1)
e )= BHm—l(_l)(’l“) X R = (Hm_l(—l) X R) N (BHm(,l)(T) X R)
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

Prova: Seja ¢ : M — N x R uma subvariedade minima de dimensao m.
Dado yg € N denote py(y) = dist(yo, y) a funcao distancia ao ponto yy € N.
Considere v : Bym-1(y) (r) — R a primeira autofuncao positiva associada
ao primeiro autovalor Aj(Bym-1(,)(r)) =: A1 da Forma Espacial N™~!(k) de
dimensao m — 1 de curvatura seccional constante k. A autofuncao v é radial
e satisfaz a seguinte equacao diferencial

V() + (m — 2)%@)1}'(1&) + X (Bym-10s)(r))u(t) =0, te (0,7). (4.29)

K

onde v(0) = 1. Defina g : By(r) Xx R — R por g(y,t) = vo pyop(y,t), onde
p: N xR — N é a projecao no primeiro fator, p(y,t) =y e f: Q2 — R por
f(z) =gop(x). JA que v é minima entao o Laplaciano de f é dado por

= Z Hess g(¢(7)) (es, €i)

Para cada z € €2, vamos tomar uma base ortonormal {ey, .. .e,} para T, M da
seguinte forma. Comegaremos escolhendo uma base ortonormal (em coorde-

nadas polares) {gradpy, aiep ol ae } para TN onde a%’ i=1,...,n—1
forma uma base ortonormal de S}~ o = 0(By(r)). Entao para T, M fagamos
0,0 0,0
€61 = <617 grade)grade + <€17 Os >6 < €1, 891>801 (4?’0)
0,0 d ., 0
- 4.31
e = (e 5l 5s T 3, 96, (4:51)
ee; 810/ para j = 3,...,m. Como
( 0 5 J 0 :
Ve, —1
(€1, 891> ess(ael, 091) se i
(Ve,gradpy, e;) = 21 9 9 9 (4.32)
<62 892> €88 pN(892 692) se 1 )
L Hess pn (e, €;) se >3
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

O Laplaciano de f é dado por
Af(z) = v"(pn){er, gradpy)?

o 0

/ a 2
+v'(pn)(e1, =) Hess pN(é_Hl’ 6_91)

06,

(4.33)

+v'(p) Z Hess pn(e;, €i)
i=3

, o, o 0
+v'(pn)(e2, 8_92> Hess pN<8_«92’ 8_92)

Para simplificar a notacao facamos py(p(z)) =t e observemos que

0 0
(er, gradpn)® = 1 — (e, £>2 — (e, 8_91>2'

Substituindo em (4.33), obtemos

Af = v”(t)—I—U’(t)ZHesspN(ei,ei)

—u"(¢) ((eu %>2 +{en, 8i61>2> (4.34)
o 0

0
/ T \2 o
+0'(t) (e, )“Hess pN(ael, 801)

00,
0 g 0
/ t _ QH o
_'_U( )<€27802> €88 pN(8927802)
Como v'(t) < 0, temos pelo Teorema de Comparagao do Hessiano que

Cul(t)
OMR

Af(z) < V'(t)+ (m—2)

() (< Dyt £>) (4.35)
C

0
O G (e + e )
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

Dividindo (4.35) por —f, e usando a equagao (4.29), obtemos
~Af
f

() > M(Bym-i(e)(r))

+U//(t) <<617%>2+ <€1’8i91>2) (436)

Como

0
> ‘|‘1—<€2,—

Y2 YN
> + <€27 a€2> <€17 891

(4.37)

2 <€17

J s J 5
g Tlengy

Substituindo em (4.36), ficamos com o seguinte

—Af
7 ()

v

At(Brm=1() (1))

(G- (e )

Novamente pela equacao (4.29), temos que

(
SO _ YOG, OG0

(4.38)

u(t)  o(t) Skt

Pelo lemma (4.6) abaixo, veja também [3], vimos que

(m—1) v/(t)g:—ég

Temos entao que o segundo e termo de (4.38) é nao negativo. Logo

- a0, (4:30)

— )\1 (BNm—l(,{) (7‘))

+ Al(BNm—l(H)(T))'U(t) < 0.
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

Pelo Teorema de Barta obtemos que
AT(€) = M (Bym-1()(R)) (4.40)

Para o caso da igualdade, observe que M = H™ !(—1) x R ¢ totalmente
geodésica em H™(—1) x R. Entéao, se tomarmos

Q= BHm—l(,l)(T) xR = (Hm71<—1) X R) N (BHm(_l)(’l“) X R)
temos que
N (9) = M (Brn (1)) (4.41)

e isto conclui a prova do teorema.
Vamos ao lema que usamos para demonstrar o teorema (4.5).

Lema 4.6. Seja v : By (1) — R a primeira autofungao positiva associada
ao primeiro autovalor A\ (Byn)(r)) =: Ay com v =10 em 0Bnn (). Entao
Cr)
Sk(t)

n + M (Brn ey (r))v(t) < 0, € (0,7). (4.42)

Prova: Suponha inicialmente que k < 0, logo

\/1__E sinh(v/—kt)

Considere a seguinte funcao pu(t) = COSh(\/—I{t)% = C’,i(t)%. Logo

Sk(t) =

)\1 Mg

Nl(t) = _E Sﬁ(t) Cﬁ(t)7m

(v = o) (8) = v'() G (£) + 2L5,(t) Cul) e Mo()
(4.43)

= Lo S() (ng:ggv'(t) ¥ m(t)) .

Ja que
1 1
- C(t) s~ Su(t) > 0 Vit € (0,7)
entao, provar que
Ck(t) ,
nsﬂétiv (t)+Mo(t) <0
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

é equivalente a mostrar que

V(B)u(t) = i (t)u(t) <O.

Como v é autofuncao do Lapalaciano v, temos

V' (t) + (n — 1)%@)1}'(15) + M (B (r))v(t) =0, te (0,r).

Sk
Multiplicando (4.45) por S™~!, chegamos a seguinte igualdade

(SP1 ) (1) + MSTH ) v(t) =0t e (0,7).

A

E para a funcio u(t) = C,(t)~, temos que

A

() = =2 S.(t) Cu(t)ymr—t = =205l (1)

logo

" 1 )‘1 Sﬁ(t)
KD = —X (ncz@) - ﬁc;fxt)) 2

Multiplicando (4.48) por S"~1(¢), obtemos

Se e (8) + M52 (e — 2458 ) () = 0.
Adicionando e subtraindo
(n = D/ ()SE2Cu(t) = —(n — 135 ()
obtemos

2
(Sp Y (1) + S () (52 + ke — 5L u(t) = 0

portanto, as fungoes v e i satisfazem as seguintes identidades:

(Snt v’), (t) + A\S™H () o(t) =0

K

2
(S (0 + M8z (1) (25 + b — B3 ) wlt) =0
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

Em (4.52) vamos multiplicar a primeira equagao por p, a segunda por por
—v e addiciona-las. Assim, obtemos

(S = (S5 ) o) (1) = WSz (0) (2 = k) () (1)

+ )\18271(15) (ﬁ u

Integrando de 0 to ¢, ficamos com o seguinte

— =

n— t 1 Sg S n—
S W= o) (8) = = fy (% = b + 2 EE) Sz o) (5)ds

Como
1 1 /\1 Sg(S)

(v~ e + i) oSt 0>

V() — @ (t)(t) <0 for te (0,r).

entao

Vamos agora ao caso onde x > (. Neste caso temos que

1

Sull) = 7=

sin v/kt

para t € (0,7) com r < Z=. Defina p(t) = (:os(\/Et)%n1 = O™ . Assim

W(t) = 2L cos(y/rt) w1 (—v/Rsin(vt)
(4.53)

E procedendo de forma similar que o caso onde k < 0, temos que v e
satisfazem as seguintes identidades

(Sp=t o) (1) + ASEH () o) =0
(4.54)

2
(2O () = M8z (1) (25 + b + 255 ) w(t) =0
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4.2 Estimativa de Autovalor em N X R

Em (4.54) multiplicamos a primeira equagao por p, a segunda por —v adici-
onamos ambas e integrando de 0 a ¢ chegamos a seguinte identidade

Sty — o) (t) = — /t 2 — 1 + 1 + M1 5 (MSE ) ds
" 0 n  nC%? n2C?2 "

O termo

NS0 (2 %+ s+ SR () > 0

K

Logo
s
V() u(t) — @ (tv(t) <0 for t € (0,r), r< NG
Assim concluimos a prova do teorema. O lema acima também é valido
A t?

quando x = 0. Neste caso basta tomarmos p = exp 2m e proceder como
Nnos casos acima.

42



Referéncias Bibliograficas

1]

BARBOSA, Joao Lucas Marques ; KENMTSU, K. ; OSHIKIRI O. Fo-
liations by hypersurfaces with constant mean curvature. Mathematische
Zeitschrift, Berlin, v. 207, p. 97-108, (1991).

BARTA, J. Sur la vibration fundamental d’une membrene Compets Ren-
dus de L’Academie des Sciences, Paris, v. 204, p. 472-473, 1937.

BESSA, G. P. ; JORGE, L. ; MONTENEGRO J. F. Complete subma-
nifolds of R" with finite topology. Preprint.

BESSA, G. P. ; MONTENEGRO J. F. On compact H-hypersurfaces of
N x R. Preprint.

. Eigenvalue estimates for submanifolds with locally bounded
mean curvature. Annals of Global Analysis and Geometry, Amsterdam,
v.24, p. 279-290, 2003.

_ . An extension of Barta’s theorem and geometric applicati-
ons.Annals of Global Analysis and Geometry, Amsterdam, v.31, p. 345-
362, 2007.

BESSA, G. P. ; JORGE, L. ; LIMA, B. ; MONTENEGRO, J. F. Fun-
damental tone estimates for elliptic operators in divergence form and

geometric applications. Anais da Academia Brasileira de Ciéncias v. 78
p. 391-404, 2006.

BESSA, G. P. ; COSTA, M. Silvana. On cylindrically bounded H-
hypersurfaces of N x R. To appear in Differential Geometry and its
Applications.

43



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

CALABI, E. Quelques applications [’analyse complexa aus surfaces
d’aire minima: Together with Topics in Complex Manifolds by Hugo
Rossi.) Les press de 'universités de Montreal, 1968.

CHAVEL, 1. Eigenvalues in Riemannian Geometric. New York: Acade-
mic Press, 1984, 362 p.

CHENG, S. Y. Eigenfunctions and eigenvalues of the Laplacian,
In: Differential geometry. Providence, R. 1. : American Mathematical
Society, 1975. v. 27, part. 2, p. 185-193.( Proceedings of symposia in
pure mathematics)

JORGE, L. ; KOUTROFIOTIS, D. An estimate for the curvature of
bounded submanifolds. American Journal Mathematics, Baltimore, v.
103, p. 711-725, 1980.

MILNOR, J. Morse theory. Princeton: Univiversity, c1963.153p (Annals
of mathematics studies n. 51)

SCHOEN, R. ; YAU, S. T. Lectures on Differential Geometry. Confe-
rence proceeedings and lectures notes in geometry and topology. vol. 1,
1994.

OMORI, H. Isometric immersion of Riemannian manifolds. Journal of
Mathematics Society of Japan, v. 19, p. 205-214, 1967.

SALAVESSA, 1. Graphs with parallel mean curvature and a variational
problem in conformal geometry. 1988. Tese.( university of Warick)

SALAVESSA, I. Graphs with parallel mean curvature. Proceedings of the
American Mathematical Society, Providence, v. 107, p. 449-458, 1989.

SHA, J. ; YANG, D. Examples of positive Ricci curvature. Journal Dif-
ferential Geometry v. 29(1) p. 95-103, 1989.

XIN, Y. Geometry of Harmonic maps Boston: (Birkhauser, ¢1996. 241 p.
Progress in nonlinear differential equations and their aplications, v.23).

44



