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Resumo

O principal objetivo de nossa investigacao é determinar condigoes para a
existéncia de hipersuperficies fechadas com curvatura prescrita em produtos
warped e, mais geralmente, em variedades dotadas de um campo de Killing
conforme.

Empreendemos esta andlise em duas etapas, a primeira das quais é o es-
tabelecimento de estimativas a priori até segunda ordem de uma fungao cujo
grafico satisfaz a equagao diferencial correspondente a condicao de curvatura
prescrita. A segunda parte consiste em empregar uma variante adequada da
teoria do grau ao problema que consideramos.



Abstract

The main purpose of our investigation is to determine conditions for the
existence of closed hypersurface with prescribed curvature in products warped
and, more usually, in manifolds endowed with conformal Killing vector fields.

We undertook this analysis in two stages, the first one being the estab-
lishment of estimates a priori up to second order of a function whose graph
satisfies the corresponding differential equation. The second part consists of
using an appropriate variant of the theory of the degree to the problem that
we considered.
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Introducao

Entre as areas mais fecundas e esteticamente soberbas da Geometria Diferen-
cial, distingue-se o estudo das superficies de curvatura média constante (CMC),
cuja histéria remonta aos primérdios do Célculo de Variacoes com a deducao
por Lagrange de um critério necessario para que uma superficie minimize area
entre aquelas com mesma fronteira. Descrever a superficie em questao de
modo nao-paramétrico, ou seja, como grafico de uma fungao real z = z(z, y)
permitiu a Lagrange formular o critério de minimalidade como equivalente
ao fato de que z satisfaz uma equacao diferencial parcial, a saber,

(). »

Varias solucgoes desta equacao, invariantes por isometrias euclidianas, foram
descobertas utilizando-se métodos geométricos baseados, essencialmente, em
separacao de variaveis. A ligacao intima da teoria de superficies de curvatura
média constante, em especial, de superficies minimas, com teoria do potencial
e variaveis complexas foi completamente desvelada por Weiertrass. Moder-
namente, a chamada representacao de Weiertrass e a andloga representacao
de Kenmotsu para o caso geral de curvatura média prescrita, sao interpre-
tadas como consequéncia do fato de que superficies CMC sao solugoes de um
sistema de equacoes completamente integravel.

Em outro extremo, um problema igualmente cldssico é assegurar a exis-
téncia de superficies com curvatura gaussiana prescrita. Em termos nao-
paramétricos, tais superficies sao dadas localmente como grafico de uma
funcao satisfazendo a equacao tipo Monge-Ampeére

det (z55) = K (2, y, 2(2, ) (1 + 2"2z)", (2)

onde K denota a curvatura gaussiana do gréafico. Ao passo que (1) resulta em
uma expressao linear quanto as derivadas segundas, a equagao (2) tem um



carater completamente nao-linear. Ademais, a equacao de curvatura média
é automaticamente eliptica, o que, no caso da equacao de Monge-Ampere
requer para tanto impor a condicao K > 0. Em contraponto ao que ocorre
com superficies CMC, nao é de modo algum aparente que técnicas de sis-
temas integraveis permitam encontrar uma pletora de exemplos de curvatura
gaussiana constante. Por fim, contrariamente ao que ocorreu historicamente
a partir dos desdobramentos do afamado Teorema de Bernstein, até o pre-
sente momento um analogo da poderosa Teoria de Medida Geométrica para
equagoes como (2) ainda nao teve seu lugar ao sol, a despeito dos notéaveis
progressos no estudo das chamadas solugoes de viscosidade.

As dificuldades tedricas a que aludimos acima também dizem respeito ao
estudo de hipersuperficies em espagos euclidianos com curvaturas de maior
ordem prescrita. Mais claramente, por tais curvaturas entendemos as di-
versas funcoes simétricas, distintas do trago, que aparecem na expansao do
polinomio caracteristico do operador de Weingarten - operador metricamente
equiavelente a segunda forma fundamental - da hipersuperficie. Em particu-
lar, o determinante do operador de Weingarten corresponde a curvatura de
Gauss-Kronecker e generaliza a cldssica curvatura gaussiana das superficies.
A curvatura escalar, invariante intrinseco da hipersuperficie, é, por definigao,
dada pela soma dos produtos de duas curvaturas principais distintas, ou seja,
pela segunda das funcgoes simétricas elementares das curvaturas principais.
Relembramos ao leitor que curvaturas principais sao autovalores do operador
de Weingarten.

Desta feita, o problema de existéncia de hipersuperficies com curvatura de
maior ordem prescrita redunda, em termos de uma descrigao nao-paramétrica
local, na obtencao de solucoes de equacoes de segunda ordem totalmente
nao-lineares, cuja complexidade é de tal sorte que a propria expressao por
extenso destas equagoes ja representa uma tarefa ardua. Consideramos, dado
o carater intrincado do problema, uma facanha que, em uma série de artigos
publicados nos anos oitenta, L. Caffarelli, L. Nirenberg e J. Spruck tenham
sido capazes de resolver, sob condicoes geometricamente naturais, o proble-
ma de Dirichlet correspondente a uma gama de equagoes envolvendo os au-
tovalores do hessiano de uma funcao e, como desdobramento, as curvaturas
principais do operador de Weingarten de seu grafico. Ainda mais surpreen-
dente que nao tenham os autores efetivamente utilizado a expressao explicita
das equacgoes para resolve-las, como parecia ser a tonica no caso de curvatura
média prescrita, desde os trabalhos de James Serrin. E certo, todavia, que
o exito destes artigos é fortemente baseado em notaveis contribuicoes de



Calabi, Pogorelov, do proprio Nirenberg e tantos outros matemadticos de-
votados anteriormente ao estudo da equacao de Monge-Ampere. Caffarelli,
Nirenberg e Spruck souberam, ainda, utilizar com maestria técnicas ja con-
sagradas de equacoes elipticas, tais como a teoria de Krilov, Safonov e Evans
para estimativas de Holder e ferramentas topoldgicas como o método da
continuidade. Por sua, a propria elipticidade das equacoes em jogo pode
ser estabelecida gragas ao estudo precursor de L. Garding sobre polinomios
hiperbodlicos. Concomitante e posteriormente, os resultados e técnicas empre-
gadas nestes trabalhos foram retomados, estendidos e modificados por uma
colecao insigne de matematicos como Trudinger, Ivochkina, Urbas, Oliker,
entre outros. Como exemplo, o tratamento de hipersuperficies de curvatura
de maior ordem prescrita a partir de problemas de evolugao é um contributo
importante de pesquisadores como Gerhardt, Urbas, Andrews, entre outros.

O artigo que inspira o presente trabalho, pertencente a série a que nos
referimos acima, é o fundamental paper [7], no qual os autores estudam o
problema fechado, ou seja, a existéncia de uma hipersuperficie fechada no
espaco euclidiano quando uma dada funcao das curvaturas principais é pres-
crita. Como coroldrio do resultado de existéncia principal em [7], fica es-
tabelecida e existéncia de graficos fechados com curvatura de maior ordem
prescrita por uma fungao v satisfazendo certas condigoes de crescimento.
Tais restrigdes a fungao ¢ ja aparecem nos artigos [27] e [21], precursores de
[7], os quais tratam, respectivamente, dos casos de curvatura média prescrita
e curvatura de Gauss-Kronecker prescrita. Mais tarde, o problema fechado foi
resolvido em espacos elipticos em uma combinacao dos trabalhos de Barbosa,
Lira e Oliker [5] e do trabalho de Li e Oliker [18]. Em espagos hiperbdlicos,
o caso de curvatura de Gauss-Kronecker foi estabelecido por Oliker em [22]
e o caso geral novamente segue da combinagao dos trabalhos de Barbosa,
Lira e Oliker [5], desta feita com o trabalho de Jin e Li [19]. Solugodes al-
ternativas para o problema envolvendo a curvatura de Gauss-Kronecker no
espago euclidiano foram investigadas por Delande [11], Li [17] e outros. Este
problema foi estudado para hipersuperficies convexas em variedades rieman-
nianas por Gerhardt [14]. De fato, a lista de contribui¢oes ao problema é
dificilmente exaurida em poucas linhas.

Uma caracteristica comum a teoremas de existéncia da natureza dos que
mencionamos acima é envolverem ambientes com curvatura seccional cons-
tante. Isto nos parece uma restricao desnecessaria. Como apontado recente-
mente em [10] e [9], o que parece ser o ingrediente verdadeiramente utilizado
para a prova destes resultados, ao menos para o caso da curvatura média, é
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a existéncia de simetrias infinitesimais no ambiente, ou, dito de outra forma,
de campos com propriedades geométricas, tais como campos de Killing ou,
mais geralmente, de campos de Killing conformes.

Motivados por este género de raciocinio, reinterpretamos os ambientes
euclidiano, eliptico e hiperbdlico nos artigos acima como espacos munidos
de uma estrutura warped. Por sua vez, tais espacos correspondem a uma
situacao particular de espacos riemannianos dotados de um campo de Killing
conforme, a saber, o campo radial, perpendicular as esferas geodésicas do
ambiente com centro comum. O propdsito de nosso trabalho é, entao, de-
terminar condigoes de natureza similar aquelas presentes em, por exemplo,
[7], segundo as quais possamos estabelecer a existéncia em ambientes rie-
mannianos detentores de um campo de Killing conforme de hipersuperficies
fechadas com alguma funcao das curvaturas principais prescrita. O con-
texto natural desejavel é, certamente, obtido impondo-se a condi¢ao de que o
campo de Killing conforme determina uma distribui¢ao ortogonal integravel -
uma condicao mais fraca do que supo-lo fechado e que, de algum modo, mime-
tiza a configuracao do campo radial em formas espaciais. Todavia, baseados
em [9], acreditamos que mesmo a integrabilidade da distribui¢ao nao seja
estritamente necessaria. Por razoes técnicas e, em parte, para simplificar
a exposicao, detemo-nos nesta tese no caso de campo de Killing conforme
fechado, o que implica que o ambiente que, de fato, consideramos é local-
mente isométrico a um espaco warped. Apontamos que, de todo modo, tal
estrutura é suficientemente geral para abrigar o caso de formas espaciais.
Espacos warped sao naturalmente utilizados, em sua versao lorentziana, em
Relatividade Geral, onde aparecem sob a alcunha de espacos de Robertson-
Walker generalizados, solucoes das equacoes de campo.

Em desdobramentos futuros, pretendemos retomar o problema para o caso
geral de um campo de Killing conforme, nao necessariamente fechado, com
distibuicao ortogonal nao necessariamente integravel. Ressaltamos, ainda,
que as estimativas presentemente demonstradas, se interpretadas como dados
locais, permitem, ao lado de estimativas de fronteira adicionais, solucionar o
problema de Dirichlet, ou seja, o caso de fronteira nao-vazia, a exemplo do
que foi feito no espago euclidiano em [8]. Neste particular, indicamos que
o contexto natural parece ser considerar campos de Killing, ou seja, uma
distribuicao que, quando integravel, resulta em folhas totalmente geodésicas.

Uma descricao mais acurada e formalmente precisa da tese esta exposta
nas introducoes as duas partes distintas do texto, como vé-se adiante.



Capitulo 1

Graficos com Curvatura
Prescrita em Produtos Warped

1.1 Introducao

Nesta parte da tese, M" denota uma variedade riemanniana compacta e [ um
intervalo aberto em R. Dada uma funcao positiva diferenciavel h : I — R,
consideramos a variedade produto M = I x M dotada da métrica

ds? = dt* + h?*(t) do?, (1.1)

onde do? representa a métrica em M. Denotamos a métrica em M por (-, - ).

O grafico de uma funcao diferenciavel z : M — I é definido como a
hipersuperficie ¥ cujos pontos sdo da forma X (u) = (2(u),u), onde u € M.
Tal grafico é difeomorfo a M e pode ser globalmente orientado por um campo
vetorial unitdrio normal N, para o qual verificamos que (N,d;) < 0. Com
respeito a esta orientagao, A = (A1, ..., \,) denota o vetor cujas coordenadas
A; sao as curvaturas principais de 2. Por definicao, estas sao os autovalores
da segunda forma fundamental B = —(dN,dX) de X.

Na analise a seguir, I' ¢ um cone aberto e convexo em R", com vértice na
origem e contendo o cone positivo. Supomos que I' é simétrico com respeito
a permutacoes de coordenadas de seus pontos. Consideramos, ainda, uma
funcao f diferenciavel, positiva e concava definida em I'. Supomos que f é
simétrica em \; e que suas derivadas satisfazem f; > 0 em I'.

Definimos a fungao F' no espago das matrizes simétricas n xn por F/(B) =



1.1 Introducao

f(XA), o que nos permite escrever

F(B(2(u))) = f(MX(w))) (1.2)

quando a funcao z é admissivel, ou seja, desde que A\(X(u)) € T', para todo
u € M. Finalmente, dada uma funcdo positiva diferenciavel ¢ : M — R, é
geometricamente pertinente encontrar uma funcao admissivel z que é solucao
da seguinte equacao

F(B(z(u))) = ¥(2(u),u), ue M. (1.3)

Naturalmente, é preciso impor algumas condigoes adicionais sobre a geome-
tria do ambiente e a estrutura das funcoes f e 1 a fim de prover uma
solugao para (1.3). Com respeito a geometria ambiente, supomos que as
folhas M; = {(t,u) : u € M} sdo convexas na média relativamente ao campo
vetorial unitario normal —3;. Isto é equivalente a condicao de que as curvatu-
ras principais x(t) satisfagam

k(t) >0, tel, (1.4)

onde k = h//h. Quanto as restri¢oes satisfeitas por f, supomos que existe
uma funcao continua estritamente crescente ¢ satisfazendo

Zfi > §(f), me > 5(f) (1.5)

de modo que 6(f) > 0 sempre que f > ¢y > 0, para alguma constante
positiva ¢g. Denotando 1y = inf ¢, requeremos adicionalmente que

limsup f(X) < ¢, (1.6)
A—or

para alguma constante vy < 9. Como exemplo das funcdes de curvatura

que consideramos nesta parte da tese, mencionamos as curvaturas médias
1/r
f= ;Y , onde

n
(T>H,,=S,,:AZ‘)\Z»1.../\Z-T, 1<r<n. (1.7)
11<...<p
Aqui, S,, 1 <r <n, denotao as fungoes simétricas elementares das curvatu-

ras principais que aparecem na expansao do polinémio caracteristico de B.
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1.1 Introducao

Podemos ver que as funcgoes HY ajustam-se a nossas hipdteses se consid-
eramos um cone de Garding I' adequado. De fato, convém tomar I" como
a componente conexa do conjunto {A € R™ : Hy(A\) > 0} contendo o cone
positivo. Para detalhes, indicamos as referéncias [26] e [25]. As condigoes
acima sobre f sao todas satisfeitas por uyr.

Voltando ao caso geral, indicamos por k(t) a funcao f(k(t)). Seguindo
esta notagao, enunciamos nosso principal resultado.

Teorema 1.1. Considere M™' = I x M" dotada da métrica warped definida
em (1.1). Suponha que f e h satisfacam as condigoes (1.4)-(1.6). Dados
t_,ty, comt_ <ty, considere a Tegiao

M, oo ={(tu): t-<t<ty,ue M}
e suponha que v satisfaz as condig¢oes
a) Y(t,u) > k(t), parat <t_,
b) Y(t,u) < k(t), parat >t
c) Oy(h)) <0, parat_ <t <t,.

Entao, existe uma funcgao diferencidvel z : M™ — I satisfazendo

F(B(z(u))) — ¢(2(u), u) =0, (1.8)
cujo o grafico estd contido em M, ;. .

Em particular, este teorema assegura a existéncia de graficos fechados em
que a curvatura (*) H,(A) = S,(A) ¢ dada por uma fungdo prescrita. Neste
sentido, o Teorema 1.1 acima pode ser visto como uma extensao de resultados
de existéncia encontrados em contribuigoes anteriores ao tema, notadamente
nos trabalhos de [3], [27], [21], [11], [7], [13], [18] e [19]. Nestes artigos, supoe-
se que a taxa de variacao de 1 é controlada de certo modo pela curvatura
das esferas geodésicas do ambiente. Por exemplo, esta hipdtese em [7] é
estabelecida em termos de nossa notagao como 9;(ty)) < 0 em M, .- Aqui,
tal hipGtese corresponde ao item (¢) no enunciado do teorema acima.

A prova que expomos a seguir combina a teoria do grau desenvolvida
por Yan Yan Li em [16] e uma nova prova da estimativa do gradiente.



1.2 Preliminares

Pretendemos tornar evidente que as poderosas ferramentas elipticas desen-
volvidas nas referéncias anteriores sao flexiveis o bastante para serem usadas
em uma situacao geométrica significativamente geral. Produtos warped con-
stituem uma grande familia de variedades riemannianas, que incluem discos
geodésicos nas formas espaciais, para uma escolha adequada de I e h. Estes
importantes exemplos sao conspicuos em Geometria Riemanniana.

Esta parte da tese esta organizada como segue. Na Secao 1.2, fixamos a
notacao e apresentamos alguns preliminares geométricos e analiticos, na se¢ao
1.3 incluimos a descri¢ao detalhada do problema. Na Secao 1.4, mostramos
que, sob as hipoteses do Teorema 1.1, a solugao do problema permanece
na regiao M;_ .- Na secao seguinte, calculamos o gradiente e o hessiano de
fungoes que se assemelham as classicas fungoes altura e suporte. A estimativa
do gradiente é obtida na Secao 1.6. A estimativa do hessiano é demonstrada
na Secao 1.7 empregando a técnica apresentada em [19]. A teoria do grau,
apropriada para solucionar o problema, ¢é utilizada na tultima segao e esta
baseada em [16], [18] e [19].

1.2 Preliminares

No que segue, usamos as letras latinas minusculas ¢, j, . . . para nos referirmos
a Indices variando de 1 até n e a,b, ... para indices variando de 0 até n. A
conven¢ao de soma de Einstein é adotada frequentemente neste trabalho.
Excegao a estas convencgoes sao explicitamente mencionadas. Levantamento
e rebaixamento de indices sao livremente empregados.

A conexdo riemanniana em M correspondente & métrica em (1.1) é deno-
tada no que segue por V. A conexao usual em M sera denotada por V’. Os
tensores de curvatura em M e M sao denotados respectivamente por R e R.

Considere em M um referencial ortonormal ey, ..., e, cujo referencial dual
é representado por 0',..., 0" As formas de conexao 0; e as formas de cur-
vatura @3 em M satisfazem as equacoes de estrutura

A0 +0iN0T =0, 0 =—0, (1.9)
A6’ + 6, A 0F = O (1.10)
Um referencial ortonormal em M pode ser definido por & = (1/h)e;, 1 <

i <n,eé = 0/0t. O referencial dual associado consiste entao das formas
0 =dted = ho', 1 <i<n. Um cdlculo simples permite obter as formas de



1.2 Preliminares

conexao 0 e as formas de curvatura ©f correspondentes segundo as férmulas

O =t
0 = (W/h),
A i 2112\ i A Aj
(?J = 0;— (h_’ /h_)ﬂ NG
0, = (R"/h) NG,
onde ' denota a derivada com respeito a t. De fato, temos
do° = d*t =0
e
_ ‘ R N
df* =dh A 6"+ hdl* = EOO/\QZ—Q;/\QJ.
Asssim
_ o k.
dH’—i—(‘);-/\QJ—i—E@’/\@O:O.
Entao
i L
;=0 GOZEO.
Obtemos
_ W, I YA
do = (=) 0° NG+ —db
0 (h) A + h
N bW
= (ﬁ) 0° NG —E(ej/\ej—l-go/\go)
N Woovgo xai  Woipi vz Wi a0
= (7—(# AN _E(ej/\g + -0 NG°)
W oz Wi
= %9 NO' — EQJ- A 6
e por outro lado
I
0. N OF = ﬁelk NG
Portanto,
_ _ — h' _ _
O = dfi + 0. Aok = WGO/\GZ.
Finalmente
_ . _ _ _ . ) W oo-. _.
O] = A6 + 0, A\ 6 + 0, A6 = 6 + 0, A 6 — (5)°0 A O

=6~ () AP,

(1.11)



1.2 Preliminares

Nossa convencao aqui € que

I = (Vewes), )= (R(-, )ej,e0),

J

com

R(0,0) = VoV — VuVy — Vi,

O referencial e,, definido acima, ¢ adaptado a hipersuperficie de nivel
M, = {(t,p); p € M}. Segue de (1.12) que cada folha M; é umbilica, com
curvaturas principais

k() = 1 (t)/h(t) (1.15)

calculadas com respeito ao campo normal unitario interior —ey = —0/0t.
Note que, de acordo com a nossa convenc¢ao, o operador de Weingarten para
estas folhas, com relagao a esta orientagao, é definido como

<?607 €i> = 96

Agora, consideramos uma funcao suave z : M — I, cujo gréafico, por
definicao, é a hipersuperficie regular

Y={X(u) = (2(u),u) : ue M}.
O espaco tangente a 3, em um dado ponto X (u), é gerado pelos vetores
X; = hé; + 2 é, (1.16)
onde z; sdo as componentes da diferencial dz = z;#*. Denotamos
h? + |V'z|%. (1.17)

Deste modo, o campo de vetores unitario ao longo de X dado por
Wi

é normal a 3. Aqui, |V'z|> = 2'2; é 0 quadrado da norma de V'z = z'e;. A
métrica induzida em ¥ tem componentes

95 = (Xi, Xj) = h*635 + 2.2 (1.19)

10



1.2 Preliminares

e as componentes da sua inversa sao dadas por

i _ L g L i
g” :ﬁéj— ek 2. (1.20)

Calculamos, agora,

VX, = (dzi+ ho))éy + (dhd! + ho! + z:60)e;
= (dz — W' )eg + (W'616° + ho! + %zie_f)éj (1.21)

e facilmente verificamos que a segunda forma fundamental B de X, com
componentes (a;;), ¢ determinada por

_ 1 . 1 -
(VX;, N) = —Wh(dzi—ﬁfzj) +Whh’6
+ i(h'z@o—i-Ez»z'éj)
W 7 h ]
IR T I
= —Wzijﬁj +Whh10 +W(h’zi60+ﬁzizj6]),

onde z;; sdo as componentes do Hessiano V"?z = V'dz de z em M. Entdo
- 1
Qjj = <VX]-X1'7 N> = W( — hzij + Zh,ZiZJ‘ + h2h,5ij). (122)

Por fim, calculamos as componentes a} = 3, g"*ay; do operador de Wein-
garten A¥. Por comodidade, em uma vizinhanca de um dado ponto de M
em que V'z # 0, escolhemos e; = V'2/|V'z|. Com esta escolha, definimos
um referencial que denominamos especial. Deste modo, em um referencial
especial, obtemos dz = z;0'. Como as matrizes g;; e g sdo diagonais em
um tal referencial, deduzimos

1
al = W( — hzyy + 2027 + RPR),
h
aj = TR para 2 <1i<mn, (1.23)
; 1 .o
ai = h2W( — hzij + h*N6;;) para 2 <1i,j <n.

Referenciais especiais sao tuteis no calculo das segundas e terceiras derivadas
de z. Por defini¢ao, o hessiano de z é

z® = V7?2(e;+) = dz — OF . (1.24)

11



1.2 Preliminares

A terceira derivada de z é definida por
Zijkek = V/?)(@i, €55 )Gk = dZij - szkj — szlk (125)
Concluimos de (1.24) que, utilizando-se um referencial especial, obtém-se

zhﬂ’ = le — Glfzk = le

e para i > 1 . .
Zijej = dZZ — ‘932] = —9321
Assim,
21 = 21 for 1 S 1 S n (126)
—z0] = z;07  for 1<i<n. (1.27)

Em particular, como, z;; = dz;(e;) = 0, obtemos

Usando (1.25), (1.26) e (1.27) temos

n
Zl,jke = le,j + sz&j = lej + Z1k9j = leke — zijél

i=2
1 n n
= lekﬂk + — Z Z Zz‘jzz‘k@k-
133 =
Portanto,
1 n
214 = Zuit o Z z2 (1.29)
1 =2

Calculando a diferencial exterior em ambos os lados de (1.24), deduzimos a
identidade de Ricci '
Ziipl? N OF = O 2,. (1.30)

Aplicando-se ambos os lados aos campos de vetores e;, e, resulta que
T T
Zijk — Zik; = Oj (€j,ex)zr = 2" (R(e;, ex)e;, er)

12



1.2 Preliminares

e, em particular,

215 — Zinl = Zini — Ziil = Kz, (1-31>

onde
Ki = <R(€1, ei)ei, 61>. (132)
Consideramos, agora, o referencial adaptado Fy = N, E1, ..., E, definido em

um aberto de X. Representando por w® as formas duais correspondentes, por
wy as formas de conexao e (2 as formas de curvaturas, obtemos
dw'+w; AW’ =0, wj=-w], (1.33)
dwi + wp Awj =, (1.34)

onde Q; sao as formas de curvaturas de 3, as quais, pelo fato de 3 ser uma
hipersuperficie de M, sao dadas a partir da equagao de Gauss por

QF = Q) —wh Awj. (1.35)

Os coeficientes a;; da segunda forma fundamental sao, por sua vez, dados
pela equacao de Weingarten

w? = ajw. (1.36)

Denotamos

K = Q}(E;, Ej)

Ky = Q(Ei, Ej) = (R(E;, ) Ej, E;).
Portanto, como consequéncia das equagoes de Gauss (1.35) e Weingarten

(1.36), obtemos )
Kij = Kij + aiiajj — CL2

)

(1.37)

A equacao de Codazzi é uma féormula para comutar as primeiras derivadas
de a;;, deduzida a partir da diferenciagao de (1.36):

ajpw? AW = QY. (1.38)

Outra identidade de Ricci, demasiado til, refere-se a quarta derivada co-
variante de z. Gragas a expressao (1.22), é suficiente derivarmos uma regra
de comutacao para as segundas derivadas covariantes de a;;. Na sequéncia,

13



1.2 Preliminares

indicamos a derivada covariante em X alternativamente por V e por um
ponto-e-virgula. Relembramos que

k k k
Va; = daj — apw; — apw; = aijxw", (1.39)
m m m
Vage = daijr — Gmjie ;" — Gimgk Wj = Qjjym W
m
= Qij;km W . (140)
Lema 1.2. Sejam X um ponto em ¥ e By = N, Ey, ..., E, um referencial

adaptado a ¥ tal que cada Eilx € uma dire¢io principal e w¥| g = 0. Entdo,
no ponto X, temos

2 2 » - » »
izl — Qi1 = Q115 — 7105 + Rioio a1 — Riowo @i + Ritio — Riiog-
Prova. Diferenciando a equacao (1.39), obtemos
k k k k r k k r
—dag; A w; — da A Wi — Qkj (QZ —w, A wi) — aik(Qj —w, A wj)
k k r
= dajjr AN W" — aijpw, Aw".
Substituindo (1.39) na dltima equacao deduzimos, apds renomear indices,

r r r k r r r k

—(akj;Tw + apjwy, + akrwj) Nw; — (aik;rw + appw; + airwk) VAN wj
r k r k k k
tarjw Aw; + apwi Awi — ag$ — axll;

k T k
= dajjp N W" — ajwy AW".
Apos o cancelamento de alguns termos, resta-nos

r k r i j k
Qijirw” N w" = (daz-j;k — Qjip W), — QpjikWy. — air;kwﬁ) A w

= —akjﬂf - aikﬂf.
Entao, concluimos que
i AW = arg O + a’ik’Q?- (1.41)
Em particular,
Uijiij — ijiji = a2 (Bi, Bj) + ainQ (Ei, E)
e usando-se o fato de que a;; é diagonal em X, infere-se que

ijij — Gijigi = a4 (B, Ey) + i (B, E;) i
= —CL]'J'KZ']' + aiiKij = —ajj(Kij + aiiajj) -+ aii(Kij + (ln'ajj).

14



1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Portanto, usando a simetria K;; = conclui-se que

Jiy
Q11 — Q41,15 = —CL11(KM + a;a11) + aii(Kli + a;a17). (1.42)
Entretanto, empregando a equagao de Codazzi (1.38), verifica-se que

Qi1 — Qi1 = Q?(Eu El) = <R(Ez‘, El)Em Eo>

e diferenciando-se ambos os lados na expressao anterior e considerando-se o
fato de que o referencial satisfaz wf = 0 em X, calcula-se por fim

Q311 — Ai141 = daii;l(El) - dail;i(El) = vR(Eiy Ey, E;, Ey; El)

+a11 (R(E;, Eo)Ei, Ey) — ann(R(E;, Ey)E;, Ey)
= Riion + a1 Rigio + a1 K.

Similarmente obtemos, permutando 1 e ¢ na expressao anterior
A11;455 — Q14518 = Rlil();i + aii Rio10 + aii K.
Portanto, combinando as expressoes resultantes, concluimos que
_ 2 2 R R
Qi1 — A1 =  A11Q5; — Q7104 + o0 @11 — £11010 Qs
+  Ritiog — Ruioy-
Assim, o lema estd provado. [ ]

O referencial F, pode ser obtido a partir do referencial N, Xy, ..., X, pelo
processo de Gram-Schmidt. Como este tltimo referencial depende apenas de
2 e Vz, concluimos que as componentes de R e VR, calculadas em termos
do referencial E,, também dependem unicamente de z e Vz.

1.3 A Equacao da Curvatura Prescrita

Formulamos, nesta secdo, o problema de existéncia de graficos em M com
curvatura prescrita em termos analiticos. Para mais detalhes, indicamos as
referéncias [6], [4] e [25]. Consideramos f e I' definidos como anteriormente.
Entéao, dada a segunda forma fundamental (a;;) do grafico ¥ de uma funcao
admissivel z, definimos

F((CLU)) == f()\la R 7/\7L)7
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

onde \; sdo os autovalores da matriz (a;;) calculados com respeito a métrica

induzida (g;;), ou seja, sdo os autovalores do operador de Weingarten (a})

em Y. E conveniente denotar o vetor das curvaturas principais (A1, ..., A,)
por . Fungoes admissiveis sao fungoes para as quais A\ pertence a I'.
Podemos considerar F' como uma aplicacao de R™ sobre R dada por um
polinomio nas varidveis a;;, onde estas componentes podem, por sua vez, ser
consideradas como funcoes reais de R™ x R™ x R nas varidveis Zij, %i € 2.
Relembramos que estamos interessados em assegurar a existéncia de uma
funcao admissivel z satisfazendo

F((a;)) = ¥(2(u),u), uweM,

para alguma funcao positiva prescrita ¥. Recordamos que é exigido que f
seja uma funcao positiva, diferenciavel, concava e simétrica satisfazendo

_of
)Y

fi >0, (1.43)

e, para alguma constante positiva vy < 1), onde 1y = inf 1),

limsup f(\) < . (1.44)
A—0T

Ademais, dadas constantes o > p1 > 0 e o conjunto I', o ={A €T : g <
f(A) < po} correspondente, supomos que, em pontos de I'y, ,,,, vale

Zfi > 0(f) (1.45)

me > 0(f), (1.46)

para uma dada funcao ¢ estritamente crescente, continua e positiva depen-
dente de g, 1. A concavidade de f e (1.43) implicam que

f(sA) > sf(A), para 0 <s<1 (1.47)

S fN < (1.48)
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

De fato temos, para 0 <e < s <1,
flsA+ (1 =5)ed) = sf(A) + (1 —5)f(ed) = sf(A)

e a desigualdade (1.47) segue se tomamos ¢ — 0. Provamos a desigualdade
(1.48) escrevendo, para 0 < s < 1,

f(sA) = F) _ sf(A) = FN)

s—1 - s—1 =/
Tomando o limite, quando s — 17, temos % < f(A) e, portanto,
of
—\; < ().
PR RN

Usando a concavidade, a simetria de de f e (1.44) podemos provar, seguindo
[7], que
Y AN=6>0

para A € T, tal que f(\) > 1. De fato, o conjunto

Ly ={rel: f(A) = ¢o}

é fechado em R"™, convexo e simétrico. A convexidade segue da concavidade
de f pois dado A, p em Iy, temos

F((L=s)A+sp) = (1 = 5)f(A) + sf (1) = to.

A simetria com respeito a permutacao de duas coordenadas de algum vetor
A € I'y, segue da simetria de f, visto que

f(7>\j77>\7,a):f(7>\7,a7)\]a)

Portanto o ponto de I'y, mais préximo da origem ¢é da forma (A, ..., o).
Caso contrario, se este ponto A contém duas coordenadas distintas, digamos
Ai # Aj, entao o ponto u obtido de A por inverter as posicoes de \; e A;
sera também um minimo, pela mera definicao de distancia. Portanto, pela
convexidade de I'y,, o segmento de reta cujos pontos extremos sao A e p estd
contido neste conjunto. Por outro lado, é claro que seu ponto médio esta mais
perto da origem que seus extremos. Esta contradicao implica que todas as
componentes de \ sdo iguais. Além disto Ay # 0, pois lim sup,_ap f(A) < .
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Demonstramos, deste modo, que todo A € I'y, estd localizado acima do
hiperplano
H = {)\GR" : Z/\i:TL)\O}a

que é, obviamente, um hiperplano suporte do conjunto convexo I'y, no ponto
(Ao, .-+, Ag). De fato, sua diregdo normal é determinada pelo segmento lig-
ando a origem ao ponto de minima distancia. Assim, todo A € I'y estd
necessariamente contido na parte convexa do cone I' que esta acima de H.
Este fato geométrico implica que limitagoes por cima das curvaturas princi-
pais asseguram imediatamente limitagoes por baizo destas curvaturas.

A seguir, destacamos algumas propriedades analiticas uteis da aplicacao
F. Observamos que F possui o mesmo grau de diferenciabilidade que f.
Denotamos a primeira e a segunda derivadas de F', respectivamente, por

OF

Fi = (1.49)

8@@‘

‘ O*F
FM = ——— 1.50
Gaijﬁakl ( )

As funcoes F'¥ sao componentes de um tensor contravariante de valéncia
dois. De fato, sob uma mudanca de variaveis em que

dk[ = M]lejaU,
calculamos .
Fij _ 8F _ 8F 8(Zkl
aaij adkl 6(1@-]-
Estas derivadas podem ser mais facilmente calculadas ao supormos que a
matriz (a;;) é diagonal com respeito a (g;;), devido ao seguinte lema.

= FMAMM .

Lema 1.3. Se (a;) € diagonal em X € X, entio a matriz (F7) é também
diagonal em X com autovalores positivos f;. Além disto, F' € concava e suas
deriwadas de sequnda ordem sao dadas por

ikl _ k= Ji o
Fo M imi =Y fammsin + N T (1.51)
kel kil
Finalmente, temos
Szl o, (1.52)
ANi— AT

18



1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Prova. Temos

Of O\ O\
L/ J —
k k
e
17,178 —
F ; fkl (9aij aam Z fk aal] 8ars <154>

Portanto, devemos calcular a taxa de variagao dos autovalores da matriz (a;;)
com respeito a variacao de seus componentes. Definimos entao uma variagao
a dois parametros de (a;;) por

aij = CLij + tbij + SCij,

para certas matrizes (b;;) e (¢;;) a serem determinadas depois.
devemos expandir o polindmio caracteristico

Portanto,

p(A, t, S) = det (dU — /\5”)

em poténcias de ¢ e s. Para isto, supomos que (a;;) é diagonal em X com
(ai;) =

Supomos, ademais, que os autovalores de (a;j) sao simples.
denotamos por A = A(s,t) um autovalor de (a;;), isto é,

My )

Sendo assim,

A=A L 0
0=p(At,s) =det : :

Expandindo o determinante, obtemos

0= =A...00—N) +Z>\1 (i + s¢ii) - (A — N)
+3 (A = A) - (thi o+ sci) - (thyg A+ scig) - (A — A)
1<J
— Z )\1 tbw + SCZJ) (tbﬂ + SCZ'j) c. ()\n — )\)
1<J
+O(|(t, s)%).
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Portanto, diferenciando com respeito a t, em t = 0, temos
dp dA
Ofaf—Z()\l—)\)... PTRERI Y
~

(2

SN s - )

&
J
1<j
1<j
d
—ZZ(Al—)\)SCZZSCMd—?(An—)Q
i<j Ii,j \l,-/
= (A=A byscii (A — )
1<j
= (A=A seg b (A — )
1<j
YD (M= A scig . sci da (= A) +0(s?).
— L Y et !
1<j l#4,5 N~

l
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Desta vez, diferenciando com respeito a s, em s = 0, obtemos

_ &y — ) EX Ly

dtds - dtds
7 v
dA dA
+Z(/\1—/\)...E...E...(An—/\)
i#] ~— =~
? J
dA
= =) b == (A= )
— ds
i#j ~~
J
dA
> =N = (A=)
— dt
i#j ~~
J
1<j
1<j
1<j
1<j

Uma vez que A|i—g ¢ um autovalor de (a;;), entdo necessariamente A\ = Ay
para algum k, em ¢t = 0. Como os autovalores de (a;;) sdo supostos simples,
resulta que (A; — A\) # 0 para i # k em t = 0. Consequentemente,

d dA vl
O — d_]t)‘S’tZOZ—E(Al—)\)<)\k_)\)<)\n_)\)

A=A (A — A).

Esta ultima equacgao implica que escolhendo-se by, = 1 ou by, = 0 obtém-se,
respectivamente,

dA
1
dt

ou 4
—=o.
dt
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Em particular, as derivadas direcionais de A\ com respeito aos caminhos

t+— (G@‘) + tekk

t— (CLZ'j) + telm,

onde [ # k oum # k e e,s é a matriz com 1 na entrada rs e 0 em todas as
entradas restantes, sao dadas respectivamente por
Ok Ok

=1, =0,
Oagy Oaym,

onde | # k ou m # k. Como estas fungoes asssumem valores no conjunto
discreto {0, 1}, entao, por continuidade, concluimos que estas expressoes sao
validas para todas as matrizes (a;;), com possiveis autovalores multiplos.

Agora, usamos a expansao acima para obter informacao de segunda or-
dem. Temos para by, = 1 (as outras entradas de (b;;) sendo nulas)

d o
dt N 8akk
(§]
d*p d2\
T dtds =N dtds " (= A)

k
dx  dx
+> =N =)
' k

k<i
i<k

22
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

o que implica

d*p d?\
= =—(\—\)... (D= A
ads M TN g )

k

dx - dx
M=N.o. — == D=
DI e e R G,

”é'f > Y

d\
—Z(Al—)\)...ckk...g...()\n—A).

ik ~~

Assim, se escolhemos ¢, = 1 e as outras entradas nulas em (c¢;;), obtemos

% = 86 ;;"k =1 e os dois ultimos termos no lado direito da tltima equacao se
cancelam. Por outro lado, se escolhemos ¢;,,, = 1 para algum [ # k ou m # k
e as outras entradas (em particular cy) iguais a zero, entdo & = A — (e

’ ds Odarm )

neste caso, estes dois termos sao ambos nulos. De qualquer maneira, temos

A2\
(Al—)\)...dtds...()\n—/\)—o
~—~—
k
e ) -
d“A A
——|gpmp==—— =0 1.55
dtdsl’t 0 Oa;j0ay, ( )

para todos os valores de 1, j.

Agora, consideramos uma variagao tomando b;,,, = 1 paral # k oum # k
e pondo as outras entradas iguais a zero (incluindo bgg). Sem perda de
generalidade, podemos considerar ¢,, = 1 para n # k ou r # k e as outras

entradas iguais a zero. Como % = ga’:fn =0 % = ga’\:T = 0 temos
d*p A2\
= =—(AN—=N)... (A=A
dids ~ MmN g )
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1.3 A Equagao da Curvatura Prescrita

Portanto

== =N b A= A) = Y (A=A bk (A — )

k<j i<k
= =Nk bk M = X)) =Y (A=A i b (A — ).
k<j i<k

Entao, se escolhemos by, = 1 para algum m < k e as outras entradas iguais
a zero, obtemos

d*\
A= A) (= )
k
=M =Nk bk (A — A
(1 ) Cmk l; ( )
e portanto
P\ 1

aamkaakm B /\k - )\m7
se k > m. Escolhendo b, = 1 para algum k& < m e as outras entradas iguais
a zero, obtemos

d’\
M=X) g O = N)
k
:—()\1—)\>bkmcmk()\n—)\)
k m
€
N\ 1

8amkaakm B _/\m - )\k
para k < m. Levantando indices e permutando a ordem, obtemos

A, 1

8amk8akm a _/\k — )\m

para k > m.
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Aplicando esta férmula na expressao da derivada de F’ acima, concluimos
que, dado um co-vetor simétrico 7);;, arbitrario, temos

Fiimy =Y fimi (1.56)

y ONp O\ O\
z"FU’TS 17 !Irs )
Mij kala ”amﬁﬂ? +ka7hgwa g

PN,
= Z Jrrenu + Z Jeg—a— 6ak 8@ Z I S armBams O O, oDty "

—kamkkmz—i-z)\ _{m ;

Isto conclui a prova do lema.
[ |

Por definicao do operador de Weingarten, temos a§ = g'*ay;. Assim, calcu-
lamos

OF  OF da;  OF
8aij n 8&? (9aij - (’9akg

J

Fi = =: Fg".

Portanto, temos

Fijaij = .F;CLZ
e supondo que a matriz (g;;) é diagonal em X, deduzimos que (F]’) ¢ diagonal
neste ponto.

Segue também do Lema 1.3 que a matriz (F¥) é positiva-definida. De
fato, F = f;4;;, quando A é diagonal e, portanto, a condi¢ao (1.43) implica
que F' = 1) é eliptica. Observamos que, em funcao das formulas em (1.23), a
matrizes com componentes F% = gl—Fm e ;—F sao, respectivamente, p081t1va—
definida e negativa-definida, o que implica que a equacao F' = 1 é, de fato,
negativa eliptica.

1.4 Estimativas da Altura
Consideramos, agora, para cada s, 0 < s < 1, a aplicagao
(s, t,u) = st u) + (1 — 5)d(E)k(d), (1.57)
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1.4 Estimativas da Altura

onde k(t) = f(k(t)) e ¢ é uma fungao real positiva definida em I, que satisfaz
as seguintes condigoes:

a) ¢ >0,
b) ¢(t) >1, para t<t_,
¢) ¢(t) <1, para t3>1t,,
d) ¢'(t) <

Estas condigdes implicam a existéncia de um tnico ponto ty € (t_,t) tal
que ¢(tg) = 1.

Lema 1.4. Para b como no enunciado do Teorema 1.1, ¢ como prescrita
acima e a fungao V definida em (1.57), as sequintes afirmagdes sio ver-
dadeiras:

i) U(1,t,u) =(t,u) e W(0,t,u) = o(t)k(t)

(1,¢,u)
ii) U(s,t,u) >0
iii) (s, t,u) >
w) (s, t,u)
Além disso, € sempre possivel escolher-se ¢ satisfazendo as condicoes ante-
riores de modo que

k(t), para t<t_

s,tyu) < k(t), par t>ty4.

v) 2W(s,t,u) + K(t)U(s,t,u) <0

Prova. (i) e (i) sao triviais. Para provar (iii), usamos a hipdtese (a) do
Teorema 1.1 para concluir que

U(s,t,u) > k(t)(s+ (1— s)p(t) > k(t)

com desigualdade estrita para 0 < s < 1, onde usamos a condic¢ao (b) acerca
de ¢. A prova de (iv) é andloga. Para demonstrar (v), observamos que

Uy = s+ (1= 5)¢' (Dk(t) + (1 — s)o(t)K'(2).

Utilizando a hipotese
Y+ kY <0
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1.4 Estimativas da Altura

e a definicao de ¥, obtém-se

Uy < —skp+ (1—5)8' (k) + (1 — s)p()F (t)
=~k U+ k(1)1 — 8)d(O)k(t) + (1 — 8)¢' (t)k(t)
+ (1-8)p(t)K (1) (1.58)

A soma do segundo e quarto termos no lado direito da desigualdade acima é

(1 —s)o(t) (k(t)r(t) + K'(1)).

Caso k(t)k(t) + k'(t) < 0 para todo t € I, entdao, uma vez que ¢'(t) < 0,
obtemos (v). Todavia, se k(t)x(t) + k'(t) > 0 em algum instante, fixamos

b > 0 tal que
k()
2 _
b = ,Jmax {Fé(t) + 0 }

Observamos que a soma dos trés ultimos termos em (1.58) é dada por

(1 s)k(t) (gb’(t) +o(t) (k1) + ]Zg)) )) . (1.59)

Definimos ¢(t) = et onde ¢ > 0 é escolhida de modo que ¢ satisfaz as
condigoes (a), (b), (¢) e (d) acima. Para esta escolha, (1.59) torna-se

2 k(1)
(1 —s)k(t)o(t) (—b + k(t) + 50 ) <0.
Isto completa a prova do lema. ]

Para 0 < s <1, considere a familia de equacoes
T(s,z) = F(aij(2)) —¥Y(s,z,u) =0, z=z(u). (1.60)

Observe que a funcao constante t = ¢ é solucao do problema correspondente
a s = 0. Denotamos tal solucao por zy. Determinamos uma limitacao C°
para esta homotopia. Mais precisamente, provamos

Proposicao 1.5. Suponha que v satisfaz as condigées (a) e (b) no Teorema
1.1. Se z € C*(M) € uma solugio da equagdo Y(s,z) = 0 para um dado
0<s<1, entao

to<z(u)<ty, wuweM. (1.61)
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1.4 Estimativas da Altura

Prova. Seja @ um ponto de maximo da fungao z(u). Sua existéncia é
garantida pela compacidade de M. Suponhamos que z(u) > t,. Considere
entao a folha M,y e represente por X o grifico de z. Observe que X e
M. sao tangentes em (z(u),u). Além disto, com respeito ao vetor normal
interior, comum a ambas as hipersuperficies neste ponto, ¥ esta acima de
M. (w. Todavia, as curvaturas principais de X neste ponto sao maiores ou
iguais as curvaturas de k(z(u)). Portanto, pelo fato de que f possui derivadas
positivas, concluimos que

F(ai(2)) = k(2(w))

em (z(u),u), o que contradiz (iv) do Lema 1.4. Assim z(u) < t;. Trabal-
hando de forma anédloga com o minimo u de z(u), concluimos que z(a) > t_.
Isto finaliza a prova da proposicao. [ ]

Uma variante desta proposicao ainda é verdadeira se removermos a condigao
de desiqualdade estrita nas hipdteses (a) e (b) do teorema. Temos

Proposicao 1.6. Suponha que i satisfaz as condigcoes
a’) P(t,u) > k(t) para t<t_,
b’) W(t,u) < k(t) para t>t,.

Seja z € C*(M) uma solugdo da equagdio Y(s,z) =0 para um dado 0 < s <
1. Suponhamos que, para s =1,

t-<z(u)<ty, ueM.
Entao, ou z=1_ ou z =1, ou

t- <z(u) <ty, wuebM. (1.62)

Agora, provamos o seguinte resultado de unicidade.

Proposicao 1.7. Fizado s = 0, existe uma unica solucao admissivel zy da
equagao Y(0,z) =0, a saber zy = to, onde ty satisfaz ¢(ty) = 1.

Prova. A prova de que zy é solucao deste problema segue de
T(0,20) = F(ai;j(20))) — k(to) = f(k(to)) — k(to) = 0.
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1.4 Estimativas da Altura

Seja z uma solugao admissivel de YT (0, z) = 0, ou seja

F(ai;(2)) — ¢(2)k(z) = 0.

Seja 4 € M um ponto de minimo de z. Neste ponto, V'Z = 0 e V2

! — /7
zZé
oy . / . .
positivo-definido. Como k = %, calculamos explicitamente em

iy 1 .. 1
g7 (Z2(w) = 550" = 1o

(5 _ 1 — hz., 5.7, 28 .
au(z(u)) - \/m( h ij + 20z i+ h*h ZJ)
—Zz;; + h((2(2))W ((2(@))oi; (@)

Desta forma, o operador de Weingarten de ¥ em (Z(u),u) é dado por

/
) ik

ik = i
120 2k + N a5
Portanto, se consideramos um referencial, definido em uma vizinhanca de u,

— . . ’

ortonormal em %, que diagonaliza V' 2z neste ponto, obtemos, pelo fato de
. 9 ~ . oy

que as entradas da diagonal de V 2% sao necessariamente positivas,

i

ai(z(u)) < k(z())d!.
Uma vez que f é crescente com respeito a estes argumentos, temos

¢(2(u)k(z(a)) = Flay(2(w))) < f(x(z(u)))

k(z(w)) = (to)k(z(u)).

Assim, sendo ¢ uma funcao decrescente, concluimos da escolha de u# como
um ponto de minimo que

Z(u) = 2(u) = to,

para todo v € M. De maneira analoga, provamos que

Z('U,) < t07

para todo u € M. Portanto, obtemos z = zy. Isto finaliza a prova.
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1.5 Lemas

Como antes, > denota o grafico de z. Consideramos as fungoes 7: ¥ — R e
1 : X — R definidas por

T =—h(N,&) e n:—/hdt (1.63)

As seguintes expressoes serao utilizadas (somente ali) na estimativa do hes-
siano de z.
Lema 1.8. Os campos gradiente das fungoes 7 e n sao dados por
Vn = —heéel, (1.64)
Vr = —A%(Vnp) (1.65)

e as formas hessianas, calculados com respeito a campos vetoriais dados V, W
em X, S0 erpressas como

Vin(V,W) = 7B(V,W)—Rr(V,W), (1.66)
Vi (VW) = —(Vg,AZV,W) — (R(Vn, W)V, N) — 7(A*V, AZW)
+ WAV, W), (1.67)

onde el denota a projecio na direcio tangente do campo de vetores €.

Prova. Para simplificar os calculos, consideramos um referencial geodésico
ortonormal e, numa vizinhanca do ponto u em M e associamos o referencial
adaptado N, Ey,. .., E, ao longo de ¥. Obtemos, usando (1.16),

dn = —hdz = —h(dX, &) = —h(e},w'E;)

dr = —dh<N7 éo) - hd<N, ég> = —dh<N, ég> - h(?N, ég> - h(N, Véo>
= —WO"(N, &) + hia]Ejw', &) — h{N,05¢)
= h(aijwi, éo) — hléou\[7 éo) — h,<N, éléz>
= h(A*(E)),el)\w’ — W(N,0%, + 0'¢;).
Portanto, usando o fato de que A* é auto-adjunto e que dX = 0%, + 0'¢;,

obtemos '
dr = h(A*(el),w'E;). (1.68)
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1.5 Lemas

Deduzimos, deste modo, que
Vn=—he, e Vr=-—A%Vn). (1.69)
Como 7; = h(ajE» et), calculamos, usando o fato que Vg, E;|x =0
Tk = hilal B, &) + h(aZkE &) + h{alVg, E; &) + h{alE;, Vg, é)

= I/ (Ey, &) (a] Ej, &) + h(a] Ej, @) + h{a]V g, E;, N)(N, o) + h{a] E;, 6 (Ey)e:)

= W(alE;,0°(Ey)eo) + hial, Ej, €0) + halay(N, &) + h'(al E;, 0'(Ey)e;)

= W{alE;, Bi) + h{al,Ej, &) + halag; (N, &)
= ha; — ai;knj — T@Zakj.

onde usamos agora que dX = 0%, + 0%¢; e que n, = —h{ey, E}). Assim,
concluimos da equacao de Codazzi

Vir(V,W) = R(AV,W) — (VwA®)V,Vn) — 7(AZV, AZW)
= W{(APV,W) — (VwA®)Vn, V) — 7(AZV, AZW)
R {AZV, W) — (Vy,AXYW, V) — (R(Vn, W)V, N) — 7(A*V, A¥W).
Finalmente, calculamos da expressao n; = —h(E;, €)
Nk = —hi(E;, é) — h<kaEia eo) — h({E;, vE,géo>
= —h(Ey, e0)(E;, ) — (Vi Ei, N)(N,é) — h'(E;, 0"(Ey)e;)
= —h(E;,0°(Ey)eo+ 0 (Erp)e;) — hag(N, &)
= —N g+ Taip.
Portanto, temos
Vi (V,W) = =k (VW) 4+ 7(AZV, ). (1.70)
Isto finaliza a prova do lema. [ ]

A seguir, estimamos as derivadas de 1 e 1. Nas expressoes a seguir V;
e V;; denotarao derivadas covariantes em Y calculadas com respeito a um
referencial adaptado a X.

Lema 1.9. As funcoes n e ¥ satisfazem as sequintes estimativas

Vol <€, V¥ <C, [V <C (1.71)
onde C sdo constantes dependentes de 1, V'), V" e de estimativas C° e
Ot de z.
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1.5 Lemas

Prova. A primeira estimativa segue de estimativas C° e O de z. De fato,
temos 7; = —hz;. Para provarmos as demais estimativas, observamos que

Vip = X;(¥) = ei(¥) + zieo(V) =: ¥ + 2.
Entao, usando (1.20) e denotando v; = €;(1)), obtemos
Vo> = Q%J:Xi(@D)Xj (V) = g7 (i + zip.) (¥ + 2j02)
= g7 (Vi + Ziwjﬁ'bz'"i‘ 20, + 2207 N
= % (5ijwi¢j - %m% + 09 2tpb. — %Ziijz

2t2I 2t2I

+ 0z, — Tz avivs + 0V 227 — Wzizjwz)

1
w2
2V VLR, V) + RV - vy
2 z ,V'z cIV'z 2 z
< C(lzlr, [ )
Analogamente, podemos (substituindo v por 1, = 1,) provar que

V.| < C. (1.72)

= hi (IV9F = {90, V'2) 4 2. (V'45, V')

Temos
Xsz(w) = Xz (77Z1] + Z]@bz) = 77Z}z',j + Zi,j¢z + ijzi + Ziwzj + Zizj¢zz7

onde v ; = e;e;1 e z; = e;e;(z). Escolhemos um referencial geodésico ey
numa vizinhanga de 4 € M. Neste caso, vale que z;; = Vi.z = z; em 4.
Usando agora o fato de que 6} = 0 em u, obtemos

_ . B

Vi, Xi = (dz(X;) — Kho'(X;)) eo + - (676°(X;) + 2:0%(X;)) e

h/
(67;6]‘ (Z) — h'h5m) € + E (552,’] + Zzéf) €k
h/
= (Zij — h'h@]) €o + E (Zjei + ziej),
que implica em
_ h/
(Vx, X5, Vip) = (Vx, X;, Vi) = (Zij + h'héij) (€0, V) + 7 (Zj<€i, V) + zi(e;, V@D»

!/

, h
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1.6 Estimativa do Gradiente

Assim, obtemos
Vij = (Vx, VU, Xj) = Yij + 2502 + 2itbzj + zizjt)..
n n
+h'hoi1). — Ezjwi - Fzz‘%‘-
Portanto, concluimos que

V3] < Clzl, [9]o, =)

Isto finaliza a prova do lema. [

1.6 Estimativa do Gradiente

Nesta se¢ao, provamos uma estimativa a prior:i global para a primeira derivada
de z.

Proposicao 1.10. Sob as hipoteses do Teorema 1.1, se z é uma solugao da
equacao Y(s,z) =0, para algum 0 < s < 1, entdo |V'z| < C, onde C é uma
constante que depende somente det_, t, e 1.

Prova. Por comodidade, apresentamos a demonstracao para s = 1. Seja

x(2) = |[V'z|e?*, onde A é uma constante positiva a ser escolhida posteri-
ormente. Seja u um ponto onde y atinge seu méaximo. Se x(u) = 0 entao
|IV'z| = 0 e o resultado é trivial. Assim, podemos assumir que y(a) > 0.

Logo, podemos definir um referencial especial numa vizinhanga de u e a
funcao

Iny(z) =In|V'z|+ Az =1nz + Az
E claro que Iny também atinge seu méximo em u. Relembramos que no
referencial especial dz = 210" e e; = V'2/|V’z|, a segunda forma quadratica
de ¥ pode ser calculada usando (1.23). Como @ ¢ um méximo de In x entao,
em u, temos

Ly Az =0, (1.73)

21

, 2,
i Az <0, (1.74)

Usando (1.26) podemos reescrever (1.73) como z1; + Az;z; = 0. Como z; =0
para ¢ > 1, temos que

211 = —AZ%, 21 = O, 1> 1. (175)
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1.6 Estimativa do Gradiente

Substituindo esta expressao em (1.23) obtemos aj; = 0 para ¢ > 1. Isto
implica que a dire¢ao ey, em u, é principal. Entao, podemos girar os outros
vetores e, ..., e, de forma que também se tornem direcoes principais em .
Com esta escolha, temos a;; = 0, para ¢ # j em 4. Como consequéncia disto,
inferimos de (1.23) que z;;(u) = 0, para ¢ # j. Portanto, o hessiano de z é
diagonal em u. Além disto, usando (1.29), podemos escrever z; 113 = 2111 €
214 = 214 + 22/21. Assim podemos reescrever (1.74) como

2111 2%1
— — — + Az1 <0, (1.76)

- 2,
L ) (1.77)

Também segue da expressao acima que
2 — 24%23 <0 (1.78)

e para j > 1, usando o fato de que z;; = 0 combinado com (1.31), obtemos

2
24
Zil < -2 Azlzii — KiZl, parat > 1. (179)
21
Agora, podemos comecar a reunir todas estas informagoes para obtermos
a estimativa desejada. Iniciamos derivando a equagao (1.8) com respeito a
diregao e;. Usando o fato de que a matriz (aj-) ¢ diagonal em u e a observacao
apds o Lema 1.3, obtemos

" 9dt " 9at " dd
Fr— FI'—2z =,z — F'— 2. 1.80

Derivando a! e usando (1.23), obtemos

da; _h
(92’11 N W37
fai _ 324, 4al
0z W2t s
da} K 3k 2
ot _ (E‘ WQ)a1+hW3(hhff_h'2)zf
1
73 (hh' 4+ h*R")
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1.6 Estimativa do Gradiente

e para i > 1

Jaj 1

82,’“‘ N hW7

Oy _ 21

621 N W2 “

dal ho 1\, (AR
O Gy P .
92 (W2+h) W

Substituindo estas expressoes em (1.80), usando (1.75) e reorganizando os
termos, obtemos

/ /
(SAZI L 3hh ) Fia!

w2 h W2

4AZ2N 2 o o 1 ) .
+2 (_ W3 + hV3 (hh// — N )Zl + W(hh/ +h h//) Fl
Az} [ h 1 y ’
h 1
= .z + B TR + Z Tk (1.81)

Usando (1.78) e (1.79) podemos estimar o lado direito de (1.81) por

RHS < 4,2, + F) 2A2hz1 ~ Az Z N RK
hW W i>1

i i 1 Athl i3 2
<,z + Az E Fla; + Fj W Ale (221 + A7)
A /
- ( SVzl + immK) E (1.82)

i>1

onde usamos as expressoes de aj e a! dadas em (1.23) e o fato de que F} > 0.
Transpondo o termo em _,_, F! do lado direito da desigualdade (1. 82) para
o lado esquerdo de (1.81) e adicionando-o ao termo em Y, F} j4 existente e,
por fim, escolhendo A tal que

ARW'h+ (h'h)" 4+ min K; > 0, (1.83)
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1.6 Estimativa do Gradiente

usando o fato de que #' > 0 e Y . F! > 0, resulta em um termo positivo
que pode ser descartado. Note que K; = (R(e1,e;)eq, e;) nao depende das
derivadas de z. Isto juntamente com o fato de que h e suas derivadas sao
uniformemente limitadas na regidao M; . mostra que podemos escolher ar-
bitrariamente A > Ay, para algum A, que depende somente de t_,t, e |z]o.
Podemos reescrever o lado esquerdo da inequagao resultante de (1.81) apds
estas manipulagoes como

Az?2 hK K o 2422  2n'  2hA
LHSZ/Zl(W;_W_E)ZFZGZ—le(W21+T W)Flli

%

2 2
5 (—4Ah'z% + = (hh = 1?) + hh + h2h”) i (1.84)

Transpomos o termo F' do lado direito de (1.82) para o lado direito de (1.84)
e adicionando-o ao termo em F} ja existente. Transpondo, finalmente, o
termo em . F'a! do lado direito de (1.84) para o lado direito da desigualdade
(1.82), obtendo a seguinte expressao para o lado direito:

A hh' K
RHS<¢Z21+A212FCL —zleZ Z VVZ; _W_E)'

Escrevemos o lado esquerdo resultante como

Az W RN L, a1 (22 )
LHS > 22 (W + E — WQ) Flal + W T(hh” — K )

+hh + W2 + AW (=222 + h?) — A?th) Fl. (1.85)

Finalmente, substituindo a expressao de aj em (1.23) na desigualdade (1.85)
e juntando a expressao resultante a (1.85), obtemos

TS RN R

w3\ h

2
> (Ahz2 + 2022 + 121) F} 4 —- (Qi(hh" — B2
+hh' + h?R" + AR/ (=227 + h?) — A%fh) Fl

/ /
<@/)zz1+Azlea—zlell Azl—ﬂ—z) (1.86)
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1.6 Estimativa do Gradiente

Observe que, dado que 2;/W < 1e W > h em X, os coeficientes de F}' no
lado esquerdo da desigualdade (1.86) sao todos limitados de modo uniforme.
Uma vez que h//h >0 e h?/W? < 1, temos

WohW WK

B ) 20

Portanto, o primeiro termo do lado esquerdo em (1.86) é nao-negativo. E
possivel considerarmos a desigualdade (1.86) como uma inequagao polinomial
em A da forma

/ /
F} (aA2+bA+c) <, z1+ Az ZFfaﬁ—zl ZF’ ; Azl _ﬂ_ﬁ)’ (1.87)

onde a, b e ¢ sao coeficientes uniformemente limitados por constantes depen-
dendo unicamente de h, b’ e h”. Mais explicitamente,

hz} , 23 h? 223 2n'22  hWER  2hz W' hA
s (e — )40 F1<W§(W21+W2>+ e (G~ )
h 2 222 K2 221 KRR ,20'Z?  R2H

+ W (_W;+W2)>A+F1<W(E_W2)< W21 + WQ)
223 Wi 2R

P (= ) + S S

A
<1/)ZZ1+Azlea —zle’ Z Zl _W_E)

Supomos inicialmente que F} seja uniformemente limitado de zero, isto ¢,
que exista uma constante C' > 0 tal que F} > C' em X. Neste caso, obtemos

aA?+bA+c < —(@Z)Zzl—l—Azl ZF a;—zy ZFl Z 7 _W_E»’ (1.88)

Suponhamos que o coeficiente a é estritamente positivo, ou seja, que

hz? 2y 1
a= W5( — h?)F} >0 (1.89)
De outro modo, estamos feitos, uma vez que decorreria a estimativa trivial
z1 < h(z) e, portanto, z; < h(ty). Assim, supondo a > 0, visto que § <
>; Flal < 4, obtemos uma contradi¢ao, tomando A suficientemente grande,
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1.6 Estimativa do Gradiente

com o fato de que temos um polinémio quadrético a esquerda em (1.88)
com coeficiente de maior ordem positivo e, a direita em (1.88), temos um
polinémio linear em A.

A segunda possibilidade é de que F} nao seja uniformemente limitado
por baixo. Neste caso, denotando x = 21 /W e, deste modo, substituindo

2_Z% h?
T w2 w2

m (1.86), escrevemos o lado esquerdo desta desigualdade na forma

2z (Az? K h? Ahz? 20’22 RPN 222
I E (- = Fr+ = =L (b — b2
W(W2+h( W2) e T e 1+W hW2< )
W h?  h*h” 222 h? A%fh) =
172 1

- AW (— T Nl R
+hW2+W2+ ( W2+W2) w2

=1-2° (1.90)

/

= (2(A+ Dy an e = an— any

+(n" + % + AR)z). (1.91)

Observamos que podemos supor, sem perda de generalidade, que x ~ 1, visto
b b b

que, caso contrario, existe uma constante positiva « estritamente menor que

1 tal que 22 < a. Neste caso, vale a estimativa

(1—a)zi < ah?®

Portanto, a expressao polinomial em x acima tem, no limite x ~ 1, coefi-
cientes uniformemente limitados se fixamos A = Ay. Deste modo, visto que
supomos que F} ~ 0, assimilamos o lado direito da igualdade em (1.91) a
um dado € > 0 com € ~ 0,

e < i+ (et ZFZaUrAOZF’a%LWQ (Wh—Apz?) ZF D (1.92)
Utilizando a desigualdade ¢ > Y. Fla!, temos

S — Aozlez . (1.93)

B o
5§¢1+Zl(¢z+ﬁ¢+AOZﬂlaz+W

Portanto,

eW (¢z+ h 77Z))21W < Zl(AO _Zl ZFZCLz‘thw) (194)
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Obtemos
2 h/ 2 2 /
eW? — (¢, + E@D)le < Agh*y + W ha. (1.95)

Portanto, se supusermos 9;(hi) < 0, ou seja, se supusermos

h/

Y. + ﬁw <0 (1.96)
e escolhendo-se .
e W,
obtemos uma estimativa para z1|z. Isto completa a prova da Proposigao 1.10.

1.7 Estimativa do Hessiano

Esta secao é dedicada a prova da estimativa do hessiano. Mostramos a seguir
que os termos da segunda forma fundamental sao limitados superiormente.
Combinando isto com o fato geométrico mencionado na Secao 1.3, isto de-
termina uma limitacao uniforme para B. Como dispomos de estimativas
C° e C', esta informagao, juntamente com (1.23), permite-nos obter uma
estimativa uniforme para o hessiano.

Proposicao 1.11. Sob as hipdteses do Teorema 1.1, se z € uma solucdo da
equacio Y(s,z) =0, para algum 0 < s < 1, entao |V?z| < C, onde C' é uma
constante que depende somente det_, t,, ¢ e |V'z|o.

Prova. Apresentamos a prova apenas para s = 1. Definimos a seguinte
funcao no fibrado tangente unitario de X

C(u,€) = B(&, &) e?D 7, (1.97)

onde u € M e £ é um vetor unitario tangente a ¥ em (z(u),u). As fungdes 7
e 1 estao definidas em (1.63), a constante 3 > 0 é escolhida posteriormente
e a funcao real ¢ é definida a seguir. Note que, por definicao, a funcao 7
¢ limitada por constantes dependendo das estimativas de z e V'z. Assim, é
possivel escolher a > 0 tal que 7 > 2a. Entao, definimos

o(1) = —In(r — a). (1.98)
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Diferenciando ¢ com respeito a 7 verificamos

, 2 1 1 +e _ ¢
O—(1+ep” = T o —ay —ar < 0. (1.99)

Pela escolha de a e dada uma constante positiva arbitraria C', temos

~( 4T +CE - (14" = 1+ —— - <T(i6a>2

a2

Zar—ap =
para alguma constante positiva C dependendo das estimativas de z e V'z.
Supomos que o maximo de f ¢ atingido em um ponto @ e ao longo
da direcdo ¢ tangente a X = (z(u),u). Podemos escolher um referencial
geodésico ortonormal E,, numa vizinhanca de X, como definido na Secéo
1.2, tal que w¥|¢ = 0. Podemos girar este referencial de modo que £ = E;
em X.
Consideramos a funcao local a;; = B(F1, Ey). Verificamos facilmente que
a funcao
C(u) = ayy eV =on (1.100)

atinge um maximo em X . Portanto, calculamos em @ as derivadas logaritmicas
Q115 .
0=(In¢); = al—l + o1 — B, (1.101)
11

e a matriz hessiana, com componentes

Q11345 A11;:A11;5
(In C)i;j = a1 T2
11

+ PTij + $TiT; — Oy
¢é negativa-definida. Portanto

3 1. 1 o
FI(In Q)i = —FYa115 — —-FYarpian; + oFV 7,

a1 ary
+@F9im; — BF 9,5 < 0 (1.102)

E claro que aj; é o maior autovalor de B e, sendo assim, a; = 0 para i # 1.

Portanto, podemos girar o complemento ortogonal de E; de modo que, no
referencial resultante, a matriz (a;;) é diagonal em X. Do Lema 1.3, segue que
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1.7 Estimativa do Hessiano

(F7) é também diagonal com F% = f;. Denotamos \; = a;;() e escolhemos
indices tais que
M A > 2> A,

Além disto, supomos, sem perda de generalidade, que A; > 1 em 4. Entao,
de acordo com o Lema 1.3, temos

De (1.102), obtemos
1 1 2, . 2
Z (A—lfiall;z‘z‘ - Ffi|a11;z’| + o fitii + ¢ filml” — 5fi77i;i> <0. (1.103)
: 1

Agora, diferenciando covariantemente a equagao (1.8) na dire¢ao de E; com
respeito a métrica (g;;) em X, obtemos

Fijaij;l =1
e diferenciando novamente, deduzimos
Fijaij;n + Fij’klaijglakl;l = wl;l- (1104)
Da identidade de Ricci no Lema 1.2, temos
Z Fijaij;n = ZFiiaii;ll = Z (fiall;ii + Alfi)‘? - )‘%fﬁ\i
irj i i
+ A1 fiRioio — Rioo fidi + fiRiliO;l - fiRIilo;i)
e usando o fato que §(f) <>, fidi < f = ¢ obtemos
Fijaij;ll < —A%CS + |R1010|@/J + Z (fiall;ii + )\1fi>\12 + M fiRioio
+ fiRivio; — fz‘leo;z').
Combinando estas expressoes e (1.104) obtemos

Z fz'&n;n' > %;1 - Fij’klaij;lakz;l + >\%5 - \Rlolow

+ Z ( — MfiN; = M fiRioio — fiRioio;1 + szlmo;i)-
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1.7 Estimativa do Hessiano

Substituindo esta expressao em (1.103) obtemos
%(@/}1;1 — F9"a; a1 + A1 — |Rigiolt) + Z (= Mfid] — At fiRioio
_fiRiOiO;l + fileo;i)> + Z < — )\i%fi|all;i|2 + @ fiTii + ¢fi|ﬂ"2
—ﬁfmz';z‘) <0.

Portanto, temos

% + Ail(m — | Rigio]) — %Fij’klaij;lakl;l - Z fid? — Z fiRiow0
—)\il 21: fi(Riviosr — Raono) + EZ: < - )\i%fi|a11;i|2 + @ fiTi + G filml
—5fi77¢;i> <0.

De (1.66) temos, em X,

B2 fimis =B (7fiai = W'figa) < B(rv = W'T),

onde T'=Y". f;. De (1.67), denotando
Ry; = (R(Ey, E))E;, N) = O (Ey, E;)

e usando que ¢ < 0 em X, deduzimos

P> fimia > —Sb( > 0 i+ nkRkifi) — QT Y id QY
= —@<Z "k + Z Uksz'fz‘> — T Z Jidi + @h'p.
Usando (1.71) e que, em X, existe uma certa constante positiva Cy tal que
Z Ruifi < CiT,

obtemos

[on* (i + CkT)| = @l'e < [l Vnl([VY] + CT) + |¢|C < [(C + CT)
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1.7 Estimativa do Hessiano

0 que assegura que
—o(n" (i + CT)) + @R > —|¢|(C + CT).
Portanto
p> fimia > —|@l(C+ CT) — 1 fidl,
Agora supondo, sem perda de generalidade, que

1 _ _
A1 > ol XZ: | Rioion — Rio10:i),

para algum C' > 0. Além disto, podemos supor, sem perda de generalidade,
que \; > 1, o que acarreta

1 _
—/\—¢|R1010| >—C e —
1
para alguma constante positiva C'. Finalmente, temos
- ZfiRiOiO > —T max |Rjp| > —CT.
Entao, concluimos destas desigualdades que
1 .
—-C-CT+ (5)\1 — )\—IFZ]’klaij;lCLkl;l - Z fz)\?
1 . . .
3 Z filanl* = |9[(C + CT) — ¢ Z fidi+ ¢ Z fili?
Ly i i
—B(r¢ —R'T) <0 (1.105)
Finalmente, segue igualmente de (1.101), para todo € > 0, a desigualdade
1 ) 1 )
pfz‘|a11;z’|2 = filgm — Bnil> < (1 + 2)52fi’7h‘12 + (L + )¢ fil ] (1.106)
1

Agora, para prosseguimos a andlise, consideramos dois casos.

1% Caso. Neste caso, supomos que ), < —0\; para alguma constante posi-
tiva 6 escolhida posteriormente.
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Somando os termos em (1.106), obtemos
1 1
v D filans < (1+ 2)52 S R+ (14 Zfz|7z|2
Ly i
1
< (1 -)3? T 1 5?2 i i2
<L+ )FCT+(1+ )¢ ;f|f|
para todo € > 0. Entao,
1 ..
—C — CT + 6)\1 — A—lF”’klaij;lakl;l — (1 + QOT) Z fz)\?
1
—(1+-)3*CT — (1 ]
(1+2)8 +OF 3 il
—|¢l(C +CT) +stoi|n|2 — B(rp — WT) <0
e portanto
- [y
5)\1 - C - C|g0| — )\—FJ’ Q5.1 Akl
1
—(C+ Ol |- W3+ C’(l + )62)

—(1+¢r) ZfN (1+€)¢ Zf;\m? Brip < 0.

Usando (1.65) e o fato de que (aij) é diagonal em X, calculamos
SOHTEP =Y g < O fidk (1.107)
Assim
~ Lo
oA —C = Clg| - )\—F ERCTBLUTA
1

—(C+Clgl =WB+C1+ )62)
H(— 1+ ¢r) +C(¢ - (1 +e¢ ZfN B < 0. (1.108)
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Agora, usando a concavidade de F', podemos descartar o quarto termo no
lado esquerdo de (1.108), que é nao-negativo, e assim obtermos

—C1(B) = Co(B)T +6M + C D fidl <0,

onde C] depende linearmente de § e Cy depende quadraticamente de (5.
Como f, > %T, temos

1
SN LA > E@”mi
Entao

1
~C1 = CoT + M + C0°TA; < 0.

Esta desigualdade mostra que \; é limitado. De fato, o lado esquerdo desta
desigualdade pode ser visto como um polinomio em A; e portanto

)\1 S A-i-)

onde

5 802 +4CL0°T(Cy + CoT)\ V?
T 20ieT 402560072 '

De outro modo, observamos que os coeficientes dos termos em 7' = . F!
satisfazem

A1
C—0*°X2 —Cy, >0
n
para \; > C, para uma dada constante positiva C. Supondo que isto seja

valido, pois, caso contrario, estimamos automaticamente \;, temos, usando
a hipétese ), F! >0,

.1
—Cp — Oy + 0\ + 0592&% <0.

Assim, reobtemos a limitacao de A\ em termos da raiz de um polindmio
) >
quadratico mas, desta feita, sem referéncia explicita a T'.
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1.7 Estimativa do Hessiano

20 Caso. Neste caso, supomos que A\, > —0O\; e agrupamos os indices em
{1,...,n} em dois conjuntos Iy = {j; f; < 4f1} e [y = {j; f; > 4f1}. Assim,
Ai > —0\;. Usando (1.106) obtemos, para i € I

1 ) 1
Ffi|a11;i|2 < (1+€)902fi|7i|2+(1+—)(5)2fi|77i|2
1

< A+’ filnfP+CA+ )(6) fi.

Portanto, segue de (1.105) que

1 ..
—C -CT + (5)\1 — )\—F”’klaij;lakl;l - (1 + @7— Z f7)‘2

1

Zf]\auﬂ—rso\(OwT)( (1+ )@ me?

j€l2
1
—C(l + E)ﬁQfl - ﬁ(Tw - h/T) < 0.
Note que acrescentamos a desigualdade acima o termo nao positvo

—(1+ )Y filml*

icls

1

Temos
1Tl = [Aimi] < CN;

e, como no caso anterior, podemos mostrar que

—(1+¢7) Zf,AQ (14 €)@ Zﬁ'ﬂ’z > CZfZ (1.109)

para alguma constante positiva C. Entao, temos

1 . R
—C — CT + 5)\1 — )\—sz’klaij;lak[;l + C E fl)\f
1 -

3 Blang = JG(C+ OT) = C(1+ 1)s2 — (e - T) <0

Ljer,

Denotando R;; = Q9(FE}, E;) obtemos do Lema 1.3, do fato que 1 ¢ I5 e da
equacao de Codazzi, a expresséo

1 .
ij,kl
W F7% a5 a0 > — g
1

.7612 ]612

any +Rj)”




1.7 Estimativa do Hessiano

Afirmamos que, para todo j € I, vale a desigualdade

2 fl fj f]
)\1>\1 Aj _)\2

Isto é equivalente a
2f1M < fid+ A

E claro que J € I, implica f; > 4f;. Se A\; > 0, isto é ébvio. Se A; < 0, entao
—0A1 < \; <0, e deste modo

i+ fiA >0 =0)fih >4(1—=0)fid > 2f1 ),

se escolhermos # = 1/2. Assim, obtemos

]_ _
2
— ik i1k = g all;j + Rj1)
L JEIQ
E:)\z ai1;5) +2§:)\2a11] ]1+§:
JEI2 JEl2 J€l2

Descartando o terceiro termo do lado direito e substituindo esta expressao
na desigualdade acima e usando (1.109), obtemos

—C — CT+5/\1+Z ang +2Z all]

]EIQ ]612
A 1 . 1
+C> fiX] - v D filangP = 19(C+CT) = C(1+ 2B h
i Ljer

—B(ry = W'T) <0.
Assim de (1.98), temos

~C—CT+6M+2Y f—j(—wj + ) Rj1

j€l2

YOS N~ [I(C + CT) = €O+ D)5 fr — B(r — KT) <0

Agora, estimamos

Ji
At

fi fi

(= QOTJ)RJI = 2)\ SO/\JUJle > 2 80’)‘ ||77J ]1| > 2fJ90|779 J1|
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1.7 Estimativa do Hessiano

onde usamos que ¢ < 0, A\; < Aj e —=A; < 0\ < A1, Podemos supor também
sem perda de generalidade que

3|77jRj1|

AL > x

para todo j € I,. Isto é equivalente a

E’ - ;21
37 0N

0 que nos dar
fi 5 Bk Bh
—2 Zﬁ)\—lijﬁﬂ > =2 Z — =25 T
J€l2 VISP
Estas desigualdades implicam que
_ B
—C = CT+ 6\ +2>_ fipln Rl - Z%T
JjEl2

R 1
+CY fiN = |@l(C+CT) - C(1+ E)52f1 — B(r — W'T) <0.
Como Zjeb fi < T, njRj| < C, ¢ <0, temos

W : A
—C = (C+Clgl +28 = BT = C(1+2) B fi + 6M + Cfid] <0.

Escolhendo ¢ > 0 suficientemente grande, o termo em T’ é positivo e pode
ser descartado, o que nos permite escrever

—C = Cy(f) fr + oM + CHA2 <0, (1.110)

onde Cy depende quadraticamente de 3. Dai, segue a limitacao superior de
A
A< Ay

2 A 1/2
S —mfd — +(5+4Cf£<0+02f1>) |
402 f2

onde
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1.8 Prova do Teorema

Novamente, cabe analisar aqui as duas possibilidades, uma segunda a qual
f1 permanece limitado de zero. A segunda em que f; — 0. Neste segundo
caso, a inequacao (1.110) reduz-se a

8—C+5/\1§0

para algum £ ~ 0. Esta inequagao acarreta uma limitacao imediata para A,
visto que 6 > 0.
|

1.8 Prova do Teorema

Para a prova do teorema, empregamos a teoria do grau para equagoes elipticas
nao-lineares desenvolvida por Yan Yan Li [16].

Nas Secoes 1.4 e 1.6 acima, provamos que funcoes admissiveis z, solugoes
da equacao Y(s,z) = 0, para algum 0 < s < 1, satisfazem as seguintes
limitagoes

to<z(u)<ty, ueM (1.111)

2l < C (1.112)

para alguma constante C' que depende de n,t_,t, e 1. Entao a estimativa
C*e| para algum « € [0,1], segue da estimativa (1.112) e de resultados de
L. C. Evans e N. V. Krylov como expostos no Teorema 17.16 em [15]. De
fato, a estimativa C** provém da estimativa C? utilizando-se a teoria de
solucoes fortes de equacoes elipticas de segunda ordem, combinada com a
teoria classica de Schauder. Assim, temos

240 < C (1.113)

para alguma constante C' > 0.
Fixado «, denotamos por C4%(M) o subconjunto de C**(M) consistindo
de funcoes adimssiveis para F' e definimos, como na Secao 1.2, a homotopia

T(s, ) : (M) — C**(M), 0<s<1 (1.114)

por

T(s,z) = F(aij(2)) —V(s,z,u), z==z(u) (1.115)
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1.8 Prova do Teorema

e consideramos a familia de equacoes
T(s,z) =0. (1.116)

Para aplicamos a teoria do grau, necessitamos provar certas afirmacoes, eta-
pas intermediaria no emprego do método.
E facil ver, devido as estimativas C° e O, que existe C' > 0 satifazendo

1

C < (s, z(u),u) < & ue M, (1.117)

para 0 < s < 1 e toda z € CH*(M) satisfazendo (1.111) e (1.113). Agora, se
z € CH*(M) é uma solugao de Y(s, z) = 0 para algum 0 < s < 1, entao

F(aij(2)) = ¥(s, 2(u), u)

e, obviamente,

| —

C < Flag(z(w)) < =, wue M. (1.118)

Q

Além disso, podemos verificar que existe algum conjunto aberto limitado
V CTI' com V CT tal que, se

. 1
C < f(M(z(w),. .., \(z(u))) < 5
e z € CY*(M) satisfazendo (1.111) e (1.113) entao
A(z(u)) € V. (1.119)

Em particular, por (1.118), concluimos que a matriz (a;;(2)) satisfaz

Deste modo, definimos o conjunto aberto O em C3%(M) consistindo das
fungoes admissiveis satisfazendo (1.111), (1.113) e (1.120). Portanto, a ex-
posicao imediatamente anterior mostra que qualquer solucao admissivel z de
T(s,z) = 0, para algum 0 < s < 1, esta contida em O. Em particular, se
consideramos a restricao

T:0cCCHM)— C*(M), (1.121)
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1.8 Prova do Teorema

entao concluimos que Y(s, z) = 0 ndo possui solugoes em 90, isto é,
T(s,-)"H0)NoO =0, 0<s<1. (1.122)

Portanto, de acordo com a Defini¢ao 2.2 em [16], o grau deg(Y(s, -),0,0)
estd bem definido para todo 0 < s < 1.

A Proposicao 1.9 consiste no fato de que zy = ¢y ¢ a tnica solugao da
equagao Y(0,2) = 0 em CH*(M). Devemos provar agora que a derivada
de Frechét T,(0, z), calculada em uma vizinhanga de zp, é um operador
invertivel de C**(M) sobre C**(M). Calculando

T(0, pz0) = Fl(aij(pz0)) — ¢(pto)k(pto) = k(pto) — ¢(pto)k(pto)

e usando que ¢(ty) =1 e ¢'(ty) < 0, obtemos

d /
T.(0, 20) - 20 = d_pT(OvaO)|p=1 = —¢'(to)tok(to) > 0

Por outro lado, como obviamente V'zy = 0 ¢ V 2z, = 0, T.(0, 29) - 20 € exata-
mente um miltiplo do termo de ordem zero de T ,(0, z9). Assim, concluimos
que Y,(0,z9) é um operador eliptico negativo-definido e invertivel. Final-
mente, calculamos deg(Y(1, -),0,0). Da Proposigao 2.2 em [16], segue-se
que deg(Y(s, -),0,0) é independente de s. Em particular,

deg(Y(1, -),0,0) = deg(Y(0, -),0,0).

Por outro lado, como ja mencionado, a equagao Y(0,z) = 0 possui uma
tunica solugdo admissivel zg e o operador linearizado Y,(0, z) é invertivel.
Portanto, pela Proposi¢ao 2.3 em [16], obtemos

deg(T(Ov ) )7 Oa O) = deg(Tz(O7 20)7 07 0)
Portanto, uma vez que
deg(Y,(0,20),0,0) = +£1,

temos
deg<T<17 ’ )7 O)O) 7é 0.

Potanto, a equagao Y(1,z) = 0 possui pelo menos uma solugao z € 0. Isto
completa a prova do Teorema 1.1.
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1.9 Apéndice

Yan Yan Li em [16] demonstra, seguindo o artigo [12], a existéncia de um
nimero inteiro, invariante por homotopia, associado a problemas elipticos
totalmente nao-lineares.

Apresentamos sucintamente a seguir a construcao do grau empreendida
em [16]. Iniciamos considerando uma variedade riemanniana, M, compacta
n-dimensional e um operador diferencial

G:0cCC"™(M)— C**(M) (1.123)

definido em um subconjunto aberto e limitado © de C**(M). Mais precisa-
mente, consideramos uma aplicacao g € C*%(M xR x R™ x ]R"Q) € escrevemos

Glz] = g(u,2,V'2,V?2), 2€0, (1.124)

onde V'z e V"2 denotam o gradiente e o hessiano de z € O. Definimos,
entdo, o isomorfismo linear S : C**(M) — C*(M) por

Slz] = —Az+ 2 (1.125)
e a composicio G = S o G, ou seja, o operador G : O € C+*(M) — C*(M)
Glz] = —AG[2] + G[2]. (1.126)

Observamos que G[z] pode ser localmente escrito na forma
Gl2] = a"(u, 2, V'2,V"2) 2, + Co(u, 2, V'z, V7?2, V"22), (1.127)
onde 2, = 0% 245, 0s coeficientes a™ sao dados por

a*(u, 2,V'2,V"?2) = —gu(u, 2, V'z, V'?2) (1.128)

onde g;; denota a derivada parcial % de g com respeito a uma das tltimas n?
entradas (correspondentes ao hesssiano de z). Finalmente, Cjy é um operador

diferencial continuo de terceira ordem. Fixado z € O, definimos o operador
L.:C**(M) — C*(M) do seguinte modo

L.[w] = a®(u, 2, V'z, V?2)wiy; + Co(u, 2, V'z, V22, V"?2). (1.129)
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Por definicdo, temos L.[z] = G[z]. Por fim, fixado um nimero real N,
definimos C : C**(M) — C*(M) como o operador compacto

CNw] = N(Aw — w) + Co(u, 2, V'z, V"2, V"?2). (1.130)

A compacidade segue do fato de atuarmos com um operador diferencial de se-
gunda ordem em fungoes em um conjunto limitado de C**(M) e do Teorema
de Ascoli-Arzeld aplicado a imersao C**(M) C C?%(M). Agora, escrevemos

L.,=MYN+CON, (1.131)
onde MY : C**(M) — C*(M) é dado por
MY [w] = a"(u, 2, V'z, V?2)wj,; + N(— Aw +w). (1.132)

Por estarmos considerando operadores elipticos negativos definidos, supo-
mos a matriz (a*) positiva-definida. Desta formam enunciamos o seguinte
resultado demonstrado em [16], o qual apresentamos de modo ligeiramente
distinto.

Teorema 1.12. (Theorem 2.1 em [16]) Seja B > 0 tal que
a* (u, 2(u), V'z(u), V7?2(u)) && > BIES

para todo vetor £ € R™ e todo ponto uw € M. FExiste uma constante Ny, de-

pendendo da norma CY* da matriz (a*), de 8 e n, tal que, para todo niimero
real N > Ny, o operador MY : C**(M) — C*(M) é um isomorfismo.

A idéia por tras da demonstragao deste teorema €, inicialmente, usar o fato
de que MY tem o mesmo indice que o operador de Fredholm de ndice zero

w— A%w — Aw + w. (1.133)

Deste modo, para verificar que, para N suficientemente grande, MY é um
isomorfismo, é suficiente demonstrar que é injetivo. Para tanto, estima-se
por integracao por partes, para uma dada constante N,

Jaisiol = 5 [ [9auP+ V-8 [ 18w
b =N [ [Tl (V- N [
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o que garante, gragas ao fato de que S é um isomorfismo, que w = 0 se
MN[w] =0 para N > Nj.

Observamos que, gragas ao fato de que S é um isomorfismo, temos G[z] =
0 para algum z € O se, e somente se, G[z] = 0 e, portanto, se, e somente se,
2+ (MN)"1C¥[z] = 0. Utilizando o fato de que (MY)~1 o CN é um operador
compacto, para N > Ny, definimos, seguindo [16],

Definigao 1.13. (Definition 2.2 em [16]). Seja G : O C C**(M) —
C**(M) um operador eliptico, onde O C C**(M) é um subconjunto aberto
e limitado. Suponhamos que 00 N G~1(0) = 0. Definimos o grau de F no
conjunto O em 0 por

deg<G7 07 0) = degL.S.(Z =z + (Mév)ilciv{zL 07 0)7 (1134>

onde N > Ny e e deg; ¢ denota o grau de Leray-Schauder.

Justificamos a definicao acima fazendo as seguintes observagoes, como em
[16]:
e A aplicacdo z — z + (MN)"'CN[2] é da forma Id + Compacto : O —

CH*(M). Assim, podemos definir o grau de Leray-Schauder desta
aplicacao.

e O grau definido acima ¢ independente da escolha de N > Ny, de acordo
com a invariancia por homotopia do grau de Leray-Schauder.

O grau definido acima possui a seguinte propriedade, demonstradas em
[16] e baseada nos fato andlogo - a invariancia por homotopia - para a teoria
do grau cléssica.

Proposigao 1.14. (Proposition 2.2 em [16]) Seja O C C**(M) um subcon-
junto aberto e limitado. Considere uma aplicacdo

HeC([0,1] x M x R x R" x R™),

tal que s — H(s,-) € continua de [0,1] em C**(M x R x R” x R™"). Supon-
hamos que exista > 0 tal que, dados z € O, u € M, s € [0,1] e £ € R”
quaisquer, temos

OH

— (5,0, 2(u), Viz(u), V22 ()6l > B¢
Tkl
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Além disso, admitamos que, para todo z € 00 e para 0 < s <1 qualquer,
H(s,-,2,V'2,V"?2) # 0 € C**(M).
Sendo assim,

deg(z +— H(0,-,2,V'z,V"?2),0,0) = deg(z — H(1,-,2,V'z,V"?2),0,0).

0,
(1.135)

A propriedade fundamental que relaciona o grau de operadores nao-lineares
ao grau de seu linearizado ¢é a seguinte.

Proposigao 1.15. (Proposition 2.3 em [16]). Seja G : C**(M) — C%*(M)
um operador eliptico em uma vizinhanga de zq tal que G|zo] = 0. Suponhamos
que G € Frechét diferencidvel em zy com derivada G,(2o) invertivel. Entdo
2o € um ponto isolado de G=(0). Além disto,

deg(Ga ou O) = deg<Gz(ZO)7 O7 0)7 (1136)

onde O € qualquer vizinhanga aberta de zy em CH*(M) que nao contém qual-
quer outro ponto de G=1(0) além de zy e na qual G € eliptico.

Finalmente, enunciamos o seguinte calculo do grau do operador linearizado
G.(zp). Observamos que, em termos da notagao fixada acima neste apéndice,
temos

G.(20) w = —a™(u,z(u), V'2(u), V7?2 (u) ) wy
+ b (u, zo(u), V'zo(u), V7?20 (u) Jwy
+  c(u, 20(u), V'zo(u), V7?2 (u))w, (1.137)
onde b* = %(u, 20, V'20,V?2) e ¢ = %(u, 20, V20, V"?2). Aqui, denota-
mos por p, uma das entradas em g referentes ao gradiente.

Proposigao 1.16. (Proposition 2.4 em [16]). Suponhamos que G,(zy) - zo #
0. Neste caso,

deg(G=(20),0,0) = Y (=1)*,

A <0

onde X\; € um autovalor negativo de G,(z9) com multiplicidade algébrica ;.
Desta vez, O é um aberto qualquer em CH*(M) contendo z.
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Empregamos, todavia, um outro expediente para calcular o grau do operador
linearizado. Procedendo como acima, verificamos que deg(G,(z),0,0) é
definido como o grau de Leray-Schauder de um dado operador da forma /— K,
onde K é compacto. De fato, podemos ver isto diretamente, multiplicando
G.(zp) pela inversa da parte principal. De todo modo, temos

deg, 5 (I — K,0,0) = (—1)Zu> 7, (1.138)

onde p; sao os autovalores de K maiores que 1 com multiplicidade algébrica
v;. Aqui, O é uma vizinhanca aberta limitada de z; a qual nao contém
solugoes de G,(2p) - w = 0. Para uma demonstragao deste fato, remetemos o
leitor a referéncia [20]. Com isto, concluimos que

deg(G.(2), 0,0) = £1. (1.139)
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Capitulo 2

Graficos de Killing Conformes
com Curvatura Prescrita

2.1 Introducao

O espago ambiente que ora consideramos é uma variedade riemanniana com-
pleta M™*! dotada de um campo vetorial conforme Y. Isto significa que
existe uma funcao p € C°(M) tal que

Lyg = 2py, (2.1)

onde g representa a métrica em M. Supomos que nao existem pontos singu-
lares de Y em M. Deste modo, a correspondéncia

€ M — kerw,,

onde w é a 1-forma metricamente equivalente a Y, define uma distribuicao
que denotamos por D. Supomos que D é integravel. Neste caso, as variedades
integrais de D constituem uma folheacio de M por hipersuperficies umbilicas.
Fixada uma destas variedades integrais, que denotamos por M, o fluxo gerado
por Y, com valores iniciais em M, serd denotado por ® : Rx M — M. Fixado
t € R, a aplicacao ®; = ®(¢, -) é uma aplicagdo localmente conforme. Por
definicao, as folhas integrais de D coincidem com as hipersuperfices de nivel
M; = {®4(u) : u € M}. Representamos por k(t,u) o valor das curvaturas
principais de M.

Supomos que M é compacta. Dada uma funcao z definida em M, o
grdfico de Killing conforme de z é a hipersuperficie em M dada por

Y={X(u)=o(2(u),u): uwe M} (2.2)
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2.1 Introducao

Tal grafico pode ser globalmente orientado por um campo vetorial unitario
N satisfazendo (N,Y) < 0. Com respeito a esta orientacao, A é o vetor cujos
componentes \; sao as curvaturas principais de Y. Por definicao, estas sao
os autovalores da segunda forma fundamental B = —(dN,dX) de X.

No que segue, I" representa um cone aberto e convexo em R" com vértice
na origem e contendo o cone positivo. Supomos que I' é simétrico com
respeito as coordenadas de seus pontos. Representamos por f uma funcao
diferenciavel, positiva, concava e definida em I'. Supomos que f é simétrica
em J\; e que suas derivadas satisfazem f; > 0 em I

Definimos uma fungao F' no espaco das matrizes simétricas n x n por
F(B) = f(\) e escrevemos

quando a fungao z é suposta admissivel, ou seja, quando \(X (u)) € I, para
todou € M. Finalmente, dada uma funcao positiva diferenciavel ¢ : M — R,
consideramos o problema de encontrar-se uma funcao admissivel z que seja
solucao da seguinte equacao

F(B(X(u))) = (X(w)), ue€ M. (2.3)

Naturalmente, é necessario impor algumas condigoes adicionais sobre a geo-
metria do ambiente e na estrutura das funcoes f e 1 a fim de prover uma
solugao para (2.3). Concernente a geometria do ambiente, supomos que as
folhas M, sao convexas na média com respeito ao campo vetorial unitario
normal interior —Y . Isto é equivalente a

k(t,u) >0, teR, ue M. (2.4)

Além disso, consideramos a situacao particular em que x depende unicamente
de t, ou seja, em que a curvatura das folhas nao depende do ponto. Final-
mente, supomos que as linhas de fluxo de Y podem ser reparametrizadas
como geodésicas. Como demonstrado adiante, estas hipoteses implicam que
M é, de fato, localmente isométrica a um espaco warped.

Com respeito a funcao f, supomos que existe uma fungao continua estri-
tamente crescente § satisfazendo f; > 0,

Zfi > 8(f), Zm > 5(f) (2.5)
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2.1 Introducao

e 0(f) > 0 sempre que f > ¢y > 0, para alguma constante positiva co.
Denotando ¥ = inf 1, supomos, por fim, que

limsup f(\) < vy, (2.6)
A—0T

para alguma constante 1y < . Denotamos k(t) = f(x(t)) e definimos h(t)
por k(t) = K'(t)/|Y|h(t). Seguindo esta notagdo, enunciamos o principal
resultado desta parte da tese.

Teorema 2.1. Considere (M, g) variedade riemanniana dotada de um campo
Killing conforme Y tal que

Lyg = pg, (2.7)
para alguma funcao p em M. Supomos que a distribuicdo

D(@) = ker gla(Y, -) (2.8)

¢ integravel, com folhas integrais compactas, cujas curvaturas principais sao
constantes. Finalmente, admitimos que as curvas integrais

t— Oi(u), teR ueM (2.9)

de Y sdo pré-geodésicas. Admitimos, ainda, as hipdteses (2.4)-(2.6). Dados
t_,ty, comt_ <ty seja My ;, ={P(t,u): t- <t <ty, ue M} esuponha
que v satisfaz as condigoes

a) Y(t,u) > k(t), parat <t_,
b) Y(t,u) < k(t), parat >t
¢c) Oy(h(t)y) < 0.
Entao, existe uma funcao diferencidvel z : M™ — I satisfazendo
F(B(X (w))) — $(X (u)) = 0. (2.10)

Visto que o ambiente que consideramos ¢, sob as hipdoteses geométricas acima,
localmente isométrico a um espaco warped, podemos entender este resultado
de existéncia como uma extensao daquele apresentado na parte precedente
da tese.
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2.2 Preliminares

Em resumo, esta segunda parte estd organizada do seguinte modo. Nas
Segoes 2.2 e 2.3, fixamos a notacao e indicamos alguns fatos geométricos
e analiticos. Na Secao 2.4, mostramos que, sob as hipoteses do Teorema
2.1, a solucio do problema permanece na regiao M; .- Na segao seguinte,
calculamos o gradiente e o hessiano de fungoes que se assemelham as cléssicas
fungoes altura e suporte. A estimativa do gradiente é obtida na Secao 2.6.
A estimativa do hessiano, dada a completa similitude com aquela exposta
na primeira parte, é apenas esbocada. A aplicacao da teoria do grau, ultima
etapa da prova, é omitida para evitar redundancia.

2.2 Preliminares

Fixado t € R, a aplicagao ®; = ®(¢, - ) é localmente conforme, ou seja, existe
uma fungao diferenciavel h definida em um aberto de M tal que

(eu(w) -V, Qpi(u) - W)a, () = h*(@e(u) (V. W) ., (2.11)
onde v € M e V,W sdo campos vetoriais em M. Mais concisamente, temos
D7g(u) = h2(t, u)g(u). (2.12)

Agora, deduzimos a relagao entre h e p. Denotamos u = Dy (u). Dado um
vetor U tangente a M em u, seja V = &, (u) - U vetor tangente a M em a.
Assim, calculamos o lado esquerdo da equacao

Lygla(V,V) = 2p(u)gla(V, V) (2.13)

do seguinte modo

@S(ﬂ)(q)s*(ﬂ) ' ‘/a (I)s*(a) ' V) - g|ﬂ(V7 V)

£ygla(V,V) = lim 7

S

T g‘¢’s+t(u)((p3+t*(u) : U, (I)s+t*(u) ’ U) - g“bt(u)(q)t*<u) ' U7 th*(“) ' U)
= hr%

s— S

s—0 S

2 12

— lim R2(t + s,u) — h*(t, u) Sl (U )

s—0 S

h

= Qh(t,u)%(t, u) gl (U, U).

60



2.2 Preliminares

Entretanto

Combinando estas expressoes, concluimos que

Oh 1 oh
— = 2 _— Ee— m = - a 9 .
£g1a(V.V) = 20(t,0) G (00) s olalV. V) = s SHE gV, V)
Isto significa que
Och
p(t,u) = T(t,u). (2.14)

Finalmente, usando o fato de que o fluxo preserva o campo Y, demonstramos
que

Y (¢, u)]* = h2(t, u)[Y (u) >, (2.15)
De fato, uma vez que ®,,; = ®,P;, calculamos
Do) V(1) = gDy (0)) = oo (1) = oy (D)
«\U) * U = T ls= s\U)) = T |s=0%s = 7 |s=0¥s
t qs5=0% g =0 Ps+t s =0 t

= Y(®y(u)) =Y(t u)

e, portanto, (2.15) segue imediatamente da expressao (2.11) aplicada ao
proprio campo Y. Denotamos por V a conexao riemanniana associada a
métrica g em M. A definicao de derivada de Lie de tensores acarreta que

Lyg(V,W) =Y (V,W) = ([Y, V], W) — (V. [Y, W]),

onde V, W sao campos vetoriais em M. Portanto, da definicdo de campo de
Killing conforme, resulta que

20(V, W) = (VyV, W) +(V,VyW) — (VyV — Vi Y, W)
— (V,VyW = VyY)
= (VyY, W)+ (V,VyY).

Deduzimos, deste modo, a equacao de Killing conforme
(VVY, W) + (V, ¥ = 2(V, W), (2.16)

A hipétese de integrabilidade da distribuicdo 4 € M +— D(u) implica que
as folhas integrais M; sao totalmente umbilicas. De fato, dados dois campos
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V, W tangentes a distribuicao D, a condigao de integrabilidade de Frobenius
implica que dw(V, W) = 0 e, portanto,

0 = dw(V,W)=V(w(W)) = W(w(V)) —w(V,W])
= VY, W) =W({Y,V)) = (Y, [V,W])
= (WY, W) + (Y, Vy W) = (VY V) = (Y, Vi V) = (Y, [V, IW])
= (WY, W) —(VwY,V).

Deste célculo e de (2.16), temos

para qualquer par de vetores V, W tangentes as folhas integrais. Portanto

_ Y
(Vy W, m)

(V W), (2.18)
Yl
o que implica que as folhas integrais sao umbilicas e tém curvaturas prin-
cipais dadas por p/|Y’| com respeito a orientacdo —Y/|Y|. Considerando a
relacao obtida acima entre as fungoes p e h, as curvaturas principais podem
igualmente ser expressas por

hy 1

K(t,u) = ik (2.19)

A partir do fluxo ® : R x M — M gerado por Y, podemos considerar um
sistema de coodenadas locais em M como segue. Seja x!,..., 2" um sistema
de coordenadas locais em torno de um dado ponto u € M. Entao, a um
ponto % € M da forma @ = ®(¢,u), associamos as coordenadas

u— (ta', ... 2" (2.20)

caso z',..., 2" sejam as coordenadas de u € M. Os campos coordenados
correspondentes sao dados por

Bola = Y (@), Ola = Py - i (2.21)

As componentes da métrica ambiente, que ora denotamos por ds?, sao dados
em termos do sistema de coordenadas definido acima por

5'00 = <60780> = |Y|27 &Oi = <80781> =0 (222>
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6ij|ﬁ = <(I)t* . 81', (I)t* . (9]> = h2(a)<(9@, 8j> = hz(t, u)aij|u, (223)

onde o;; sdo as componentes da métrica do? em M em termos das coorde-
nadas z°. Deste modo, se denotarmos |Y'|? = v~1, resulta que

ds* = 71 (t, u)dt* + h2(t, u)do. (2.24)
Alternativamente, uma vez que |Y|?(¢,u) = h?(t,u)|Y'|?, podemos escrever

ds® = R*(t,u) (v (u)dt* + do?). (2.25)
Em particular, o gradiente da funcao ¢ é dado por

Vt = 6909;t0; = 60, = |Y|?Y =Y.

Deste modo, as hipersuperficies de nivel M; sao folhas perpendiculares ao
campo Vi =Y.
2.3 Graficos de Killing Conformes

O grafico de Killing conforme ¥ associado a uma fungao z : M — R é a
hipersuperficie dada por

Y ={X(u) =P(2(u),u): ue M} (2.26)

Podemos considerar ¥ como o lugar geométrico definido por

C(t,u) = z(u) —t = 0. (2.27)

Nas coordenadas ¢,z! ..., 2" definidas acima, temos a seguinte parame-
trizacao de X

X(u) € S (2(a!,...,2"), 2", ..., 2"). (2.28)

Obtemos, deste modo, a seguinte base para o espago tangente a > no ponto
X(u)
X, = Ziao‘x(u) + &]X(u), (2.29)

8‘9;. Logo, a métrica induzida em 3 tem componentes dadas por

onde z; =

gi; = B*(z(u), u)oij(u) + v (2(u), u)z2; = h*(t, u) (Uij(u) * %)
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2.3 Graficos de Killing Conformes

Denotando, para uma funcao 3 a determinar,

g7 = !
h2(t,u)

(07 + B32'27), (2.30)
temos
0 =g g = 0p + v (W' z + B2z + By (W) |V 2P, (231)

onde V'z = 0% z;e; = 2e; é o gradiente de z calculado com respeito a métrica
do? em M. Portanto,

(W) + B+ By (W) V2P =0, (2.32)
ou seja,
e
Y(u) + V72>

Sendo assim, resta concluirmos que

U ; U@'j U _L
X = T, u>< (u) v<u>+|v'z\2)' (2.33)

Uma orientagao para > pode ser dada pelo campo vetorial

0=

VCxw = 6"60|xw +067¢0; |X ()
= —(2(uw), )| x () + 2(@“)0”( )2i05] x
= —(2(u), w)o| x(u) + h 2 (t, )2 oy (1) - O
= —(2(u),u)%|x () + (t’u)q)z(u)*(u) - 27 0j]u
= —y(z(w), )l x +h72(t w) Py« (u) - V'2(u)

Entao, orientamos X pelo campo vetorial unitario dado por
1 _
N = — V¢, 2.34
7 V6 (2.34)

onde

W2 - |VC‘2:<7807780>|X(U)+h_4(t7 )( z(u)* * VZ( ) z(u)* ° V’ ( )>
= 7 (z(w), W)Y (2(u), w) + h7*(t, 0) [V 2 (u)) [
= 7( (w),u) + B2 (t,u)[V'z(u)]?

- mmu) V2.

64
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Infere-se imediatamente destes cdlculos que

1
YN)y=—— <0 2.35
¥V, N) =~ (2:35)
e, além disso, que
il 1/ A
Agora, obtemos uma expressao explicita para a segunda forma fundamental
do graficos de Killing conforme X usando as coodenadas ¢, 2!, . .., 2™ definidas

acima. Como o campo vetorial V({ é normal a 3, as componentes da segunda
forma fundamental sao dadas por

iy = (Vx5 N) = (Vx5 V). (237)
Entretanto, calculamos
Vx.X; = Viogto (2500 + 0;) = 200 + 2;Vx,00 + 2V 9,0; + V,0;
= 200 + 2j2V9,00 + 2;V 5,00 + 2V 5,0; + V5,0;.
Considerando que
V¢ = =y(2(w), 0ol xuy + 772 (t, ) Pauy () - V'2(w),
obtemos
Wai; = —v2;(00, 00) — v22i{V 8,00, 00) — 72;{V 5,00, Oo) — 721-(?@00, Qo)

—7(@318]», 8()) —+ h_ZZjZZ‘ (@(9080, q)* V/Z> + h_2Zj (vaﬁo, q)* V,Z>
—i—h*in(?aoaj, (I)* v’z> + h72<ﬁaﬁj, (I)* V/Z>.
Doravante, supomos que h(t,u) = h(t). Isto acarreta que duas folhas inte-

grais quaisquer estao munidas de métricas homotéticas. Mais precisamente,
dados u € M e u = ®;(u) € M;, temos

Gijla = (Oila, Ojla) = B*()(Oilu, Ojlu) = h*(t) 0. (2.38)

Neste caso, as conexoes riemannianas induzidas em M e M, sao determinadas
pelos mesmos simbolos de Christoffel. Em particular, uma vez que @)« (u)-
V'z(u) é tangente a M. (), concluimos que
(Vo031 x ), ®euy»(1) - V'2(w)) = (Pey (1) - Vo,0ifu, Peu«(u) - V'2(w)
— (Vo0 V2l = W20 (V)]s V21,
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2.3 Graficos de Killing Conformes

Agora, observamos que, gragas a umbilicidade das folhas M;, resulta que
(Va,0;,00) = —p(Bilx(): 9jlx(w) = —p(2(u), u)h*(2(u)) oyl
= —h(z(u)hi(z(u))oisu-
Analogamente, calculamos

_ _ . . h
(V5,00, 2. V'z) = (V,00|xw), 2 0j|xw)) = 2’ p{Oilxw), Oj|x(w) = Z”fh2%|u

= 02 hhy = z;h(z(w))he(2(u)).

Finalmente, determinamos os termos envolvendo a aceleragao das linhas de
fluxo

_ 1 h
(Vou0o, Do) xy = 50li=ety (R (DY P (w) = WY P (u) = ﬁIYIQ(Z(ULU)

hy

= ﬁ|z(“) ’7_1(2(u)’ u)

(§]
_ _ 1 1
_<v808078i>|X(u) = <v8i80780>|X(u) - éaz‘X(u)(’YF(t?u)) = §8Z|X(u) (hQ(y)‘Y‘Q(u))
I TP PR
Portanto,

, , 1 )
(Vay 0ol x(u)s Py « (1) - V'z]u) = —§h2(t)zkaw -

Substituindo estas expressoes na férmula acima para a;;, temos
hy 181'")/_1 16"}/_1
Waij = —zij— ﬁ|X(u>Zz‘Za‘ - §?|uzj - §;T|uzi
Lo kg - hy
+ ~yhho;; — Ri%i% Y u + 2E|X(u)zizj
+ (Vgﬁj, V/Z>.

Uma vez que z;; = 2;; — (Vgﬁj, V'z) sao as componentes da hessiana de z
em M, escrevemos, ao agrupar termos na expressao precedente,

e, T

Wai; = —zi+ hzizj+ hfyaij
10y 107y 1 Y
c et e
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2.4 Estimativas da Altura

onde v e suas derivadas sao calculadas em u € M. Assim, as componentes

do endomorfismo de Weingarten sao dadas por

h4VV30L§C = h4W3gijajk

v &

2y

g o h h
= (h2W20” — zzzj) ( — Zjik + Etzjzk + #WUjk
I R s R
20172 ~ij ij a2 hy

= —(hWa —zz)zj;k+hW (ﬁzzk#—%wﬂg—i———z

1. v he . he 129y
+ o zkzl?) —#z zk|V'z|2—ﬁtvz %5 T

1
— §Zzzk|vlz|22l%

= —(K*W?0"7 — 2'27) 2 + %z’zk (RPW? — [V'z]* — )

Lo 5% (2vi2 2
+ 5% zkzjy—é(hW — |[V'2P =)

L iV 2002 112 LY g2, Moge
—z'—(h"W* — |V ——2"h*W —h*W=~4;
-|-2sz( | z])+27z + YOk

_ —(hQWQO'ij—ZiZj)Z* +lzi7 +h2W2(1ﬂzk+ﬁ7
sk T 9= Tk 2y h

2.4 Estimativas da Altura
Consideramos, agora, para cada s, 0 < s < 1, a aplicagao

U(s, t,u) = st(t,u) + (1— s)$(0)k(0),

onde k(t) = f(k(t)) e ¢ é uma fungao real positiva definida em I, que satisfaz

as seguintes condigoes:
a) ¢ >0,
b) ¢(t) > 1, para t<t_,
c) ¢(t) <1, para t>ty,
d) ¢'(t) <0.
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2.4 Estimativas da Altura

Estas condigbes implicam a existéncia de um tnico ponto ty, € (t_,t) tal
que ¢(tg) = 1.

Lema 2.2. Para ) como no enunciado do Teorema 2.1, ¢ como prescrita
acima e a fung¢ao V definida em (1.57), as sequintes afirmagoes sao ver-
dadeiras:

i) U(1,t,u) =¢(t,u) e W(0,tu) = o(t)k(t)

s, t,u) > k(t), para t<t_
s, t,u) < k(t), par t>t,4.

Ademais, € sempre possivel escolher-se ¢ satisfazendo as condicoes anteriores
de modo que

v) 2U(s,t,u)+K(t)V(s, t,u) <O.

Para 0 < s <1, considere a familia de equagoes
T(s,z) = F(aij(2)) —V(s,z,u) =0, z==z(u). (2.41)

Observe que a funcao zy : u — ¢y € solucao do problema correspondendo a s =
0. Determinamos uma limitacao C para esta homotopia. Mais precisamente,
provamos

Proposicao 2.3. Suponha que ¢ satisfaz a condi¢io (a) e (b) no Teorema
2.1. Se z € C*(M) € uma solugao da equacio Y(s,z) = 0, para um dado
0<s<1, entao

t- <z(u)<ty, wue M. (2.42)

Esta proposicao ainda é verdadeira se removermos a condicao de desiqualdade
estrita nas hipéteses (a) e (b) do Teorema 2.1. Temos

Proposicao 2.4. Suponha que i satisfaz as condi¢ies
a’) P(t,u) > k(t) para t<t_ e

b’) W(t,u) < k(t) para t>t,.
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2.4 Estimativas da Altura

Seja z € C*(M) uma solugao da equagio Y (s, z) = 0 para um dado 0 < s < 1
e suponha que, para s =1,

t-<z(u)<ty, uweM,
entao ou z =t_ ou 2 =ty ou

t- <z(u)<ty, wuwel. (2.43)
Agora, provamos o seguinte resultado de unicidade.

Proposicao 2.5. Fizado s = 0 existe uma unica solugcao admissivel zy da
equacao Y(0,z) =0, a saber zy = to, onde ty satisfaz ¢(ty) = 1.

Prova. A prova de que z; é solucao deste problema segue de
T(0,20) = F(ai;j(20))) — k(to) = f(k(to)) — k(to) = 0.
Seja z uma solucao admissivel de T (0, z) = 0, ou seja
Plasy(2)) - 8(2)k(z) = .

Seja @ € M um ponto de minimo de z. Neste ponto V'Z = 0 e V'2z é
positivo-definido. Como

Alt) = 73 (tu) 7o = S oep(tu),

. h(z(w)) _ .
e L G E
Portanto, o operador de Weingarten de > em (z(u), u) é dado por

i (w)

1) = g*ay = — o* %+ K(Z(7))0.
aj(u) =9 Qk;j h(Z(fL)) gt ( ( ))61

N
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2.5 Lemas

Deste modo, dado um referencial coordenado definido em uma vizinhanca
— — . . 1o _
de @, ortonormal em 1, diagonalizando V'2Z neste ponto, obtemos, pelo fato
. 1o _ ~ . o .
que as entradas da diagonal de V 2z sao necessariamente positivas,

aj(z(w)) < k(2())d;
e como f é crescente com respeito ao seu argumento
o(z(u)k(z(u) = Flai;(2()) < f(r(Z(w)) = k(Z(u)) = o(to)k(2(a)).

Assim, sendo ¢ uma funcao decrescente, concluimos da escolha de @ como
um ponto de minimo que

Z(u) > z(u) > to,
para todo v € M. De maneira analoga, provamos que
2<u) S to,

para todo u € M. Portanto, obtemos zZ = zy. Isto finaliza a prova.

2.5 Lemas

Supomos que |Y[*(u) é constante ao longo da folha M. Juntamente com o
fato de que h(t,u) = h(t), isto implica que |Y| é constante ao longo de cada
folha M;. Podemos, sem perda de generalidade, supormos |Y|(u) = 1 em M.

Na prova do lema abaixo, verificamos incidentalmente que estas condicoes
sobre h e Y implicam que as linhas de fluxo, quando parametrizadas pelo
arco t, sao geodésicas. Mais precisamente, constatamos que

_ Y
y — = 0. 2.44
V= (2.44)

Além disto, a expressao local da métrica g em M exposta acima passa a ser
R (t)dt* + h*(t)do?. (2.45)
Portanto, se considerarmos a mudanca de varidveis ¢ — t dada por

df = h(t)dt, (2.46)
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2.5 Lemas

a métrica passa a ser localmente dada por
de* + h2(t(t))do?, (2.47)

ou seja, uma métrica warped. Observamos que os campos coordenados na
direcao das linhas de fluxo sao relacionados por

o= 1% = n (2.48)

Além disso, o campo vetorial unitario 0; corresponde ao campo vertical €
da primeira parte da tese. Considerando a isometria local entre os dois
ambientes, é natural definirmos as fungoes

r=-h(O)N.a). 0= [noa (2.9
ou, em termos da variavel t,
T=—(N,Y), n= —/h(t)dt. (2.50)

As seguintes formulas sao uteis na estimativa do hessiano.

Lema 2.6. Os campos gradiente das funcoes 7 e n sao dados por

1
Vn = _EYT’ (2.51)
Vr = —hA*(Vp), (2.52)

e as formas hessianas destas fungoes, calculadas com respeito a campos ve-
torias dados V,W em ¥, sao
2 1 W /
VeV W) = S r(AV. W) — 5 (VW) = WV, V(Y W), (2.53)
1 1 -
VI(VW) =~ (Vo AW, W) — 3 (R(V, V)N, W) — 7(AV, AW)
h/
+ E<AV’ W), (2.54)

onde YT denota a projecao na direcio tangente do campo Y .
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2.5 Lemas

Prova. E conveniente decompormos um campo vetorial V em M em com-
ponentes paralelas as linhas de fluxo e tangentes as folhas integrais, ou seja,
escrevermos V = VIl 4+ V+ onde

Y Y

ll — N
=V

(2.55)

Temos, usando o fato de que as folhas integrais sao umbilicas

VIN,Y) = (VyN,Y)+ (N, VyY) = —(AV),Y) + (N,Vy Y) + (N, Vy.Y)
1

= —(AYT), V) + m(m, VYN, VyY) + (N, pV=)
— ATV ﬁ% VYN, ¥y Y) + p(N,V — V)
— ATV ﬁ% VYN, ¥y Y) — p(N, V)
T 1y 5 vy LY
= _<A(Y )’V>+ ‘Y‘<‘Y‘vv><N’ va) ’Y’<’Y”V>/0<va>

Entretanto, pela equagdo de Killing conforme (2.16), temos, dado um campo
vetorial arbitrario U em M,

2p(Y,U) = (VYY,U>+<VUY,Y>:(VYY,U)+%U<Y,Y>

= (WY, U) + %U(hQ(t)]Y]Q(u)) = (VyY,U) + %U(hz(t))
= (VyY,U) + hh (U, Vt) = (VyY,U) + hh,(U,~7Y)

_ h
= (WY.U)+-{UY).
Assim, uma vez que p = h;/h, concluimos, dado que U é arbitrariamente
fixado, que vale a seguinte equacao

VyY = pY. (2.56)

Isto também poderia ser facilmente verificado a partir de (2.16) aplicada
apenas ao campo Y, uma vez que decorre do fato de que [Y'|(u) é constante
que y(u) é constante e portanto, que a aceleracao Vy Y nao tem componentes
perpendiculares a Y. Constata-se facilmente que (2.56) equivale a

- Y

Vy — =0. (2.57)

v Y|
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2.5 Lemas

Voltando ao céalculo acima, concluimos que

ou seja,
Vr=AY"). (2.59)

Agora, passamos ao calculo do hessiano de 7. Temos

(VwVr, W) = (VyAYT), W) = (Vv A)YT, W) + (A(VyYT), W)
= ((Vyr AV, W)+ (R(V,YO)N, W) + (Vy YT, AW)
= (Vyr AV, W)+ (R(V,YT)N,W) + (Vi (Y — (Y, N)N), AW)
= ((VyrA)V,W) + (R(V,.YT)N,W) + (VyY, AW) — (Y, N)(Vy N, AW)
= (Vyr AV, W) + (R(V,YT)N, W) + (VyY, AW) + (Y, NY(AV, AW).
Entretanto
(VvY, AW) = (Vi )Y, AW) + (V. Y, AW) = %(% VIWVyY, AW) + p(V+, AW)
1.,Y 1Y
= m<m, V) (pY, AW) + p(V, AW) — m<m7 V)(pY, AW)
= p(V, AW).

Portanto, obtemos
(Vy VT, W) = ((Vyr )V, W) + (R(V.YT)N, W) + p(AV, W) — 7(AV, AW).
Agora, calculamos, considerando que Y(t,u) = y(u)h™2(t) = h=%(t),

= 1

e, desta forma,
Lor
Assim, temos
1 1=
VvV, W) = V()Y W) = (Vv (Y = (Y, N)N), W)
' 1 - 1 _
= —ﬁ<Y, VY, W) — E<VVY’ W) + E<Y’ NYVyN, W)
h/

P 1
=~ V)Y W) = (Vo W) — o (Y, N)(AV, ).
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2.6 Estimativa do Gradiente

A exemplo da parte anterior da tese, estimamos as derivadas de 7 e 1. Nas
expressoes a seguir, V; e V;; denotam derivadas covariantes em > calculadas
com respeito a um referencial adaptado a 3.

Lema 2.7. As funcgoes n e i satisfazem as sequintes estimativas
Val < C, VY[ <O, [V <C (2.60)

onde C' € uma constante dependente de v, V'), V') e de estimativas C° e
Ot de z.

2.6 Estimativa do Gradiente

Nesta se¢ao, determinamos uma estimativa a prior: global para a primeira
derivada de z.

Proposicao 2.8. Sob as hipdteses do Teorema 2.1, se z(u) € uma solugdo
da equagio Y(s,z) = 0, para algum 0 < s < 1, entdo |V'z| < C, onde C €
uma constante que depende unicamente det_, 1. e .

Prova. Apresentamos a prova apenas para s = 1. Consideramos em Y a
funcao

X = U@QAZ,
onde v = 2'z; é o quadrado da norma do gradiente de z e A é uma constante
positiva a ser escolhida posteriormente. Admitimos que x atinge um méximo
em um ponto 4 € X. Neste ponto, podemos supor que |V'z| # 0. Caso
contrario, a estimativa ¢é trivial. Isto permite escolhermos um sistema de
coodenadas normais locais z',...,2" tal que 0y = V'z2/|V'z|, 05 = 0} e
V0;la =0 . Portanto em @, temos

2 = |V'z2| >0,

zj = 0 para j#1,

0 = x5= 2Ae2czzjv + 62szj,
0 = (xiy)-

Sendo
_ Iy T
v; = V;(a) = 2 a + 2 ay = 224y,
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2.6 Estimativa do Gradiente

obtemos, em u,
0= X = 262AZ (AZjU + ZlZl;j>

e dai
2z = —Azjv. (2.61)
Além disso,
vj = 22l = —2Azv. (2.62)
Isto implica que
211 = —Av

z1; = 0, para j#1.

Apo6s uma rotagao dos vetores coordenados 0;, ¢ > 2, podemos supor que
(zi;j) ¢ diagonal. Reunimos todas estas informagoes para obtermos a esti-
mativa desejada. Iniciamos diferenciando covariantemente a equacao F = v
com respeito a métrica o;; em M. Obtemos

Fika;;;z = .2+, (2.63)

onde o subscrito z em 1 denota derivada com respeito a z. Entao, contraimos
a expressao (2.63 ) acima com o gradiente z!, obtendo

zlﬂka};;l = 1h, 22+t = | V2|2 + 2 (2.64)
Denotando a fungao escalar Fai por T/A), temos
WP Y = AWIRaFF + 2 W3 (Rap) FF
= ZWERNW + WR (. |V 2|2 + ).
Relembrando que

Wihtaj, = —(R*W20Y — 2'27)2j + W2W? =590,

- — ((7 +v)o — ZiZj)Zj;k +y(y+0)

By
E ks
obtemos
WA (0, V22 4+ ) + W3R = 2/ (W3h'al) FF =
= —2'(((y+v)o” — zizj)zj;kj s

Ha
h i
+2 (0 +90) 7-0) B
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2.6 Estimativa do Gradiente

Observamos que em

h, . he .
Ay = vvlzlﬁtcS}CFf = —QAVUQ#F;.

Calculamos igualmente
—A, = zl(((’y +v)o" — zizj)zj;k).lﬂk
= 2ozl — (2122 + zlzizj;l)zj;kﬂk
+ (v +v)o” — 2 )z B
= 2407 FF = 24%°F! + (v +v)o¥ — 2°27) 2 2y F

Por outro lado, usando a expressao obtida acima para o operador de Wein-
grten, escrevemos no ponto «

. . he .
—(y + V)G = MW Ff + A — (7 + v) -0 F

. h,
= W' + APl — (7 +v) 5 F]
= B+ Av*F},
ou seja,

Rk B+ AY’Fl AR v? —0? _ B+ Ay?F}
’ v+ v+ v+

— AF}(y —v). (2.66)

Assim, substituindo este termo acima, obtemos

B+ AY*F}
—A; = 2Av2(L — AF}(y —v)) — 24%0°F}
7t
+((y+v)o” — ") 2 2y B
B + A~*F}

= 2Av?
v ( P )

2420y + (v +v)o” — 2'2) 2 2y BF
_ 2Av? B4 2A%~2F}
Y+ Y+
+((y+v)o” — ') 2 2y B
2A0? B_ 2A%yF}
v+ Y+

v? — 2A%%y !

3 k1
V0 4+ D72 25
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2.6 Estimativa do Gradiente

Trataremos agora do termo D7 kzlzj; k1. Paraisto usaremos a segunda derivada
de x
X = 4Ae 24z, (Azjv + 2z j) + 2242 (Azj RV + Azjup + 2 kle + zlzl,jk)
= 92¢%4% (2A2zjzkv + 2427 215+ Azjv + QAZJZ 21k + 2 K25 T2 zl]k).
Do critério para ponto de maximo e da elipticidade da equacao segue que
0> Dy
Portanto,
0o > 2A2Djkzjzkv + 2ADjkzkzlzl;j + ADjkzj;kv + 2ADjkzjlel;k + Djkz;lkzl;j + Djkzlzl;jk
= Fl(v+0)(2A%2" 20 + 2407 2,(— Azjv) + Avzl, — 24%02 2, + 2 20) — -k( 2A%2 z0?
+2A2" 2,7 (— Avzy) + Az (= Avzg)v + 242" 0(—Avzy) + 2°27 2 215) + D72 2,
= (y+0)(2A%F} — 2A% 2 % FFo + AszFikv — 2A%2 5 FFo + z;kz;lFik)
— (A2 — 2420 F} — AP F} — 2A%3F) + A3 + D%z ),
= (’7 + /U)(szi;k}?ik + Zl;kzi;lF;'k) - 2A2U27F11 + Djkzlzl;jk-
como z; ¢ diagonal, obtemos
il = () > Fl(4) = FlA%?
0 (ue nos permite escrever
D72z < 240 F! — (v 4 v) (Avzl, Ff + 252 FF)
2APV Y F — (v + v) Avzl ' — (v 4+ v) A% F}
= 24%0%F} + Av(B + Av*F}) — (v + v) A% F}
= 2A%*y0°F! + AvB — yA*F}
Av(AyvF}! + B). (2.67)

IN

Agora, usamos a identidade de Ricci para o hessiano z;; de z na forma

Zigjk = Zhsij = Rijem2™- (2.68)
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2.6 Estimativa do Gradiente

Usando (2.68), (2.67) e Rjklmzlzm = 0, obtemos

(v +v)o? — 2 Z])ZIZ] Kkl

(
= Ff(’y —i—v)a”z Zjt — % L 2, le

= F(v+0)0"2 (2156 + Rjm2"™) — 222 (2156 + Rjpam2"™ ) F}'

D]kZIZj;kl = Fk

)

= (7 + v)a”zlzl;jk — zlzjzlzl;ijf + (7 + v)a”R]klmz szk Rjklmz’zjzlszf

ij k i k
(”y + v)a”z 26k — 22 2 2 F
. ) o
Fi (v +v)o® = 2'27) 2 25
ik I
= D’z Rljk

< Av(AyF! + B).
Portanto
2Av? 2A%vF}
-4, < " B- gk v® + Av(AyvF! + B)
v+ Y+
1 1
= o7 U(3Av2 + Avy)B + m(A272F11 — APyuF) )

e, deste modo,
—(y+0) (A1 + Ay) < (BAV? + Avy)B + (A% F} — A2 yuF))?

h, .
+2A9(y + v)o* S F.

Calculando

(3Av% + Avy)B = (34v% + Avy)(W3h% — (v + v)E

F¢
h Z)’

obtemos
N he .
—(7 4+ v)(A1 + A2) < (BAV? + Avy)(W3h*) — y(v + v)ﬁFi’) + (4242 F}

h, .
+2Ay(y + v)vszZ

ou
—(7+v)(A1 + A) < ARV + o)) W) + A (¥ — o) Fv?

h .
—A@? + y)y(y + v)ﬁFZ-
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2.6 Estimativa do Gradiente

Além disto, uma vez que

3
le? = —ﬁAWU2,
a expressao (2.65) pode ser escrita como

1 3 .
—(y + )W (v 4+ Y1v?) + (v + v)ﬁvazhw
< ARV + o) WPhM + A (¥ — yu) Pl

ho
—A(0* + 90y (y + )5 F

ou, descartando o tltimo termo,

~(v+ )W (o + r0'?) + (v + “)%

< A(30% 4+ vy) W3R 4+ A2(y? — ) Flo?,

AW h*Y)

Todavia, a partir da condigao

). + %w <0, (2.69)

reescrevemos esta desigualdade como
W3h4 W 1/2 3 AW 2h4 N
(v +v) (E@/JU—%U )+(7+U)ﬁ vhp
< A(30% 4 o) W3R 4 A2(4? — ) Flo?,

Podemos supor, sem perda de generalidade,
h/
va - wl’Ul/Q > 0.

Para F} limitado de zero uniformemente, digamos F} > C, entendemos esta
desigualdade, apés divisao por F}', como uma inequagao polinomial em A da
forma

aA*+bA+c>0

onde
a=7(y—v).
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2.7 Estimativa do Hessiano

Pela arbitrariedade de A neste caso, concluimos que o coeficiente a é neces-
sariamente nao-negativo. Portanto,

v > .

Todavia, caso F} — 0, a expressao residual que obtemos é, quando posta em
termos de poténcias de v,

W - W
h4ﬁwv2W3 — 3ARMVPW? < R 0?2 — 7W3h4(ﬁ1/w — pvt/?)
+A’va3h41ﬁ +e.

Portanto, se escolhermos A de modo que

/

= 34¢ =: C >0, (2.70)
obtemos

!/
Ch4wU2W3 < h4¢11}3/2W3 . ')/W3h4(%'¢)'0 o ¢1U1/2)
+AWWhY) + & = O(v?),

0 que assegura novamente uma limitacdo para v, visto que v2W?3 = O(v"/?).
m

2.7 Estimativa do Hessiano

Nesta se¢ao, procedemos de modo analogo ao exposto na segao correspon-
dente da primeira parte. Definimos a seguinte funcao no fibrado tangente de
PIE

C(u, §) = B(§, &) e?, (2.71)

onde u € M e £ é um vetor unitério tangente a ¥, em (z(u), u). As fungoes 7
e 1 estao definidas em (2.50), a constante § > 0 é escolhida posteriormente.
Note que, por defini¢ao, a funcao 7 é limitada por uma constante dependendo
das estimativas de z e V'z. Assim, é possivel escolher a > 0 tal que 7 > 2a.

Entao, definimos
o(1) = —In(r — a). (2.72)
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2.7 Estimativa do Hessiano

Diferenciando ¢, com respeito a 7, verificamos

G- (1+e)p? = —ﬁ <0 (2.73)

e pela escolha de a e fazendo ¢ = a?/2C, para uma constante positiva ar-
bitraria C', temos

CL2

- >
2(1 — a)? =

—(1+¢m)+C(@ - (L+e)¢") 2
para alguma constante positiva C dependendo das estimativas de z e V'z.
Supomos que o maximo de (~ ¢ atingido em um ponto « e ao longo de uma
direcdo ¢, tangente a ¥ em X = (z(@), ). Podemos escolher um referencial
geodésico ortonormal F, definido em uma vizinhanca de X, tal que w¥| ¢ = 0.
Podemos girar este referencial de modo que £ = E; em X. Consideramos a
fungao local a1, = B(E4, Ey). Verificamos facilmente que a fungao

((p) = ayy 77 (2.74)
atinge um méaximo em X. Portanto, em @, temos

0=(In¢); = Gy o1 — BN (2.75)

a1

A11:i5 A11;:011;5
Q)i =—+——5—~

5 T PTij + QT — Oy
ar ary

¢é negativa-definida. Portanto

y 1 .. 1 .. o
F¥(In C)zg = —FYay1,; — TFUall;iall;j + @FYT
a11 an
+@F9 T — BF 9,5 < 0 (2.76)

E claro que ai; € o maior autovalor de B e portanto a;; = 0 para ¢ # 1.
Portanto, podemos girar o complemento ortogonal de E; de modo que, no
referencial resultante, a matriz (a;;) seja diagonal em X. Segue que (F7) é
também diagonal com F* = f;. Denotamos \; = au’()_( ) e escolhemos indices
de forma que

AL = A > 2 A
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2.7 Estimativa do Hessiano

Entao,

De (2.76) obtemos
1 1 ) "
> (A—lfz‘an;n - pfz‘|an;i|2 + @ fiTis + Ofilnl* — ﬁfmi;i) <0. (2.77)
Z' 1

Agora, diferenciando a equacao F' = 1 na direcao de E; covariantemente
com respeito a métrica (g;;) em X, obtemos

i
F]aij;l =1
e diferenciando novamente, deduzimos
ij ikl _
FY;;11 + F7%a;5.0a1.1 = Y. (2.78)

Da identidade de Ricci, temos
Z Flaqy = Z Flaiy = Z (fiarnai + M fidi = ATfik
i i i

+A1fiRioio — Riowo fidi + fiRivioa — fiR1it0;)
e usando que §(f) <> . fihi < f =1, obtemos
Fijaij;ll < =216 + [Riowo|t) + Z (fiall;ii + Afid + A fiRioio

+ fi Rioio — fileo;i).

Combinando esta expressao e (2.78), obtemos

Z fz‘@n;u‘ > 1/11;1 - Fij’klaij;lakl;l + /\%5 - |R1010|¢
+ Z (= Mfid] = M fiRioio — fiRioioa + fiR010:1)-
Substituindo esta expressao em (2.77), concluimos que
)\ll(wm — Fij’klaij;laklgl + A{6 — |Rioiolt) + Z ( — ALfix! — A1 fiRioio
— fiRioio;1 + szuno;i)) + Z ( - )\l%fi|an;z|2 + o fimi + G il
—5fi77i;i> <0.
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2.7 Estimativa do Hessiano

Portanto,

1@ iy 5 (0% - wmwml)——F”’“amam—Zsz 2 fifao

_/\_1 Zz: fi(RiOiO;l - RlOlO;i) + ; < — )\—%fi|a11;i|2 + O fiTii + g0f2\72|2
—ﬁfﬂ?@';i> <0
De (2.53) temos, em X
h ,
ﬁz Jinii = Z szau - ﬁfigiz‘ —h thi(ni)2) < ﬁ( TY — (— —h th) )

onde T'= ). f;. De (2.54), denotando
Ryi := (R(Ey, E;)E;, N) = Q) (Ex, E;)

e usando que ¢ < 0, obtemos, em X,

P> firii = —@h< > 0 i+ nkRkifi> — Ty fid]
/
+o- > fi
K3 i h,
> —¢h<z " + Z nkRm’fz’> — QT Z fidd + @E@/J
k ik i
> —Clg|(C+CT) = ¢y | fiXl.
Agora supomos, sem perda de generalidade, que
1 _ _
AL > c z; | Rioio;1 — Rio10il,

para algum C' > 0. Além disto, podemos supor, sem perda de generalidade,
que A\ > 1, o que implica

1 = ()
[ > — >
/\1¢|R1010| >—C e w2 C

1
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2.7 Estimativa do Hessiano

para alguma constante positiva C'. Finalmente, temos

- ZfiRiOiO > —TmZaX\RioM > —CT.
Entao, concluimos destas desigualdades que

1 .
-C-CT + 5/\1 — )\—F”’klaij;lakl;l — Z fz)\?
1 -
1 . . .
—3z 2 filanal® = ClRl(C+ CT) —pr > fiXi+ ) filmf*
1 i i
—B(hTp — h'(1 - EC) ) < (2.79)

Finalmente, também temos de (2.75), para todo € > 0, a desigualdade
1 . 1 )
pfz‘|a11;i|2 = filomi — Bmil* < (1 + g)ﬁin|77i|2 + L+ )@ film|*. (2.80)
1

Agora, para prosseguimos nossa analise, consideramos dois casos.

1% Caso. Neste caso, supomos que ), < —@\;, para alguma constante
positiva @ escolhida posteriormente.
Somando os termos em (2.80) e usando o Lema 2.7, obtemos

1 1
piﬂall;iFS(1+;)ﬁ22fi|77i|2 +(1+e)p Zfz|7z|2
<(1+ )ﬁQCT+ 1+€)¢ X:J‘;m2

para todo € > 0. Entao,

1 ..
—C — CT + 5)\1 - )\—Fw’kl(lij;lakl;l - (1 + gOT) Z fl)\lz
1 -
1
—(14-)B*CT - (1 A7)
(1+)°CT - (1+ )¢ me

—CIGIC+CT) +$ Y il = 57k = (1 = 5C)T) <
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e, portanto,

. 1
N —C —Cly| — )\—Fj’klaz’j;lakl;l
1

—(c+0|¢|—h'(1+i0)ﬁ+0(1+ )T
—(147) Zfl)\z (14 €)¢ Zf\ﬂ? Bhri < 0.

Usando (2.52) e o fato de que (aij) é diagonal em X, calculamos
SHEP =D ERX P < CY D fiAL (2.81)
Assim,
: L oijk
AN —C —=Clo| — —FJ’ Qij:10k1:1
M
—(C+Clg| - h’(1+ C)ﬁ+0( )BQ)T

(=1 +¢r) +CE - (1+e)¢ Zmz Bhrip < 0. (2.82)

Agora, usando a concavidade de F' podemos descartar o quarto termo no
lado esquerdo de (2.82), visto que é ndo-negativo, obtém-se

—C1(B) = Co(B)T + 6\ + OZ fixi <0,

onde (' depende linearmente de (5 e (s depende quadraticamente de [3.
Como f, > %T, temos

1
S FN = AL > EQQTA?
Entao
1
—Cy — CyT 4 00 4+ C=0°TN2 < 0.
n

A partir deste ponto, procedemos como anteriormente para concluirmos que
A1 ¢ limitado por cima.

85



2.7 Estimativa do Hessiano

2% Caso. Neste caso, assumimos que A, > —6)\;. Procedendo como
anteriormente e escolhendo § > 0 suficientemente grande, obtemos

—C - Cy(B)fr + oM +C A2 <O, (2.83)

onde C5 depende quadraticamente de (3. Disto segue a limitacao superior de
A
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