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RESUMO

Com o objetivo de estudar a mortalidade em Londres, em meados do século XVII, o cientista e
demografo John Graunt por meio de regra de trés e propor¢des obtidas comparando anos nas
“contagens de mortalidade” foi capaz de realizar diversas estimativas acerca da cidade de Londres,
na Inglaterra, dentre as quais estavam as estimativas das taxas de natalidade e morte de homens e
mulheres, além do aumento da propagacdo de certas doengas e dos fatores de risco das mesmas,
ainda no século XVII. Um século depois o fisico e matemético Holand€s Daniel Bernoulli propos
um estudo epidemioldgico matemadtico, onde levava em conta individuos infectados e suscetiveis.
Desse interesse por tentar entender os fatores que levam a propagacao de uma doenca, surgiu
a epidemiologia, ramo da medicina que estuda os diferentes fatores que intervém na difusao e
propagacao de doencgas. Diversos modelos matematicos foram desenvolvidos, buscando explicar
as diferentes possibilidade acerca da propagacao de uma doenga. Nesse trabalho estudaremos
modelos compartimentais importantes para a modelagem numérica da pandemia de COVID-
19. Em especial, proporemos um modelo com a inclusd@o de um compartimento de individuos
vacinados, SEVIIRS, e o efeito da vacinag@o na conten¢do de uma doenga. Além disso, no nosso
modelo foi acrescido a possibilidade de reinfec¢ao pelo patégeno, que nao foi considerado no

modelo SEII, além do efeito da vacinagdo sobre a dindmica da doenca.

Palavras-chave: Modelos Epidemiolégicos; Modelo SEIIRS; Modelo SEVIIRS; nimero de

reproducdo bésico; nimero de reproducdo efetivo.



ABSTRACT

In order to study mortality in London, in a revelation of the 17th century, scientist and demo-
grapher John Graunt through a rule of three and elaborate proportions comparing years in the
“mortality counts” was able to make several availabilities about the city of London, England,
among the factors that were mentioned in the birth and death rates of men and women, in addition
to the increase in the spread of certain diseases and risk factors for diseases, even in the 17th
century Dutch Daniel Bernoulli proposed an epidemiological study from this interest in trying to
understand the factors that lead to the spread of a disease, epidemiology emerged, a branch of
medicine that studies the different factors that intervene in diffusion and Several mathematical
models were developed, seeking to explain as different possibilities of the spread of a disease.
In this work we will study important compartmental models for numerical modeling of the
COVID-19 pandemic. In particular, we will propose a model with the inclusion of a vaccinated
district, SEVIIRS, and the effect of vaccination on the containment of a disease. Furthermore, in
our model, the possibility of reinfection by the pathogen was added, which was not considered

in the SEII model, in addition to the effect of vaccination on the dynamics of the disease.

Keywords: Epidemiological Models; SEIIRS model; SEVIIRS model; basic reproduction

number; effective reproduction number.
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1 MODELOS COMPARTIMENTAIS EM EPIDEMIOLOGIA
1.1 Estudos epidemiolégicos
1.1.1 Relevincia

Ao longo da histéria da humanidade, diversas doengas surgiram. Dentre as quais,
estdo o conjunto de doengas infecciosas — isto €, doencas capazes de serem transmitidas entre
diversos individuos da mesma espécie ou de espécies distintas. Quando uma doenga infecciosa
se espalha por uma grande regido geografica ela recebe o nome de pandemia(GRENBERG et
al., 2005). A peste bubonica que assolou a Europa e a Asia em meados do século XIV, a gripe
espanhola que atingiu propor¢des globais no inicio do século XX e atualmente a COVID-19 sao

exemplos de pandemias.
1.1.2 Modelagem matemadtica

Em 1662, o cientista e demodgrafo John Graunt em seu trabalho intitulado Natural and
Political Observations Made Upon the Bills of Mortality (em portugués: Observacdes naturais
e politicas feitas sobre as contas de mortalidade), compilou e analisou dados de mortalidade
da cidade de Londres, esse dados eram obtidos por meio das “Contagens de Mortalidade". As
“Contagens de Mortalidade" eram documentos que ofereciam informacdes sobre nascimentos,
mortes e causas das mortes nas paroquias de Londres. Ja em 1770, o fisico e matematico holandés
Daniel Bernoulli propds um estudo epidemioldgico, onde levava em conta individuos infectados e
suscetiveis, hoje conhecido como modelo SI (suscetivel-infectado). Nesse modelo os individuos
que estdo infectados podem transmitir o patdgeno para outros que sao suscetiveis, ndo levando em
consideracao possibilidade de cura ou morte. Esse modelo pode explicar, de forma simplificada,
doencas cronicas, e.g. o HIV. Desde entdo, diversos outros modelos epidemiolégicos surgiram,
almejando explicar os casos mais diversos possiveis. Nesse primeiro capitulo serdo estudados

quatro modelos compartimentais epidemioldgicos: SI, SIR, SIS e SIRS.
1.1.3 Ry e R, - Numero de reproducdo bdsico e efetivo

Um parametro importante na epidemiologia € o niumero de reprodugdo bdasico,
comumente representado na literatura pelo simbolo Ry. Seu valor representa o nimero médio de

pessoas suscetiveis que serdo infectadas por um individuo infectado com a doenca, antes que
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esse individuo doente se recupere, tendo seu valor calculado no inicio da propagacao da doenca.
Esse nimero € bastante importante para o estudo da dinAmica dos sistemas que representam
o modelo epidemioldgico, tendo em vista que ele determina pontos criticos do mesmo. Pela
defini¢do do Ry € possivel observar que caso Ry > 1, cada individuo infectado, infecta numa taxa
maior do que a populacdo pode se recuperar, fazendo com que a propagacdo da doencga persista.
Caso Ry = 1 a epidemia persistirdi com um nimero de infectados constantes, isto €, se tornara
uma endemia. Finalmente, se Ry < 1 a doenga serd controlada. Temos para o sarampo Ry =
12-18 (GUERRA et al., 2017), para o MERS Ry= 0.47 (0.29-0.80) (KUCHARSKI; ALTHAUS,
2015) e para o gripe (cepas sazonais) Ro= 1.3 (1.2-1.4) (FRASER et al., 2009). Ressalta-se que
o valor de Ry é uma constante caracteristica da doenca.

Para o célculo do nimero de reproducdo basico de forma generalizada, podemos
usar a abordagem da matriz de préxima geracao(ALLEN; DRIESSCHE, 2008). Tendo X (¢) =
(x0,X1,%2,...,X,)T como sendo os n compartimentos da populagdo no instante de tempo ¢. Esses

compartimentos podem ser de um individuos suscetiveis, infectados, recuperados, etc. Facamos

ZX(1) = G(X (1)), (L.D)

com G:R% — R" e G € C'(R") para R". = {Y (y1,y2,.,n)|y; >0, j = 1,2,...,n}, onde y;
representa as taxas de variagdo do compartimento j. Separando X (¢) em dois conjuntos distintos,
sendo um deles de individuos infectados e outro de individuos ndo-infectados com o primeiro
conjunto, o conjunto dos infectados, sendo contido nos primeiros m estados (com m < n) e os
nao infectados com o restante (n — m), teremos

X = ) ) ey T7
X(t) = 18 = (31,22, 0 5m) (1.2)

Xz(t) = (Xm_|_1 7-xm+2"'7xn)Ta
com X () representando o conjunto de individuos infectados e X, (¢) ndo-infectados. Tendo a

Eq. (1.2) , podemos reescrever a Eq. (1.1) na forma

(4x100850) = (G (X 0)G:(x(1))- (13)

Para resolver a Eq. (1.3), assumimos que existe um tnico ponto de equilibrio livre
de doengas, DFE (do inglés Disease-free equilibrium) onde X;(*) =0 e Xp(¢t*) > 0. Aqui
0 representa a matriz nula, temos que os elementos de X, (¢*) t€ém que ser maior do que O.
Vale observar que esse ponto de extremo ocorre no vetor X;(¢*), que possui os resultados

dos individuos infectados. Nesse mesmo ponto, temos que o vetor X,(t*), que possui os
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resultados dos individuos nao-infectados, como sendo maior do que zero. E assumido também
que linearizando o sistema discreto dado pela Eq. (1.1) por meio do DFE é obtido (ALLEN;
DRIESSCHE, 2008)

d
EY(t) =JY(1), (1.4)

com J sendo o jacobiano das varidveis G com as varidveis de Y, sendo, uma matriz quadrada de

dimensao n, tendo a forma

F+T O
J= , (1.5)
A C

sendo F + T submatrizes irredutiveis quadradas e positivas de dimensdao m, onde a matriz
irredutivel significa que nio existe um reordenamento que faca PAP~! com diagonais sendo
matrizes quadradas, enquanto ela ser positiva significa que todos os elementos da matrizes
sao maiores do que 0. O é a matriz nula de mesma dimensao de F e 7. F e T sdo obtidas
diferenciando com relagdo aos estados de Gop. Uma forma de obté-las € com auxilio das matrizes
Z e 7, tendo arelagdo G1(X(t)) = F + . ¥ representa as novas infec¢des, enquanto .7
representa a transferéncia dos individuos entre os compartimentos, isto é, a mudanca de um
individuo de um estado para outro. Com .# e .7 podemos calcular F e T por meio da relagdo

_dFX() o _dL%(X(t*))’ (1.6)
de dxj

F
onde x; representa os j-ésimos estados de X; e .%; os i-ésimos estados de .# que sdo obtidos pelos
estados infectados X (¢). Isto nos diz que F e T serdo uma matrizes quadrada de dimensao igual
ao nimero de estados de X»(¢). Tendo o niimero de reprodugdo basico dada por (DRIESSCHE;

WATMOUGH, 2002)
Ro=p(FT"), (1.7)

onde X (¢*) € um ponto de equilibrio livre de doengas, isto é, um ponto de extremo do sistema
expresso na Eq. (1.1), T~! representa a matriz inversa de T e p(A) representa o raio espectral da

matriz A, definido como sendo
p(A) =max(_; . ,|Ai(A)l, (1.8)

com A;(A) sendo os autovalores de A. Podemos também calcular Ry a partir de um modelo
deterministico. Nessa abordagem ¢é considerado uma fun¢do chamada de “funcao de sobrevi-

véncia", sendo expressa pela letra F. Tendo F(a) como sendo a probabilidade de um individuo
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recentemente infectado permanecer infectado por um tempo a. Essa probabilidade é conhecida
como probabilidade de sobrevivéncia. Definindo também b(a) como sendo o nimero médio
de novas infec¢des que um individuo infectado produzird num tempo a. Ry serd dado por

(HEFFERNAN et al., 2005)
Ro— / b(a)F (a)da. (1.9)
0

A fungéo F(a) pode ser determinada por meio de argumentos 16gicos acerca do
problema em questdo, atentando a sua defini¢do expressa acima, da mesma forma que b(a)
também deve satisfazer sua definicao.

Finalmente, para o estudo da doencga ao longo do tempo, € mais util observarmos o
numero de reproducdo efetivo € expresso por R;. Seu valor pode ser calculado de acordo com a

expressdo abaixo

Rt:R()%:RQS(I), (1.10)

com S(¢) representando o compartimento de individuos suscetiveis (DAS, 2020). Devido ao
fato do seu valor variar ao longo do tempo, € possivel observar a eficicia das estratégias que as

institui¢des de saide optam por implementar para controlar a proliferagao de uma doenga.

1.2 Modelo SI

Biologicamente, o que acontece no corpo de um hospedeiro de um virus ou bactéria
nociva ao corpo € bastante complicado de ser descrito matematicamente. Contudo, é possivel
simplificar o processo de propagacgdo desses patégenos em alguns poucos estdgios da doenga.
Tais estagios sdo algumas vezes chamado de compartimentos, € os modelos mateméticos que
incorporam tais compartimentos sdo chamados de modelos compartimentais (NEWMAN, 2010).
O modelo SI (Suscetivel-Infectado) é um desses diversos modelos compartimentais, onde leva-se
em conta individuos infectados podendo entrar em contato com individuos suscetiveis a infec¢ao
pela doenca.

A dindmica desse sistema, permite apenas a transi¢do do estado suscetivel, que
nao possui a doenca, mas pode contrai-la para o estado infectado, que possui a doenga e pode
propaga-la, sendo necessdrio modelos mais complexos para os casos onde considera-se fatores
como recuperacao dos individuos infectados, mortes, vacinagao, etc.

Para expressar os modelos matematicos, iremos definir algumas funcdes, sendo elas

X (t) para expressar o nimero de individuos infectados e S(#) o nimero de individuos suscetiveis
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num dado instante de tempo 7. Devido a natureza aleatéria da propagaciao de uma doenga, os
valores de X(¢) e S(¢) ndo podem ser definidos unicamente. Portanto, usaremos X (¢) e S(¢)
como sendo a média ou valor esperado dos individuos infectados e suscetiveis, respectivamente
(NEWMAN, 2010). Dado B como sendo uma constante que representa o contato médio de um

individuo infectado com o outro suscetivel, n como sendo o nimero total da populagdo, teremos
dX SX
—=pf— 1.11
dt P n’ ( )

omiti o tempo para simplificar notagio (S(z) = S, X (¢) = X). Conforme o nimero de individuos

infectados cresce, o nimero de suscetiveis decresce, logo

dS SX
—=—pf—. 1.12
=B (1.12)
Tomando a mudancga de variavel
S X
s=2, x=12, (1.13)
n n

com as varidveis da Eq. (1.13) representando a fracao de individuos suscetiveis e infectados,

respectivamente. Com isso, nés obtemos o sistema de equacdes diferenciais ordindrias

Z—;‘ = —PBsx,

% = Psx,

(1.14)

sujeito ao vinculo S+ X = n, ou, respectivamente s +x = 1. Nesse modelo ndo se considera o
numero de 6bitos, portanto, o nimero total de individuos € igual a soma dos suscetiveis com o0s

infectados. Resolvendo as EDOs (Equacdes diferenciais ordindrias) sujeitas ao vinculo, obtemos

B xoeP?
B 1—X()(1 —eﬁf)7

(1) (1.15)

sendo xg = x(t = 1), tomando ) = 0. x( representa a fracéo de individuos inicialmente infectados.
No grafico expresso na Fig. 1, podemos ver a forma da funcio apresentada na Eq. (1.15), para

xo = 0,01 (1%) e alguns valores de f3.
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Fracao de infectados

—— B=1,ip=0.01

—— B=2,ip=0.01

0.0 . T . . . . :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo Tempo

Figura 1 —No grifico (a) temos f=1 e no grifico (b) temos = 2, ambos com xy = ig = 0,01.
Fonte: autor.

Podemos observar pela Fig. 1 que aumentando o valor de 3, nimero médio de
contato de infectado com um suscetivel, a curva tende a 1 mais rapidamente. Isto €, a populagcao

¢ totalmente infectada mais rapidamente.

1.2.1 Calculo do Ry para o modelo SI

BSX

Figura 2 —Diagrama do modelo SI.
Fonte: autor.

Como nesse modelo ndo é admitido a possibilidade de recuperagdo do individuo, o
célculo de Ry nao € possivel, pois a propria defini¢do de Ry, como pode ser visto na subsecao
(1.1.3) necessita dessa possibilidade. O significado do diagrama acima serd 0 mesmo para todos
as futuras representacdes. A letra dentro do quadrado representa o compartimento, enquanto
as setas com os termos representam as taxas de transferéncias entre os compartimentos. A
seta saindo do compartimento S e entrando no compartimento / com uma taxa 35X, terd sinal
positivo no compartimento de entrada / e negativo no compartimento de saida S. Caso essa taxa

ndo possua entrada, apenas saida, ela serd representada por uma seta saindo do estado de origem
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de forma a apontar para um espaco sem compartimentos. A leitura desse diagrama facilitard

bastante a montagem das matrizes .% e .7 .

1.3 Modelo SIR

Para tornar o modelo um pouco mais realista, podemos acrescentar mais um com-
partimento ao sistema, sendo esse compartimento o de individuos recuperados, resultando no
modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado). Teremos dois estdgios: no primeiro estagio o
individuo suscetivel entra em contato com infectado, tornando-se também infectado, no segundo
estagio ele se recupera com uma taxa média de y. As equagdes matemdticas para esse modelo

sdo dadas abaixo (NEWMAN, 2010)

)
”dl—i = —PBxs,
% = Bsx — yx, (1.16)
dr _

| ar = 1%

reescrevendo o sistema acima da seguinte forma

p

@ =r(xs),
% =g(x,s), (1.17)
| & =P,
onde
[ fx,5) = s,
| 8(x,5) = Bsx—yx, (1.18)
| P(x) = 1.

O sistema da Eq. (1.16) possui solu¢do analitica fechada (HARKO et al., 2014),
contudo, aqui resolvemos 0 modelo por meio de métodos numéricos. Dentre os diversos métodos
numéricos, foi feito o uso do método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) (WITTENBURG,

2013). A discretizacio dada pelo método RK4 é expressa abaixo

(

X1 =X+ 5(lo+ 2L +2h + 1),

Si1 = 8i+ 3 (ko + 2k1 + 2ky +K3), (1.19)

Fiv1 = ri+ % (mo +2my +2my +ms),
\
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onde os parametros ly, [y, 1,13, ko, k1, ky, k3, mg,m,my e m3 podem ser calculados como expresso
no Apéndice A, h é o passo, que podemos definir como sendo

Ir—1t
h=-—— 1.20
N (1.20)

sendo N o numero de pontos utilizado. Com as expressoes da Eq. (1.19) e o algoritmo do RK4
com i = 0,001 dado pela expressdo da Eq. (1.20), obtemos a solu¢do expressa na Fig. 3, tendo
1o, S0, Xo como sendo r(t =0) =0, s(r =0) = 0,99, x(r = 0) = 0,01 respectivamente, além de
B =1e ycomo sendo o conjunto de valores {0,4, 0,5, 0,7, 0,9}, para que possamos examinar

0s mais diversos casos.

(a) (b)

1.0 1.0 —— Suscetiveis
° Recuperados
S —— infectados
o
§ —— Suscetiveis
30.5 Recuperados 0.5 —_—
o —— infectados
8
53
o
P

0.0 0.0

0 10 20 30 0 10 20 30
(c) (d)

1.0 1.0
o
uT
53
K]
§. —— Suscetiveis —— Suscetiveis
30.5 Recuperados 0.5 Recuperados
° infectados —— infectados
o
P

0.0 0.0

0 10 20 30 0 10 20 30

Tempo Tempo

Figura 3 —Solucdo numérica do modelo SIR.
Fonte: autor

No gréifico expresso na Fig. 3(a) temos y=0,9, 3(b) ¥ = 0,7, 3(c) y=0,5 e 3(d)
¥=0,4. Podemos ver que no caso de y muito préximo do valor de f3, a curva de infectados é
extremamente baixa. Conforme 7y decresce, a curva dos infectados torna-se menos achatada,
ganhando uma forma parecida com uma curva de sino, tendo um méaximo. Quanto menor ¥, com

B fixo, maior o valor do méaximo.
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1.3.1 Cdlculo do Ry para o modelo SIR

BSX X
S — I |—R

Figura 4 — Diagrama do modelo SIR.
Fonte: autor.

Para o calcular o R para esse modelo, usaremos a abordagem deterministica, através
da fun¢@o de sobrevivéncia F(a), tendo a relagdo entre R e essa fungio dada pela equacio Eq.
(1.9).

Primeiramente é necessdrio encontrar a expressdo para F(a) e b(a). Para isso anali-
saremos 0 modelo SIR. Tendo ¥ como sendo a taxa de recuperacao (ou morte), a probabilidade de
um individuo se recuperar em qualquer intervalo de tempo da é yda, e, como o individuo pode
somente se recuperar ou nao se recuperar (Precuperar + Pnao—recuperar = 1), temos a probabilidade
dele ndo se recuperar dada por puao—recuperar = (1 —7yda). Logo, a probabilidade dele se manter

infectado apds um tempo total a € dada por

lim (1—y8a)%/%¢ = ¢~ (1.21)

6a—0

tendo a probabilidade p(a)da do individuo permanecer infectado pelo tempo a e entdo se

recuperar no intervalo a € a + da como sendo Yda vezes a expressdo de cima, portanto
pla)da = ye "da. (1.22)

A probabilidade expressa em Eq. (1.22) representa nossa funcao de sobrevivéncia

F(a)da
p(a)da = F(a)da = ye "da, (1.23)

restando agora encontrar a expressdo para b(a). Sendo B o contato médio de um individuo
infectado com outros nao-infectados, caso esse individuo permaneca em contato com outro

suscetivel por um tempo a, teremos o nimero médio de contato dado por
b(a) = Ba. (1.24)

Usando a Eq. (1.23) e a Eq. (1.24) na Eq. (1.9), obtemos a expressao
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Ry = [, Byae "da = By [, ae""da,
resolvendo a integral acima por meio de integragcdo por partes, obtemos
Ry=". (1.25)

Vemos por meio da Eq. (1.25) que a condicdo para Ry < 1 é que B < 7, isso nos diz que se o
contato médio dos individuos infectados for menor ou igual do que a taxa de recuperacao, a

propagacao da doenca serd controlada.

1.4 Modelo SIS

No modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) levamos em consideragdo a possi-
bilidade de reinfec¢do. Ou seja, no caso de recuperacao do individuo, ele ndo adquire imunidade.

O modelo matemaético que € expresso por

z—f = yx — Bsx, (126)
% :BSX—')/X,

com o vinculo

s+x=1. (1.27)

Isolando s em (1.27) e usando na segunda equacdo de (1.26), n6s obtemos a equagado

diferencial

dx
o —(B—v— B (1.28)
t
E essa EDO tem a forma de uma fung¢do logistica, tendo solug¢ao

(B— et
B —v—Bxo[l —eB—71]

Na Fig. 5, apresentamos a solugdo da Eq. (1.25), com xp = 0,01 e variados valores

x(t) =xo (1.29)

de y e B. Podemos observar pelos graficos expressos na Fig. 5 que quando 8 aumenta e y
diminui, uma fragdo maior da populacao € infectada, com um ritmo muito mais rapido, requer

menos tempo para atingir 0 maximo.
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1.0 1.0 1.0

0.8 0.8

0.6

©
5

0.4

Fragdo de infectados

0.2

0'00 2 4 6 8 10 0'00 2 4 6 8 10 0‘OO 2 4 6 8 10

Tempo Tempo Tempo
Figura 5 —No gréfico (a) temos y=1e f =2, (b) temos y=0,5e B =2,5, (c) temos y=0,1 e
B =3.

Fonte: autor.

1.4.1 Calculo do Ry para o modelo SIS

Para o célculo do R para o modelo SIS, voltaremos a usar a abordagem com as
matrizes .% e 7. Com o sistema de equacdes diferenciais do modelo expresso na Eq. (1.22).

Teremos G(X (¢)) e X (¢) dados por

X(t) = (1.30)

G - - )
Gy = | SO =P (131)

G (t) = yx— Bsx.

As matrizes .7 e .7 serdo dadas por

0 X — Psx
7 - e 7 [P (1.32)
Bsx —¥x
procuramos um ponto que faga X () =0e X,(t*) > 0, pela Eq. (1.26). Esse mesmo ponto deve
solucionar a parte homogénea do sistema da Eq. (1.27) isto é
0= Bs*x* — yx*,
G(t)= (1.33)
0= yx* — Bs*x*,
vemos que o sistema da Eq. (1.31) é vélido para qualquer valor de s*, tendo x*=0. Impondo que

s* € uma constante qualquer maior do que 0 (s* = 59 > 0) teremos o ponto de equilibrio livre de
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doengas p* = (x*,s*) = (0, s9). Como temos apenas um compartimento de infectados x, teremos
a dimensdo de F e T como sendo um escalar. Usando a relagao da Eq. (1.6) podemos calcular F

eT

d.F, d
F = — T = —— 1.34

dx dx’ (1.34)
a derivada de . e .% ocorre somente no segundo termo dos vetores, pois somente o segundo

termo dos vetores correspondem ao compartimento de infectados, diferenciando-os teremos
F=BseT=1. (1.35)
Atuando a condi¢do DFE p* = (0,s¢) nas matrizes F e T, teremos,

F(p*)=PBso e T(p*)=7. (1.36)

Como T é um escalar, o seu inverso é dado simplesmente por 1/7, teremos FT !

dado por

pr-1 = P

(1.37)
Y

como a tnica condigdo sobre sy que faz com que o ponto p* = (0,s9) seja um DFE € que ele seja

maior do que 0, podemos fazé-lo igual a 1 sem perder de generalidade. Tendo a relagdo entre a

Eq. (1.37) e Ry dada pela Eq. (1.7), concluimos que

B

Ro=". (1.38)
Y

1.5 Modelo SIRS

No modelo SIRS (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel), assim como no
modelo SIS, € incorporado a possibilidade de reinfeccdo. Nele, o individuo infectado pode se re-
cuperar e ganhar imunidade, contudo, essa imunidade € apenas tempordaria. Devido ao acréscimo
dessa possibilidade de recuperacdo, € acrescentado um novo parametro para representar a taxa
média da perda de imunidade dos individuos, simbolizado pela letra grega 6. Assim, o modelo

matemaético € expresso por
(

ds __
o = Or— Psx,

dr _ Box 1y, (1.39)

Z—; =7yx—Or.
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O sistema de equagdes diferenciais acima ndo possui solucdo analitica fechada.
Devido a isso, € necessario resolvé-la numéricamente, sera utilizado o mesmo método do caso

do modelo SIR, o método RK4. Reescrevendo a Eq. (1.39)

)
Z—i = h(x,s,r),

& = g(x.5), (1.40)
dr :f(x7s)7

| dr
fazendo uso do método RK4, tomando & = 0,001 e (xq, s, o) = (0,01,0,99,0), y=0,4, 8 =1

e 0 como sendo o conjunto de valores {0,05, 0,3, 0,2, 0,1}, obtemos

1.0 (@) 1.0 (b)

—— Infectados —— Infectados
508 Suscetiveis 0.8 Suscetiveis
e, —— Recuperados —— Recuperados
©
20.6 0.6
o
o
3
5 0.4 0.4
uT
o
°
“-0.2 0.2

0.0 0.0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
1.0 © 1.0 d)

—— Infectados —— Infectados
©0.8 Suscetiveis 0.8 Suscetiveis
o —— Recuperados —— Recuperados
©
20.6 0.6
o
o
3
5 0.4 0.4
uT
o
°
0.2 0.2

0.0 0.0
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tempo Tempo

Figura 6 —No grifico (a) temos 6=0,05, (b) § = 0,1, (¢) 6=0,2 e (d) 6=0,3.
Fonte: autor.

Na Fig. 6(a), n6és temos um resultado bastante similar ao caso SIR, como era
esperado, pois tomando § muito pequeno, encontramos um comportamento parecido ao modelo
SIR. Conforme J cresce o nimero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados tendem a

convergir mais rapidamente para um valor constante.
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1.5.1 Cidlculo do Ry para o modelo SIRS

Figura 7 — Diagrama do modelo SIRS.
Fonte: autor.

Nesse modelo, assim como no modelo SIS, teremos apenas um compartimento para
os individuos infectados, como pode ser visto no diagrama apresentado na Fig. 7. N6s teremos

G(X(r)) e X(t) dados por

Xi1(t) = (x T,
X () = ) =) (1.41)
X(t) = (s,r)"
e
Gl(t) = ﬁSX— X,
G(r) = Or— PBsx : (1.42)
Ga(t) =
Yx — Or
As matrizes de .# e .7 serdo, portanto,
Bsx —yx
F = 0 e I = 6r—ﬁsx . (1.43)
0 Yx — Or

Procuramos um ponto que faga X; (") = 0 e X»(¢*) > 0, esse ponto deve também

solucionar a parte homogénea do sistema da Eq. (1.42) isto é

;

or* —Bs*x* =0,
G(t) = y* — 8 =0, (1.44)
Bs*x* —yx* =0,

\

essa condicao sobre a Eq. (1.44) impde r* =0 e s* = 59 > 0, logo, o DFE existe somente se

I* = (x*,s*,r") = (0,50,0), com sp > 0. Assim como no caso do modelo SIS, hd apenas um
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Unico compartimento para os infectados, implica que F' e T serd um escalar. Fazendo uso da
Eq. (1.6), tendo termo das matrizes .# e .7 responsavel pelos infectados como sendo .%; ¢ 77,

teremos as matrizes de fertilidade e transmissdo, F' e T respectivamente, dadas por

d.7, d7
F=4l =44 1.4
dx © dx’ (1.45)

com a Eq. (1.43), podemos calcular F' e T, tendo a relacdo Eq. (1.46). Atuando a condic¢do de

DFE nesse F e T, obtemos
F=BsoeT=1. (1.46)

Com argumento similar ao usado no modelo SIS, podemos tomar so = 1 e usar a Eq.

(1.7) para calcular Ry, tendo F e T

Ry=p(FT )= b (1.47)

Y
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2 MODELOS COMPARTIMENTAIS COM DOIS COMPARTIMENTOS DE IN-
FECTADOS

2.1 Modelo SEIIRS

Esse modelo é baseado no modelo SEII (LI er al., 2020). No modelo SEIIRS
levamos em consideragao a possibilidade de reinfec¢ao, isto é, os individuos contraem a infecg¢ao,
adquirem imunidade tempordria e podem contrair novamente a doenca. E acrescentado um
novo compartimento, os expostos. Assim, o estado exposto corresponde a individuos infectados,
contudo, numa fase em que ndo podem transmitir o patégeno. Enquanto o estado de infectado
é separado em dois estados distintos, sendo um deles os casos de infectados documentados e
o outro de infectados nao-documentados (LI et al., 2020). O estado de individuos infectados
documentados (representados pelo simbolo I¢) representa os individuos que foram catalogados
como portadores do patégeno infeccioso, enquanto os individuos infectados nao-documentados
(representados pelo simbolo /%) representam os individuos da populacdo infectados, mas nao
catalogados. Esses individuos infectados, mas ndo-catalogados, podem ocorrer devido a falta ou
defasagem nas testagens.

O método para resolver esse modelo € o mesmo utilizado para resolver o modelo
SIRS (1.5), o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4). Tendo a forma como o algoritmo
€ montado, é necessdrio apenas os valores iniciais para cada compartimento, fora o valor dos

parametros. Esse modelo € descrito pelo sistema de equacdes diferenciais expressa abaixo

(

dE __ BsH X upsr e

dt — N N A

dr E I

dar = 9%Z Do 2.

dtt u
(1wt

dR _ 4 | I"
@ = b+ Db~ Ok

onde S, E, “ , I*, R e N representam o nimero de individuos suscetiveis, expostos, infectados
documentados, infectados ndo-documentados, recuperados e a populagdo total, respectivamente.
Quanto aos pardmetros, temos B representando o contato médio dos individuos infectados
documentados; u € contato médio dos individuos ndo-documentados; & a taxa de reporte, que
representa a fracdo de infectados documentados; Z é o periodo médio de laténcia, que representa

o periodo de tempo que transcorre desde a infeccao até que a pessoa torne-se infectada, sendo
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capaz de transmitir a doenga. Tendo a taxa média de incubagdo dada por I" = 1/Z; D a duragdo
média da infec¢do, com y = 1/D representando a taxa de recuperag@o; 8 representando a taxa
média de perca de imunidade dos individuos recuperados. Podemos realizar a mudanca nas
variaveis, como foi realizado nos modelos anteriores, fazendo

(

I"=X" faremos x"= XWM,

1*=X% faremos x¢= Xﬁd,

5= 3, (2.2)
=&,

e—E.

Ve

Em nosso estudo N serd considerado como constante, isso faz com que nosso sistema

da Eq. (2.1) possa ser rescrito como sendo

;

‘;—i = —Bsx? — uPsx*+ 6r,

2 — Bsc! + uPsxt — .

e — g 1, (2.3)
(a5

onde as varidveis x*, x¢, s, r e e representam uma parcela da populagio infectada ndo-documentada,

infectada documentada, suscetivel, recuperado e exposto, sujeitas ao vinculo
stet+xi+x+r=1. (2.4)

2.1.1 Cadlculo do Ry para o modelo SEIIRS

I
Z 7
sIN__ & AN
s| 3I|E R
T \ ‘\\O/l
\@6\ -
> |1

oR
Figura 8 — Diagrama do modelo SEIIRS.
Fonte: autor.



29

Dentre todos os modelos discutidos até este momento, o modelo SEIIRS é o mais
complexo, como pode ser visto em seu diagrama apresentado na Fig. 9. Para escrevermos o
vetor .# devemos analisar apenas as taxas de entrada no estado E, pois nesse modelo, ele quem
representara os novos infectados. Teremos que as matrizes G(X(¢)) e X () para esse modelo
serdo dadas por

= (e xu T
X(1) = Xi(e) = (e, (2.5)

X(t) = (s,r)7,

e
Bsx? + uPsxt -7
Gi(t) = ay—% ;
G(X(1)) = (1-a)e—% (2.6)

Gy(t) =

\
Pela propria definicdo do estado E, temos que os termos para novas infecgdes serdo

os termos de entrada no estado E, dando portanto

Bisx? 4 uPBsxt -4
0 a5
F = 0 e T = (1-a)s—% , (2.7)
0 —Bsx? — uBsx 4 Sr
0 %d—l—%u—5r

onde os termos de .# i ﬂj, com j=1,2,3,4,5, correspondem respectivamente aos estados E, I,
I", S e R. Procuramos um ponto que faga X;(*) =0 e X,(t*) > 0, esse ponto deve também

solucionar a parte homogénea do sistema da Eq. (2.3) isto é

(

0= —ﬁs*x*d—,uﬁs*x*”—i—5r*7
— d * *
0=Bs*x* "+ upsx" -5,

0=qs —x* (2.8)
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onde o conjunto de pontos P = (e*,x* x* s* r*) representam pontos livres de doenga do
sistema. Pela prépria defini¢io do DFE que procuramos, Xy = (¢*,x*,x**) = (0,0,0), e impondo
essa condicdo sobre a Eq. (2.8), obtemos que r* = 0 e s* = 59, com s constante. Para o DFE seja
vélido temos ainda que sy > 0. Obtemos assim o DFE P = (¢*,x*?, x** s* r*) = (0,0,0,s0,0),
com 5o > 0. As matrizes de fertilidade e transmissdo, F' e T respectivamente, serdo quadradas de
dimensao 3x3, pois hd trés estados relacionados a infec¢do, tendo os termos dados pela Eq. (1.6),

dando-nos assim

0 Bs uPs
F(e,xd,x”,s,r): o 0 o |, (2.9)
0 0 O
e
z 00
T(e, x4, x" s,r) = o Il) 0 (2.10)
o
Atuando no DFE, P = (0,0,0, 59,0), teremos
0 Bso uBso
F(P)=|0 o0 0 (2.11)
0 O 0
e
L 00
TP)=| -2 1 o (2.12)
_1—706 o 1

Precisamos entdo calcular o inverso da matriz T'(P), para isso, podemos utilizar o

método de Gauss-Jordan (BOLDRINI, 1986)
Z 0 O
T-1(P) = aD D 0]. (2.13)
D(1-a) 0 D

Realizando o produto F 7!, obtemos

aBDso+ (1 —a)Dufso BDso BuDso
F(P)T ' (P)=FT ! = 0 0 o |. (2.14)

0 0 0



31

Precisamos calcular os autovalores da matriz acima, para que possamos calcular seu

raio espectral. Os autovalores sao obtidos resolvendo o determinante

ofDsy+ (1—a)Dufso—A BDsy BuDsg
0 —A 0 =0, (2.15)
0 0 —A

sendo A o autovalor. O determinante nos dard a equagio caracteristica
lz(aﬁDso+(l —oc)D,uﬁso—QL) —0, (2.16)
tendo como conjunto solucdo duas raizes reais identicamente nulas e uma raiz real ndo-nula

A ={0,0,aBDso+ (1 —a)uPso}-.

Como a tnica restri¢do sobre valores de s € que esses pontos sejam maiores do que

0, podemos fazé-los igual a 1, obtendo assim
A ={0,0,aBD+ (1—a)Dup}, (2.17)
tendo Ry dado pela Eq. (1.7), com a Eq. (2.17) obtemos R\ para esse modelo

Ry=p(FT ') =max(1) = afD+ (1 — a)Dup. (2.18)
2.2 Modelo SEVIIRS

Nesse modelo também € considerado o efeito da vacinag@o sobre a dinamica da
doenca. O modelo desenvolvido foi baseado no modelo expresso na secao (2.1). O efeito da
vacinagdo foi baseado no modelo SIRV discutida em (YANG et al., 2010). O modelo matematico
€ expresso por

(

dt N
dE _ BsI n uBsr* _E
dt — N A

(2.19)
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Com V; representando o compartimento dos individuos vacinados. Vamos realizar

a mudanca de dimensionalidade similar ao feito no sistema da Eq. (2.1), tomando as novas

variaveis
(
I"=X" faremos x"= XWM,
1¥=X% faremos x¢= Xﬁd,
S
s=%,
N (2.20)
_R
r = N
_E
e = N>
v
V=3,
\ N
onde N = I*+1¢ + S+ E +V. Realizando essa mudancas de varidveis, teremos portanto
% = —Bsx? — uPsx+ 8r— s+ v,
Z—f = Bsx? 4+ pBsxt — z,
dx? e X! d
L~ g — 5+ (0B,
dt Z D 2.21)

@ — (1 —a)g—% 4+ (ouB),

D = —(ouB)vx' — (oB)vx? + s — Ov,

com s+ e+x? 4+ x4+ r+v=1. Nesse modelo é considerado que a vacinago induz uma protegio

parcial, com os individuos ainda podendo ser infectados, mesmo estando vacinados, contudo,

com uma taxa de infec¢do o8 menor do que os dos individuos suscetiveis, para os individuos

infectados catalogados I e o1 menor para os individuos infectados ndo catalogados (1").

Com 1-0, o € [0,1], representando a eficacia da vacina: quando o = 0, a taxa de contagio das

pessoas vacinadas infectadas € zero, fazendo a vacina 100% eficiente. Quando ¢ =1, a taxa de

contagio de pessoas vacinadas € igual a taxa de contagio das pessoas ndo vacinadas, fazendo a

vacina totalmente ineficaz. 0 representa o declinio do efeito da vacina, com 1/6 representando o

tempo médio da protecdo induzida pela vacina e ¢ representando a taxa média de vacinag@o dos

individuos suscetiveis vacinados (YANG et al., 2010).
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2.2.1 Cdlculo do Ry para o modelo SEVIIRS

@@7/ . /L}D
BSI/N os \Z
< —>
E ) - S ¢ V R
upsI¥/N oV 5
N /\\C’% S
)é>? 3 N ©
) |
R

Figura 9 — Diagrama do modelo SEVIIRS.
Fonte: autor.

Esse € o primeiro modelo discutido nesse trabalho que apresenta o compartimento
de vacinados, € levado em considera¢do a vacinagdo apenas de individuos suscetiveis. Assim, 0
efeito desse novo compartimento afetard apenas a matriz .7, pois, como discutido no modelo
SEIIRSYV, os termos correspondentes a matriz .% sao apenas os termos de entrada do estado E.
Deste modo teremos as matrizes G(X (¢)) e X () para esse modelo dadas por
X1(t) = (e, x4, x)T,

X(1) = (2.22)
X (t) = (s,r,v)7,

e
(
ﬁsxd—i-/,tﬁsx“—%
Gl<t): OC%—%—I—Gﬁvxd )
(1—a)s -2 + oupw”
G(X(1)) = £ b (2.23)
—Bsx? — uPsx* 4+ 8r— ¢s+ v
— x4 u
Ga(r) = A 8
—(ouB)vt — (ofB)vx? + s — Qv
\
N6s teremos portanto, as matrizes .# e .7 para o modelo SEVIIRS dado por
Bsx? + pBsx" —£
d
0 ol — 3%+ (o)
0 1—o)é — xt + (o u
F = e 7— | U9z prloupnt (2.24)
0 —Bsx? — uBsx" 4 8r — ¢ps+ Ov
Xd u
0 D + % - 57‘
—(ouB)vx* — (of)vx? os— Oy
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onde os termos de .%, .7}, com j=1,2,3,4,5,6 correspondem respectivamente aos estados E, I,
1", S, R e V. Procuramos um ponto que faga Xo(t*) = 0 e X»(¢*) > 0, esse ponto deve também

solucionar a parte homogénea do sistema da Eq. (2.21), isto é

(

—Bs*x* — uBs* x4 8r* — st + Ov*,
0= ﬁs* *d—l—uﬁs* xU 2*7

0=ag — 4 () x,

, (2.25)
0=(1-a)% -2 +oupvx,
xd "

0= —(oup)vx*—(cB)vx +¢s* — Qv

( *d
7

onde o ponto B = , XM s r* v*) representam os pontos livres de doenga do sistema. Pela

definicdo de DFE, queremos X; (t*) = (e*,x*?, x**) = (0,0,0). Essa condigio impde sobre Eq.
(2.25) que r* =0, s* = =% 9% ¢ v* = vy, onde v é uma constante qualquer maior do que zero. Isso
nos dd que o DFE para nosso sistema é dado por B = (0,0, 0, 5\/0,0, vp), com vy > 0. Podemos

calcular as matrizes de fertilidade e transmissao a partir da Eq. (1.6), o que resulta em

0 Bs upPs
F(e,xd,x”,s, mw)=10 0 0 |, (2.26)
0 0 O
e
1 0 0
T(ex! xs,rv)=| ~2¢ L _(cB) 0 . (2.27)
-2 0 f—(oup)y
Atuando a condicdo de DFE, B, nas matrizes Eq. (2.26) e Eq. (2.27), obtemos
0 B3vo mBSvo
F(e*,x*d,x*”,s*,r*,v*) =FB)=|0 0 0 , (2.28)
0 O 0
e
1 0 0
T(e*,x* x* s*,r* v)=T(B) = ~-g % —(cB)vo 0 , (2.29)
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Podemos calcular a inversa de T através do método de Gauss-Jordan(BOLDRINI,

1986), nos dando

Z 0 0
—1 .
I B)=| 1popy Tpeps O |- (2.30)
(1-Doupvo) 1—Doufvy

Pelo produto de F(B) por T~!(B), teremos

) p(l-o) DB6 DBub
DﬁEVO —DoBuvy I*Daffﬁvo] ¢(1—DC:I%V0) ¢(1—DO'JI%V0)
— . 0 0 , 2.31)
0 0 0

onde FT~! = F(B)T(B)~'. Os autovalores da Eq. (2.31) sdo encontrados resolvendo

0 u(l—o) DB 0Ov DBuov
DBWO [FDGB#VO * I*Doé'ﬁvo —A ¢(1—DGI%V0) ¢(1—D‘;#EV0)
det(FT™'—AI) = 0 —A 0 =0,
0 0 —A

(2.32)

com / sendo a matriz identidade 3x3. O determinante acima nos dé a equagdo caracteristica para

FT~! dada por:

12<DB%V0 [151()2_;303% + lfD%ﬁvo] _l) =0,

que resulta no seguinte conjunto solug¢ao

= e}

A unica restricdo sobre vy € que ele seja maior do que zero, podemos portanto,
toma-lo igual a 1 sem perder a generalidade. Calculando o raio espectral da Eq. (2.33), tendo

ciéncia da relagdo entre Ry e o raio espectral dado pela Eq. (1.7), teremos

- Oru(l—oa) o
Ro=p(FT™) =Dp 234
0=PUET B¢>[1—Dcﬁu 1—0013}’ (2.34)
apos as devidas manipulagdes algébricas, teremos
_ppfred—u)+u(l—Dop)
Ko _Dﬁ¢ [ (1—DoB)(1—Doupf) } (2.35)
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3 ANALISE DAS SOLUCOES NUMERICAS DOS MODELOS SEIIRS E SEVIIRS
3.1 Soluc¢ido numérica para o modelo SEIIRS

Para solucionarmos o sistema de equagdes diferenciais que expressam o modelo SEI-
IRS, apresentado na Eq. (2.3), iremos inicialmente reescrever o sistema de equacdes diferenciais

na forma

(
& — —Bsx? — uPBsx +8r = f(s,x",x%,e,r),

de — Bsx! + uPsx — 5 = g(s,x", x4 e,r),
d
%z&%—%d = b(s,x*,x% e,r), (3.1

Usando o método de RK4, teremos

Sit1 = Si+ 5 (ko +2k1 +2ky + k3),
eir1 =ei+2(lo+20 +2hL+13),
x;i_H = Xfi + %(m0+2m1 +2my +m3), (3.2)

Xt zxf-‘+§(no+2n1 +2ny +n3),

| i1 = ri+5(qo+2q1 +2g2+ q3).

O calculo para os coeficientes (ko, k1, k2, k3) dependem da fungdo f atuando no
ponto P=(s, x", X e, r), assim como todos os demais coeficientes do método RK4, como pode
ser visto no Apéndice A. Tomarei como ponto inicial Py = (so,xg,xg ,e0,70) = (0,99, 0,01, 0, 0,
0). Do conjunto de pardmetros existente no modelo ® = (B, i, Z, a, D, J), todos eles serdo
fixados, utilizando valores ja calculados em (LI et al., 2020) para os casos da epidemia da COVID
19, com o valor de 6 sendo dado por (SEYEDALINAGHI et al., 2020), ciente que 6 = 1/P,
onde P representa o periodo até a perda da imunidade. Portanto, os valores desses parametros
serdo ® = (1,12, 0,55, 3,69, 0,14, 3,47, 0,025). Utilizando esses parametros, no ponto inicial
Pye h=0,001, o método RK4 nos dard a solu¢do numérica para o nimero de infectados, como

apresentado na Fig. 11.
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Modelo SEIIRS
0.12 —— Infectados Total(x9 + x¥)
—— Infectados Documentados (x9)
—— Infectados Nao-documentados(x“)
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o 0.08
w0
o
o
3
Q
o
20.06
©
°
o
uT
&
& 0.04

0.02

0.00

0 20 40 60 80 100 120
Tempo

Figura 10 — Valores dos compartimentos de infectados documentados (x4), infectados ndo-
documentados (x*) e infectados totais (x¢ +x*). Podemos ver que a forma predominante da curva
¢é oriunda dos infectados ndo-documentados.

Fonte: autor.

Como os individuos expostos também sdo considerados infectados, num periodo

ainda latente, apresentado na Fig. 11 estdo as curvas para expostos e infectados totais.

Modelo SEIIRS
—— Infectados Totais
—— Expostos

0.12

0.10
o
uT
o
©0.08
3
Q
9]
Q
5 0.06
o
AT
o
o
* 0.04

0.02

0.00

0 20 40 60 80 100 120
Tempo

Figura 11 — Valores dos compartimentos de expostos (e), infectados totais (x4 4+ x*). O maximo
dos expostos ocorre antes do maximo dos infectados totais, além do pico ocorrer num valor
maior, ou seja, uma parcela maior da populacdo atinge esse valor.

Fonte: autor.
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Enquanto as curvas para todos os compartimentos do modelo estd apresentado na

Fig. 12.

Modelo SEIIRS
1.0 5 —— Infectados Documentados (x9)
\ — Infectados Nao-documentados (x")
—— Expostos (e)
\ Recuperados (r)

0.8 Suscetivel (s)
o \
«® \
506 \
S \
=3 \
9 \
a \
k] \ ~
o \\ - -
®.0.4 \ —
E \‘ \/

0.2

0.0 A

0 20 40 60 80 100 120

Tempo

Figura 12 — Curvas para todos os compartimentos do modelo SEIIRS.
Fonte: autor.

Para os parametros utilizados, nés teremos R para esse modelo calculado a partir da

Eq. (2.18) como sendo
Ry=0BD+(1—a)Dufp =2,38. (3.3)

O ndmero de reprodugio efetivo ao longo do tempo € apresentado na Fig. 13.

Modelo SEIIRS
—— Valor de R¢

2.25

2.00

1.75
'3
[
T 150
o
J
>

1.25

1.00

0.75 \/

0 20 40 60 80 100 120
Tempo

Figura 13 — Ndmero de reproducdo efetivo ao longo do tempo, para o modelo SEIIRS.
Fonte: autor.
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Podemos notar pela Fig. 13 que ao longo do tempo, o valor do nimero de reprodugdo
efetivo comeca a oscilar entorno de 1, até que tende a convergir para ele. Esse comportamento
mostra que a doencga tende a um estado endémico, isto €, a doenga se tornara recorrente, mas
nao h4 um aumento significativo no nimero de casos. Esse comportamento também pode ser
observado na Fig. 12, onde o nimero de infectados totais tende a convergir para um valor fixo,

mantendo-se constantes.

3.2 Solu¢do numérica para o modelo SEVIIRS

De forma andloga ao que foi feito na se¢do anterior, o sistema serd reescrito, relacio-

nando a cada equag@o uma funcio

(

% - —ﬁsxd—uﬁsx“+5r—q)s—l—@v:F(ﬁ,u,5,¢,9,s,xd,x”,r,v),
% :Bsxd—i—,uﬁsx”—§:G(ﬁ,,u,Z,S,xd,x”,e),

& — ¢ % oPud = B(0,0,Z,D.x e,v),

(3.4)

@ = (1-a)¢ -5 +oufw =J(a,Z,D,0,1,x" e,v),
%:%+%—5r:Q(D,5,xd’x”,r)

& — _cuBvxt —ofvxl+os—0v=(B,u,¢,0,0,5x%, x"v)
\d[ ) ) Y Y g ) ) *

Usando o método de RK4, teremos

)

siv1 = i+ 5(Ko +2K1 +2K> + K3),

eir1 =e;i+ %(L0+2L1 +20,+ L3),

X?Jrl:xf—{—%(Mo—l—ZMl—f—ZMz—f—Mﬁ, (3.5)

X = x4 E(No+2N1 +2N> + N3),

rig1 = ri+5(Py+2P + 2P, + P3),

Vip1 = vi+2(Co+2C +2C, + C3),
\

com os coeficientes do método RK4 sendo calculados de forma andloga ao expresso no Apéndice
A. Tomarei o mesmo ponto inicial usado na sec¢do anterior, Py, com vy = 0 e parte dos parametros
do modelo iguais ®; = (B, u, 6, Z, o, D) = (1,12, 0,55, 0,025, 3,69, 0,14, 3,47). Contudo,
para esse modelo, hd o acréscimo de mais trés parametros, sendo eles @, = (o, ¢, 08). O ¢
estd relacionado com a eficiéncia da vacina, enquanto ¢ € a taxa de vacinagdo e 0 representa o

declinio do efeito da vacina, com 1/0 representando o tempo médio da protecao induzida pela
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vacina. Abaixo hd uma tabela com a eficiéncia das diversas vacinas para COVID-19, montado a

partir dos dados expressos em (KATELLA, 2021).

Vacina o
Pfizer-BioNTech 0.05
Moderna 0.059
Novavax 0.100

Oxford-AstraZeneca | 0.240
Johnson & Johnson | 0.280
Tabela 1 — Taxa de eficiéncia das Vacinas da COVID 19, para casos leves com individuos abaixo
de 65 anos.

Lembrando que pela defini¢ao, quando o = 0, a vacina tem eficiéncia méxima, e
quando o = 1 ¢ totalmente ineficiente. No caso da Pfizer-BioNTech, por exemplo, nds temos
uma eficiéncia de 95% (0,95), que né6s dd um o =1 —0,95 = 0,05. Quanto ao 0, atualmente
tém-se conhecimento acerca do seu valor para a vacina Moderna. Apds a segunda aplicacdo, ela
oferece protecao pelo menos por 6 meses (DORIA-ROSE et al., 2021), nos dando 6 = 0,005.
Fixando o valor de 6 e ¢ para vacina Moderna, tendo seus valores dados por 6 ~ 0,005=1/180 e
o = 0,059, teremos as curvas dos infectados documentados, para diferentes taxas de vacinacao

apresentado na Fig. 14.

Infectados documentados (6 = 1/180, 0 = 0.059(94, 1%))

0.014 — $=1.1%
— $=1.6%
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©
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o
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0.002
0.000
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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Figura 14 — Curva dos infectados documentados para diferentes taxas de vacinagdo.
Fonte: autor.
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Enquanto as curvas dos infectados nao-documentados € apresentada na Fig. 15.

Infectados ndo-documentados (6 = 1/180, 0 = 0.059(94, 1%))
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Figura 15 — Curva dos infectados ndo-documentados para diferentes taxas de vacinacao.
Fonte: autor.

Tendo o numero de infectados totais como sendo a soma dos infectados documen-

tados com os ndo-documentados, obtemos a curva dos infectados totais apresentados na Fig.

16.

Infectados totais (6 = 1/180, 0 = 0.059(94, 1%))

0.10

0.08

0.06
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Fracdo da populagao
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0.00

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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Figura 16 — Curva dos infectados totais para diferentes taxas de vacinagao.
Fonte: autor.
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Podemos observar pelos trés grificos, que ao aumentar a taxa de vacinacao, as
curvas tendem a convergir para um valor, e, quanto maior essa taxa de vacinacao, menor esse
valor de convergéncia. Além do pico das curvas atingirem valores cada vez menores, conforme
aumentamos a taxa de vacinag@o. Além disso, por meio da observagdo do nimero de reprodugdo
efetivo, apresentados na Fig. 17, podemos observar que para pequenas taxas de vacinacao, a
doenca ainda vai manter o cariter endémico, e, conforme aumentamos essa taxa, a doenga perde

essa caracteristica.

Rt com 6 =1/180, 0 = 0.059(94, 1%)

2.5 — ¢$=1.1%
— $=1.6%
$=2.09%
— $=2.59%
2.04
1.5
<
N \//\~
0.51
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Tempo

Figura 17 —ndmero de reproducdo efetivo para o modelo SEVIIRS, fixados 6=1/180 e 0=0.059.
Fonte: autor.

3.2.1 Influéncia dos parametros c,0 e ¢ acerca do valor de Ry no modelo SEVIIRS

Tendo Ry como sendo um valor que depende dos pardmetros ®; = @ 4+ ®,, onde
O, =, u, d,Z a,D)e ® = (0, ¢, ). Podemos fixar os pardmetros ®; com os valores
que utilizamos anteriormente. Feito isso, os valores de Ry passam a depender apenas dos
parametros ®,. Para observar o efeito que a mudanga desses parametros geram no valor de Ry,
e, consequentemente, em toda dindmica da doenga. Foram feitos diagramas de fases onde os
parametros o, 6 e ¢ usados foram dados nos intervalos: 8 = [1/30, 1/360] (inverso da duragdo

do efeito protetivo da vacina de 1 més até 12 meses), ¢ = [0,001, 0,06] (taxa de vacinagdo de
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0.1% até 6%) e o =[0,01, 0,21] (eficiéncia da vacina de 99% até 79%). Os diagramas de fase

abaixo representam o efeito da variagao desses parametros no valor de Ry.

o =0.010(99.00%)

3%

1.

5 1 0.5
o =0.027(97.29%)

©3%

- .- .
1. 1

5 1 0.5
0 = 0.044(95.57%)

©3%

1 05
6(1072)

Figura 18 — Diagramas de fase para o

o= 0.061(93.86%)

3%

Vi
f

.5 1 0.5
o =0.079(92.14%)

3%

P
V
W

5 1 0.5
0 =0.096(90.43%)

©3%

V.
V

1 0.5
6(1072)

o =0.016(98.43%)

.-
1

5 1 0.5
o = 0.033(96.71%)

5 1 05
o = 0.050(95.00%)

1 05
6(1072)

[0,01, 0,056].

Fonte: autor.

o = 0.067(93.29%)

5 1 0.5
o = 0.084(91.57%)

5 1 0.5
o =0.101(89.86%)

1 05
6(1072)

Figura 19 — Diagramas de fase para ¢ = [0,061, 0,107].

Fonte: autor.

0 =0.021(97.86%)

15 1 0.5
o = 0.039(96.14%)

15 1 0.5
0 = 0.056(94.43%)

o= 0.073(92.71%)
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o =0.113(88.71%) o0 =0.119(88.14%)
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o =0.130(87.00%) 0 =0.136(86.43%)

15 1 0.5 15 1 0.5
o =0.147(85.29%) 0 =0.153(84.71%)
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1
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Figura 20 — Diagramas de fase para ¢ = [0,113, 0,159].

Fonte: autor.

o = 0.164(83.57%) o =0.170(83.00%)
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Figura 21 — Diagramas de fase para ¢ = [0, 164, 0,210].
Fonte: autor.
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Um ponto importante nos diagramas de fases apresentados sdo as regides que pos-

suem um valor de Ry menor do que 1. Para essas regides, nds temos uma fase em que a doenca
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comeca a ser controlada. Portanto, € importante determinar o limiar entre as duas regides: Ry < 1
e Rp > 1. Isto é, determinar o conjunto de parametros (8, ¢) que nos dd Ry = 1. Observando a

expressao matematica para o Ry dado por (2.35), podemos escrever
0 = Roas 9, (3.6)

com ag € definido como sendo

(1-DoB)(1—Doup)
DB (o(1—p)+p(l—DoB))

O subscrito o nessa constante a5 € devido ao fato das demais constantes serem

ao

(3.7)

fixadas, e, para cada diagrama de fases seu valor é determinado unicamente pelo valor de ©.

Com Ry fixado em 1, nés teremos uma relacdo de linearidade entre 0 e ¢

0=as0, (3.8)

com o coeficiente angular sendo as. Essa caracteristica € bastante interessante e pode ser
observado nos diagramas de fase, tendo as delimitagdes ocorrendo por retas de coeficiente
angular proporcionais. Com as regides maiores sendo expressas como sendo as regidoes onde ha
um maior conjunto de valores de (6, ¢) que resultem no valor de R delas. Para os valores de o

utilizados, nds obtivemos os seguintes coeficientes angulares a-.

ag o o o o o o o

0,409 | 0,010 | 0,353 | 0,061 | 0,295 | 0,113 | 0,231 | 0,164
0,403 | 0,016 | 0,347 | 0,067 | 0,288 | 0,119 | 0,223 | 0,170
0,397 | 0,021 | 0,341 | 0,073 | 0,281 | 0,124 | 0,215 | 0,176
0,391 | 0,027 | 0,334 | 0,079 | 0,274 | 0,130 | 0,206 | 0,181
0,384 | 0,033 | 0,328 | 0,084 | 0,267 | 0,136 | 0,198 | 0,187
0,378 | 0,039 | 0,321 | 0,090 | 0,260 | 0,141 | 0,189 | 0,193
0,372 | 0,044 | 0,315 | 0,096 | 0,253 | 0,147 | 0,179 | 0,199
0,366 | 0,050 | 0,308 | 0,101 | 0,246 | 0,153 | 0,169 | 0,204
0,360 | 0,056 | 0,302 | 0,107 | 0,238 | 0,159 | 0,159 | 0,210
Tabela 2 — Valores dos coeficientes angulares as, para os diferentes valores de ¢ utilizados.

Podemos perceber que, fixados os demais parametros, conforme aumentamos o valor
de o, o valor do coeficiente angular da reta a; também aumenta. Isso reflete no fato de que
a regido acima da reta com esse coeficiente angular € cada vez menor, nos dando uma menor

combinagdo de parametros (8, ¢) que fagam Ry menor do que 1.
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3.2.2 Comparacdo entre os modelos SEVIIRS e SEIIRS: efeito da vacinagdo na dindmica

da doenca

Tendo o modelo com e sem vacinagdo, temos a liberdade de comparar os resultados
e checar os efeitos da vacinacdo sobre a dindmica da doenca. Utilizando os mesmos parametros
®,=0,u,9,Z, a,D)=(1,12,0,55, 0,025, 3,69, 0,14, 3,47) para ambos os modelos, com 0
acréscimo dos pardmetros @, = (0, ¢, ¢) necessarios para 0 modelo com vacinagdo. Faremos
a comparacao tendo os parametros 0=0,005 e o = 0,059 da Moderna, com diferentes ¢. O
nimero de infectados totais para ambos os modelos, como o apresentado na Fig. 22. Enquanto a

curva para o nimero de reproducgdo efetivo para ambos os modelos € apresentado na Fig. 23.

Infectados totais (6 =1/180, 0 = 0.059(94, 1%))
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Figura 22 — Ntimero total de infectados para os modelos SEIIRS e SEVIIRS.
Fonte: autor.
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R¢ com e sem vacinagao

— $=0.59%
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2‘5 5‘0 7‘5 160 1%5 1_%0 1%5 200
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o

Figura 23 — Comparagao entre as curvas do nimero de reproducdo efetivo dos modelos SEIIRS e
SEVIIRS.

Fonte: autor

Podemos observar pela Fig. 23 que para pequenas taxas de vacinagdo a curva do
modelo com vacinagdo tende a aproximar-se da curva sem vacinagdo. Ao aumentarmos essa

taxa, o valor comeca a convergir para um valor cada vez menor do que 1.
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Por meio desse trabalho pudemos observar como diversos modelos epidemioldgicos
descrevem a propagacdo de uma doenca, e, conforme adicionamos mais termos nos modelos
para tornd-los mais realistas, suas solugdes tornam-se também mais complexas, requerendo
solucdes numéricas. Através do estudo dos modelos SEIIRS e SEVIIRS, pudemos perceber o
efeito da vacinagdo sobre a propagacao da doenca, tendo um carater retardatdrio no nimero de
casos de individuos infectados. Através de uma andlise de uma gama de condi¢des para o caso
da vacinagdo, pudemos observar através do nimero de reproducdo basico as melhores situacdes

para o controle da doenca, dados os parametros 6, ¢ € ©.

O valor de diversas das constantes utilizadas foram obtidas do trabalho (LI et al.,
2020), dos quais foram calculados utilizando dados do inicio da pandemia de COVID-19 na
cidade de Wuhan, epicentro da doenga na época. Em trabalhos futuros, sera feito uma analise
estatistica acerca dos dados da pandemia no Brasil, para obter os melhores parametros para a
pandemia no pais. Além do célculo para Ry para o modelo SEVIIRS em diversas situagdes,

tendo em vista que a forma atual possui limitagdes quanto aos valores de ¢ que ele aceita.
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APENDICE A - METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

Os métodos de Runge-Kutta sdo uma familia de métodos interativos explicitos e

implicitos, dentre os quais, estd o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para apenas uma

EDO da forma
dr(t,x)
= t A.l

o método RK4 nos diz que
h
Tig] = I’i—|—6(k()—|—2k1 —|-2k2—|—k3), (A.2)

com os valores de ko + 2k| + 2k, + k3 sendo calculados como sendo

f(x,,t,)
= [+ "5 1+ 5)
(A.3)
= flxi+ 5Lt %),
= f(xi+ hka,t;+h),

com h sendo o passo, podendo ser definido como sendo

Ir—1t

h = ,
N

(A4)

sendo N o numero de pontos utilizados (BAKER et al., 2000). Caso queiramos resolver um

sistema de equacgdes diferenciais ordindrias, como o sistema expresso abaixo

(
d t7 R
S(d);rS) :f(t,x,r,s),

dx(tj;,r,s) _ g(hx’ I’,S), (A.5)
d b i)
r(td); rs) = p(t7x7 r S),

\

noés teremos o algoritmo proveniente do método RK4 dado por

(

sit1 = Si+ ¢ (ko +2k1 +2ky +k3),

Xip1 =X+ B(lo+ 20 +2b + 1), (A.6)

Figl =ri+ %(mo +2my +2my +m3),
\



tendo os parametros ks, lls e m}s, com i = 0,1,2,3, calculados por

(

ko = f(ti,xi,ri,8i),
lo = g(ti,xi,ri,8i),

mo = p(ti,Xi, ti,Si),

h hi h hk
ki = flti+ 3%+ 75 ri+ 550 si+ 50,

hly

h h hk
ll :g(li—f—z,Xi—f- 2 7ri+$7si+70)7

hly

h hmy hk
mi = p(ti+3,%+ 5, ri+ 7505+ 50,

h hl h ik
ko= fti+3.xi+ 5 ri+ 54 si+ 55,

hl hm hk
Tt Tt sit ),

) :g(ti+%,xi+
m :p(ti+%,xi+%’ri+h%’si+h—§1)7
ks = f(t;+h,x; + hly,r; + hmy, s; + hky),

I = g(t; + h,x; + hlp, r; + hmy, s; + hky),

\m3 = P(ti —|—h,x,~+hlz,rl~+hm2,s,~+hk2).
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(A.7)

Vale observar que devido a natureza do sistema de equacdes diferenciais, onde as

equacoes estdo acopladas, existem dependéncias nos termos k; dos termos m; e [;, com i > 1.

Dada a condig¢do inicial

(

€ possivel calcular todos os termos seguintes, por meio de (A.6) com (A.7).

£ (to,x0,r0,50) = fo,

g(t0,X0,70,50) = 8o,

\P(fo,xoﬁo,so) = po,

(A.8)
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