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RESUMO

Neste trabalho, consideramos variedades afins no espaco vetorial para analisar e compreender
o comportamento geométrico de conjuntos solucdes de sistemas de equacgdes lineares, de
solugdes de equacdes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem resultantes de
modelagens matemadticas de sistemas, etc. Verificamos caracteristicas das variedades afins em
espacos vetoriais como um subespacgo vetorial transladado de qualquer vetor pertencente a
variedade afim e fazemos uma comparacdo das representacdes geométricas dos conjuntos

solugdes das situagdes-problema, citados acima, com tais caracteristicas.

Palavras-chave: Variedade afim, espago vetorial, subespago vetorial, equagdes lineares e

equacdes diferenciais.



ABSTRACT

In this paper, we consider affine varieties in vector space to analyze and understand the
geometric behavior of sets solutions of systems of linear equations, solutions of linear
ordinary differential equations of second order resulting from mathematical modeling of
systems, etc. We observed characteristics of affine varieties in vector spaces as a subspaces
vector transferred to any vector belonging to affine variety and do a comparison of geometric

representations of the solution sets of problem situations, cited above, with such features.

Keywords: Affine variety, vector space, vector subspace, linear equations and differential

equations.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de equagdes lineares, comum no ensino fundamental e médio, € facilmente
compreendido quando denotamos as noc¢des geométricas. As solucdes de sistemas de
equacdes lineares, por exemplo, quando associadas & andlise de posicdes entre elementos
geométricos, tais como retas e planos, tornam-se mais compreensiveis. As equacdes lineares
aparecem frequentemente na matematica aplicada a engenharia ao modelar certos fendmenos
como circuitos elétricos, sistemas com molas, movimentos oscilatorios, etc. No intuito de
compreender o comportamento das solucdes de problemas de modelagem ou das simples
solugdes de sistemas lineares, analisamos os problemas usando ferramentas matematicas

simples como matrizes, vetores, espacos vetoriais, variedades afins, dentre outras.

O presente trabalho tem como objetivo analisar e compreender o comportamento das
solugdes de sistemas de equacdes lineares, do posicionamento relativo de elementos
geométricos (retas, planos e hiperplanos), das solucdes de equagdes lineares descritas através
da modelagem de fendmenos e de outros problemas; caracterizando esses elementos de modo

geral usando variedades afins.

No segundo capitulo, apresentamos a definicdo de variedades afins e de maneira
simples e exemplificada mostramos como caracteriza-la usando subespacos vetoriais
transladados. Nos capitulos seguintes, mostramos uma andlise de problemas e situagdes
matemdticas, como o conjunto solugdo de sistemas de equacgdes lineares e as solucdes de

equacdes diferenciais ordindrias lineares, caracterizadas usando variedades afins.



Capitulo 2

Variedades Afins

A nocdo de subespaco vetorial abrange as retas, planos e seus andlogos
multidimensionais apenas nos casos em que esses conjuntos contém a origem. Para incluir

retas, planos, etc. que ndo passam pela origem, tem-se a no¢ao de variedade afim.

Seja E um espago vetorial. Se x,y € E e x # y, a reta que une os pontos x,y €, por

definicdo o conjunto
r={(1—-t)x+ty; t € R}. 2.1

Pondo v = y — x, podemos ver que r = {x + tv; t € R}.
2.1 Definicao de Variedade Afim

Um subconjunto V c E chama-se uma variedade afim quando a reta que une dois
pontos quaisquer de V estd contida em V. Assim, V < E é uma variedade afim se, e somente

se, cumpre a seguinte condi¢do:
xyeEV, teER=>1—-t)x+tyeV. (2.2)
Exemplo 2.1.1 Um exemplo 6bvio de variedade afim é um subespago vetorial.

Exemplo 2.1.2 Outro exemplo de variedade afim € o conjunto com um unico ponto, pois se A
¢ um ponto de um espaco vetorial qualquer e V = {4}, teremos que A = (1 — t)A + tA,
vt € R.

Exemplo 2.1.3 Se V, ..., V,, € E sdo variedades afins, entdo a intersecio V=V, Nn..NV, é

ainda uma variedade afim.

Exemplo 2.1.4 Sejam ay, ..., a,, b € R . O conjunto H dos pontos x = (x4, ..., x,) € R™ tais
que a;x; + -+ a,x, = b é uma variedade afim que ndo contém a origem quando b # 0.
Mais geralmente, o conjunto das solu¢des de um sistema linear de m equacdes com n

incégnitas ¢ uma variedade afim.
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Teorema 2.1.1 Seja V uma variedade afim ndo vazia no espago vetorial E. Existe um tnico
subespago vetorial F C E tal que, para todo x €V tem-se V=x+F ={x+v;v € F}. Em
outras palavras, toda variedade afim V < E € um subespago vetorial de E transladado por um

dos vetores de V.

Demonstracao: Dado x € V, seja F o conjunto de todos os vetores v =y —x,emque y € V.
Mostremos que F é um subespaco vetorial. E evidente que 0 € F, basta tomar x = y. Além
disso, se a €R e vEF, entio av=a(y—x)=[1—-a)x+ay]—x =z—x, com
z=({1—-a)x+ay €V. Portanto, av € F. Finalmente, se v=y—x ¢ v =y —x

pertencem a F, entdo
z=%y+§y’€V. (2.3)

Portanto z — x € F. Segue de (2.3) que a soma v+ v' =y +y' — 2x = 2(z — x) pertence a
F. Em seguida, mostremos que VV = x + F. Veja que se y € V, entdo y = x + (y — x), com
y—x€F.Logoy€x+F. Assim, V € x + F. Por outro lado, um elemento qualquer de
x + F tem a forma x + (y — x), com y € V, logo é igual a y e dai x + F < V. Finalmente, se
F e F' sdo subespagos vetoriais de E, tais que x + F = x + F' para algum x € E, provemos
que se tem F = F'. De fato, vVEF = x+veEx+F=2>x4+veEx+F >x+v=x+7
(pois v' € F') > v =v' > v € F'. Portanto F c F'. Analogamente, vé-se que F' C F, 0 que

conclui a demonstragdo. m

Exemplo 2.1.5 A equagdo do plano dada por x + y+z =1 é uma variedade afim que
contém os pontos e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Para cada um desses pontos
existe um unico subespaco vetorial tal que os elementos da variedade afim acima serdo dados
pela soma dos elementos do subespago vetorial com um dos elementos citados. Para os trés

pontos acima, teremos o subespaco vetorial definido pela equagdao x +y +z = 0.

Exemplo 2.1.6 Se uma variedade afim VV € E contém o vetor zero, entdo I/ € um subespaco
vetorial de E. De fato, como o vetor zero pertence a V, pelo Teorema 2.1.1 temos que

V =V + 0. Assim, V é um subespaco vetorial de E.

Dos Exemplos 2.1.4 e 2.1.6 teremos que dados aq, ...,a,, b € R, o conjunto de V de
vetores x = (Xq, ..., X,) € R™ tais que a;x; + --- + a,x, = b é um subespago vetorial de R"

se, e somente se, b = 0. Temos ainda que V € uma variedade afim.
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De fato, se V é um subespago vetorial, entdo (0,0,...,0) €V, isto é, a;.0 + -+

a,.0 =b = 0. Agora, seja V = {(xq, ..., x,) € R"; ayx; + -+ + a,x, = 0}.

e 0€V,poisa;.0+ -+ a,.0=0.
e Suponha que u = (x4, ..., xp) e v = (¥4, ..., Jn,) pertencam a V. Entdo
axq +--+apx, =0,
a;y; + -+ agyn, = 0.
Somando as equagdes (2.4) e (2.5) teremos que
a;(xy +y1) + -+ a(x + ) = 0.
Portanto, u + v € V.
e Multiplicando a equagdo (2.4) por a teremos que
a,(axy) + -+ ay(ax,) =0.

Logo, da equagdo (2.6), au € V.

2.4)
(2.5)

(2.6)

Com isso, temos que V é subespago vetorial de R™ se, e somente se, b = 0. Para

mostrar que V € variedade afim, suponha que u = (xy, ..., x,) € v = (y4, ..., V) pertengam a

V,em que V € o conjunto de vetores x = (xy, ..., x,) € R™ tais que a;x; + -+ ap,x, = b, ou

seja,

a;x, + -+ apx, =b,

a1y + -+ apyn = b.

2.7)
(2.8)

Multiplicando o primeiro lado da equagdo (2.7) por t e o primeiro lado da equagdo (2.8) por

(1 — t) e somando tudo, teremos que
ay(tx; + (1= Oyy) + -+ ap(tx, + (1 —Dyp) =
= t(ayxy + -+ apxn) + (L= ) (ayy + - + anyn) =
=tb+ (1 —-t)b=b.

Portanto, o vetor tu + (1 — t)v € V. Assim, V é variedade afim.

2.2 Variedade Afim Gerada

Antes de falarmos sobre variedade afim gerada vejamos que a definicdo de variedade

afim diz, em (2.2), que a condicdo para que V c E seja variedade afim é que x,y €V, t €

R = (1 —t)x + ty € V. Podemos escrever uma condi¢do mais geral.
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Seja V c E uma variedade afim. Dados v4, ..., v, EV e a4, ..., 0, € Rcom a; + -+ +

a, = 1,entdo a vy + -+ a,v, €V.

Para mostrar que essa condi¢do mais geral é vilida, tome vy, € V qualquer. Do
Teorema 2.1.1 temos que existe um Unico subespaco vetorial F C E tal que, para todo x € V
tem-se V = x + F. Entdo, para v, € V, temos que F =V + (—v,) é um subespaco vetorial.
Assim, mostrar que um vetor v estd em V € o mesmo que mostrar que v — vy € F. Sejam
Vq,Vp, ..,V €EV. Temos que vy — vy, vV, —Vg,..., Uy —Vg €EF. Como F é subespaco
vetorial, toda combinacéo linear de vetores de F estd em F; em particular, @, (v, — vy) +
a,(v, —vy) ++ap(vy —vy) EF. Como a;+--+a,=1, entdo teremos que
a,(vy —vg) + ay(vy —vg) + -+ + ap (v — vy) serd igual a a;v; + AV, + - + ARV — Vg,
que pertence a F. Entdo temos que a,v; + a,v, + -+ + a, vy € V, que conclui a verificagio

da condicdo geral.

Definiremos agora variedade afim gerada. Dado o subconjunto nio vazio X Cc E, a
variedade afim gerada por X é, por defini¢do, o conjunto V(X) de todas as combinagdes

lineares @y v; + - + apv,, com vy, ..., vV, EXeay +--+a, = 1.

Exemplo 2.2.1 Seja X ={x,y,z € R;xyz = 0}. Veja que os vetores (0,0,1),(0,1,0) e
(1,0,0) pertencem a X. Entdo, como a variedade afim V(X) gerada por X é o conjunto de
todas as combinagdes lineares de vetores que pertencam a X; teremos que, em particular,
V(X) serd o conjunto das combinagdes lineares dos vetores (0,0,1),(0,1,0) e (1,0,0), de
modo que a soma dos coeficientes das combinacdes seja igual a 1. Nesse caso teremos que
V(X) = R3, que é um espaco vetorial, consequentemente um subespaco vetorial. Vale
ressaltar que uma variedade afim serd um subespago vetorial quando o vetor zero pertence a

variedade e neste exemplo é notdvel que o vetor (0, 0, 0) pertence a V (X).
Proposicao 2.2.1 V(X) é uma variedade.

Demonstragdo: Sejam u = a;u; + -+ + ajuj e w = fiwy + -+ + Brwy dois vetores de V(X)
de modo que Ya; =1, X B; =1 e os vetores uy, Uy, ey Uj, Wy, Wy, ..., W pertencem a X.
Temos que mostra que, se @ + f = 1, entdo au + fw € V(X). Mas de fato, au + fw =
a(a1u1 + -t ajuj) + B(Biwy + -+ + Brwy) é uma combinagdo linear de vetores de X cuja
soma dos coeficientes é aa; + -+ aa; + 1+ -+ =aFa) + L) =a+f =

1. Portanto, au + fw € V(X), e V(X) é variedade afim. m
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Proposicao 2.2.2 Fixado qualquer v, € X, tem-se V(X) = vy + F, em que F é o subespaco

vetorial de E gerado pelos vetores v — vy, com v € X.

Demonstragio: Seja G = V(X) — v,. Cada vetor de G é um vetor de V(X) menos vy, isto &,
um vetor da forma a v, + -+ apv, — Vo = a;(v; —vy) + -+ an (v, — vy), que é uma
combinagdo linear de vetores da forma v — vy, em que v € X. Isso mostra que G € F =
S(X — vy), em que S(X — vy) é o subespago gerado por X — v,. Por outro lado, como V(X) é
variedade afim, sabemos que G serd um subespago vetorial, e, portanto, F = S(X — v,) € G.

Vale ressaltar que F € o menor subespago contendo X — vy. Logo concluimos que F = G. m

Exemplo 2.2.2 Seja X = {x,y,z € R; xyz = 0}. Tomemos o vetor 0 = (0,0,0) € X, entdo
F =V (x) — 0 devera ser um subespaco vetorial. No exemplo 2.2.1, vimos que V(X) = R3.
Portanto, F = V(x) = R3. Temos que R® é um espaco vetorial tridimensional sobre o

conjunto dos reais e, obviamente, € um subespaco vetorial.



Capitulo 3

Posi¢oes Relativas

Nesse capitulo iremos discutir um pouco sobre as posi¢des relativas de variedades
afins. Assim como na geometria espacial, podemos analisar as posi¢des relativas entre as
variedades afins, ou seja, determinar se duas variedades afins sdo paralelas ou concorrentes ou
reversas. Para isso, temos que analisar os subespacgos vetoriais aos quais as variedades afins
estdo associadas. Seja V uma variedade afim no espaco vetorial E. Sabemos que existe um
tnico subespaco vetorial F € E tal que, para todo x € V, teremos V = {x +v;v € F}. O
subespaco vetorial F serd chamado de espaco diretor de V e serd denotado por F(V) e a

variedade afim V tem a mesma dimensdo de F (V).

Sejam V; e V, variedades afins com subespagos diretores F(V;) e F(V5),

respectivamente.

Defini¢dao 3.1 Dizemos que a variedade afim V, € paralela a variedade afim V, se F(V;) C

F(V,) ouse F(V,) c F(V,).

Exemplo 3.1 Seja V; uma variedade afim em um espaco vetorial E. Se A é um ponto de E,

entdio a variedade afim V, = {B € E; AB € F(V,)} é paralela a V; e contem o ponto A.
Observacoes.

(1) Se V; c V, dizemos que V; e V, sdo paralelas.
(2) A variedade afim formada por um ponto A pertencente a um espaco vetorial E é
paralela a qualquer variedade afim de E, pois o subespaco diretor de {A} é {0}, que

esta contido em qualquer subespaco vetorial de E.

Definicao 3.2 As variedades afins V; e V, serdo chamadas de variedades afins concorrentes se

elas ndo forem paralelas e tiverem pelo menos um ponto em comum.

Suponhamos que as variedades afins V; e V, (pertencentes ao espago vetorial E) sejam
concorrentes, entdo consideremos A um ponto comum entre elas. Se M é um ponto qualquer

da variedade afim V; (ou de V5), entdo o vetor AM pertence ao subespaco vetorial F(V;) (ou a
8
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F(V,)). Assim a questdo da posi¢do relativa das variedades afins V; e V,, nesse caso, estd

relacionada com o estudo dos subespagos F (V;) e F(V,) pertencentes ao espago vetorial E.
Observacoes.

(1) Se as variedades afins V; e V, se interceptam, entdo a sua interse¢do, V; N V,, é uma
variedade afim que passa por um ponto que pertence a Vy e V, e tem F(V;) N F(V3)
como espago vetorial diretor.

(2) A variedade afim V; NV, pode ser formada por um tnico ponto, por exemplo, se V; e

V, forem duas retas ou uma reta e um plano.

Definicao 3.3 Duas variedades afins serdo chamadas reversas se elas ndo forem concorrentes

nem paralelas.

Exemplo 3.2 No espaco tridimensional R® sabemos que duas retas podem ser reversas,

enquanto que um plano € uma reta nunca serao reversos.

Conforme a dimensdo do espago vetorial aumenta had possibilidade da existéncia de
variedades afins reversas com dimensdo maior que 1. Veremos agora um teorema que mostra

uma maneira de construir variedades afins reversas.

Teorema 3.1 Sejam V; e V, variedades afins concorrentes e ndo paralelas de dimensdes m e
n, respectivamente. Seja V(V; U V,) a variedade afim gerada pela unido das duas variedades
afins dadas. Entdo qualquer variedade afim que ndo esteja contida em V(V; U V,) que tenha

dimensdo n e que seja paralela a V, é reversa a V/;.

Demonstrac¢iao: Chamemos de V5 a variedade afim que ndo esteja contida em V(V; U V,),
que tenha dimensio n e que seja paralela a V,. Seja € um ponto de V3. Como V; € paralela a

V, e tem dimensdo n, podemos escrever:
Vs =C+ F(WV,). (3.1)

Em que F(V,) é o subespaco vetorial diretor de V,. Vamos mostrar que V5 e V; sdo reversas.
Observe que V3 ndo € paralela a V;, pois sendo teriamos F(V,) c F(V;) ou F(V;) € F(V,) e,
assim, V, seria paralela a V;. Vamos mostrar agora que V3 e V; ndo se interceptam. Por

hipétese, V, e V; sdo concorrentes. Consideremos entdo um ponto B € V, N V; e teremos:

V, =B+F(V,). (3.2)
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Suponhamos por contradi¢do que exista um ponto A € V3 N V;. Entdo, a partir de (3.1) e (3.2)
concluimos que existem vetores v € F(V,) ew € F(V;) taisque A=B+weA=C+v.0

que implica em:
C=B+Ww-v). (3.3)

De onde concluimos que C € B + (F (V) +F (Vz)). Como o subespaco diretor de V(V; U V)
¢ o subespaco F(V;) + F(V,) e como B € V, NV,, entdo teremos que V(V; UV,) =B +
(F(V,) + F(V,)). Temos assim uma contradi¢do, pois por hipétese V3 ndo esta contida em

V(V; UV,). Portanto, V5 é reversaa V;. m

Exemplo 3.3 Considere o espaco vetorial R*. Seja {e;, e,, e3,e,} a base candnica do R*.
Sejam S; = [e;,e,] € S, = [eq, e3] subespagos vetoriais do R*. Seja V; a variedade afim que
passa pelo ponto A=(1,1,1,1) e tem a direcio de S;, entdo teremos que
Vi={(1+a1+p,1,1); a, B € R}. Seja V, a variedade afim que passa por 4 = (1,1,1,1)
e tem a direg¢do de S,, ou seja, V, = {(1 +y,1,1+ 0,1); y,0 € R}. As variedades afins V] e
V, s@o concorrentes, pois V; NV, é a variedade afim que passa pelo ponto A e tem a direcdo
de $;nS, =[(1,0,0,0)], ou seja, VNV, ={(1+a,1,1,1); a € R}. A variedade afim,
gerada pela unido V; UV,, que passa pelo ponto A e tem a dire¢do de S; + S, é dada por
VouV,) ={(1+a,1+B,1+y,1); a,B,y € R}. Observe que V(V; UV,) # R*, pois o
ponto B = (1,1,1,0) € V(V; UV,). Seja V5 a variedade afim que passa por B = (1,1,1,0) e
tem a dire¢do de S,, ou seja, V3 = {(1+6,1,1 + 4,0); 6,4 € R}. Temos que V; € paralela a

V, ereversaal].



Capitulo 4

Sistemas Lineares

Nesse capitulo iremos discutir um pouco sobre os sistemas lineares usando os
conceitos de variedades afins. Inicialmente, temos que um sistema linear € um conjunto de
equacgdes lineares da forma a;x; + -+ a,x, = b. Um sistema linear com m equacdes e n
incégnitas € representado por:

ap1X1 + -+ apxy = by
Ap1Xy F ot GopXn = b, 4.1)

Am1Xy + o+ QpnXn = by

Podemos escrever o sistema acima como Ax = b; em que A € R™" b eR™ ¢

x € R™. Quando fazemos b = 0, dizemos que o sistema linear é homogéneo e o novo sistema

estd associado ao sistema linear (4.1) original. Assim, temos que o sistema linear homogéneo
com m equagdes e n incognitas é representado por:

a1X1 + -+ apx, =0

QApq1%q + -+ + AopXn, = 0 4.2)

Ap1X1 + -+ QpnXn =0

Uma observacdo importante sobre os sistemas lineares homogéneos € que eles
admitem pelo menos a solucdo trivial, ou seja, admitem pelo menos a solugio (0,0, ..., 0). De
fato, cada uma das equagdes de (4.2) representam um subespaco vetorial, portanto, contém o
vetor nulo. Geometricamente, essas equacdes representam retas, planos ou hiperplanos que

passam pela origem do sistema cartesiano.

As equagdes de (4.1) descrevem pontos, retas, planos e hiperplanos, que sdo exemplos
de variedades afins. Como a solu¢cdo de um sistema linear representa geometricamente a
intersecdo de tais elementos, entdo teremos como possiveis representagdes das solucdes
elementos geométricos como pontos, retas, planos e hiperplanos e em alguns casos o conjunto
vazio, que sdo variedades afins. Obviamente, segue do exemplo 2.1.3, que a intersecdo de

variedades afins € uma variedade afim.

11
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Proposicao 4.1 Seja S = {x; Ax = b} o conjunto solucdo de um sistema de equagdes lineares.

S é uma variedade afim.
Demonstraciao: Sejam x,y € S. Para todo t € R, teremos:
Altx + (1 —t)y) =tAx + (1 — t)Ay =
=th+(1—-t)b= 4.3)
= b.
O que mostra que a reta tx + (1 — t)y estd em S. Portanto, S é uma variedade afim. m

O subespaco vetorial associado a S é o niicleo de S, ou seja, ker(S) = {x; Ax =0}é o
subespaco vetorial associado a variedade afim S. Como Ax = 0 € o sistema linear homogéneo
associado ao sistema linear Ax = b, entdo as solugdes do sistema linear ndo homogéneo estio

associadas as solu¢des do sistema linear homogéneo e podem ser escritas como S =

{(p1, D2, s Pn) + O, Y2, o, Y0)s (1, V2, s V) € ker(S)}, em que a solugio (py, s, ) Pn)

€ uma solugfo particular do sistema linear ndo homogéneo.

Para resolver os sistemas de equagdes lineares utilizamos o método de escalonamento
ou a regra de Cramer. A regra de Cramer € um dos métodos mais tradicionais para resolver
sistemas de equagdes lineares. Ela apresenta a vantagem de fornecer explicitamente os valores
das incdgnitas como quociente de dois determinantes. Mas, por outro lado, possui dois
inconvenientes em comparagdo com o método de escalonamento. O primeiro é que ela sé se
aplica quando o determinante da matriz do sistema € diferente de zero, ou seja, quando
sistema possui uma unica solugdo. O segundo inconveniente € o custo operacional: d4 mais
trabalho, por exemplo, calcular quatro determinantes do que escalonar uma matriz 3x3. Mas
podemos tirar uma conclusdo importante quando os determinantes s@o iguais a zero.

Concluimos que o sistema possui infinitas solugdes, pois teremos nos quocientes a
. .0 . . . . .
indeterminacdo > Analisando o caso em que o sistema linear tem o nimero de equacgdes igual

ao ndmero de incégnitas e tem infinitas solucdes, ou seja, os determinantes das matrizes sdo
iguais a zero, entdo umas das equagdes lineares do sistema é combinag@o linear das outras
equacdes lineares e se descartarmos tal equacio, o novo sistema terd as mesmas solugdes do
sistema linear anterior. Assim, o sistema obtido terd o nimero de equacdes menor que O
nimero de incégnitas. Nesse caso, o sistema linear homogéneo associado admitird infinitas

solucdes, pois ji sabemos que o sistema linear homogéneo associado admite ao menos a
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solugdo trivial. O lema a seguir mostra que, alem da solucdo trivial, um sistema linear
homogéneo cujo nimero de incégnitas € maior do que o nimero de equacdes admite uma
solug@o ndo trivial, entdo pelas conclusdes que a regra de Cramer fornece tais sistemas terdo

infinitas solucdes e representardo subespagos vetoriais.

z

Lema 4.1 Todo sistema linear homogéneo cujo nimero de incégnitas é maior do que o

nimero de equacdes admite uma solugdo néo trivial.

Demonstraciao: Consideremos o sistema (4.2), de m equacdes com n incognitas, em que
m < n. Usaremos indu¢@o no nimero m de equagdes. Para m = 1, temos uma tnica equacio
ay1%1 + -+ aypx, =0, com n > 1 incdgnitas. Um dos coeficientes a,; é diferente de O.
Mudando o nome das incégnitas, se necessdrio, podemos supor que a,, # 0. Entdo a equacdo
dada equivale a:

X, = — (ﬂx1 Foet —“1’11‘1xn_1). (4.4)

Ain ain

Atribuindo arbitrariamente valores ndo nulos as n — 1 incégnitas x, ..., Xx,_1 € calculando x,
através da expressao (4.4), obtemos uma solugio nao trivial (x4, ..., X, ) para a equacdo dada.
Para completar a indugdo, suponhamos o lema 4.1 verdadeiro para um sistema com m — 1
equacdes. Mudando, se necessario, a ordem das equagdes e os nomes das incognitas, podemos

admitir que, no sistema (4.2) dado, tem-se a,,,, # 0. Entdo da m-ésima equacio resulta:

Xy = — (x4t “m”‘lxn_l). 4.5)

Amn Amn

Substituindo, em cada uma das m — 1 primeira equacdes, a incégnita x,, pelo valor em (4.5),
obtemos um sistema homogéneo de m — 1 equagdes nas n — 1 incdgnitas x, ..., x,_1. Pela

hipétese de inducdo, este sistema admite uma solugdo ndo trivial (a4, ..., @,_1), poisn — 1 >

a a - ~ ~ ..
m—1. Pondo a, =-— (a—ml a, + -+ Z—”lan_l), obtemos uma solu¢do ndo trivial
mn mn

(ay, ..., @p_1, ap) do sistema (4.2) proposto. m
Exemplo 4.1 Seja o sistema linear
2x+4y+6z=-6

3x — 2y — 4z = —38. 4.6)
x+2y+3z=-3
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2 4 6
Temos que o determinante da matriz <3 -2 —4) ¢ igual a 0, pois a primeira linha é
1 2 3
2 4 -6
multipla da terceira linha. O determinante da matriz | 3 —2 —38 |, que é a matriz anterior
1 2 =3

com a terceira coluna substituida pelos termos independentes do sistema linear, também é
igual a zero pelo mesmo motivo da matriz anterior. Facilmente verificamos que as outras
matrizes também tém determinantes iguais a zero. Entdo, pela regra de Cramer, temos que o
sistema admite infinitas solugdes. Nesse caso, umas das equagdes deve ser combinagao linear
das outras equacdes. De fato, a primeira equacdo é a combinacio linear das segunda e terceira
equacdes, pois se multiplicarmos a segunda equagdo por 0 e a terceira equagdo por 2 e
somando as novas equacdes, obteremos a primeira equagdo. Podemos entdo descartar a

3x—2y—4z=-38

primeira equacao € 0 novo sistema { x + 2y+ 37z = —3

terd as mesmas solugdes do

sistema inicial (4.6). As solu¢des do novo sistema linear estdo associadas as solugdes do

sistema linear homogéneo associado

{3x—2y—4z=0 @.7)

x+2y+3z=0"

Somando as duas equacgdes obtemos a equacdo 4x —z = 0. Dai, temos que z = 4x e,
-13x : . ~ :

consequentemente, y = ——. Portanto, o sistema (4.7) terd como solugdo o subespaco vetorial

{(/1,%3/1, 4/1) ;A E ]R}. Basta agora tomar uma solug@o particular do sistema (4.6). Podemos

tomar uma solugdo particular facilmente fazendo x = 1. Teremos entdo que o sistema se

L =2y —4z = —41 . 5
resumird a { 2y +3z=—4 ° Em seguida, somando as duas equagdes, obtemos z = 45 e
y = —%. Assim, teremos como solu¢do particular do sistema linear (4.6) o vetor

(1, —%,45). Como a solugdo do sistema (4.7) € uma variedade afim caracterizada pelo

subespaco vetorial {(/1,%31,4/1);/16 R} transladado do vetor (1,—%,45), entio a

—-131-139

solugdo do sistema sera dado por {(A +1, L4 + 45) ;A E ]R}.



Capitulo 5

Reta Tangente a um Grafico

Nesse capitulo iremos discutir um pouco sobre o problema da reta tangente a um
grafico de uma func¢do em um determinado ponto. Sabemos que o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de uma funcdo f em um ponto p € Dm(f) € a derivada de f no ponto p.
Entdo, inicialmente, iremos definir a derivada de uma fun¢@o f em um ponto p e, em seguida,

iremos analisar a reta tangente ao grafico de f no ponto p usando variedades afins.

Definicao 5.1 Seja f uma fung@o e p um ponto de seu dominio. O limite

fim 5=/ (P) (5.1)

X=>p X— p
quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p). Assim

f(x)=f(p)

f'(p) = lim (5.2)

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivavel ou diferencidvel em p.

Consideremos agora o problema de definir reta tangente ao grafico de f no ponto
(p, f (p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f (p)); assim a reta tangente fica
determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, entio, a reta

s, que passa pelos pontos (p, f(p)) e (x, £ (x)), como mostra a figura 5.1.

Y f
sx
fivyp-———-—-
fixy—fFep
fipy
p— |
1
/] P x 3

Figura 5.1 Coeficiente angular da reta s,

15
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O coeficiente angular de s, serd dado por:

f(x)=£(p)
xX—p '

(5.3)

Quando x tende a p, o coeficiente angular de s, tende a f'(p).

Ay

f@)
—
o

—

=¥

Figura 5.2 A reta s, tendendo a reta T.

Observe na figura 5.2 que a medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai se

aproximando da posicdo da reta T de equacio:

y—f® = f'().x-p). (5.4)

A reta T é da forma y = mx +n, em que m = f'(p) e n € R. Obviamente teremos

que T é uma variedade afim caracterizada pelo subespago vetorial {(x, f'(p)x); x € R}
transladado do vetor (0,n). Como o vetor (p, f (p)) pertence a variedade, entdo teremos que

f(w) = f'(p)p +n. Dai temos que n = f(p) — f'(p)p. Logo temos que o subespago
{(x, f'(p)x); x € R} serd transladado do vetor (0, f(p) — f'(p)p). Portanto, a T € a variedade

afim dada por {(x, f'(p)x) + (0,f(p) — f'(P)p); x € R}.

De fato, teremos que os vetores da variedade afim T serdo da forma:
(0, y) =G, f'(P)x+ f(p) — f'(P)p); x ER. (5.5)

Observe que y= f'(Px+f(p)—f'®p=Ff®) +f®.(x—-p), que resulta na

identidade (5.4). Outra observac@o importante é que, por T ser variedade afim, podemos
transladar o subespaco vetorial {(x, f'(p)x); x € R} de qualquer vetor da variedade, entdo T

pode ser dado por {(x,f’(p)x) + (p,f(p)); x € ]R}, pois o vetor (p,f(p)) pertence a

variedade. Dessa forma, temos que os vetores da variedade afim T serdo da forma:
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(,y) =(x+p,fP)x+ f()); x €R. (5.6)

Veja que y = f(x +p), entdo para obtermos f(x) bastaria fazer x +p =a, a € R.
Substituindo x em (5.6) teremos y = f'(p)(a — p) + f(p). Portanto, a identidade (5.6) seria
dada por (x,y) = (a, f')(a—-p)+f (p)); a € R, que resulta novamente na equagdo da

retaT.

Exemplo 5.1 Seja a fungio f(x) = x3 + x. A reta tangente ao grafico da fung¢do f no ponto
de abscissa 1 é a variedade afim dada por V = {(x, ff(Mx+ (1) — f'(l)); X € ]R}. Assim,
como f(1) =2e f'(1) =3.12 + 1 = 4, segue que V = {(x, 4x — 2); x € R}. Obviamente,

temos que y = 4x — 2 é a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 1.

Se quisermos que a reta T seja um subespago basta fazermos n = 0, pois T deverd
conter a origem ja que € subespaco vetorial. Assim, no caso em que T é subespaco, devemos
ter f(p) — f'(p)p = 0, ou seja, f'(p) = %p). No caso em que p = 0, devemos ter f(p) = 0.

Caso contrério, f'(p) ndo existird e f ndo serd continua no conjunto dos reais.



Capitulo 6

EDOQO’s Lineares de Segunda Ordem

Nesse capitulo iremos analisar as solugdes de equagOes diferenciais ordindrias
(EDO’s) lineares de segunda ordem ndo homogéneas como variedades afins. Iremos

considerar as EDO’s lineares de segunda ordem da forma:

%+P(x)%+q(x)y=f(x),\fx €l ©.1)

Em que as fungdes p(x), q(x) e f(x) sdo continuas no intervalo I = (a, b) (inclui-se os casos
a=—0 ¢ b=+00). As fungdes p(x), q(x) e f(x) podem até ndo serem continuas em
determinados pontos, mas nesses casos devemos ter alguns cuidados. Em geral, nas situacoes
fisicas que originam tais equagdes, as fungdes p(x), q(x) e f(x) sdo fungdes de varidvel real

e iremos tratd-las como fungdes reais.

Em geral as EDO’s lineares de segunda ordem aparecem sob a forma:
A+ B2+ c(0)y = F(x) (6.2)
dx? dx y ) ’

Nos intervalos I em que A(x) # 0 a equagido (6.2) se reduz a equacéo (6.1) através da divisdo

membro a membro por A(x). Temos entdo p(x) = %, q(x) =

cw
a0 ©

fx) = %. Os pontos
em que A(x) = 0 sdo singularidades da equacdo. Mas iremos tratar de equacdes sem pontos
de singularidade. Quanto as solucdes, no caso das EDO’s de primeira ordem bastava uma
condicdo inicial para selecionar uma solugdo especifica, dentre varias solucdes possiveis. Para
as EDO’s de segunda ordem sdo necessdrias duas condi¢des. Quando estas condicdes fixam
os valores da incognita y e sua derivada no mesmo ponto, teremos o problema de valor
inicial:
y'+p()y +q(x)y =f(x), vx €l

y(xo0) = Yo : (6.3)
y'(x0) =y'o

18
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Em que x, é um ponto qualquer de I e y, € ¥’y sdo nimeros reais arbitrdrios. Para cada

situacdo teremos uma solucao Unica para a EDO.

Teorema 6.1 (Existéncia e Unicidade) Considere o problema de valor inicial (6.3), em que
p(x), q(x) e f(x) sdo continuas no intervalo aberto I. Existe uma dnica fungio y = ¢(x), a

qual € solucdo deste problema no intervalo I.

Aqui ndo existe, em geral, um método construtivo capaz de fornecer uma expressao
para a solu¢do do problema de valor inicial. Portanto, a demonstracdo do Teorema 6.1 exige a
utilizacdo de argumentos gerais, que independem do conhecimento da solugdo em termos de
fun¢des elementares. Uma possibilidade consiste em reduzir a equagdo de segunda ordem a
um sistema de duas equagdes de primeira ordem. Mas aqui essa demonstragdo foge do
objetivo do presente trabalho. Para prosseguirmos com a discussdo das EDO’s lineares de
segunda ordem, € conveniente introduzir o conceito de operadores diferenciais e reescrever a

equacdo (6.1) na forma:

Lyl = f0, (6.4)
em que £ denota o operador diferencial definido por:

dZ
T dx?

L="=+p@) = +q@), (6.5)

para qualquer funcdo ¢(x) com duas derivadas continuas no intervalo /.

Comecaremos pela equagdo homogénea

Llyl = ‘;Z—y +p(0)Z+q@)y =0. (6.6)

x2

Relativamente a EDO ndao homogénea (6.4), a equacdo (6.6) € denominada EDO homogénea
associada. Se soubermos resolver a equacdo homogénea associada, serd possivel resolver a
equacdo ndo homogénea original. Uma propriedade da equacdo (6.6) € que o conjunto de suas
solugdes constitui um espaco vetorial sobre o conjunto dos reais. Isto €, se y;(x) e y,(x) sdo

solugdes da equacdo (6.6), entdo a combinagao linear

y(x) = c1y1(x) + 2y, (x). (6.7)
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também serd solucdo, para quaisquer nimeros reais ¢; € ¢,. E notdvel que a dimensdo do
espaco vetorial € finita (veremos a seguir), o que reduz o grau de dificuldade para as solugdes

da equacdo (6.6).

Teorema 6.2 O conjunto solu¢do da equagdo L[y] = 0 constitui um espaco vetorial de

dimensdo dois sobre o conjunto dos reais.
Veremos inicialmente alguns conceitos importantes para a demonstracao.

Definicao 6.1 Dizemos que duas solugdes y; (x) e y,(x) da equagdo (6.6) no intervalo I sdo

linearmente dependentes se existirem constantes c¢; € ¢, ndo simultaneamente nulas, tais que:

y(x) = c1y1(x) + c2y,(x) = 0,Vx € I. (6.8)

Caso contrério, se a equacao (6.8) s for valida para todo x € I se as constantes ¢, e ¢, forem

nulas, dizemos que as solucdes sdo linearmente independentes.

Defini¢do 6.2 Definimos o Wronskiano W(y,y,)(x) das solugdes y; (x) e y,(x) por:

yi(x)  y2(x)

}"1 (X) }"2 (X) =N (x)YIZ(x) — )2 (x)yll (X) (69)

Wy, y2)(x) =

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que duas solugdes y;(x) e y,(x) da
equacdo (6.6) sejam linearmente dependentes é que o Wronskiano W (y,, y,)(x) se anule em
algum x, € I. De fato, se y;(x) e y,(x) sdo duas solugdes linearmente dependentes da
equacdo (6.6), entdo existem constantes ¢; € ¢,, ndo simultaneamente nulas, que verificam a

identidade (6.8). Diferenciando a identidade (6.8) obtemos:
y'(x) = c1y'1(x) + ¢2y'2(x) = 0,Vx € [, (6.10)
que justamente com a equacdo (6.8), fornece o sistema:
c
G0 ya)@=0) @)
satisfeito pelas solugdes y; (x) e y,(x) em x € I, para certos valores, ndo ambos nulos, de ¢;
e ¢,. E um resultado fundamental de dlgebra linear que o sistema linear homogéneo (6.11)

admite solugdes ndo triviais, ou seja, solucdes com constantes ¢; € ¢, ndo simultaneamente

nulas, se e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes for nulo. Por outro lado, se o
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Wronskiano de duas solugdes y;(x) e y,(x) se anular em algum x, € I, entdo existem duas

constantes ¢; € ¢,, ndo simultaneamente nulas, tais que:

(o) 7a(x0)
ooy o) (@) =() 6.12)

Para esta escolha de c¢; e c,, definimos a fungdo y(x) = c;y;1(x) + c,y,(x), que é uma
solucd@o da equagdo (6.6). Alem disto, esta solugdo satisfaz as condi¢des iniciais y(x,) = 0 e
y'(xo) = 0. Porem, pelo teorema da existéncia e unicidade, Teorema 6.1, se uma solugdo da
equacdo homogénea (6.6) satisfaz estas condicdes, entdo esta solugcdo é identicamente nula.

Isto implica que as solugdes y; (x) e y,(x) sao linearmente dependentes.

Teorema 6.3 Se y,(x) e y,(x) sdo solucdes de L[y] =0 em I, entdo o Wronskiano

W (y1,y2)(x) é dado por:

Wy, y2) () = C-exp{fp(f)df}. (6.13)

o

Em que C é uma constante que depende das solugdes y; (x) e y,(x), mas ndo da varidvel x.

Demonstracdo: Diferenciando a identidade W (yy,y,)(x) = y1(x)y',(x) — y,(x)y'1 (%),

aw ! ! n ! ! n n " ~
teremos — =y'1y'; + ¥1¥"2 = ¥'2¥'1 = ¥2¥"1 = ¥1¥"2 = ¥2y"1. Como y;1(x) e y,(x) sdo

solugdes da equacdo (6.6), entdo teremos que:
y'1+p)y'1+qx)y, =0, (6.14)
Y2 +p(0)y'2 + q(x)y, = 0. (6.15)

Multiplicando (6.14) por —y, e (6.15) por y; e fazendo-se a adi¢cdo das duas equagdes, segue-

se que:
iy = vy F )y — y2y'1] = 0. (6.16)

Portanto, 2—‘::+ p(x)W =0 e a EDO de primeira ordem tem como solu¢do a identidade

6.13). m

Concluimos, em consequéncia do Teorema 6.3, que ou W (y;,y,)(x) =0 em I (se

C=0)ou W(y,,y,)(x) # 0em I (se C #0). Portanto, para discutirmos se duas solu¢des da
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equacdo (6.6) sdo linearmente independentes, basta calcularmos seu Wronskiano em algum

ponto de I.

Definicdo 6.3 Duas solucdes y,(x) e y,(x) da EDO homogénea L[y] = 0 constituem um

conjunto fundamental de solugées se elas forem linearmente independentes.

Para verificarmos a existéncia de um conjunto fundamental de solugdes tomemos um
ponto x, € I e consideremos y;(x) e y,(x) solugdes da EDO homogénea L[y] =0
satisfazendo as condigdes iniciais y;(xg) =1, ¥'1(x0) =0, y,(x5) =0 e y',(x0) = 1. A

existéncia destas solugdes é garantida pelo Teorema 6.1; além disto, o Wronskiano destas
solugdes em x é dado por W (y4,y,)(x) = |(1) (1)| = 1. As fungdes y; (x) e y,(x) séo, assim,

linearmente independentes e formam um conjunto fundamental de solucdes.

Demonstracdo do Teorema 6.2: J4 mostramos acima a existéncia de duas solucdes
linearmente independentes. Resta-nos mostrar que a dimensdo do espaco de solugdes da
equacdo L[y] =0 é dois. Suponha entdio que y;(x) e y,(x) constituam um conjunto
fundamental de solu¢des da equacdo L[y] =0 e seja ¢(x) uma solucdo qualquer desta
equacdo. Devemos mostrar que ¢ (x) estd incluida no conjunto de combinagdes lineares da
forma y(x) = ¢y, (x) + c,¥,(x), ou seja, que para alguma escolha das constantes ¢; € ¢;, a
solu¢do ¢(x) é uma combinagdo do tipo acima. Seja x, € I € sejam y, e y', os valores

assumidos por ¢(x) e sua derivada ¢'(x) em x,:

Vo = ¢(x0) ey'o = ¢'(x0). (6.17)

A funcdo ¢(x) é, entdo, solugdo do problema de valor inicial acima. Por outro lado, como

W (y1,y2)(x) # 0, jd que y;(x) e y,(x) sdo linearmente independentes, o sistema

(o) 7>(x0) y
o Y@ =G) 6.18)

tem solugdo unica e, portanto, € possivel escolher ¢; e ¢, de forma que a identidade

y(x) = c1y,(x) + ¢y, (x) seja uma solugdo do mesmo problema de valor inicial.

Usaremos o Teorema 6.1 para concluir que as solu¢des ¢(x) e y(x) sdo a mesma

funcdo no intervalo I. Portanto, para uma escolha adequada de c; e ¢, teremos:

P(x) = c1y1(x) + ¢y, (x). (6.19)
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A fungdo ¢(x) é uma solugdo arbitraria da EDO homogénea e, com isso, temos que a

dimensdo do espaco de solucdes € dois. m

Consideraremos agora a EDO linear de segunda ordem ndo homogénea

L =L+ p@ 2+ gy = f(), Vx €1, (6.20)

em que I é um intervalo aberto e as fun¢Ges p(x), q(x) e f(x) séo continuas em I. Se y; (x) e
y,(x) sdo duas solugdes quaisquer de (6.20), entdo L[y; — y,] = L[y1](x) — L[y,](x) =
f(x) — f(x) =0, ou seja, a diferenca de duas solucdes da equacdo ndo homogénea (6.20) é
solugdo da equagdo homogénea associada L[y] = 0. Isto nos permite escrever a solugdo geral

da equag@o ndo homogénea na forma:
y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp (%), (6.21)

em que y;(x) e y,(x) constituem um conjunto fundamental de solu¢des para a equagio
homogénea associada, c; e ¢, sdo constantes arbitrdrias e y,,(x) é uma solugdo particular de

(6.20).

Concluimos, entdo, que o conjunto solu¢do de uma EDO linear de segunda ordem é
uma variedade afim, pois a solu¢do da EDO pode ser caracterizada por um espaco vetorial

(que é um subespaco vetorial) transladado de um vetor que pertence a variedade afim.

Exemplo 6.1 Suponha que uma mola flexivel esteja suspensa verticalmente em um suporte
rigido e que entdo uma massa m seja conectada a sua extremidade livre. A distensdo ou
elongacdo da mola naturalmente dependerd da massa; massas com pesos diferentes
distenderdo a mola diferentemente. Pela lei de Hooke, a mola exerce uma forca restauradora
F oposta a dire¢do do alongamento e proporcional a distensdo s. De forma simples, F = ks,
em que k é constante de proporcionalidade conhecida como constante da mola. A mola é
essencialmente caracterizada pelo nimero k. Por exemplo, se uma massa de 10 libras alonga
em %2 pé uma mola, entdo teremos que k = 20 1b/pés. Depois que uma massa m € conectada a
uma mola, provoca uma distensdo s na mola e atinge sua posi¢ao de equilibrio no qual seu
peso w € igual a forca restauradora ks. Lembrando que o peso é definido por w = mg, em
que g = 9,8 m/s? ou g = 32 pés/s?, a condicdo de equilibrio serd mg = ks ou, simplesmente,
mg — ks = 0. Se a massa for deslocada por uma quantidade x de sua posicdo de equilibrio, a

forca restauradora da mola serd entdo k(x + s), como mostra a figura 6.1.
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Figura 6.1 Sistema deslocamento apds equilibrio.

Supondo que ndo haja forcas de retardamento sobre o sistema e supondo que a massa vibre
sem a agdo de outras forcas externas, podemos igualar F com a forca resultante do peso e da

forga restauradora. Portanto, teremos:

2
m% =—k(x+s)+mg =—kx—ks+mg = —kx. (6.22)
zZero

O sinal negativo indica que a forca restauradora da mola age no sentido oposto ao do

movimento.

A equacido (6.22) descreve um movimento harmdnico simples ou movimento livre ndo
amortecido. O conceito de movimento harmoénico simples € um tanto quanto irreal, uma vez
que € descrito pela equacdo (6.22) sob a hipdtese de que nenhuma forca de retardamento age
sobre a massa em movimento. A nio ser que a massa seja suspensa em um vacuo perfeito,
havera pelo menos uma forca contraria a0 movimento em decorréncia do meio ambiente. No
estudo de mecanica, as for¢as de amortecimento que atuam sobre um corpo sdo consideradas

proporcionais a uma poténcia da velocidade instantanea. Em particular, vamos supor que essa
2 1ot dx ~
forca é dada por um mudltiplo constante de et Quando ndo houver outras forcas externas

agindo sobre o sistema, segue da segunda lei de Newton que

d?x dx

m—— = —kx — ﬁE’ (6.23)

em que 3 € positivo e chamado constante de amortecimento e o sinal negativo é uma
consequéncia do fato de que a forca amortecedora age no sentido oposto do movimento.

Dividindo-se a equacdo (6.23) por m, obtemos a equacdo diferencial homogénea:
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@ (B)E + (ﬁ) x = 0. (6.24)

dt? m) dt
k . A
Fazendo % =21e —= w?, teremos a EDO linear homogénea de segunda ordem:

d?x

2+ 2,1% + w?x = 0. (6.24)

O simbolo 21 foi usado somente para facilitar a andlise das raizes da equagdo auxiliar

y? + 2y + w? = 0. Assim teremos como rafzes y = —A + VA% — w?. Podemos distinguir

trés casos possiveis, dependendo do sinal de 42 — w?.

e Caso I: (superamortecido) A solugio da equagio (6.24) para o caso 12 — w? > 0 serd da
forma x(t) = c;. e(-A+VIZ=0?)t Cy. e(-A=V2Z=?)t,

e Caso II: (amortecimento critico) A solu¢do da equacdo (6.24) para o caso 12 — w? = 0
serd da forma x(t) = e *(c; + c,t).

e Caso III: (subamortecimento) A soluc¢do da equacdo (6.24) para o caso 12 — w? < 0 serd

da forma x(t) = e (cl. Cos(\//lz — a)zt) + cz.sen(\//lz - wzt)).

Podemos observar que as solugdes em todos os trés casos sdo subespacos vetoriais, que

também sao variedades afins.

Exemplo 6.2 Considere a situagdo do exemplo 6.1, agora com uma forga externa f(t) agindo

sobre a massa. Incluindo f(t) na equagdo (6.23) resulta na equagio:

d?x dx
mm— —kx—ﬁaﬁ'f(t). (6.25)
Dividindo a equacdo (6.25) por m e fazendo % = 24, % =w?e % = F(t) teremos a EDO
linear ndo homogénea de segunda ordem:
d?x dx 2
F-FZAE-FCO x = F(t). (6.26)

As solucgdes da equacgdo (6.26) estdo associadas as solugdes da equagdo homogénea associada
(6.24). Dependendo de F(t) e dos valores iniciais do sistema devemos encontrar uma solugio
particular para a equacdo (6.26) e a solucdo geral serd dada pela solucdo da equacdo

homogénea associada mais a solu¢do particular. Assim a solucdo serd uma variedade afim,
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pois podemos caracterizd-la como um subespaco vetorial transladado de um vetor da

variedade afim.

Exemplo 6.3 Seja um sistema de massa mola vibrante, como o exemplo 6.2, que consiste em
uma massa (m = 1/5 kg) presa a uma mola (k = 2 lIb/pés). A massa € solta do repouso ¥2 pé
abaixo da posi¢do de equilibrio. O movimento é amortecido (8 = 1,2) e estd sendo forcado
por uma forga externa periddica (f(t) = 5cos(4t)) que comeca em t = 0. Assim teremos a

1d%x

szt 1,2% + 2x = 5cos(4t), com condi¢bes iniciais x(0) = % e x'(0) =0.

equacao

2
Multiplicando a equagdo dada por 5, obtemos a equacdo d f+ 6%+ 10x = 25cos(4t).

dt
C - ~ . d?x dx
Temos que resolver inicialmente a equacdo homogénea associada proias 6; + 10x = 0, que

tem y?+6y+ 10 =0 como equagio auxiliar. O discriminante da equacdo auxiliar é
negativo e, portanto, teremos um sistema subamortecido que terd como solugdo, de acordo

com o caso III, a combinacio linear dada por e~3!(c,cost + c,sent) que é um subespago
. ~ . ~ R . 25 50 ~

vetorial. Uma solugdo particular da EDO nao homogénea é — o3 cos(4t) + asen(4t), entio

teremos que a solugdo geral serd dada pelo subespago vetorial e~ 3!(c,cost + c,sent)

transladado do vetor —%005(4@ + gsen@t), ou seja, x(t) = e~ 3¢(c,cost + c,sent) —

25 50 . ) , ) e
Ecos(‘tt) +Hsen(4t) que é uma variedade afim. Aplicando as condigdes iniciais

38

cost — %sent) — ﬁcos(4t) +
51 51

encontramos os valores de ¢; e ¢, € assim, x(t) = e™3¢ ( o3

50
o sen(4t).

Exemplo 6.4 Considere um circuito elétrico RLC em série sob uma voltagem senoidal

V(t) = Esen(wt), como mostra figura 6.2.

R

A

Figura 6.2 Circuito elétrico RLC em série.

Iremos descrever o estado do sistema em termos da carga q no capacitor como fungdo do

. . _dq c
tempo, em vez de em termos da corrente i. Como i = i queda de voltagem através do
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.o (1 . . g d?
capacitor é (E) q, a queda de voltagem sobre o indutor é L d—tZ e a queda de voltagem sobre o

. ( nd . . . ~
resistor € R d_Z' Assim, pela segunda lei de Kirchhoff, teremos a equagao:

d

2
LE24 R Z + % = Esen(wt). (6.27)

dt? d

O circuito acima se assemelha a um sistema massa mola com uma forga externa. As

solucdes da equacdo (6.27) estdo associadas as solugdes da equacdo homogénea associada

L % +R % + % = 0, que tem a equagdo auxiliar Ly? + Ry + % = 0 cujas solugdes sdo dadas

2 2
R R 1 s ~ (R 1
por y=——+ (—) ——. De acordo com as possibilidades da expressdo (—) - =
2L 2L LC 2L LC

podemos ter o circuito acima analisado como um sistema superamortecido ou com
amortecimento critico ou com subamortecimento, como mostra o exemplo 6.1. Assim,
dependendo do caso, a equagdo homogénea terd como solucdo um dos subespagos vetoriais

mostrados no exemplo 6.1, com as devidas substituicdes. Por exemplo, se o circuito tiver um

- i 3 ; énea serd (Rl )e
amortecimento critico, a solu¢do da equacdo homogénea serd da forma e~ /2Lt (¢; + c,t).
Resta-nos agora verificar uma solugdo particular para a equacgdo (6.27). Se a resisténcia nio

for nula, ou seja, R # 0, teremos a solugao (q,) particular da forma:
qp = dysen(wt) + dycos(wt). (6.28)
Substituindo (6.28) em (6.27) iremos obter os valores para d; e d,. Assim obtemos:

ElwL — (1/wC)]
"~ w{R2 + [wL — (1/wC)]%}

d1:

ER

b= = SR+ (ol = (La0)]%)

2
. - 1 1 ~ .
Introduzindo as abreviagdes y = wlL — — ¢ Z?=R%*+ (a)L - E) , a solucdo particular
. E ER . L
pode ser escrita como q, = —w—;sen(wt) —mcos(a)t), ou ainda mais simplesmente,
- _E =V —R
qp = ——cos(wt — a), em que sena = /7ecosa ="/,

Portanto, a solu¢do da EDO descrita em (6.27) é uma variedade afim caracterizada por

um subespaco vetorial transladado de um vetor da variedade afim.



Capitulo 7

Conclusao

Nesse trabalho mostramos alguns conceitos de variedades afins vistos em Algebra
Linear como a caracterizacdo de uma variedade afim como um subespaco vetorial transladado

de um vetor qualquer pertencente a variedade afim.

Associamos essa caracteristica das variedades afins com a representagdo geométrica
de situacdes matematicas através de exemplos como o posicionamento relativo de variedades
afins, as solugdes de sistemas de equagdes lineares, a reta tangente a um grafico de uma

funcido e as solugdes de EDO lineares homogéneas e ndo homogéneas de segunda ordem.

Verificamos que quaisquer conjuntos solucdo de problemas matemaéticos ou situagdes
matemdticas, que possam ser caracterizados como subespacos vetoriais transladados de

qualquer vetor pertencente ao conjunto solucao, podem ser associados a variedades afins.

Por fim, com o conhecimento dessa ferramenta, os alunos podem compreender melhor
o comportamento de tais conjuntos solugdes e fazer andlises mais detalhadas dos problemas
estudados. Desse modo, podemos buscar e aprofundar ideias que envolvam essa ferramenta
no intuito de analisar e ter melhor compreensdo de situacdes problema que possam ser

representados geometricamente.
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