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“Nao leve essa aula muito a sério... apenas
relaxe e desfrute dela. Vou contar para voce€s
como a natureza se comporta. Se voc€ admitir
simplesmente que ela tem esse comportamento,
vocé a considerard encantadora e cativante. Nao
fique dizendo para vocé mesmo ‘“Mas como ela
pode ser assim?” porque nesse caso VOc€ en-
trard em um beco sem saida do qual ninguém
escapou ainda. Ninguém sabe como a natureza
pode ser assim”.

Richard Feynman (1918-1988)



RESUMO

No presente trabalho, estudamos o formalismo do operador translagdo dependente da posicao
(PDTO), um formalismo obtido ao tentar entender quais sdo as consequéncias da métrica do
espaco na mecanica quantica (MQ). Em vista disso, foram usadas dois tipos de métricas, uma
quadrética e outra linear, através das quais foram definidos dois operadores de translacdo de
comprimento dx, denominados de operadores de translagdo infinitesimal quadrética Tyg(dx),
e linear Ty/(dx), que ao atuar no estado |x) leva-o para outro estado |x + dx + yxdx + B?x*dx)
e |x+ dx+ yxdx), respectivamente. Foi possivel observar que os resultados dessas translacdes
dependem das métricas, pois nos levam a obtengdo de dois novos operadores de momento,
137,[3 € 137, que consequentemente nos dao novas relagcdes de comutagdo entre estes operadores
momento e posi¢do, e duas equacdes de Schrodinger modificadas. Por fim, as duas equacdes
de Schrodinger modificadas foram aplicadas em diversos problemas unidimensionais da MQ.
Ao analisar os resultados obtidos através da métrica quadratica, observamos que quando eles
independem do pardmetro 3 sdo iguais obtidos pela métrica linear, e também quando o pardmetro

Y tende a zero na métrica linear recuperamos os resultados usuais da MQ.

Palavras-chave: problemas unidimensionais; Métrica; operador de translacao dependente da

posicdo; equacdo de Schrodinger modificada.



ABSTRACT

In the present work, we study the formalism of the position-dependent translation operator
(PDTO), a formalism obtained by trying to understand the consequences of space metrics in
quantum mechanics (QM). In view of this, two types of metrics were used, one quadratic and the
other linear, through which two translation operators of length dx were defined, called quadratic
infinitesimal translation operators T, (dx), and linear Ty(dx), which when acting in the state
|x) takes it to another state }x +dx + yxdx + B?x*dx) and |x+ dx + yxdx), respectively. It was
possible to observe that the results of these translations depend on the metrics, as they lead us
to obtain two new moment operators, ﬁﬂ; and ﬁy, which consequently give us new switching
relations between these moment and position operators, and two modified Schrodinger equations.
Finally, the two modified Schrodinger equations were applied to several one-dimensional MQ
problems. When analyzing the results obtained through the quadratic metric, we observe that
when they are independent of the parameter 3 they are equal obtained by the linear metric, and

also when the parameter Y tends to zero in the linear metric, we retrieve the usual results of the

MQ.

Keywords: one-dimensional problems; Metrics; position dependent translation operator; modi-

fied Schrodinger equation.
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1 INTRODUCAO

Desde tempos remotos, os seres humanos sempre queriam saber explicar as coisas
que acontecem ao seu redor. A busca das explicagdes para estas inquietacdes levou a des-
cobertas de muitas dreas de conhecimentos que conhecemos hoje. Tanto a Fisica como as
suas subdreas ndo fugiram a esta regra, elas surgiram também na tentativa de explicar muitas
indagacoes feitas ao longo dos séculos. Uma destas dreas € a Mecdnica Quantica (MQ) que
surgiu no inicio do século XX, precisamente na segunda metade da década de 1920, no qual
conta com as contribui¢des dadas por grandes fisicos, nomeadamente: Max Planck, Niels Bohr,
Werner Heisenberg, Louis de Broglie, Erwin Schrédinger, Albert Einstein e outros [[1-4]. Dife-
rentemente da Mecdnica Qudntica que descreve o comportamento de corpos macroscopicos, a
MQ descreve o comportamento fundamental dos sistemas fisicos com as dimensoes proximas
ou abaixo da escala atdmica (corpos microscopicos) [2,/5,(6].

Por exemplo, na MC para encontrar a posi¢do x(¢) de uma particula de massa m
que se move sobre o eixo x sob acdo de uma forca dada por F (x,1), aplica-se a segunda lei de
Newton, F = md, para acha-la. Mas na MQ, para o mesmo problema, em vez de procurar a
x(t), busca-se a funcdo de onda, ¥(x,t), dessa particula resolvendo a equacdo de Schridinger
[7]:

pl¥_ Ko
dt 2m dx?

Esta diferenca deve-se ao fato de que na MC podemos obter posi¢@o (x), velocidade (v), mo-

+VW. (1.1

mento (p) e potencial (V) de uma particula simultaneamente, enquanto que na MQ o principio
da incerteza nos impede medir x e p simultaneamente, pois os sistemas fisicos que ela estuda
(usando a probabilidade) sd@o de dimensdes atdmicas.

Usando o formalismo matemético de Dirac da MQ [5], que é o formalismo mais
elegante e de facil uso em comparacao [8]], por exemplo, com o de von Neuman [9], o estado
da particula ¥(x,) na equagdo (1.1) pode ser descrito matematicamente por um ket, |¥(x,7)),
pertencente ao espaco dos estados, e qualquer grandeza fisica descrita por um operador que atua
nesse estado deve ser hermitiano e possuir autovetores que formam uma base para o espaco dos
estados [5]. Quando aplicamos este operador no seu estado, obtém-se um autovalor que sera
o unico resultado possivel e o autovetor associado ao autovalor medido representa o estado do
sistema.

Neste trabalho, ndo foi seguido o formalismo feito por Sakurai [10]], mas o conceito

de deslocamento espacial nao-aditivo definido por da Costa et al [11], em 2011, no qual mostra

! Apresenta a mecénica quéntica em uma representacio uniforme e ttil, matematicamente rigorosa. Este for-
malismo pode ser encontrado no The Mathematical Foundations of Quantum Mechanic [9].
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que este conceito causa mudanca nas relacdoes de comutacdao entre posicdo € momento, como
tambem na equacao tipo equacao de Schrodinger.

Em 2012, Mazharimousavi [|12]], acrescentou um termo a mao no operadar momento
do conceito de deslocamento espacial ndo-aditivo definido por da Costa et al [[11]]. No ano 2013,
Costa et al [[13]] mostrou que o potencial de Morse emerge naturalmente da acdo do operador
deslocamento espacial ndo-aditivo. Também no mesmo ano, Rego-Monteiro e Nobre [14]],
fizeram aplicacdo do formalismo na Teoria de campo cldssica para uma equagdo de Schrodinger
ndo hermitiana com massas dependentes da posi¢ao.

Posteriormente, em 2015, na sua tese de doutorado, Braga [5]] generalizou o forma-
lismo para qualquer métrica g(x). Em 2016, Costa et al [15] fez aplica¢do do formalismo no
seu trabalho sob titulo ”Extended uncertainty from first principles”. Finalmente, Braga e Costa
[16], mostraram que alguns problemas do formalismo PDTO podem ser vistos como problema
de Sturm-Liouville, em 2016.

Em 2020, El-Nabulsi publicou alguns trabalhos. No seu trabalho sob titulo A new
approach to the schrodinger equation with position-dependent mass and its implications in
quantum dots and semiconductors”mostrou que abordagem PDTO afeta apenas semicondutores
com grande escala interatdmical/17]]. No seu outro trabalho [18], ele observou que, na dimensao
radial de Hausdorff, a energia do estado fundamental da massa das particulas com metade do
spin é aumentada, o que leva a um aumento da massa dos elétrons de acordo com observagdes
tedricas recentes e dados experimentais. Finalmente, na referéncia [19], ele construiu um novo
hamiltoniano de Schrédinger fraciondrio para um sistema quantico caracterizado por uma massa
dependente da posi¢do e um operador derivado espacial fracionario modificado.

Especificamente nessa dissertacdo, foi definido um novo operador de translagdo,
Tyg(dx), chamado de operador translagdo infinitesimal quadrdtico, que ao atuar no estado |x)
leva-o para }x +dx+ yxdx + ﬁ’zxzdx>. Esse € um caso particular do que foi feito no trabalho de
Braga [5]], onde foi considerado g V2=1+ yx + B2x2.

Foi possivel observar que o resultado dessa translacdo depende da métrica, pois
através dessa defini¢c@o foi obtido um novo operador momentum, que denominamos de operador
momentum quadrdtico, ﬁyﬁ, que por meio dele conseguiu-se uma nova relacdo de comutagdo
modificada entre os operadores de posi¢ao X e do momentum quadratico, ﬁy , € consequente-
mente, uma nova equagdo tipo Schrodinger chamada de equagdo de Schrodinger modificada
quadrdtic

Naturalmente, ao considerar o pardmetro 3 igual a zero, recuperam-se todas as

2E denominada equacio de Schrodinger modificada quadrética, para diferenciar a equagio que vem da métrica
quadratica (denominada este nome porque contem o termo quadratico em x), da equagdo que vem da métrica linear.
Mas na verdade, o Hamiltoniano e a equacgio continuam linear.



16

solucdes obtidas no trabalho “Displacement Operator for Quantum Systems with Position-
dependent Mass’do Costa et al [11]. A equacdo de Schrodinger obtida nesse artigo foi de-
nominado nesta dissertacao de equacdo de Schrodinger modificada lineaiﬂ

A partir das equagdes de Schrodinger modificadas (quadratica e linear), foram usa-
das mudancas de varidveis feitas por da Costa et al [20], que por meio das quais foram obtidas
duas equacgdes de Schrodinger mais simplificadas que foram usadas para resolver alguns proble-
mas unidimensionais andlogos aos encontrados com muita frequéncias nos livros didaticos da
MQ. Os resultados obtidos neste formalismo coicidem com os resultados usuais da MQ quando
Y e B ou tendem a zero no caso quadratico ou quando Y tende a zero no caso linear.

No préximo capitulo, revisitamos o Formalismo Unidimensional do Operador Trans-
lagdo Dependente da Posi¢do (PDTO). Comecamos com as definicdes das métricas quadratica
e linear, que através dos quais foram obtidas duas equagdes Schrodinger modificadas (uma para
caso quadratico outra para caso linear).

No tereceiro capitulo, foram usadas estas equacdes Schrodinger modificadas para
resoluc@o de alguns problemas propostos, nos quais foram divididos em se¢des. Na primeira
secdo, discutimos o problema de poco quadrado infinito, e em seguida estudamos o poco funcao
delta. Na terceira secdo analisamos modelo de Kronig-Penny e finalmente na quarta e dltima
secdo abordamos o problema da barreira de potencial. Todos estes problemas foram resolvidos
em dois casos: quadratico e linear.

Os casos lineares de poco quadrado infinito, poco funcdo delta e Kronig-Penny
podem ser encontrados nas referencias [|11]] e [20]], respectivamente. Mas os casos quadraticos
e o problema da barreira de potencial (para ambas os casos) s6 podem ser encontrados nesta

dissertacao.

3E denominada equagio de Schrodinger modificada linear para referenciar que vem da linear.
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2 FORMALISMO UNIDIMENSIONAL

Uma sequéncia de n ndmeros pode identificar uma localiza¢do no espago n dimen-
sional. Para que este espaco seja considerado unidimensional, n precisa ser igual a 1, ou seja,
dentro desse espaco, € possivel fazer os cdlculos usando apenas uma tnica varidvel [21},22]].

Neste capitulo, usaremos apenas uma tnica variavel (varidvel x), para o desenvolvi-
mento do nosso formalismo. Para esta finalidade, comegaremos com as definicdes das métricas,
e a partir das quais obteremos equacdes de Schrodinger que usaremos no capitulo posterior na

resolucao de alguns problemas.

2.1 Meétricas e Comprimentos do Arco

O objetivo deste capitulo € encontrar equacdes de Schrodinger em um espacgo das

fungdes unidimensionais em x, para métrice{huadrética 1151,

g5 () = 1+yx+ B2, @.1)

e para métrica linear [11]

g;l/z(x) =147y (2.2)

Partindo da métrica quadrética, o quadrado da distancia entre dois pontos infinita-

mente préximos, P(x) e P(x+dx) [5], é dado por

~1/2

2 _
ds =8,

(x)dx?, (2.3)

entao
dx

ds= —2>
T It t A

Fazendo a integra¢@o nos dois lados da equag@o (2.4), e impondo a condigdo 2|S| > |y, logo o

(2.4)

comprimento do arco definido pela equacgdo (2.1) fica

2
s(x) = I arctan 2Pty (2.5)

4B2— 2 /42— 2 |’
onde —oo < x < o0,
A figura|l|ilustra o comportamento da equagdo (2.5), para alguns valores de y e 3.
Nela, pode-se observar que aumentos dos pardmetros ¥ e 3 causam aumento e diminui¢do do

comprimento de arco, respectivamente. Fisicamente, isso significa que o aumento do pardmetro

'A métrica é uma generalizacio das quatro propriedades conhecidas da distAncia euclidiana. A métrica eucli-
diana define a distincia entre dois pontos como o comprimento do segmento de reta que os conecta [23]].
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B confina a particula, enquanto o parAmetro ¥ diminui o confinamento da particula.

T2 =

— vk p25

|
0
X
Figura 1 — Comprimento do arco para métrica quadratica, com a condic@o 2|3| > |v|, para os pares,

y=4ePB=25y=4ef=3;y=2eP=3;y=—4epB=-25.

Entretanto, pela mesma métrica quadratica, mas com a condi¢do diferente da ante-

rior, |y| > 2|B|, a equagdo (2.4) nos leva a

1 n 24+ (Y+V72—4B2)x 2.6)
VE=4BL 2+ (r— /72— 4B |

como x> 0.

A equacdo (2.6) serd a escolhida para o desenvolvimento do nosso formalismo em
detrimento da equacdo (2.5), visto que a equagdo (2.5) ndo satisfaz a proposta inicial, que
segundo a qual o parametro 8 deve-se anular antes que o parimetro . Fisicamente, na equacéo
(2.6), os aumentos dos parametros confinam a particula, enquanto que na equagao (2.5) sé o
aumento do parametro 3 a confina.

Na figura2]estd representada a equacdo (2.6) para alguns valores dos seus pardmetros,
Y e B. Fica observavel que os aumentos de ambos os pardmetros causam diminui¢do no com-
primento do arco, em outras palavras, ambos confinam a particula.

Ao fazer B indo a zero e vy diferente de zero na equagao (2.6) obtemos 0 mesmo

resultado obtido por Costa et al [24]],

1
xX= ;/ln(l + ¥x), (2.7)
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|
00 5 10

X

Figura 2 — Comprimento do arco para métrica quadratica, com a condigdo |y| > 2|f|, para os pares,
y=2eB=0,y=2eB=05y=25ep=0.5.

que também podia ser obtida usando a métrica linear.

2.2 Espaco de Hilbert e Vetores

O conjunto de todas as fun¢des quadrados integraveis em um intervalo especifico é
denominado espaco de Hilbert. No nosso caso, o espaco das fun¢gdes de onda definidas em um

determinado intervalo [5.[7]], @ < x < b, é constituido por todas as fungdes y/(x), tais que

b d b
WP gy = [ 1wwPds < @8

O conjunto de todas as fungdes que satisfazem a equacdo (2.8) constituem um

espago vetorial. Entdo, o produto interno entre duas fungdes, ¢(x) e y(x), neste espago €

definido por ,
)= [ 9" Wwids 2.9
Se ¢(x) e y(x) sdo quadrado-integraveis, o produto interno entre elas, vai sempre
existir [[7]].
Da equagao (2.9) segue-se as propriedades de um produto interno.
1. Simetria:

(¢lw) = (wl]9)". (2.10)
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2. Positividade, que € o produto interno entre uma funcao e ela prépria:

b 2
wiv) = [ 1w Pas =0, @.11)

que serd sempre positivo e real, exceto quando y(x) = 0, neste caso o produto serd zero.

3. Bilinearidade ou distributividade:

(O] (A1 |y1) +Aa|va)) = A1 (@ |y1) + X2 (0 |ya), (2.12)

(91141 + (02| 2) [w) = A{ (@1 |y) + 25 (da]y), (2.13)

onde A; e A, sdo autovalores associados aos autofungdes Yy e ¢, e A e A] sdo seus

conjugados.

Partindo da equacdo (2.11) e considerar que y difere de zero, podemos definir a

norma de uma funcido como
vl = v{wly), (2.14)

que serd sempre real ndo-negativo e mostra a no¢ao de comprimento [/7]].
Agora, imagina uma particula bem localizada em um determinado ponto, e é des-

crita por um ket de posicéo |x) [S]. Ao atuar um operador de posi¢ao X neste estado teremos
X|x)=x|x), (2.15)

onde x é o autovalor do operador XH
Considerando que ¢*(x) = (@|x) e y(x) = (x|y), a equagdo (2.9) nos leva imedia-
tamente a
t01v) = [ (@b alvias = 1| [ 19 elas] ),
entao,

/|x>(x|ds: 1. (2.16)

Esta equagdo € conhecida como operador identidade ou relaciao da completeza,
ou simplesmente relacao de fechamento.

Com este resultado, podemos agora escrever qualquer ket arbitrario, digamos |o)
se ele representa o um estado fisico no espago gerado pelo auto-estado de X [10]], na base do
operador identidade.

Portanto, a expansdo de |o) em termos de |x') fica

) :/|x)(x’|oc>ds, 2.17)

ZNessa trabalho, vamos representar os operadores por letras maitisculas e os autovalores vio ser representados
por letras minudsculas.
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ao passo que
:(x’!¢>:/<x’yx><x|¢>ds:/<x’|x>¢(x)ds. (2.18)

No entanto, ao comparar a equacao (2.18) com a propriedade de Delta de Dirac

/a ? )8 (e — a)dx = f(a), (2.19)

¢ perceptivel que
(¥x)y=(1 + x4 B2P) S (x — x), (2.20)
no qual chamamos de produto escalar entre os autovetores dos operadores posi¢do para métrica
quadrdtica.
Para métrica linear € s6 fazer B — 0, este produto escalar entre os autovetores do

operador posicao se reduz a
(¥|x) = (14 yx)8(x—x'). (2.21)

que é o mesmo resultado obtido por Braga [5].

2.3 Operador de Translacao Modificado

Daqui em diante, ou pelo menos, até final deste capitulo, seguiremos as ideias do
Braga [3]] intercalando com as de Costa Filho et al [11]. De acordo com o postulado de Braga,
podemos escrever o operador de translagdo infinitesimal quadrética Tyg(dx) que atua em um

estado |x) da seguinte forma:
Typ(dx) |x) = |x+dx+ yxdx + Bx*dx), (2.22)
e quando B — 0 na equacdo (2.22) recuperamos a defini¢do feita por Costa Filho et al [[11]],
Ty(dx)|x) = |x+dx + yxdx), (2.23)
ou ainda, se na equacdo (2.23) fizemos Yy — 0 voltaremos a translagcao usual [[10],
T (dx)|x) = |x+dx). (2.24)

O estudo desses casos particulares serd a elegancia deste trabalho. Até o final deste
trabalho vamos estar atentos a estes acontecimentos, pois sempre que ¥ tende a zero ou y ¢ f3
tendem simultaneamente a zero recuperaremos os resultados conhecidos em muitas bibliogra-
fias da MQ [7,25]].

Imagine agora duas translagdes infinitesimais sucessivas de dx’ e dx”. Suponha que

primeiramente fizemos um deslocamento em dx’ e em seguida em dx”, no qual podem ndo ser
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feitos na mesma direcao [[10]. Matematicamente
Typ(dx')Typ (dx") |x) = [y +dx' + yydx' + B*y*dx’),

onde y = x + dx + yxdx" + B?x*dx". Esperamos que essa translacio seja igual a uma tnica

translacdo em dx’ + dx”,
Typ(dx' +dx") |x) = |x+ (dx' +dx") + y(dx' +dx")x + B2 (dx + dx")x2> :

Entdo, podemos concluir que duas transla¢des infinitesimais sucessivas de dx’ e

depois dx” € diferente de uma tnica translagio dx’ + dx”,
Ty (dx)Tyg(dx") # Typ (dx’ +dx"). (2.25)

Isto mostra a ndo aditividade do operador translagio infinitesimal quadrdtica T, (dx), aqui vem
o nome da mecdnica qudntica ndo-aditiva (MQNA).
Por outro lado, se impusermos que quando dx — 0, o operador de translacao transforma-
se em um operador identidade,
lim T,g(dx) = 1. (2.26)

dx—0

2.4 Principios das Incertezas e Incertezas Minimas nos Momento

Para achar o Principio da Incerteza e a Incerteza Minima no Momento, primeira-
mente, temos que encontrar a relagao de comutagao entre operador Pyg e operador £.
Partindo da relagdo de comutagdo entre operador posicao e operador de translagcdo

modificado quadrético
[£,Typ(dx)] |x) = £Tg (dx) |x) — Typ (dx)%|x) (2.27)

onde

£T,5(dx) |x) = (x+ dx + yxdx + B2x*dx) |x + dx + yxdx + BZx’dx)

Ty (dx)k|x) = xTyg(dx) |x) = x |x+ dx + yxdx + B2x*dx) ,

desse modo, temos
[£,T,5(dx)] |x) = dx(1 4+ yx+ B2x?) x4 dx + yxdx + Bzxzdx> :
que pode ser aproximada com o erro da segunda ordem em dx’, por

[£, Typ (dx)] |x) = dx(1+ yx + B7x%) |x) . (2.28)
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Porém, ao definir o operador translagcao infinitesimal quadratico em fun¢do do mo-

mento modificado quadratico como gerador de translacao [10],

lf’ﬂg dx
Typ(dx) =1~ P (2.29)
e substituindo na equagdo (2.28) veremos que
[£,Byg] = in(1+ yx+ B2x?), (2.30)

denominada de relacdo de comutacdo quadrdtica entre operador posicao e operador momentum
quadratico. Observe que quando ¥ e depois B tendem a zero a relacdo de comutagido quadratica
entre operador posi¢do e operador momentum quadratico se reduz a relacdo de comutacao usual
entre £e P .
Por conseguinte, com o uso do desvio padrao de x, o principio da incerteza quadratica

fica

AAPg > T (x) 4 B2 (x)* + B2 (Ax)* (2.31)

VB = 2 14 ) )

Agora, partindo da equagdo (2.31) podemos obter a incerteza minima no operador

momentum quadratico. Para tal, dividiremos ambos os lados da equagdo (2.31) por Ax

APy > o [y + B2 (02 + 2 (A0

Derivando a equagdo anterior em relacdo Ax e depois igualado a zero, obteremos Ax Ao

substituir o resultado de Axy na equacao (2.31) ficaremos com

APy . = APyg(Axg) = nf \/ L+ 7(x) + B2 (x)*, (2.32)

que € a incerteza minima no operador momentum quadratico da particula, e é sempre real e
maior que zero quando 3 for diferente de zero.
Além disso, para B — 0 e ¥ # 0, as equagdes (2.30) e (2.31) se transformam nas

encontradas por Costa et al [11]],

[£,2] = in(1+ yx), (2.33)
€
AXAP, > g 1) (2.34)

Podiamos também obter estas duas tltimas equagdes usando as equacdes (2.7) e
(2.23) ao invés das equagdes (2.6) e (2.22) e depois fazendo B indo para zero como fizemos.

Agora, para o estudo da incerteza minima no operador momentum linear foi usado

3Valor de Ax que minimiza APyg.
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o mesmo procedimento do caso quadrético, no qual obtemos

h 1 1

Diferente da incerteza minima no operador momentum linear a incerteza minima

no operador momento quadratico é diferente de zero, isto se deve ao pardmetro quadratico f3.

--- AxAPY=h’2

— AYAP =h (1+B°A° )2

Forbidden region in
a curved space

Figura 3 — Incerteza minima nos momento quando consideramos (x) = 0. A regido sombreada
representa os estados proibidos para métrica considerada IE]]

Na figura [3] foram mostrados os principios das incertezas para ambos os casos
(quadritico e linear) e suas respectivas incertezas minimas, quando consideramos (x) = 0. Nesta
figura € mostrado com clareza que s6 € possivel ter incerteza minima diferente de zero quando

usamos a métrica quadratica.
2.5 Operador Momentum no Espaco das Posicoes

Nesta subsecdo, vamos avaliar como o operador Pyg se comporta no espago das

posigdes. Para tal, aplicamos o operador translagdo infinitesimal quadratico no estado |y)

iPygAY
h

T(AX) ) = |y) — v), (2.36)

e da relagdao da completeza temos

[Ty ) ds =) - By
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S iPygAY
[+ ad)(d fyyds = lw) - S )
[0~ av ) ds =y - T8y
[ 1102 19— av 2 (s = o)~ T8y, @37

Aplicando (x| nos dois lados da equagdo (2.37), observamos que

[ ) 5 (s = (albyglv).

usando o produto escalar entre os autovetores dos operadores posicao para métrica quadratica,

equacgao (2.20), temos

[ B30 )5 () (e = 7 (W)

2 v = '< Pl )

—ih(l+yx+[322 x|1// (x|Pyglw),

no qual usamos (1 + yx+ ﬁzxz)% = % Portanto, podemos concluir que

. , d .
Pyply) = —in(1 +yx+B2x%)——|y) = —inDyg ), (2.38)

onde

d
Dy =(1+ }/x—l—ﬁzxz)a, (2.39)

sendo uma derivada deformada no espago. Ao fazer B — 0 e ¥y # 0 obtemos o mesmo resultado
do Costa et al [[11],
d
D, = (1 —. 2.40
y=(1+7) I (2.40)

Aplicando a relagdo de completeza na equagdo (2.38) chegamos a

(01plv) = [ (obe) (i) ds = —in [ 0°(0) -y,

e da integracdo por parte temos

(01Pplw) = zh/w dx—{/w\x (xlP B|‘l/>ds} = [(vlPple)]- 4D

Sendo assim, podemos concluir que o operador momentum quadratico € hermitiano
no espaco de Hilbert com um peso definido pela equagdo (2.9), pois os operadores com estas

propriedades, equagdo (2.41), sdo chamados hermitianos [[7].
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2.6 Equacoes de Schrodinger Modificadas

Sabe-se que a equacao de Schrodinger dependendo do tempo no espago das posi¢coes
¢ dada por
d
lh— (x| (x,1)) = (x|Hyg|¥(x,1)), (2.42)

onde o Hypg ¢ o Hamiltoniano do nosso formalismo, e é dado por

Pl
H?’ﬁ = ﬁ—{—V(x,t).

Desse modo, a equagdo de Schrodinger dependendo do tempo no espacgo das posicoes

fica
dY¥(x,1)

ot

Considerando que o potencial V(x,#) é independente do tempo, entdo a equagdo

ih

2
- _ <§_m) D)zlﬁ‘P(x,t) +V(x,1)¥P(x,1). (2.43)

(2.43), pode ser resolvida pelo método de separacdo de variaveis [7].

Escrevendo a fungdo de onda da equagao (2.43) na forma

Y(x,t) =y(x)o(1). (2.44)

Substituindo a equacao (2.44) na equacdo (2.43)

1d 2\ 1
h¢ d‘f = <%) v (X)Diﬁ v(x)+V(x). (2.45)

Observa que o lado esquerdo da equacdo (2.45) s6 depende do tempo enquanto

o lado direito s6 depende da posicdo, portanto, para que essa igualdade permanece sempre

verdadeira é preciso que ambos sejam iguais a uma constante, entao

1d¢ _iEt
ll’laz =F= ¢ —=e h ;
logo a equacdo (2.42) fica
n 2.2 d 20, d
U B (1 B22) S W) + V@) = By, (246)

onde E € a energia da particula, com a particularidade de quando y = B = 0, recuperaremos
a equacdo Schrodinger na forma usual. Mas se usarmos a equagdo (2.40), ao invés de (2.39),

teriamos )

h d d
| £ v+ vewt) =), @.47)
que é o mesmos fazendo B — 0 na equagido (2.46).

Para que as duas ultimas equacdes fiquem parecidas com as que estamos acostu-
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madas a usar na MQ, usamos as definicdes feitas por da Costa et al [20]. Para equacdo (2.46)
usamos ¢ (s) = y(x(s)) e U(s) = V(x(s)), logo

m* d*¢(s)
2m  ds?

+U(s)p(s) =Ep(s), (2.48)

que chamamos da equagdo de Schrodinger modificada quadrdtica. Para equagdo (2.47) usamos

O(x)=w(x(x)) eU(x)=V(x(x)), neste caso temos

P d%(x)

+U()0(x) =Ed(x), (2.49)

na qual chamamos da equagdo de Schrodinger modificada linear que € a mesma encontrada por
Costa et al [11], mas com as mudancas feitas por Da Costa et al [20].

Estas duas ultimas equacdes (2.48) e (2.49), tém as mesmas estruturas da equacao
de Schrodinger tradicional, mas isso nao significa que as solu¢des dos problemas vao ser as
mesmas, porque as condi¢des de contornos podem mudar, entdo isso altera as solucdes e as
propriedades do sistema.

As equagdes (2.48) e (2.49) serdo usadas no préximo capitulo para resolver diversos
problemas unidimensionais da mecanica quantica. Esses problemas serdo divididos em secoes,
e no final de cada sec¢do serdo analisados os resultados obtidos, quando y=f =0,0u y=0, ¢

comparados com os resultados ja conhecidos em muitos livros da MQ.
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3 APLICACOES DO FORMALISMO

No presente capitulo, abordamos alguns problemas unidimensionais andlogo aos
que aparecem com frequéncia nos livros didaticos da MQ, no qual usamos o formalismo da
MQNA, apresentado no capitulo anterior. Para estes problemas foram usadas equacdes de
Schrédinger modificadas quadratica e linear, equacdes (2.48) e (2.49), respectivamente.

Para melhor didatica, os problemas sao divididos em se¢des. Na primeira secao,
discutimos o po¢o quadrado infinito e, em seguida, estudamos o poco fun¢do delta. Na terceira
secdo, analisamos o modelo de Kronig-Penny e, finalmente, na quarta e tltima se¢do, abor-
damos o problema da barreira de potencial. Todos estes problemas foram resolvidos em dois

casos: quadratica e linear.

3.1 Poco quadrado infinito

Poc¢o quadrado infinito € um dos problemas mais populares da MQ e de simples
resolucao matematica. Ele consiste em uma particula que se move livremente ao longo do eixo
X, exceto nas posicoes x = 0 e x = a, onde existem paredes, com a energia potencial dada por

Vix)=

0, se0<x<a
3.1

oo, €aso contrario.

Uma particula confinada com este tipo de potencial tem tanto a funcdo de onda
como a probabilidade de encontrar a particula fora do poco nula. Enquanto que dentro do pogo
a particula move-se livremente, portanto a funcdo de onda existe e é diferente de zero, mas o
potencial € zero nesta regidao, V =0 [7].

Para resolugdo deste problema, foram usadas as duas equagdes de Schrédinger mo-

dificadas, quadrética e linear.

3.1.1 Caso quadridtico

No caso quadrético, tanto o pardmetro ¥ como o pardmetro  sido diferentes de
zero, entdo para este caso usaremos equacdo de Schrodinger modificada quadratica (2.48). Para
o potencial dada pela equacdo (3.1), a equagdo de Schrodinger modificada quadrética diz

d>¢(s)

2= —k>¢(s), onde k? = 2E (3.2)

h2

Na equagdo (3.2) usamos o fato de que U(s) = V(x(s)) = 0, e a solug@o geral para
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esta equacgdo é
¢ (s) = Asin(ks) + Bcos(ks), (3.3)

onde A e B sdo constantes arbitrdrias e postas pelas condi¢oes de contornos do problema. A
saber: I) que a funcdo y(x) seja sempre continua; II) que dy/dx seja continuo exceto nos
pontos em que o potencial é finito.

Ao devolver as mudancas feitas na equagao (2.46) a equacao (3.3) fica

vt s (ZETEO ] [y (TR

no qual a®> = y> —4B2. Aplicando a primeira condicio de contorno, na qual exigimos que a

funcdo de onda seja sempre nula nas fronteiras, ou seja, considerando que
v (0) = y(a) =0, (3.5)
obtemos das equacdes (3.4) e (3.5) que
y(0) = Asin(0) + Bcos(0) = B = 0. (3.6)

Sendo assim, a funcdo de onda dada pela a equagao (3.4) fica

w(x) = Asin [gzn (m—igi)} . (3.7)

Para encontrar a constante A da equagao (3.7) serd preciso normalizar esta fungao

de onda, isto é:

a Sk, (24 (y+o0)x dx 2
AZ/ 2[—1 ( )} =1oA=,/—, 3.8
A o T L\ 2 (r—a)x )| T+ yx+ B2a2) ayp G5

onde ayg — [L1n (2672

Portanto, a func¢ao de onda na sua forma mais geral (juntando as solucdes de dentro

e de fora) serd

[2 [ﬁ <2+(Y+a)x)}

sin | ~[n se0<x<a

y(x) = Ve Lo Ak T (3.9)
0 caso contrario,

Entretanto, usando a outra parte da equagdo (3.5), y(a) = 0, os possiveis valores de

k serao

k=" comn=1,2,3,... (3.10)

a
B
Consequentemente, a obtencao da equagdo (3.10) nos leva a obtengdo dos possiveis valores de
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energia, E:
h2 271:2
En= 3.11)
2m [ayﬁ]

onde a,g corresponde a largura do pogo, que fica evidente quando f3 e depois y tendem a zero.

30 |

b

2

2mE /AT

Figura 4 — Niveis de energia de uma particula confinada em um pogo quadrado infinito para os pares
y=2eB=0,y=2eB=05y=25eB=0.5.

Na figura 4] pode-se observar como a energia varia com os parametros, ¥ e 8, no
qual fica perceptivel que a energia aumenta com os parametros. Isto deve-se ao fato de que
aumento dos dois pardmetros confinam a particula. E, a energia aumenta quadraticamente com

on.

3.1.2 Caso linear

No caso linear temos ¥y # 0 e B = 0, entdo para este caso vamos usar a equacao de
Schrédinger modificada linear (2.49). Para o potencial dada pela equacgdo (3.1), a equacao de

Schrédinger modificada linear fica

d*¢(x)

2 = K, (3.12)

onde o usamos o fato de que U(yx) =V (x(x)) = 0. O k é dada pela equagdo (3.2), e a solugdo
geral da equacdo (3.12) é
¢(x) = Fsin(ky) + Geos(ky). (3.13)

Usando a equagdo (2.6) e devolvendo as mudangas feitas na equacdo (2.47), a
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equacao (3.13) fica
.|k k
y(x) = Fsin bln(l + yx)} + Gceos L—/ln(l + }/x)} , (3.14)

onde F e G sdo constantes arbitrarias e determinadas pelas condi¢des de contornos do problema.

Empregando a primeira condi¢ao de contorno de y/(x) temos
y(0) = Fsin(0) + Geos(0) = G =0,
portanto, a fun¢ao de onda dada pela a equacao (3.14) fica
y(x) = Fsin [;—iln(l + }/x)} . (3.15)

Para determinar a constante arbitrdria F' precisamos normalizar a equagdo (3.15),

a k dx 2
F2/ ‘2{—1 1 ] —1=F=,/-. 3.16
|F| , sin yn( + ¥x) 0+ ) o (3.16)

onde ay = In(1+ ya)/y corresponde a largura do pogo para este formalismo, e fica mais notorio
quando y — 0.
Dessa forma, juntando as solu¢des de dentro e de fora a funcdo de onda na sua

forma mais geral fica:

2 un |k <x<
v () = \/:ysm[yln(lnu}/x)}, se0<x<a 3.17)

0, caso contrario,

que é o mesmo resultado encontrada no artigo de Costa Filho et al [11].
Entretanto, os possiveis valores de k para os quais k[/n(1+ ya)]/y é um miiltiplo de
7 sera

nmw
ky,=—,comn=1,2,3,... (3.18)
dy
Por consequéncia, os possiveis valores de E sdao
n?m’h?

E,= . A
e (3.19)

Na equacao (3.19), € notério que também a energia aumenta quadraticamente com
o n. Isto fica mais clara na figura[5] onde é mostrado como os niveis de energia aumentam com
0 parametro Y para alguns valores de n.

Se fizermos Y — oo, na equacao (3.19), se houver uma partl’culeﬂ a energia sera

infinita.

10 que estamos fazendo & juntar as duas paredes, isto é, pegando a barreira na a e trazer para 0.
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Figura 5 — Niveis de energia de uma particula confinada em um poco quadrado infinito para os
primeiros estadosn =1,n=2en = 3.

As equacoes (3.11) e (3.19) t€ém muitas coisas em comum, alias a unica diferenca
entre elas é o pardmetro 3. Ao fazer o pardmetro 3 indo a zero na equagdo (3.11), as duas
equacdes ficardo idénticas. Além disso, fazendo os pardmetros 3 e y indo a zero na equacéo
(3.11) ou fazer ¥ indo a zero na equacao (3.19) obteremos o mesmo resultado para poco qua-

drado infinito na MQ usual.
3.2 Poco funcao delta

A funcgdo delta foi chamada deste nome em homenagem ao trabalho pioneiro do
fisico inglés Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) em 1927. Desde entdo, a funcdo delta
tornou-se uma ferramenta primordial para a ciéncia e engenharia, com diversas aplicagdes que
vao da teoria quantica até o controle de processos industriais [26].

Além da funcdo delta, Dirac desenvolveu outros conceitos fundamentais na MQ,
entre os quais podemos destacar, Equacdo de Dirac que descreve o comportamento do férmio,
a Representagdo de Dirac que incorpora a Mecéanica Matricial de Heisenberg com a Mecanica
Ondulatoria de Schrodinger em um tnico formalismo matemadtico, a notacdo Bra-Ket que € a
notacdo utilizada para descrever os estados quanticos e a Delta de Dirac [27-30].

Nesta secao, estudaremos o poco funcio delta, um potencial nulo em todos os luga-

res exceto no ponto x = x4, onde o potencial tem valor infinito. Este potencial € representado
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matematicamente da seguinte forma:
V(x)=—ad(x—x4), (3.20)

onde x; € a posicdo para a qual o potencial diverge e & é um parametro positivo com as di-
mensoes do comprimento X energia [20)].
O estudo do potencial dado pela equagao (3.20) foi dividido em dois estados, ligado

(E < 0) e o de espalhamento (£ > 0), tanto para caso quadratico quanto para caso linear.

3.2.1 Caso quadratico

Para este caso, foi analisado primeiramente o estado ligado em trés regides: x < xg,
X > x4 € x = x4, € depois o estado de espalhamento em duas regides: x < x4, x > x,.

No estado ligado, nas regides x < x; € x > x4 temos V(x) =0 — U(s) =0, entdo a
equacao de Schrodinger modificada quadratica para este caso €

d*¢(s)
ds?

2 2mE
= q*¢(s), onde ¢* = — L. (3.21)
Entdo, as solugdes para esta equacdo com as variaveis sao

Be [—%ln@ﬂﬁg;i)} , SeEX > Xy

q 24+ (y+o)x
ll/(.x) g Be[aln<2+(7*a)x>i|’ Se _’)H»L(X < X < xd (322)
0, se x < —},J%a,

na qual usamos a primeira condi¢do de contorno para mostrar que F = B. Nesta equagdo a
fun¢do de onda € nula no intervalo x < —2/(y+ ), devido a propriedade da fung¢ao logaritmica.

Para regido x = x4, posicdo para a qual o potencial diverge foi usada a equacdo
(2.46). Ao substituir a equacgdo (3.20) na equagao (2.46) e integrar no intervalo, x; — € < x <
X4 + €, temos

Xg+E 2 X4+E Xq+E
/ [z(x)]zd l'de—k/ B t(x)z(x)d—llldx: —2’;;—206/ O(x—xg)y(x)dx.  (3.23)

41— dxz d—E

onde z(x) = 1 +yx+ B2x? e t(x) = y+2xB2. Usando a integraciio por parte no primeiro membro

e a propriedade de delta de Dirac no segundo obteremos a seguinte expressao:

dy\ dy
A(E)_gg})(dx

onde myg =m /(14 yx+ B2x?)?. A equacio (3.24) mostra a descontinuidade da fungdo de onda

dy
xg+e  dx

2m.,z 0
W):_ hyf w(xa), (3.24)
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na regido x = x,. Pela acdo da equacdo (3.24) a equacdo (3.22) nos fornece

— ___ 4B
dl;//dx\ = IJ;YHBQXZ para (x > xd) (3.25)
dll//dX| m para( ,era <X<Xd)
Substituindo a equacao (3.25) na equacdo (3.24) temos
mo
= , 3.26
TR p2) (320
e da equacgdo (3.21) a energia permitida sera
242 2
q /] m},B(x
E=— =— 3.27
o 2 (3.27)

Por fim, normalizamos a funcdo de onda y para achar a constante arbitréria B,

mo

l—l-’y—x+[32x2' (3.28)

1

Com a determinagdo da constante arbitrdria B, a funcao de onda para estados ligados
fica completa, equacdo (3.22).

A seguir falaremos de estados de espalhamentos, E > 0, no qual analisaremos duas
regides, x < x4 € x > xy, onde também V (x) = 0 — U (x) = 0. Entdo, a equagio de Schrodinger

modificada quadratica diz

2
OO — 2 ()= () (3.29)

onde k é dada pela equacgdo (3.2). Logo, as solu¢des gerais com as varidveis devolvidas sao

T
y(x) = [”Vn(”“’ o)x (y+a)x >] (3.30)
F

F(r-o)x )] +Ge[ aln (2+(V o)x se —m <x < Xxg4.

Usando a primeira condi¢do de contorno para ¥ nas equacoes (3.30) obtemos

F+G=A+B, (3.31)
e a derivada da equacgdo (2.30) nos da
_ ik
dl[//dx = m (A —B) para (x > Xd) (332)
dy/dx = m (F—G) para(— Y+06 <x < Xg).

Da equacdo de descontinuidade, equacdo (2.24), encontramos que

F—G=A(1+42iA)—B(1—2i)) onde A = (3.33)

mo
W2 k(14+yx+B2x2)
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Depois de aplicarmos as condi¢des de contornos necessdrias, ficamos com duas
equagoes e cincos incognitas (A, B, F, G e k). A normaliza¢do ndao pode nos ajudar a explicar
essas incdgnitas, mas sabemos que exp(iks) representa uma onda movendo-se para direta en-
quanto que exp(—iks) representa uma onda movendo-se para esquerda. Portanto, na primeira
equacao da (3.30), A € amplitude de uma onda vinda da esquerda, e B é a amplitude da onda
voltando para esquerda, e na segunda equacao, F' € amplitude de um onda movendo para a
direita, e G € a amplitude da onda vinda da direita [7].

Se nesse nosso espalhamentoﬂ a direcdo do disparo das particulas foi da esquerda
para direita[7/]], entdo

G=0, (3.34)

logo, ficamos com A (amplitude da onda incidente), B (amplitude da onda refletida) e F' (ampli-
tude da onda transmitida).

Empregando as equacdes (3.31), (3.33) e (3.34) temos

A. (3.35)

Desse modo, a probabilidade de uma particula incidente seja refletida é

_BP A2

R="L =~
A2 T 112

(3.36)

no qual R é conhecida como coeficiente de reflexao, e a probabilidade de uma particula inci-

dente seja transmitida é
_FP
TAR T 14+AY
onde 7" € conhecida como coeficiente de transmissao. A soma dessas duas probabilidades deve

(3.37)

serigual a1,
R+T=1. (3.38)

Observe que R e T sdo fungdes de A, entdo das equagdes (3.2), (3.33), (3.36) e
(3.37), os coeficientes de reflexao de e transmissao serdao

1 1
R, = ,el,g= .
P+ 2Emga?) P 1+ (mygo? /217E)

(3.39)

De acordo com a equacgdo dos coeficientes, equacdo (3.39), pode-se observar que
quanto maior for a energia maior serd a probabilidade de transmissdo e, consequentemente,
menor serd a probabilidade de reflexdo.

Da figura [0 no qual representamos a equagdo (3.39), percebe-se que o aumento

do pardmetro y gera o afastamento entre os dois picos, e que o parimetro 3, ao contrario do

ZEm um experimento de espalhamento tipico, as particulas sio disparadas em uma tinica dire¢o.
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R (%)

T (%)

Figura 6 — A parte de cima representa a probabilidade de reflexao e a parte de baixo representa a
probabilidade de transmisséo para os pares y=2e f =0.5;y=25e=0.5;y=2e  =0.6.
Também representa a soma destas duas probabilidades.

parametro Y, causa aproximacao dos picos. Nela também fica comprovada equacgdo (3.38), isto
€, quanto maior serd a probabilidade de transmissao menor serd a probabilidade de reflexdo e

vice-versa, no qual o valor maximo sera sempre 1.

3.2.2 Caso linear

Nesta subsecdo foi usado quase o mesmo procedimento usado na subse¢ao ante-
rior. A unica diferenca foi considerar o pardmetro B = 0, e a equagdo usada foi a equacédo de
Schrédinger modificada linear (2.49) em substituicdo da equagdo de Schrodinger modificada
quadratica (2.48).

Para estados ligados E < 0, a equagdo de Schrodinger modificada linear nas regides

x<xgex>xgé

d? 2
d‘z;(f) = —%EM%) =7 9(x), (3.40)

onde g é dada pela equagdo (3.21), de modo que, as solugdes gerais nas duas regides (com as

mudancas devolvidas) sao

y(x) =4 Be? se —Jl, <x<xg (3.41)
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na qual usamos a primeira condicdo de contorno para mostrar que F = B. Em x = x,; temos
potencial diferente de zero, V # 0, portanto a abordagem vai ser diferente da usadas nas duas
anteriores.

Ao substituir a equacdo (3.20) na equacdo (2.47) e depois integrar no intervalo,
xqg— € <x < x4+ €, vemos que

2 x;4e 2 2 X, +€ X, +€
Ly [r(x)]zd dx +h_}//d dx——(x/d O(x—xg)y(x)dx, (3.42)

2m Xq4—E€ d—E&

onde r(x) = 1+ yx. Executando as mesmas operag¢des que fizemos na equagio (2.23) vamos

day\ _ . (dy
A(dx)_iglg)(dx

onde my =m/(1+ }/x)z. A equacgdo (3.43) mostra a descontinuidade da fun¢do de onda em

ficar com
dy

xg+e  dx

2m,Q
):— h; v(xy), (3.43)
)Cd £

X =X4.

Aplicando a derivada na equacgdo (3.41) temos

dy [dx|, = l_ﬁ,x) para x > x4 B.44)
dy [dx| = (111;) para—%<x<xd.

Substituindo a equagdo (3.44) na equacgdo da descontinuidade da funcdo de onda,

(3.43), chegamos a

mo
9= 5 -
B2 (1 + yx)
Consequentemente, nos leva a obten¢do energia permitida
242 2
q°h myQl
E=-1" —_ . 3.45
- Y (3.45)
Da normalizag¢do da fungdo de onda concluimos que
1 maol
B= =/ . 3.46
va h\ (1+vx) (346)

que € a constante arbitraria da funcdo de onda, equagdo (3.41).
Para o estado de espalhamentos, E > 0, a equagdo de Schrodinger modificada linear

nas duas regides, x < xg e x > x4, com V(x) =0 — U(x) =0, fica

dZ
2L 200 =~ (x), G.47)
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onde k é dada pela equacgdo (3.2). As solucdes gerais com as varidveis devolvidas ficam

Ae [%ln(l+7x)] [f%ln(lJr}’x)]

+ Be sex > x4

y(x) = i " (3.48)
Fe[Vln(ny)} + Ge Pﬂn(lﬂ/x)] se —71, <x < Xxgq.
A partir da primeira condi¢ao de contorno para Y é evidente que
F+G=A+B, (3.49)
e da derivanda em x = 0 temos
dy/dx = (I—ik}/x) (F—G) para (x> xg) (3.50)
dy/dx = (H’Lk)/x) (A—B) para (—71, > x> Xg).

Usando a equagao (3.50) na equagdo da descontinuidade, (3.43), ficamos com

F—G=A(1+42i&)—B(1—-2i&)onde §{ = 2

hzk(liyx) : (3.51)

De novo, ficamos com duas equagdes e cincos incognitas A, B, F, G e k. Di-
ante disso, a normalizacdo ndo pode nos ajudar a explicar essas incognitas. Entdo, a nossa
preocupacao serd encontrar as probabilidades reflexdo e transmissdo dessa particula incidente,
que nos ajude a entender o problema.

Ao considerar que nesse espalhamento a direcao do disparo da particula € da es-

querda para direita, entdo a amplitude da onda vinda da direita sera zero,
G=0. (3.52)
Das equacdes (3.49), (3.51) e (3.52) obtemos
F:ﬁA, eB= ll—éié

Usando as equagdes (3.36) e (3.37), a probabilidade de uma particula incidente seja

A. (3.53)

refletida é

BP & I
Ry, = = = , 3.54
TTIAR T 1482 1420%E /mya? (3:54)
e a probabilidade de uma particula incidente seja transmitida é
F|? 1 1
T, = FI_ (3.55)

AR T+ E T 1 ma?/20E

Mediante as equacdes (3.55) e (3.54), fica claro que a probabilidade de transmissao
aumenta com a energia e, por conseguinte, a probabilidade de reflexdo diminui com ela. Também

¢ comprovada a equagao (3.38).
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Figura 7 — A parte de cima representa a probabilidade de reflexao e a parte de baixo representa a
probabilidade de transmissdo para os seguintes ¥: 2, 2.5 e 3. A soma destas duas probabilidades é
sempre 1.

Na figura [/| estd representada as probabilidades de transmissdao e de reflexdo, as
equacoes (3.54) e (3.55). Ela também comprova a equagdo (3.38), no qual a soma das duas
probabilidades € sempre 1.

Ao fazer B indo a zero nas equagdes (3.39), ficardo iguais as equagdes (3.54) e
(3.55). E por outro lado, se fizemos y = 0, as equagdes (3.54) e (3.55) ficardo iguais as encon-

tradas em muitas literaturas da MQ.

3.3 O modelo de Kronig-Penny

O modelo Kronig-Penney ¢ um modelo elaborado em 1931 por dois fisicos, Ralph
Kronig e William George Penney. Este modelo serve para descrever os estados energéticos de
um elétron de uma estrutura cristalina, nos quais os ions se dispdem de modo a exibir uma
periocidade espacial que afeta o movimento dos elétrons livres no metal, internamente [25,31]].

O potencial que mostra esse periocidade € dado da seguinte forma:
V(x) =V(x+a). (3.56)

Para um Hamiltoniano independente do tempo, o termo da energia cinética continua

inalterado mesmo quando x — x +a. Para um potencial nulo a energia é dada por E = li*k> /2m,
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neste caso, a funcio de onda sera
y(x) = e (3.57)

Para o deslocamento de x — x + a temos
Y(x+a) = 00 = gkay(x), (3.58)

que € nada mais que uma fungdo de onda Bloch.
A equacdo (3.58) mostra que quando fizemos a translagdao de x — x + a na funcdo
ika

de onda, a solugdo sera a solugao original multiplicada por um fator de fase, ¢"*“, com a mesma

densidade de probabilidade da funcao original,

lw(x+a)l* =|y(x) (3.59)

Nesta secao, o nosso trabalho sera entender quais sdo as variagdes causadas pelas
métricas quando usamos o modelo de Kronig-Penny.
Para uma simplificacdo matemadtica, vamos considerar uma série de potenciais re-

pulsivos tipo funcdo delta [20]],

oo _
N=ay & (1’; ;Z) , (3.60)

n=—o0

onde a, = [(1 + ya)" — 1] /7 é a posi¢do dos fons na rede cristalina [20].

3.3.1 Caso quadridtico

Para este caso, a solucdo da equagdo de Schrodinger modificada quadratica no in-
tervalo 0 < x < a, no qual o é potencial nulo, € a seguinte:
k 2 o k 2 o
y(x) =Asin |—In 24 (vt o) +Bcos | —In 2+ (r+ @) , (3.61)
o \2+(y—a)x o \24+(y—a)x

e a constante k vem da equacdo (3.2). Usando as funcdes de Bloch deformadas, a solugdo

imediatamente 2 esquerda de x = 0, isto é, na regido definida por —a/(1 +ya+ B%a*) <x <0,

k(24 (y+a)x\  k [2+( y+a
B — —_— = .62
¥ €OS {aln (2+(}/—a)x)+ ln<2+ (71— a)a (3.62)

Partindo da primeira condi¢ao de contorno da funcdo de onda em x = 0 temos

é

Aygsin[ka,g| + Byg coslkayg| = B. (3.63)

Entretanto, a descontinuidade da funcdo de onda (equacao (3.24)), em x = 0, nos
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leva a
By sin [kayg] — A, cos [kag] +4 = 5B p (3.64)
7B B B B K -
onde g,3 = 7. Trabalhando as equagdes (3.63) e (3.64) em fungéo de Ayg e B,z chegamos a
A, = B (sin |ka ——Yﬁcos ka +Acos |ka,g|,
B [ Ylﬂ [ Yﬁ} [ Yﬁ} (3.65)

Byg = B ( cos [ka,p] + 75 sin [ka,g] ) —Asin [ka,g] .

Se exigimos que as fun¢des de onda (3.61) e (3.62) sejam relacionadas por

Y(xta) =B y(), (3.66)
entdo, essa relacao € satisfeita se
A — ira ﬁA
e (3.67)
Byg = ¢ B,
Ao transportar isso para equagdo (3.64) encontramos a seguinte condi¢do de con-
sisténcia: )
B ( sin [ka},ﬁ} - %cos [kayﬁ} +Acos [kayﬁ] = " BA
(3.68)
B (cos [kayg]| + yﬁ sin [kayg] ) —Asin [kayg| = ™ B.
Portanto,
cos [rayg| = cos [kayg] + <£> sin [kayg] . (3.69)
B B ka B

no qual consideramos g,ga = p.

Este ¢ um resultado muito interessante, pois o lado esquerdo desta equagdo esta
sempre limitada no intervalo £1, no qual h4 restricdes dos possiveis valores de energia E =
12k? /2m [25]. O lado direito esta representado na ﬁgura nela € possivel observar que a curva
do lado direito transcende os limites proibidos por alguns valores, e também os parametros 7y e

B causam transla¢do na fungio de onda para direita.

3.3.2 Caso linear

Para este caso, usaremos as mesmas ideias usadas anteriormente, a Unica diferenca
vai ser considerar o pardmetro 8 = 0, e a equacdo de Schrodinger modificada quadratica sera
substituida pela equacdo de Schrodinger modificada linear. Entdo, no intervalo, 0 <x < a, (com

V(x) =0) a equagdo de Schrodinger modificada linear nos da

y(x) = Asin [;i/ln(l + }/x)} + Bcos [%ln(l + }/x)} . (3.70)

Partindo da equacgdo dos estados deformados de Bloch, entdo a solug@o na regidao
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12 16

Figura 8 — Grifico da equac@o (3.69) em fung¢do de ka/m para caso quadrdtica, onde p = 7 /2. As linhas
horizontais representam os limites 1. As regides de x, para quais a curva esté fora da faixa, sdo
proibidas.

—a/(1+7ya) <x<0fica
.|k k k k
Y (x) =Aysin E/ln(l + yx) + &ln(l +ya) | + Bycos Q—/In(l +yx) + }ln(l +vya)|. (3.71)
Ao operar a condicao da continuidade da fun¢do de onda em x = 0, chegamos a
Aysin [kay| + Bycos [kay| = B. (3.72)
Da equagdo da descontinuidade, equacdo (3.43), temos que
. 2gy
Bysin [kay| —Aycos [kay| +A = —"B, (3.73)

k

na qual gy = ";—g‘. Solucionando as equagoes (3.72) e (3.73) em fungdo de Ay e By, chegaremos

Ay=B|sin [kay} — %cos [kay] +Acos [kay] , 374
By =B (cos [kay| + % sin [kay| ) — Asen [kay] . .

A mesma exigéncia que fizemos na subse¢do anterior vale também aqui, isto &,

W(s+sq) = €™ y(s) (3.75)



que também € satisfeita quando

A}’ — eimVA,
B, =e"B.

Dessa forma temos

B ( sin [kay} — %cos [kay] +Acos [kay] = ¢"aQ,
B (cos [kay] + %sin [kay| | — Asen [kay| = "™ B.

Portanto,

cos [ray| = cos [kay] + (kn_a) sin [kay]

na qual consideramos gya = 1.
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(3.76)

(3.77)

(3.78)

A equacdo (3.78) € um resultado muito fascinante, da mesma forma que o lado

esquerdo da equacido (3.69) é sempre limitada no intervalo +1 aqui também acontece a mesma

coisa. A unica diferenca € que na equagdo (3.78), o ¥ € o Unico pardmetro e a sua variacdo

causa também a translacdo da funcdo de onda. O lado direito da figura [9] transcende os limites

proibidos por mesmo motivo da explicado na figura

8
ka/w

16

Figura 9 — Griéfico da equagéo (3.78) em func@o de ka/m para caso linear, onde p = /2. As linhas

horizontais representam os limites 1. As regides de x, para quais a curva esté fora da faixa, sdo

proibidas.
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3.4 Barreira de potencial

A barreira de potencial consiste em uma particula quantica de massa m que incide
sobre uma barreira, no qual ela impede que essa atravessa para o outro lado, como estd mostrada
na figura Nesta figura a energia potencial V), define a altura e a distancia a define a largura

da barreira [32].

Vix)

O—)— —— —
Figura 10 — Gréfico da barreira de potencial com energia potencial Vj definindo a altura e a distncia a a
largura da barreira.

Na MC essa particula vai conseguir ultrapassar a barreira s6 se a sua energia cinética
for maior que a energia potencial da barreira. Mas isso ndo acontece na MQ, pois de acordo com
o fendmeno de tunelamento essa particula vai conseguir ultrapassar mesmo que a sua energia
cinética for menor que a energia potencial da barreira[33].

Uma das vantagens deste modelo, é a simplicidade matematica que proporciona,
através do qual, € possivel explicar todos os comportamentos fisicos mais relevantes.

Para melhor interpretacdo, este modelo sera resolvido em duas partes. Inicialmente,

comegaremos com E < Vj e, a seguir, E > V.

3.4.1 Caso quadrdtico

No caso quadritico, o estado ligado (E < V) foi analisado em trés regides: duas
externas, —2/(y+ a) <x<0ex > a, e uma interna, 0 < x < a.
De acordo com aparato do nosso problema, nas regioes fora da barreira o potencial

€ nulo, portanto a equacdo de Schrodinger modificada quadratica nesta regido fica

d? 2
20— 2 o) =005, (3.79)

na qual g é dada pela equacdo (3.21). As solugdes da equacao (3.79) nas regides externas sao

iq—lln<2+<Y+a)x iq—]ln ( 2+ (y+a)x

v (x) :Ae[ @ 2+<V*“>X>] —|—Be[7 * 2+(7*“>x>] para (—2/(y+ o)) <x <0),
(r+o)

i o)x i a (380)
wz(x) =Ce [%ln(%i(ﬁak)] + De [*%ln@ﬁﬁa;xﬂ para (x > a),
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onde g7 = 2mE /h?. A fungiio de onda é nula no intervalo, —oo < x < —2/(y+ &), devido
propriedade da funcdo logaritmica.
Naregiao de dentro da barreira temos potencial diferente de zero, portanto a equacao

de Schrodinger modificada quadratica nesta regido diz

2 _
o) :_zm<v;2 B o), (3.81)

com a solucao

Ql < 2+(y+o)x

) = e BG4 g 8

a2 <2+(y+a)x

2075 para (0 < x < a), (3.82)

onde q% =2m(Vy—E)/ 7%, Ao empregar as condicdes de contorno que obriga que as fungdes

de ondas e as suas derivadas sejam iguais nas fronteiras (em x = 0) temos

A+B=F+G, (3.83)

ikj(A—B) =ky(F —G) = A—B=—ic(F — G), (3.84)

onde chamamos ¢ = ¢; /k.
Se a particula incidida foi da esquerda para direita, entdo D = 0 na equacao (3.80),

e das condi¢des de contorno nas fronteiras, para x = a, teremos

Fe®2 4+ Ge™ 1% =1,
: (3.85)
Fe?%B — Ge 1298 — érh
com 1 = Ce'1%% . As possiveis solucdes da equacio (3.85) sdo
F = o+i e 2B
G=n(%)e"""

Ao substituir a equagdo (3.86) nas equacdes (3.83) e (3.84) e resolvendo-as em

funcdo de A e B chegamos a

A=n {cosh[qzay/g] +% (G — é) sinh[qzayﬁ]} , (3.87)
€
. N
B=—21 (c + E) sinh[gaay), (3.88)

na qual usamos as fung¢des hiperbdlicas (particularmente, seno hiperbélico e cosseno hiperbdlico)

[34.35]. Em vista disso, os coeficientes de probabilidades de reflexdo (R) e de transmissao (7')
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ficam

Ryp, = = 5 : (3.89)

. (3.90)

i sinh? [q2a,8]

)
Typ, = |§’z - 1
APy I (g—f + q—‘)
Ao examinar as equacdes (3.89) e (3.90), observa-se que quando a — 0, o tnico
coeficiente de probabilidade que vai restar serd a de transmissdo, 7. Fisicamente falando, €
como se fosse ndo existisse a barreira, portanto a particula vai passar livremente sem nenhum
obstéculo.
Na figura[TT] ¢ perceptivel que tanto a contribui¢io do pardmetro y quanto o pardmetro
B fazem o pico se dilatar, e que a soma das probabilidades é sempre igual a 1, comprovando a

equacao (3.38).

— ‘le_ [3:0
=== p=2; f=0.5
v=2.5: p=0.5

Figura 11 — Gréfico de barreira de potencial para caso quadrdtico. Estado ligado (E < Vp) nas trés
regides: duas externas, —2/(y+ &) <x < 0ex > a, e umainterna, 0 < x < a.

No estado de espalhamento (E > Vj), tal como no estado ligado, foi também anali-
sado em trés regides: duas externas e uma interna.

Nas regides externas a equagdo (3.80) continua valida no estado de espalhamento,
mas a equacgao da regido interna ndo. Entdo, a solu¢dao da equacdo (2.81) na regido interna do

estado de espalhamento fica

i4731 <2+(y+a)x _iq731 (2+(y+a)x

Wy (x) :Me[ Che 2*“*"‘))‘” —|—Ne[ ot 2+(7*°‘>X>} para (0 <x < a), (3.91)
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onde g3 = 2m(E —Vy)/h*. A condigdo de contorno na fronteira x = 0 para funcio de onda e
para sua derivada nos leva a
A+B=M+N, (3.92)

ki(A—B)=k3(M—N)=A—-B=p(M—N), (3.93)
onde p = ¢3/q,. Para x = a, a condi¢do do contorno nos fornece os valores de M e N,
M = n (P_H) e_iQSayﬁ7
oS e (3.94)
N = n <W> e B,

Ao operar equacao (3.94) nas equacdes (3.92) e (3.93) e resolver em funcdo de A e

B temos

i (1
A=n lcos [q3a,p] — % (5 + p) sin [q3ayﬁ]] : (3.95)

i 1Y .
B=1; (p — 5) sin [g3ay] (3.96)

no qual contamos com ajuda da equacao de identidade de Eulelﬂ [30]]. Sendo assim, os coefici-

entes de reflexdo e de transmissdo siao

Ryp, = A2 - ‘ ‘ ) (3.97)

1
_ — > , (3.98)
1 2
144 (2-2) sin? [gaay6]

onde a soma também € igual a 1.

Ao analisar as equacdes (3.97) e (3.98), também ¢é notério que quando a = 0, o
unico coeficiente de probabilidade que vai restar serd o de transmissao 7. A mesma explica¢do
fisica feita para equacdes (3.89) e (3.90), aqui também € aplicavel.

Observando a figura[I2] podemos notar que no caso de estado de espalhamento sem-
pre vai existir coeficiente de transmissao, isto €, vai existir sempre a probabilidade da particula
passar. Também da figura |12} observamos que a probabilidade da particula ser transmitida serd

sempre maior que a de reflexdo.

3Essa formula estabelece conexdes profundas entre fun¢des exponenciais, trigonométricas e niimeros comple-
xos [30].
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Figura 12 — Gréfico de barreira de potencial para caso quadratico. Estado de espalhamento (E > Vj) nas
trés regides: duas externas, —2/(y+ o) <x <0ex > a, e uma interna, 0 < x < a.

3.4.2 Caso linear

Neste caso, usamos a equacdo de Schrodinger modificada linear para analisar os
dois estados (ligado e de espalhamento) nas trés regides, —71, <x<0,x>ael0<x<a.
Para E < Vjy (estados ligados), a equagdo Schrodinger modificada linear nas regides

externa diz

d?
2L o) (399)

onde g é dada pela equacdo (3.21). As solugdes nestas regioes sao

1E —i|Ln X
v (x) :AelHl”(Hm} + Be [Vll (1 )} para (—)l, <x<0),

i[%ln(l—&—yx)} De—i[%ln(l-iﬂ/x)] (3.100)

+ para (x > a),

s (x) =Ce

na qual devolvemos as varidveis necessarias. Devido as propriedades das fun¢des logaritmicas,
a funcdo de onda, y(x), é nula na regifio oo < x < —)l,.
Na regido interna 0 < x < a, temos potencial diferente de zero, entdo a equacdo

Schrédinger modificada linear nesta regido fica

2 —
ddq;(gc) _ _2"1(‘;)2 E) o), (3.101)
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e a solugdo nesta regiao é

q%ln(lerx)] q%ln(H»)/x)}

v (x) :Fe[ +Ge7[ para (0 < x < a). (3.102)

Operando as condi¢des de contorno na fronteira da func¢io de onda em x = 0, obte-
mos

A+B=F+G, (3.103)
e para sua derivada
iqi(A—B)=q(F —G) = A—B=—io(F—-G), (3.104)

onde ¢ = ¢»/q1. Se a particula foi incidida da esquerda para direita como na subsecao anterior,

tam-se que D = 0 na equacdo (3.100). Das condigdes de contorno em x = a temos

Fe [%ln(l-ﬁ-m)] Ge—[%zln(l—i-’m)]

+ =,
(3.105)
Fe[%zln(l-i-j/a)] _Ge—[%ln(l-i-}/a)] _ %n’
1K
onde ) = Cel[ Y ln(lﬂa)} . Resolvendo a equacdo (3.105) para F' e G chegamos
N —|Zin(1+ya)
F=n(g)e 7 , (3.106)
[ :
G=n(%}) 3]

Usando as equacoes (3.106), (3.103) e (3.104) e as funcdes hiperbdlicas teremos

A=n [cosh [q—;ln(l + ya)] +é (c - é) sinh [q—;ln(l + ya)” , (3.107)

€
B——1 ( +l) 'h{lﬁz (1+ )} 3.108
=—5n |0+ )sin yn ya)| . (3.108)

Portanto, o coeficiente de reflexdo fica

2
kb k) k
P %(ﬁ%—é) sinh? [%ln(l +ya)}

, (3.109)

n— 2 2
A .
Al 1+711 (%4—%) sinh? [k—;lﬂ(l—f—ya)}
e 0 de transmissao
|C|2 1

| .

Também a soma dos dois coeficientes € 1.

Da mesma forma que examinamos as equacoes (3.89) e (3.90), os mesmos racioci-
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Figura 13 — Gréfico de barreira de potencial para caso linear. Estado ligado (E < Vj) nas trés regides:
duas externas, —%, <x<0,x>a,eumainterna, 0 < x < a.

nios valem aqui também para equacdes (3.109) e (3.110), quando, o a — 0.

A figura |13/ mostra como os pardmetros ¥ e 3 dilatam o pico quando sdo aumenta-
dos, e também comprovam a equacao (3.38).

Para estados espalhados (E > Vj), foi usado o mesmo procedimento usado na se¢ao
anterior. Para regido externa a equacao (3.100) continua vélida, e a solu¢do na regido interna
muda, isto é

iq 93 1 X
va(x) = Mel T+ | o[- m0em] 0 < v < ), 3.111)

Aplicando as condic¢des de contornos que usamos anteriormente em x = 0, temos

A+B=F+G, (3.112)

ki(A—B) =ky(M—N)=A—B=p(M—N), (3.113)

onde p = ¢3/q). E para x = a, as condi¢des do contorno nos leva a

Ml T | |
Me[i%l"(1+7a)] _Ne[—iq%ln(l-i-ya)} _ %Tl- (3.114)
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Resolvendo a equacgdo (3.114) em funcdo M e N teremos

M=n (,)2_7)1) e[fﬂ%zn(um)} ,

. (3.115)
N=n (,;2_;1) e[z%ln(l+7a)].

Ao usar a equagdo (3.115) nas equagdes (3.112) e (3.113) e resolver para A e B

chegamos a

A=n {cos (q—;ln(l + }/a)) —é (% +p) sin (q—;ln(l + 'ya))] , (3.116)

B:né (p—%) sin {q—;ln(l+ya)1. (3.117)

Finalmente, o coeficiente de reflexao R e de transmissao 7" ficam

- 7 7 (3.118)
4 (5 5) s [ )]
CP? !
Ty, = ‘|A||2 - 2 7 G
4 (5 ) s [0

com a soma dos dois coeficientes igual a 1.

Figura 14 — Gréfico de barreira de potencial para caso linear. Estado de espalhamento (E > Vj) nas trés
regides: duas externas, —jl, <x<0,x>a,eumainterna, 0 < x < a.
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Das equagdes (3.118) e (3.119), também € notério que quando a = 0, a probabili-
dade de transmissao da particula € total.

Olhando para figura |14} podemos notar que no caso de estado de espalhamento a
probabilidade da particula ser transmitida sempre vai existir € maior que a de reflexao.

Ao longo deste capitulo, foram resolvidos quatros problemas unidimensionais em
que cada um foi resolvido em dois casos no qual denominamos de caso quadratico e linear. No
caso quadratico, a equagdo de Schrodinger depende de dois pardmetros, 3 e ¥, enquanto que no
caso linear ele s6 depende do Unico parametro, y. Alids sempre que consideramos o parametro

B = 0 em qualquer resultado no caso quadrético o resultado obtido € idéntico ao caso linear.
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4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Nesta dissertacdo, foi apresentado e aplicado o formalismo da mecanica quantica
ndo-aditiva também chamado de formalismo do operador translacdo dependente da posigao,
um formalismo obtido ao tentar entender como a translacdo do espaco na mecénica quantica
depende da métrica.

No capitulo 1, foi feito uma contextualizagdo dos principais conceitos que foram
importantes nos capitulos posteriores no qual falamos de alguns trabalhos que foram importan-
tes no desenvolvimento deste formalismo. Além disso foram apresentados em suma o objetivo
do trabalho.

No capitulo 2, revisitamos o formalismo mateméatico do operador translacao de-
pendente da posi¢cdo. Para isso, definimos uma métrica que nos leva a uma nova definicao do
produto interno e das suas propriedades, que através do qual chegamos a uma nova relacdo de
completeza. Além disso, usamos as definicoes do Braga [5]] e Costa et al [11] para operador
de translagdo infinitesimal modificado que nos permite mostrar a nao aditividade do desloca-
mento espacial. Como consequéncias disso, obtemos dois novos operadores momentos, duas
novas relagdes de comutacio entre os operadores posi¢do € momento modificado, € conse-
quentemente, duas equacgdes tipo Schrodinger. A partir destas duas equacdes tipo Schrodinger,
usamos as mudancas de varidveis necessarias € obtemos duas equacdes mais simplificadas que
denominamos de equacdes de Schrodinger modificadas quadratica e linear, (2.48) e (2.49), res-
pectivamente.

No capitulo 3, foi aplicado o formalismo obtido no capitulo anterior em alguns pro-
blemas unidimensionais analogos aos que aparece com muitas frequéncias nos livros didaticos
de mecanica quantica, dos quais foram divididos em secdes. Na primeira se¢do, comecamos
com o Pog¢o quadrado infinito no qual observamos que aumento em qualquer dos dois parametros,
Y e B, implica aumento na energia do nosso sistema e, também fica evidente que o aumento do
parametro Y € mais intensa. Em seguida, na segunda se¢do, falamos de Poc¢o delta onde € notorio
que aumento em qualquer dos dois parametros, ¥ ¢ 8 implica no aumento da probabilidade de
transmissao e consequentemente a diminui¢ao da probabilidade de reflexdo. Na terceira se¢do,
abordamos o modelo de Kronig-Penny onde verificamos que aumento dos dois parametros, Y €
B, causam a transla¢do na fung@o de onda que é mais acentuado no aumento do parimetro 7.
Finamente, na quinta sec¢do, foi a Barreia de potencial no qual foi notério que quando o a =0,
a probabilidade de transmissdo uma particula é total, e no caso de estado de espalhamento a
probabilidade da particula ser transmitida sempre vai existir e maior que a de reflexio.

Em suma, este formalismo nos possibilitou entender o comportamento das métricas,
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quadrdtica e linear, e as varia¢oes dos parAmetros ¥ e 3 nos diferentes problemas da MQ.
Como proposta de trabalhos futuros, ambicionamos estudar aplicacdo deste forma-
lismo em outros problemas tais como, particulas livres, oscilador harmdnico unidimensional
e poco duplo. Também ansiamos analisar os comportamentos das métricas pares e impares
para os termos maiores que nosso termo quadrético, e entender de que forma influenciam nos
principios das incertezas de cada caso. Além disso, também objetivamos trabalhar este for-
malismo com problemas bidimensionais e tridimensionais. Pesamos também estender nossos

estudos em outros sistemas de coordenadas.
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