
UVIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ

CENTRO DE CIÊNCIAS

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

CURSO DE FÍSICA

IVANILDO RUI BARBOSA

FORMALISMO DO OPERADOR TRANSLAÇÃO DEPENDENTE DA POSIÇÃO:

PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

FORTALEZA

2021



IVANILDO RUI BARBOSA

FORMALISMO DO OPERADOR TRANSLAÇÃO DEPENDENTE DA POSIÇÃO:
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RESUMO

No presente trabalho, estudamos o formalismo do operador translação dependente da posição

(PDTO), um formalismo obtido ao tentar entender quais são as consequências da métrica do

espaço na mecânica quântica (MQ). Em vista disso, foram usadas dois tipos de métricas, uma

quadrática e outra linear, através das quais foram definidos dois operadores de translação de

comprimento dx, denominados de operadores de translação infinitesimal quadrática Tγβ (dx),

e linear Tγ(dx), que ao atuar no estado |x〉 leva-o para outro estado
∣∣x+dx+ γxdx+β 2x2dx

〉
e |x+dx+ γxdx〉, respectivamente. Foi possível observar que os resultados dessas translações

dependem das métricas, pois nos levam a obtenção de dois novos operadores de momento,

P̂γβ e P̂γ , que consequentemente nos dão novas relações de comutação entre estes operadores

momento e posição, e duas equações de Schrödinger modificadas. Por fim, as duas equações

de Schrödinger modificadas foram aplicadas em diversos problemas unidimensionais da MQ.

Ao analisar os resultados obtidos através da métrica quadrática, observamos que quando eles

independem do parâmetro β são iguais obtidos pela métrica linear, e também quando o parâmetro

γ tende a zero na métrica linear recuperamos os resultados usuais da MQ.

Palavras-chave: problemas unidimensionais; Métrica; operador de translação dependente da

posição; equação de Schrödinger modificada.



ABSTRACT

In the present work, we study the formalism of the position-dependent translation operator

(PDTO), a formalism obtained by trying to understand the consequences of space metrics in

quantum mechanics (QM). In view of this, two types of metrics were used, one quadratic and the

other linear, through which two translation operators of length dx were defined, called quadratic

infinitesimal translation operators Tγβ (dx), and linear Tγ(dx), which when acting in the state

|x〉 takes it to another state
∣∣x+dx+ γxdx+β 2x2dx

〉
and |x+dx+ γxdx〉, respectively. It was

possible to observe that the results of these translations depend on the metrics, as they lead us

to obtain two new moment operators, P̂γβ and P̂γ , which consequently give us new switching

relations between these moment and position operators, and two modified Schrödinger equations.

Finally, the two modified Schrödinger equations were applied to several one-dimensional MQ

problems. When analyzing the results obtained through the quadratic metric, we observe that

when they are independent of the parameter β they are equal obtained by the linear metric, and

also when the parameter γ tends to zero in the linear metric, we retrieve the usual results of the

MQ.

Keywords: one-dimensional problems; Metrics; position dependent translation operator; modi-

fied Schrödinger equation.
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Figura 10 –Gráfico da barreira de potencial com energia potencial V0 definindo a altura e
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SUMÁRIO
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1 INTRODUÇÃO

Desde tempos remotos, os seres humanos sempre queriam saber explicar as coisas

que acontecem ao seu redor. A busca das explicações para estas inquietações levou a des-

cobertas de muitas áreas de conhecimentos que conhecemos hoje. Tanto a Fı́sica como as

suas subáreas não fugiram a esta regra, elas surgiram também na tentativa de explicar muitas

indagações feitas ao longo dos séculos. Uma destas áreas é a Mecânica Quântica (MQ) que

surgiu no inı́cio do século XX, precisamente na segunda metade da década de 1920, no qual

conta com as contribuições dadas por grandes fı́sicos, nomeadamente: Max Planck, Niels Bohr,

Werner Heisenberg, Louis de Broglie, Erwin Schrödinger, Albert Einstein e outros [1–4]. Dife-

rentemente da Mecânica Quântica que descreve o comportamento de corpos macroscópicos, a

MQ descreve o comportamento fundamental dos sistemas fı́sicos com as dimensões próximas

ou abaixo da escala atômica (corpos microscópicos) [2, 5, 6].

Por exemplo, na MC para encontrar a posição x(t) de uma partı́cula de massa m

que se move sobre o eixo x sob ação de uma força dada por ~F(x, t), aplica-se a segunda lei de

Newton, ~F = m~a, para achá-la. Mas na MQ, para o mesmo problema, em vez de procurar a

x(t), busca-se a função de onda, Ψ(x, t), dessa partı́cula resolvendo a equação de Schrödinger

[7]:

ih̄
∂Ψ

∂ t
=− h̄2

2m
∂ 2Ψ

∂x2 +V Ψ. (1.1)

Esta diferença deve-se ao fato de que na MC podemos obter posição (x), velocidade (v), mo-

mento (p) e potencial (V ) de uma partı́cula simultaneamente, enquanto que na MQ o princı́pio

da incerteza nos impede medir x e p simultaneamente, pois os sistemas fı́sicos que ela estuda

(usando a probabilidade) são de dimensões atômicas.

Usando o formalismo matemático de Dirac da MQ [5], que é o formalismo mais

elegante e de fácil uso em comparação [8], por exemplo, com o de von Neumann1 [9], o estado

da partı́cula Ψ(x, t) na equação (1.1) pode ser descrito matematicamente por um ket, |Ψ(x, t)〉,
pertencente ao espaço dos estados, e qualquer grandeza fı́sica descrita por um operador que atua

nesse estado deve ser hermitiano e possuir autovetores que formam uma base para o espaço dos

estados [5]. Quando aplicamos este operador no seu estado, obtém-se um autovalor que será

o único resultado possı́vel e o autovetor associado ao autovalor medido representa o estado do

sistema.

Neste trabalho, não foi seguido o formalismo feito por Sakurai [10], mas o conceito

de deslocamento espacial não-aditivo definido por da Costa et al [11], em 2011, no qual mostra

1Apresenta a mecânica quântica em uma representação uniforme e útil, matematicamente rigorosa. Este for-
malismo pode ser encontrado no The Mathematical Foundations of Quantum Mechanic [9].
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que este conceito causa mudança nas relações de comutação entre posição e momento, como

tambem na equação tipo equação de Schrödinger.

Em 2012, Mazharimousavi [12], acrescentou um termo a mão no operadar momento

do conceito de deslocamento espacial não-aditivo definido por da Costa et al [11]. No ano 2013,

Costa et al [13] mostrou que o potencial de Morse emerge naturalmente da ação do operador

deslocamento espacial não-aditivo. Também no mesmo ano, Rego-Monteiro e Nobre [14],

fizeram aplicação do formalismo na Teoria de campo clássica para uma equação de Schrodinger

não hermitiana com massas dependentes da posição.

Posteriormente, em 2015, na sua tese de doutorado, Braga [5] generalizou o forma-

lismo para qualquer métrica g(x). Em 2016, Costa et al [15] fez aplicação do formalismo no

seu trabalho sob tı́tulo ”Extended uncertainty from first principles”. Finalmente, Braga e Costa

[16], mostraram que alguns problemas do formalismo PDTO podem ser vistos como problema

de Sturm-Liouville, em 2016.

Em 2020, El-Nabulsi publicou alguns trabalhos. No seu trabalho sob tı́tulo ”A new

approach to the schrodinger equation with position-dependent mass and its implications in

quantum dots and semiconductors”mostrou que abordagem PDTO afeta apenas semicondutores

com grande escala interatômica[17]. No seu outro trabalho [18], ele observou que, na dimensão

radial de Hausdorff, a energia do estado fundamental da massa das partı́culas com metade do

spin é aumentada, o que leva a um aumento da massa dos elétrons de acordo com observações

teóricas recentes e dados experimentais. Finalmente, na referência [19], ele construiu um novo

hamiltoniano de Schrödinger fracionário para um sistema quântico caracterizado por uma massa

dependente da posição e um operador derivado espacial fracionário modificado.

Especificamente nessa dissertação, foi definido um novo operador de translação,

Tγβ (dx), chamado de operador translação infinitesimal quadrático, que ao atuar no estado |x〉
leva-o para

∣∣x+dx+ γxdx+β 2x2dx
〉
. Esse é um caso particular do que foi feito no trabalho de

Braga [5], onde foi considerado g−1/2 = 1+ γx+β 2x2.

Foi possı́vel observar que o resultado dessa translação depende da métrica, pois

através dessa definição foi obtido um novo operador momentum, que denominamos de operador

momentum quadrático, P̂γβ , que por meio dele conseguiu-se uma nova relação de comutação

modificada entre os operadores de posição x̂ e do momentum quadrático, P̂γβ , e consequente-

mente, uma nova equação tipo Schrödinger chamada de equação de Schrödinger modificada

quadrática2.

Naturalmente, ao considerar o parâmetro β igual à zero, recuperam-se todas as

2É denominada equação de Schrödinger modificada quadrática, para diferenciar a equação que vem da métrica
quadrática (denominada este nome porque contem o termo quadrático em x), da equação que vem da métrica linear.
Mas na verdade, o Hamiltoniano e a equação continuam linear.
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soluções obtidas no trabalho ”Displacement Operator for Quantum Systems with Position-

dependent Mass”do Costa et al [11]. A equação de Schrödinger obtida nesse artigo foi de-

nominado nesta dissertação de equação de Schrödinger modificada linear3.

A partir das equações de Schrödinger modificadas (quadrática e linear), foram usa-

das mudanças de variáveis feitas por da Costa et al [20], que por meio das quais foram obtidas

duas equações de Schrödinger mais simplificadas que foram usadas para resolver alguns proble-

mas unidimensionais análogos aos encontrados com muita frequências nos livros didáticos da

MQ. Os resultados obtidos neste formalismo coicidem com os resultados usuais da MQ quando

γ e β ou tendem à zero no caso quadrático ou quando γ tende a zero no caso linear.

No próximo capı́tulo, revisitamos o Formalismo Unidimensional do Operador Trans-

lação Dependente da Posição (PDTO). Começamos com as definições das métricas quadrática

e linear, que através dos quais foram obtidas duas equações Schrödinger modificadas (uma para

caso quadrático outra para caso linear).

No tereceiro capı́tulo, foram usadas estas equações Schrödinger modificadas para

resolução de alguns problemas propostos, nos quais foram divididos em seções. Na primeira

seção, discutimos o problema de poço quadrado infinito, e em seguida estudamos o poço função

delta. Na terceira seção analisamos modelo de Kronig-Penny e finalmente na quarta e última

seção abordamos o problema da barreira de potencial. Todos estes problemas foram resolvidos

em dois casos: quadrático e linear.

Os casos lineares de poço quadrado infinito, poço função delta e Kronig-Penny

podem ser encontrados nas referencias [11] e [20], respectivamente. Mas os casos quadráticos

e o problema da barreira de potencial (para ambas os casos) só podem ser encontrados nesta

dissertação.

3É denominada equação de Schrödinger modificada linear para referenciar que vem da linear.



17

2 FORMALISMO UNIDIMENSIONAL

Uma sequência de n números pode identificar uma localização no espaço n dimen-

sional. Para que este espaço seja considerado unidimensional, n precisa ser igual a 1, ou seja,

dentro desse espaço, é possı́vel fazer os cálculos usando apenas uma única variável [21, 22].

Neste capı́tulo, usaremos apenas uma única variável (variável x), para o desenvolvi-

mento do nosso formalismo. Para esta finalidade, começaremos com as definições das métricas,

e a partir das quais obteremos equações de Schrödinger que usaremos no capı́tulo posterior na

resolução de alguns problemas.

2.1 Métricas e Comprimentos do Arco

O objetivo deste capı́tulo é encontrar equações de Schrödinger em um espaço das

funções unidimensionais em x, para métrica1quadrática [5],

g−1/2
γβ

(x) = 1+ γx+β
2x2, (2.1)

e para métrica linear [11]

g−1/2
γ (x) = 1+ γx. (2.2)

Partindo da métrica quadrática, o quadrado da distância entre dois pontos infinita-

mente próximos, P(x) e P(x+dx) [5], é dado por

ds2 = g−1/2
γβ

(x)dx2, (2.3)

então

ds =
dx

1+ γx+β 2x2 . (2.4)

Fazendo a integração nos dois lados da equação (2.4), e impondo a condição 2|β |> |γ|, logo o

comprimento do arco definido pela equação (2.1) fica

s(x) =
2√

4β 2− γ2
arctan

(
2xβ 2 + γ√

4β 2− γ2

)
, (2.5)

onde −∞≤ x≤+∞.

A figura 1 ilustra o comportamento da equação (2.5), para alguns valores de γ e β .

Nela, pode-se observar que aumentos dos parâmetros γ e β causam aumento e diminuição do

comprimento de arco, respectivamente. Fisicamente, isso significa que o aumento do parâmetro

1A métrica é uma generalização das quatro propriedades conhecidas da distância euclidiana. A métrica eucli-
diana define a distância entre dois pontos como o comprimento do segmento de reta que os conecta [23].
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β confina a partı́cula, enquanto o parâmetro γ diminui o confinamento da partı́cula.

Figura 1 – Comprimento do arco para métrica quadrática, com a condição 2|β |> |γ|, para os pares,
γ = 4 e β = 2.5; γ = 4 e β = 3; γ = 2 e β = 3; γ =−4 e β =−2.5.

Entretanto, pela mesma métrica quadrática, mas com a condição diferente da ante-

rior, |γ|> 2|β |, a equação (2.4) nos leva à

s =
1√

γ2−4β 2
ln

[
2+(γ +

√
γ2−4β 2)x

2+(γ−
√

γ2−4β 2)x

]
, (2.6)

com o x≥ 0.

A equação (2.6) será a escolhida para o desenvolvimento do nosso formalismo em

detrimento da equação (2.5), visto que a equação (2.5) não satisfaz a proposta inicial, que

segundo a qual o parâmetro β deve-se anular antes que o parâmetro γ . Fisicamente, na equação

(2.6), os aumentos dos parâmetros confinam a partı́cula, enquanto que na equação (2.5) só o

aumento do parâmetro β a confina.

Na figura 2 está representada a equação (2.6) para alguns valores dos seus parâmetros,

γ e β . Fica observável que os aumentos de ambos os parâmetros causam diminuição no com-

primento do arco, em outras palavras, ambos confinam a partı́cula.

Ao fazer β indo a zero e γ diferente de zero na equação (2.6) obtemos o mesmo

resultado obtido por Costa et al [24],

χ =
1
γ

ln(1+ γx), (2.7)
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Figura 2 – Comprimento do arco para métrica quadrática, com a condição |γ|> 2|β |, para os pares,
γ = 2 e β = 0; γ = 2 e β = 0.5; γ = 2.5 e β = 0.5.

que também podia ser obtida usando a métrica linear.

2.2 Espaço de Hilbert e Vetores

O conjunto de todas as funções quadrados integráveis em um intervalo especı́fico é

denominado espaço de Hilbert. No nosso caso, o espaço das funções de onda definidas em um

determinado intervalo [5, 7], a≤ x≤ b, é constituı́do por todas as funções ψ(x), tais que∫ b

a
|ψ(x)|2 dx

(1+ γx+β 2x2)
=
∫ b

a
|ψ(x)|2ds < ∞. (2.8)

O conjunto de todas as funções que satisfazem a equação (2.8) constituem um

espaço vetorial. Então, o produto interno entre duas funções, φ(x) e ψ(x), neste espaço é

definido por

〈φ |ψ〉 ≡
∫ b

a
φ
∗(x)ψ(x)ds. (2.9)

Se φ(x) e ψ(x) são quadrado-integráveis, o produto interno entre elas, vai sempre

existir [7].

Da equação (2.9) segue-se as propriedades de um produto interno.

1. Simetria:

〈φ |ψ〉= 〈ψ|φ〉∗ . (2.10)
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2. Positividade, que é o produto interno entre uma função e ela própria:

〈ψ|ψ〉=
∫ b

a
|ψ(x)|2ds≥ 0, (2.11)

que será sempre positivo e real, exceto quando ψ(x) = 0, neste caso o produto será zero.

3. Bilinearidade ou distributividade:

〈φ |(λ1 |ψ1〉+λ2|ψ2〉) = λ1 〈φ |ψ1〉+λ2 〈φ |ψ2〉 , (2.12)

(〈φ1|λ1 + 〈φ2|λ2) |ψ〉= λ
∗
1 〈φ1|ψ〉+λ

∗
2 〈φ2|ψ〉 , (2.13)

onde λ1 e λ2 são autovalores associados aos autofunções ψ e φ , e λ ∗1 e λ ∗2 são seus

conjugados.

Partindo da equação (2.11) e considerar que ψ difere de zero, podemos definir a

norma de uma função como

||ψ(x)||=
√
〈ψ|ψ〉, (2.14)

que será sempre real não-negativo e mostra a noção de comprimento [7].

Agora, imagina uma partı́cula bem localizada em um determinado ponto, e é des-

crita por um ket de posição |x〉 [5]. Ao atuar um operador de posição X neste estado teremos

X |x〉= x|x〉 , (2.15)

onde x é o autovalor do operador X2.

Considerando que φ∗(x) = 〈φ |x〉 e ψ(x) = 〈x|ψ〉, a equação (2.9) nos leva imedia-

tamente a

〈φ |ψ〉=
∫
〈φ |x〉〈x|ψ〉ds = 〈φ |

[∫
|x〉〈x|ds

]
|ψ〉 ,

então, ∫
|x〉〈x|ds = 1. (2.16)

Esta equação é conhecida como operador identidade ou relação da completeza,

ou simplesmente relação de fechamento.

Com este resultado, podemos agora escrever qualquer ket arbitrário, digamos |α〉
se ele representa o um estado fı́sico no espaço gerado pelo auto-estado de X [10], na base do

operador identidade.

Portanto, a expansão de |α〉 em termos de |x′〉 fica

|α〉=
∫
|x〉〈x′ |α〉ds, (2.17)

2Nessa trabalho, vamos representar os operadores por letras maiúsculas e os autovalores vão ser representados
por letras minúsculas.
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ao passo que

φ(x′) =
〈
x′|φ

〉
=
∫ 〈

x′|x〉〈x|φ
〉

ds =
∫ 〈

x′|x
〉

φ(x)ds. (2.18)

No entanto, ao comparar a equação (2.18) com a propriedade de Delta de Dirac∫ b

a
f (x)δ (x−a)dx = f (a), (2.19)

é perceptı́vel que 〈
x′|x
〉
= (1+ γx+β

2x2)δ (x− x′), (2.20)

no qual chamamos de produto escalar entre os autovetores dos operadores posição para métrica

quadrática.

Para métrica linear é só fazer β → 0, este produto escalar entre os autovetores do

operador posição se reduz à 〈
x′|x
〉
= (1+ γx)δ (x− x′). (2.21)

que é o mesmo resultado obtido por Braga [5].

2.3 Operador de Translação Modificado

Daqui em diante, ou pelo menos, até final deste capı́tulo, seguiremos as ideias do

Braga [5] intercalando com as de Costa Filho et al [11]. De acordo com o postulado de Braga,

podemos escrever o operador de translação infinitesimal quadrática Tγβ (dx) que atua em um

estado |x〉 da seguinte forma:

Tγβ (dx) |x〉=
∣∣x+dx+ γxdx+β

2x2dx
〉
, (2.22)

e quando β → 0 na equação (2.22) recuperamos a definição feita por Costa Filho et al [11],

Tγ(dx) |x〉= |x+dx+ γxdx〉 , (2.23)

ou ainda, se na equação (2.23) fizemos γ → 0 voltaremos a translação usual [10],

T (dx) |x〉= |x+dx〉 . (2.24)

O estudo desses casos particulares será a elegância deste trabalho. Até o final deste

trabalho vamos estar atentos a estes acontecimentos, pois sempre que γ tende a zero ou γ e β

tendem simultaneamente a zero recuperaremos os resultados conhecidos em muitas bibliogra-

fias da MQ [7, 25].

Imagine agora duas translações infinitesimais sucessivas de dx′ e dx′′. Suponha que

primeiramente fizemos um deslocamento em dx′ e em seguida em dx′′, no qual podem não ser
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feitos na mesma direção [10]. Matematicamente

Tγβ (dx′)Tγβ (dx′′) |x〉=
∣∣y+dx′+ γydx′+β

2y2dx′
〉
,

onde y = x+ dx+ γxdx′′+ β 2x2dx′′. Esperamos que essa translação seja igual a uma única

translação em dx′+dx′′,

Tγβ (dx′+dx′′) |x〉=
∣∣x+(dx′+dx′′)+ γ(dx′+dx′′)x+β

2(dx′+dx′′)x2〉 .
Então, podemos concluir que duas translações infinitesimais sucessivas de dx′ e

depois dx′′ é diferente de uma única translação dx′+dx′′,

Tγβ (dx′)Tγβ (dx′′) 6= Tγβ (dx′+dx′′). (2.25)

Isto mostra a não aditividade do operador translação infinitesimal quadrática Tγβ (dx), aqui vem

o nome da mecânica quântica não-aditiva (MQNA).

Por outro lado, se impusermos que quando dx→ 0, o operador de translação transforma-

se em um operador identidade,

lim
dx→0

Tγβ (dx) = 1. (2.26)

2.4 Princı́pios das Incertezas e Incertezas Mı́nimas nos Momento

Para achar o Princı́pio da Incerteza e a Incerteza Mı́nima no Momento, primeira-

mente, temos que encontrar a relação de comutação entre operador P̂γβ e operador x̂.

Partindo da relação de comutação entre operador posição e operador de translação

modificado quadrático [
x̂,Tγβ (dx)

]
|x〉= x̂Tγβ (dx) |x〉−Tγβ (dx)x̂ |x〉 , (2.27)

onde

x̂Tγβ (dx) |x〉= (x+dx+ γxdx+β 2x2dx)
∣∣x+dx+ γxdx+β 2x2dx

〉
,

e

Tγβ (dx)x̂ |x〉= xTγβ (dx) |x〉= x
∣∣x+dx+ γxdx+β 2x2dx

〉
,

desse modo, temos[
x̂,Tγβ (dx)

]
|x〉= dx(1+ γx+β

2x2)
∣∣x+dx+ γxdx+β

2x2dx
〉
,

que pode ser aproximada com o erro da segunda ordem em dx′, por[
x̂,Tγβ (dx)

]
|x〉 ' dx(1+ γx+β

2x2) |x〉 . (2.28)
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Porém, ao definir o operador translação infinitesimal quadrático em função do mo-

mento modificado quadrático como gerador de translação [10],

Tγβ (dx)≡ 1−
iP̂γβ dx

h̄
, (2.29)

e substituindo na equação (2.28) veremos que[
x̂, P̂γβ

]
= ih̄(1+ γx+β

2x2), (2.30)

denominada de relação de comutação quadrática entre operador posição e operador momentum

quadrático. Observe que quando γ e depois β tendem à zero a relação de comutação quadrática

entre operador posição e operador momentum quadrático se reduz a relação de comutação usual

entre x̂ e P̂ .

Por conseguinte, com o uso do desvio padrão de x, o princı́pio da incerteza quadrática

fica

∆x∆Pγβ ≥
h̄
2

[
1+ γ 〈x〉+β

2 〈x〉2 +β
2 (∆x)2

]
. (2.31)

Agora, partindo da equação (2.31) podemos obter a incerteza mı́nima no operador

momentum quadrático. Para tal, dividiremos ambos os lados da equação (2.31) por ∆x

∆Pγβ ≥
h̄

2∆x

[
1+ γ 〈x〉+β

2 〈x〉2 +β
2 (∆x)2

]
.

Derivando a equação anterior em relação ∆x e depois igualado a zero, obteremos ∆x0
3. Ao

substituir o resultado de ∆x0 na equação (2.31) ficaremos com

∆Pγβ(min)
= ∆Pγβ (∆x0) = h̄β

√
1+ γ 〈x〉+β 2 〈x〉2, (2.32)

que é a incerteza minima no operador momentum quadrático da partı́cula, e é sempre real e

maior que zero quando β for diferente de zero.

Além disso, para β → 0 e γ 6= 0, as equações (2.30) e (2.31) se transformam nas

encontradas por Costa et al [11], [
x̂, P̂γ

]
= ih̄(1+ γx), (2.33)

e

∆x∆Pγ ≥
h̄
2
[1+ γ 〈x〉] . (2.34)

Podı́amos também obter estas duas últimas equações usando as equações (2.7) e

(2.23) ao invés das equações (2.6) e (2.22) e depois fazendo β indo para zero como fizemos.

Agora, para o estudo da incerteza mı́nima no operador momentum linear foi usado

3Valor de ∆x que minimiza ∆Pγβ .
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o mesmo procedimento do caso quadrático, no qual obtemos

∆Pγ(min) =
h̄
2

[
1− 1
〈x〉
〈x〉
]

1
∆x

= 0. (2.35)

Diferente da incerteza mı́nima no operador momentum linear a incerteza mı́nima

no operador momento quadrático é diferente de zero, isto se deve ao parâmetro quadrático β .

Figura 3 – Incerteza mı́nima nos momento quando consideramos 〈x〉= 0. A região sombreada
representa os estados proibidos para métrica considerada [5].

Na figura 3, foram mostrados os princı́pios das incertezas para ambos os casos

(quadrático e linear) e suas respectivas incertezas mı́nimas, quando consideramos 〈x〉= 0. Nesta

figura é mostrado com clareza que só é possı́vel ter incerteza mı́nima diferente de zero quando

usamos a métrica quadrática.

2.5 Operador Momentum no Espaço das Posições

Nesta subseção, vamos avaliar como o operador P̂γβ se comporta no espaço das

posições. Para tal, aplicamos o operador translação infinitesimal quadrático no estado |ψ〉

T (∆x′) |ψ〉= |ψ〉−
iP̂γβ ∆x′

h̄
|ψ〉 , (2.36)

e da relação da completeza temos

∫
T (∆x′)|x′ 〉〈x′ |ψ〉ds = |ψ〉−

iP̂γβ ∆x′

h̄
|ψ〉
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∫
|x′+∆x′ 〉〈x′ |ψ〉ds = |ψ〉−

iP̂γβ ∆x′

h̄
|ψ〉

∫
|x′ 〉〈x′−∆x′ |ψ〉ds = |ψ〉−

iP̂γβ ∆x′

h̄
|ψ〉

∫ ∣∣x′〉 [〈x′ |ψ〉−∆x′
∂

∂ s

〈
x′
∣∣ψ 〉]ds = |ψ〉−

iP̂γβ ∆x′

h̄
|ψ〉 . (2.37)

Aplicando 〈x| nos dois lados da equação (2.37), observamos que∫ 〈
x|x′
〉 ∂

∂ s

〈
x′|ψ

〉
ds =

i
h̄

〈
x|P̂γβ |ψ

〉
,

usando o produto escalar entre os autovetores dos operadores posição para métrica quadrática,

equação (2.20), temos∫
(1+ γx+β

2x2)δ (x′− x)
∂

∂ s

〈
x′|ψ

〉 dx′

(1+ γx+β 2x2)
=

i
h̄

〈
x|P̂γβ |ψ

〉
∂

∂ s
〈x|ψ〉= i

h̄

〈
x|P̂γβ |ψ

〉
−ih̄(1+ γx+β

2x2)
∂

∂x
〈x|ψ〉=

〈
x|P̂γβ |ψ

〉
,

no qual usamos (1+ γx+β 2x2) ∂

∂x =
∂

∂ s . Portanto, podemos concluir que

P̂γβ |ψ〉=−ih̄(1+ γx+β
2x2)

d
dx
|ψ〉=−ih̄Dγβ |ψ〉 , (2.38)

onde

Dγβ = (1+ γx+β
2x2)

d
dx

, (2.39)

sendo uma derivada deformada no espaço. Ao fazer β → 0 e γ 6= 0 obtemos o mesmo resultado

do Costa et al [11],

Dγ = (1+ γx)
d
dx

. (2.40)

Aplicando a relação de completeza na equação (2.38) chegamos a〈
φ |P̂γβ |ψ

〉
=
∫ 〈

φ |x〉〈x|P̂γβ |ψ
〉

ds =−ih̄
∫

φ
∗(x)

d
dx

ψ(x)dx,

e da integração por parte temos

〈
φ |P̂γβ |ψ

〉
= ih̄

∫
ψ(x)

d
dx

φ
∗(x)dx =

[∫ 〈
φ |x〉〈x|P̂γβ |ψ

〉
ds
]∗

=
[〈

ψ|P̂γβ |φ
〉]∗

. (2.41)

Sendo assim, podemos concluir que o operador momentum quadrático é hermitiano

no espaço de Hilbert com um peso definido pela equação (2.9), pois os operadores com estas

propriedades, equação (2.41), são chamados hermitianos [7].
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2.6 Equações de Schrödinger Modificadas

Sabe-se que a equação de Schrödinger dependendo do tempo no espaço das posições

é dada por

ih̄
∂

∂ t
〈x|Ψ(x, t)〉=

〈
x|Hγβ |Ψ(x, t)

〉
, (2.42)

onde o Hγβ é o Hamiltoniano do nosso formalismo, e é dado por

Hγβ =
P2

γβ

2m
+V (x, t).

Desse modo, a equação de Schrödinger dependendo do tempo no espaço das posições

fica

ih
∂Ψ(x, t)

∂ t
=−

(
h̄2

2m

)
D2

γβ
Ψ(x, t)+V (x, t)Ψ(x, t). (2.43)

Considerando que o potencial V (x, t) é independente do tempo, então a equação

(2.43), pode ser resolvida pelo método de separação de variáveis [7].

Escrevendo a função de onda da equação (2.43) na forma

Ψ(x, t) = ψ(x)φ(t). (2.44)

Substituindo a equação (2.44) na equação (2.43)

ih
1
φ

dφ

dt
=−

(
h̄2

2m

)
1

ψ(x)
D2

γβ
ψ(x)+V (x). (2.45)

Observa que o lado esquerdo da equação (2.45) só depende do tempo enquanto

o lado direito só depende da posição, portanto, para que essa igualdade permanece sempre

verdadeira é preciso que ambos sejam iguais a uma constante, então

ih
1
φ

dφ

dt
= E⇒ φ = e−

iEt
h̄ ,

logo a equação (2.42) fica

− h̄2

2m
(1+ γx+β

2x2)
d
dx

[
(1+ γx+β

2x2)
d
dx

]
ψ(x)+V (x)ψ(x) = Eψ(x), (2.46)

onde E é a energia da partı́cula, com a particularidade de quando γ = β = 0, recuperaremos

a equação Schrödinger na forma usual. Mas se usarmos a equação (2.40), ao invés de (2.39),

terı́amos

− h̄2

2m
(1+ γx)

d
dx

[
(1+ γx)

d
dx

]
ψ(x)+V (x)ψ(x) = Eψ(x), (2.47)

que é o mesmos fazendo β → 0 na equação (2.46).

Para que as duas últimas equações fiquem parecidas com as que estamos acostu-
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madas a usar na MQ, usamos as definições feitas por da Costa et al [20]. Para equação (2.46)

usamos φ(s) = ψ(x(s)) e U(s) =V (x(s)), logo

− h̄2

2m
d2φ(s)

ds2 +U(s)φ(s) = Eφ(s), (2.48)

que chamamos da equação de Schrödinger modificada quadrática. Para equação (2.47) usamos

φ(χ) = ψ(x(χ)) e U(χ) =V (x(χ)), neste caso temos

− h̄2

2m
d2φ(χ)

dχ2 +U(χ)φ(χ) = Eφ(χ), (2.49)

na qual chamamos da equação de Schrödinger modificada linear que é a mesma encontrada por

Costa et al [11], mas com as mudanças feitas por Da Costa et al [20].

Estas duas últimas equações (2.48) e (2.49), têm as mesmas estruturas da equação

de Schrödinger tradicional, mas isso não significa que as soluções dos problemas vão ser as

mesmas, porque as condições de contornos podem mudar, então isso altera as soluções e as

propriedades do sistema.

As equações (2.48) e (2.49) serão usadas no próximo capı́tulo para resolver diversos

problemas unidimensionais da mecânica quântica. Esses problemas serão divididos em seções,

e no final de cada seção serão analisados os resultados obtidos, quando γ = β = 0, ou γ = 0, e

comparados com os resultados já conhecidos em muitos livros da MQ.
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3 APLICAÇÕES DO FORMALISMO

No presente capı́tulo, abordamos alguns problemas unidimensionais análogo aos

que aparecem com frequência nos livros didáticos da MQ, no qual usamos o formalismo da

MQNA, apresentado no capı́tulo anterior. Para estes problemas foram usadas equações de

Schrödinger modificadas quadrática e linear, equações (2.48) e (2.49), respectivamente.

Para melhor didática, os problemas são divididos em seções. Na primeira seção,

discutimos o poço quadrado infinito e, em seguida, estudamos o poço função delta. Na terceira

seção, analisamos o modelo de Kronig-Penny e, finalmente, na quarta e última seção, abor-

damos o problema da barreira de potencial. Todos estes problemas foram resolvidos em dois

casos: quadrática e linear.

3.1 Poço quadrado infinito

Poço quadrado infinito é um dos problemas mais populares da MQ e de simples

resolução matemática. Ele consiste em uma partı́cula que se move livremente ao longo do eixo

x, exceto nas posições x = 0 e x = a, onde existem paredes, com a energia potencial dada por

V (x) =

{
0, se 0≤ x≤ a

∞, caso contrário.
(3.1)

Uma partı́cula confinada com este tipo de potencial tem tanto a função de onda

como a probabilidade de encontrar a partı́cula fora do poço nula. Enquanto que dentro do poço

a partı́cula move-se livremente, portanto a função de onda existe e é diferente de zero, mas o

potencial é zero nesta região, V = 0 [7].

Para resolução deste problema, foram usadas as duas equações de Schrödinger mo-

dificadas, quadrática e linear.

3.1.1 Caso quadrático

No caso quadrático, tanto o parâmetro γ como o parâmetro β são diferentes de

zero, então para este caso usaremos equação de Schrödinger modificada quadrática (2.48). Para

o potencial dada pela equação (3.1), a equação de Schrödinger modificada quadrática diz

d2φ(s)
ds2 =−k2

φ(s), onde k2 = 2mE
h̄2 . (3.2)

Na equação (3.2) usamos o fato de que U(s) =V (x(s)) = 0, e a solução geral para
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esta equação é

φ(s) = Asin(ks)+Bcos(ks), (3.3)

onde A e B são constantes arbitrárias e postas pelas condições de contornos do problema. A

saber: I) que a função ψ(x) seja sempre contı́nua; II) que dψ/dx seja contı́nuo exceto nos

pontos em que o potencial é finito.

Ao devolver as mudanças feitas na equação (2.46) a equação (3.3) fica

ψ(x) = Asin
[

k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
+Bcos

[
k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
, (3.4)

no qual α2 = γ2− 4β 2. Aplicando a primeira condição de contorno, na qual exigimos que a

função de onda seja sempre nula nas fronteiras, ou seja, considerando que

ψ(0) = ψ(a) = 0, (3.5)

obtemos das equações (3.4) e (3.5) que

ψ(0) = Asin(0)+Bcos(0) = B = 0. (3.6)

Sendo assim, a função de onda dada pela a equação (3.4) fica

ψ(x) = Asin
[

k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
. (3.7)

Para encontrar a constante A da equação (3.7) será preciso normalizar esta função

de onda, isto é:

|A|2
∫ a

0
sin2

[
k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
dx

(1+ γx+β 2x2)
= 1→ A =

√
2

aγβ

, (3.8)

onde aγβ =
[

1
α

ln
(

2+(γ+α)a
2+(γ−α)a

)]
.

Portanto, a função de onda na sua forma mais geral (juntando as soluções de dentro

e de fora) será

ψn(x) =


√

2
aγβ

sin
[

k
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
se 0≤ x≤ a

0 caso contrário,
(3.9)

Entretanto, usando a outra parte da equação (3.5), ψ(a) = 0, os possı́veis valores de

k serão

kn =
nπ

aγβ

, com n = 1,2,3, ... (3.10)

Consequentemente, a obtenção da equação (3.10) nos leva a obtenção dos possı́veis valores de
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energia, E:

En =
h̄2n2π2

2m[aγβ ]
2 , (3.11)

onde aγβ corresponde a largura do poço, que fica evidente quando β e depois γ tendem a zero.

Figura 4 – Nı́veis de energia de uma partı́cula confinada em um poço quadrado infinito para os pares
γ = 2 e β = 0; γ = 2 e β = 0.5; γ = 2.5 e β = 0.5.

Na figura 4, pode-se observar como a energia varia com os parâmetros, γ e β , no

qual fica perceptı́vel que a energia aumenta com os parâmetros. Isto deve-se ao fato de que

aumento dos dois parâmetros confinam a partı́cula. E, a energia aumenta quadraticamente com

o n.

3.1.2 Caso linear

No caso linear temos γ 6= 0 e β = 0, então para este caso vamos usar a equação de

Schrödinger modificada linear (2.49). Para o potencial dada pela equação (3.1), a equação de

Schrödinger modificada linear fica

d2φ(χ)

dχ2 =−k2
φ(χ), (3.12)

onde o usamos o fato de que U(χ) =V (x(χ)) = 0. O k é dada pela equação (3.2), e a solução

geral da equação (3.12) é

φ(χ) = F sin(kχ)+Gcos(kχ). (3.13)

Usando a equação (2.6) e devolvendo as mudanças feitas na equação (2.47), a
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equação (3.13) fica

ψ(x) = F sin
[

k
γ

ln(1+ γx)
]
+Gcos

[
k
γ

ln(1+ γx)
]
, (3.14)

onde F e G são constantes arbitrárias e determinadas pelas condições de contornos do problema.

Empregando a primeira condição de contorno de ψ(x) temos

ψ(0) = F sin(0)+Gcos(0) = G = 0,

portanto, a função de onda dada pela a equação (3.14) fica

ψ(x) = F sin
[

k
γ

ln(1+ γx)
]
. (3.15)

Para determinar a constante arbitrária F precisamos normalizar a equação (3.15),

|F |2
∫ a

0
sin2

[
k
γ

ln(1+ γx)
]

dx
(1+ γx)

= 1⇒ F =

√
2
aγ

. (3.16)

onde aγ = ln(1+γa)/γ corresponde a largura do poço para este formalismo, e fica mais notório

quando γ → 0.

Dessa forma, juntando as soluções de dentro e de fora a função de onda na sua

forma mais geral fica:

ψn(x) =


√

2
aγ

sin
[

k
γ
ln(1+ γx)

]
, se 0≤ x≤ a

0, caso contrário,
(3.17)

que é o mesmo resultado encontrada no artigo de Costa Filho et al [11].

Entretanto, os possı́veis valores de k para os quais k[ln(1+ γa)]/γ é um múltiplo de

π será

kn =
nπ

aγ

,com n = 1,2,3, ... (3.18)

Por consequência, os possı́veis valores de E são

En =
n2π2h̄2

2ma2
γ

. (3.19)

Na equação (3.19), é notório que também a energia aumenta quadraticamente com

o n. Isto fica mais clara na figura 5, onde é mostrado como os nı́veis de energia aumentam com

o parâmetro γ para alguns valores de n.

Se fizermos γ → ∞, na equação (3.19), se houver uma partı́cula1, a energia será

infinita.
1O que estamos fazendo é juntar as duas paredes, isto é, pegando a barreira na a e trazer para 0.
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Figura 5 – Nı́veis de energia de uma partı́cula confinada em um poço quadrado infinito para os
primeiros estados n = 1, n = 2 e n = 3.

As equações (3.11) e (3.19) têm muitas coisas em comum, alias a única diferença

entre elas é o parâmetro β . Ao fazer o parâmetro β indo a zero na equação (3.11), as duas

equações ficarão idênticas. Além disso, fazendo os parâmetros β e γ indo a zero na equação

(3.11) ou fazer γ indo a zero na equação (3.19) obteremos o mesmo resultado para poço qua-

drado infinito na MQ usual.

3.2 Poço função delta

A função delta foi chamada deste nome em homenagem ao trabalho pioneiro do

fı́sico inglês Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) em 1927. Desde então, a função delta

tornou-se uma ferramenta primordial para a ciência e engenharia, com diversas aplicações que

vão da teoria quântica até o controle de processos industriais [26].

Além da função delta, Dirac desenvolveu outros conceitos fundamentais na MQ,

entre os quais podemos destacar, Equação de Dirac que descreve o comportamento do férmio,

a Representação de Dirac que incorpora a Mecânica Matricial de Heisenberg com a Mecânica

Ondulatória de Schrödinger em um único formalismo matemático, a notação Bra-Ket que é a

notação utilizada para descrever os estados quânticos e a Delta de Dirac [27–30].

Nesta seção, estudaremos o poço função delta, um potencial nulo em todos os luga-

res exceto no ponto x = xd , onde o potencial tem valor infinito. Este potencial é representado
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matematicamente da seguinte forma:

V (x) =−αδ (x− xd), (3.20)

onde xd é a posição para a qual o potencial diverge e α é um parâmetro positivo com as di-

mensões do comprimento × energia [20].

O estudo do potencial dado pela equação (3.20) foi dividido em dois estados, ligado

(E < 0) e o de espalhamento (E > 0), tanto para caso quadrático quanto para caso linear.

3.2.1 Caso quadrático

Para este caso, foi analisado primeiramente o estado ligado em três regiões: x < xd ,

x > xd e x = xd , e depois o estado de espalhamento em duas regiões: x < xd , x > xd .

No estado ligado, nas regiões x < xd e x > xd temos V (x) = 0→U(s) = 0, então a

equação de Schrödinger modificada quadrática para este caso é

d2φ(s)
ds2 = q2

φ(s), onde q2 =−2mE
h̄2 . (3.21)

Então, as soluções para esta equação com as variáveis são

ψ(x) =


Be
[
− q

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
, se x > xd

Be
[

q
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
, se − 2

γ+α
< x < xd

0, se x <− 2
γ+α

,

(3.22)

na qual usamos a primeira condição de contorno para mostrar que F = B. Nesta equação a

função de onda é nula no intervalo x<−2/(γ+α), devido a propriedade da função logarı́tmica.

Para região x = xd , posição para a qual o potencial diverge foi usada a equação

(2.46). Ao substituir a equação (3.20) na equação (2.46) e integrar no intervalo, xd − ε ≤ x ≤
xd + ε , temos∫ xd+ε

xd−ε

[z(x)]2
d2ψ

dx2 dx+
∫ xd+ε

xd−ε

t(x)z(x)
dψ

dx
dx =−2mα

h̄2

∫ xd+ε

xd−ε

δ (x− xd)ψ(x)dx. (3.23)

onde z(x) = 1+γx+β 2x2 e t(x) = γ+2xβ 2. Usando a integração por parte no primeiro membro

e a propriedade de delta de Dirac no segundo obteremos a seguinte expressão:

∆

(
dψ

dx

)
= lim

ε→0

(
dψ

dx

∣∣∣
xd+ε
− dψ

dx

∣∣∣
xd−ε

)
=−

2mγβ α

h̄2 ψ(xd), (3.24)

onde mγβ = m/(1+γx+β 2x2)2. A equação (3.24) mostra a descontinuidade da função de onda
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na região x = xd . Pela ação da equação (3.24) a equação (3.22) nos fornece dψ
/

dx|
+
=− qB

1+γx+β 2x2 para (x > xd),

dψ
/

dx|− = qB
1+γx+β 2x2 para (− 2

γ+α
< x < xd).

(3.25)

Substituindo a equação (3.25) na equação (3.24) temos

q =
mα

h̄2 (1+ γx+β 2x2)
, (3.26)

e da equação (3.21) a energia permitida será

E =−q2h̄2

2m
=−

mγβ α2

2h̄2 . (3.27)

Por fim, normalizamos a função de onda ψ para achar a constante arbitrária B,

B =
√

q =
1
h

√
mα

1+ γx+β 2x2 . (3.28)

Com a determinação da constante arbitrária B, a função de onda para estados ligados

fica completa, equação (3.22).

A seguir falaremos de estados de espalhamentos, E > 0, no qual analisaremos duas

regiões, x < xd e x > xd , onde também V (x) = 0−→U(x) = 0. Então, a equação de Schrödinger

modificada quadrática diz

d2φ(s)
ds2 =−2mE

h̄2 φ(s) =−k2
φ(s), (3.29)

onde k é dada pela equação (3.2). Logo, as soluções gerais com as variáveis devolvidas são

ψ(x) =

 Ae
[

ik
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+Be

[
− ik

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
, se x > xd

Fe
[

ik
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+Ge

[
− ik

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
, se − 2

γ+α
< x < xd.

(3.30)

Usando a primeira condição de contorno para ψ nas equações (3.30) obtemos

F +G = A+B, (3.31)

e a derivada da equação (2.30) nos dá dψ/dx = ik
(1+γx+β 2x2)

(A−B) para (x > xd)

dψ/dx = ik
(1+γx+β 2x2)

(F−G) para (− 2
γ+α

< x < xd).
(3.32)

Da equação de descontinuidade, equação (2.24), encontramos que

F−G = A(1+2iλ )−B(1−2iλ ) onde λ ≡ mα

h̄2k(1+γx+β 2x2)
. (3.33)
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Depois de aplicarmos as condições de contornos necessárias, ficamos com duas

equações e cincos incógnitas (A, B, F , G e k). A normalização não pode nos ajudar a explicar

essas incógnitas, mas sabemos que exp(iks) representa uma onda movendo-se para direta en-

quanto que exp(−iks) representa uma onda movendo-se para esquerda. Portanto, na primeira

equação da (3.30), A é amplitude de uma onda vinda da esquerda, e B é a amplitude da onda

voltando para esquerda, e na segunda equação, F é amplitude de um onda movendo para a

direita, e G é a amplitude da onda vinda da direita [7].

Se nesse nosso espalhamento2 a direção do disparo das partı́culas foi da esquerda

para direita[7], então

G = 0, (3.34)

logo, ficamos com A (amplitude da onda incidente), B (amplitude da onda refletida) e F (ampli-

tude da onda transmitida).

Empregando as equações (3.31), (3.33) e (3.34) temos

F =
1

1− iλ
A, e B =

iλ
1− iλ

A. (3.35)

Desse modo, a probabilidade de uma partı́cula incidente seja refletida é

R≡ |B|
2

|A|2
=

λ 2

1+λ 2 , (3.36)

no qual R é conhecida como coeficiente de reflexão, e a probabilidade de uma partı́cula inci-

dente seja transmitida é

T ≡ |F |
2

|A|2
=

1
1+λ 2 , (3.37)

onde T é conhecida como coeficiente de transmissão. A soma dessas duas probabilidades deve

ser igual a 1,

R+T = 1. (3.38)

Observe que R e T são funções de λ , então das equações (3.2), (3.33), (3.36) e

(3.37), os coeficientes de reflexão de e transmissão serão

Rγβ =
1

1+(2h̄2E/mγβ α2)
, e Tγβ =

1
1+(mγβ α2/2h̄2E)

. (3.39)

De acordo com a equação dos coeficientes, equação (3.39), pode-se observar que

quanto maior for a energia maior será a probabilidade de transmissão e, consequentemente,

menor será a probabilidade de reflexão.

Da figura 6, no qual representamos a equação (3.39), percebe-se que o aumento

do parâmetro γ gera o afastamento entre os dois picos, e que o parâmetro β , ao contrário do

2Em um experimento de espalhamento tı́pico, as partı́culas são disparadas em uma única direção.
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Figura 6 – A parte de cima representa a probabilidade de reflexão e a parte de baixo representa a
probabilidade de transmissão para os pares γ = 2 e β = 0.5; γ = 2.5 e β = 0.5; γ = 2 e β = 0.6.
Também representa a soma destas duas probabilidades.

parâmetro γ , causa aproximação dos picos. Nela também fica comprovada equação (3.38), isto

é, quanto maior será a probabilidade de transmissão menor será a probabilidade de reflexão e

vice-versa, no qual o valor máximo será sempre 1.

3.2.2 Caso linear

Nesta subseção foi usado quase o mesmo procedimento usado na subseção ante-

rior. A única diferença foi considerar o parâmetro β = 0, e a equação usada foi a equação de

Schrödinger modificada linear (2.49) em substituição da equação de Schrödinger modificada

quadrática (2.48).

Para estados ligados E < 0, a equação de Schrödinger modificada linear nas regiões

x < xd e x > xd é
d2φ(χ)

dχ2 =−2mE
h̄2 φ(χ) = q2

φ(χ), (3.40)

onde q é dada pela equação (3.21), de modo que, as soluções gerais nas duas regiões (com as

mudanças devolvidas) são

ψ(x) =


Be−

q
γ

ln(1+γx) se x > xd

Be
q
γ

ln(1+γx) se −1
γ
< x < xd

0 se x <−1
γ
.

(3.41)
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na qual usamos a primeira condição de contorno para mostrar que F = B. Em x = xd temos

potencial diferente de zero, V 6= 0, portanto a abordagem vai ser diferente da usadas nas duas

anteriores.

Ao substituir a equação (3.20) na equação (2.47) e depois integrar no intervalo,

xd− ε ≤ x≤ xd + ε , vemos que

h̄2

2m

∫ xd+ε

xd−ε

[r(x)]2
d2ψ

dx2 dx+
h̄2

γ

2m

∫ xd+ε

xd−ε

r(x)
dψ

dx
dx =−α

∫ xd+ε

xd−ε

δ (x− xd)ψ(x)dx, (3.42)

onde r(x) = 1+ γx. Executando as mesmas operações que fizemos na equação (2.23) vamos

ficar com

∆

(
dψ

dx

)
= lim

ε→0

(
dψ

dx

∣∣∣
xd+ε
− dψ

dx

∣∣∣
xd−ε

)
=−

2mγα

h̄2 ψ(xd), (3.43)

onde mγ = m/(1+ γx)2. A equação (3.43) mostra a descontinuidade da função de onda em

x = xd .

Aplicando a derivada na equação (3.41) temos dψ
/

dx|
+
=− qB

(1+γx) para x > xd

dψ
/

dx|− = qB
(1+γx) para −1

γ
< x < xd.

(3.44)

Substituindo a equação (3.44) na equação da descontinuidade da função de onda,

(3.43), chegamos à

q =
mα

h̄2(1+ γx)
.

Consequentemente, nos leva a obtenção energia permitida

E =−q2h̄2

2m
=−

mγα2

2h̄2 . (3.45)

Da normalização da função de onda concluı́mos que

B =
√

q =
1
h

√
mα

(1+ γx)
. (3.46)

que é a constante arbitrária da função de onda, equação (3.41).

Para o estado de espalhamentos, E > 0, a equação de Schrödinger modificada linear

nas duas regiões, x < xd e x > xd , com V (x) = 0→U(x) = 0, fica

d2φ(χ)

dχ2 =−2mE
h̄2 φ(χ) =−k2

φ(χ), (3.47)
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onde k é dada pela equação (3.2). As soluções gerais com as variáveis devolvidas ficam

ψ(x) =

 Ae
[

ik
γ

ln(1+γx)
]
+Be

[
− ik

γ
ln(1+γx)

]
se x > xd

Fe
[

ik
γ

ln(1+γx)
]
+Ge

[
− ik

γ
ln(1+γx)

]
se −1

γ
< x < xd.

(3.48)

A partir da primeira condição de contorno para ψ é evidente que

F +G = A+B, (3.49)

e da derivanda em x = 0 temos dψ/dx = ik
(1+γx) (F−G) para (x > xd)

dψ/dx = ik
(1+γx) (A−B) para (−1

γ
> x > xd).

(3.50)

Usando a equação (3.50) na equação da descontinuidade, (3.43), ficamos com

F−G = A(1+2iξ )−B(1−2iξ ) onde ξ ≡ mα

h̄2k(1+γx)
. (3.51)

De novo, ficamos com duas equações e cincos incógnitas A, B, F , G e k. Di-

ante disso, a normalização não pode nos ajudar a explicar essas incógnitas. Então, a nossa

preocupação será encontrar as probabilidades reflexão e transmissão dessa partı́cula incidente,

que nos ajude a entender o problema.

Ao considerar que nesse espalhamento a direção do disparo da partı́cula é da es-

querda para direita, então a amplitude da onda vinda da direita será zero,

G = 0. (3.52)

Das equações (3.49), (3.51) e (3.52) obtemos

F =
1

1− iξ
A, e B =

iξ
1− iξ

A. (3.53)

Usando as equações (3.36) e (3.37), a probabilidade de uma partı́cula incidente seja

refletida é

Rγ ≡
|B|2

|A|2
=

ξ 2

1+ξ 2 =
1

1+2h̄2E/mγα2
, (3.54)

e a probabilidade de uma partı́cula incidente seja transmitida é

Tγ ≡
|F |2

|A|2
=

1
1+ξ 2 =

1
1+mγα2/2h̄2E

. (3.55)

Mediante as equações (3.55) e (3.54), fica claro que a probabilidade de transmissão

aumenta com a energia e, por conseguinte, a probabilidade de reflexão diminui com ela. Também

é comprovada a equação (3.38).
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Figura 7 – A parte de cima representa a probabilidade de reflexão e a parte de baixo representa a
probabilidade de transmissão para os seguintes γ: 2, 2.5 e 3. A soma destas duas probabilidades é
sempre 1.

Na figura 7 está representada as probabilidades de transmissão e de reflexão, as

equações (3.54) e (3.55). Ela também comprova a equação (3.38), no qual a soma das duas

probabilidades é sempre 1.

Ao fazer β indo a zero nas equações (3.39), ficarão iguais as equações (3.54) e

(3.55). E por outro lado, se fizemos γ = 0, as equações (3.54) e (3.55) ficarão iguais às encon-

tradas em muitas literaturas da MQ.

3.3 O modelo de Kronig-Penny

O modelo Kronig-Penney é um modelo elaborado em 1931 por dois fı́sicos, Ralph

Kronig e William George Penney. Este modelo serve para descrever os estados energéticos de

um elétron de uma estrutura cristalina, nos quais os ı́ons se dispõem de modo a exibir uma

periocidade espacial que afeta o movimento dos elétrons livres no metal, internamente [25,31].

O potencial que mostra esse periocidade é dado da seguinte forma:

V (x) =V (x+a). (3.56)

Para um Hamiltoniano independente do tempo, o termo da energia cinética continua

inalterado mesmo quando x→ x+a. Para um potencial nulo a energia é dada por E = h̄2k2/2m,
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neste caso, a função de onda será

ψ(x) = eikx. (3.57)

Para o deslocamento de x→ x+a temos

ψ(x+a) = eik(x+a) = eika
ψ(x), (3.58)

que é nada mais que uma função de onda Bloch.

A equação (3.58) mostra que quando fizemos a translação de x→ x+ a na função

de onda, a solução será a solução original multiplicada por um fator de fase, eika, com a mesma

densidade de probabilidade da função original,

|ψ(x+a)|2 = |ψ(x)|2. (3.59)

Nesta seção, o nosso trabalho será entender quais são as variações causadas pelas

métricas quando usamos o modelo de Kronig-Penny.

Para uma simplificação matemática, vamos considerar uma série de potenciais re-

pulsivos tipo função delta [20],

V (x) = α

+∞

∑
n=−∞

δ

(
x−an

1+ γan

)
, (3.60)

onde an = [(1+ γa)n−1]/γ é a posição dos ı́ons na rede cristalina [20].

3.3.1 Caso quadrático

Para este caso, a solução da equação de Schrödinger modificada quadrática no in-

tervalo 0≤ x≤ a, no qual o é potencial nulo, é a seguinte:

ψ(x) = Asin
[

k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
+Bcos

[
k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)]
, (3.61)

e a constante k vem da equação (3.2). Usando as funções de Bloch deformadas, a solução

imediatamente à esquerda de x = 0, isto é, na região definida por −a/(1+ γa+β 2a2)≤ x≤ 0,

é

ψ(x) = Aγβ sin
[

k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)
+

k
α

ln
(

2+(γ +α)a
2+(γ−α)a

)]
+

Bγβ cos
[

k
α

ln
(

2+(γ +α)x
2+(γ−α)x

)
+

k
α

ln
(

2+(γ +α)a
2+(γ−α)a

)]
. (3.62)

Partindo da primeira condição de contorno da função de onda em x = 0 temos

Aγβ sin[kaγβ ]+Bγβ cos[kaγβ ] = B. (3.63)

Entretanto, a descontinuidade da função de onda (equação (3.24)), em x = 0, nos
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leva à

Bγβ sin
[
kaγβ

]
−Aγβ cos

[
kaγβ

]
+A =

2gγβ

k
B, (3.64)

onde gγβ = mα

h̄2 . Trabalhando as equações (3.63) e (3.64) em função de Aγβ e Bγβ chegamos a Aγβ = B
(

sin
[
kaγβ

]
− 2gγβ

k cos
[
kaγβ

])
+Acos

[
kaγβ

]
,

Bγβ = B
(

cos
[
kaγβ

]
+

2gγβ

k sin
[
kaγβ

])
−Asin

[
kaγβ

]
.

(3.65)

Se exigimos que as funções de onda (3.61) e (3.62) sejam relacionadas por

ψ(x+a) = eiraγβ ψ(x), (3.66)

então, essa relação é satisfeita se {
Aγβ = eiraγβ A

Bγβ = eiraγβ B.
(3.67)

Ao transportar isso para equação (3.64) encontramos a seguinte condição de con-

sistência:  B
(

sin
[
kaγβ

]
− 2gγβ

k cos
[
kaγβ

])
+Acos

[
kaγβ

]
= eiraγβ A

B
(

cos
[
kaγβ

]
+

2gγβ

k sin
[
kaγβ

])
−Asin

[
kaγβ

]
= eiraγβ B.

(3.68)

Portanto,

cos
[
raγβ

]
= cos

[
kaγβ

]
+
(

ρ

ka

)
sin
[
kaγβ

]
. (3.69)

no qual consideramos gγβ a = ρ .

Este é um resultado muito interessante, pois o lado esquerdo desta equação está

sempre limitada no intervalo ±1, no qual há restrições dos possı́veis valores de energia E =

h̄2k2/2m [25]. O lado direito está representado na figura 8, nela é possı́vel observar que a curva

do lado direito transcende os limites proibidos por alguns valores, e também os parâmetros γ e

β causam translação na função de onda para direita.

3.3.2 Caso linear

Para este caso, usaremos as mesmas ideias usadas anteriormente, a única diferença

vai ser considerar o parâmetro β = 0, e a equação de Schrödinger modificada quadrática será

substituida pela equação de Schrödinger modificada linear. Então, no intervalo, 0≤ x≤ a, (com

V (x) = 0) a equação de Schrödinger modificada linear nos dá

ψ(x) = Asin
[

k
γ

ln(1+ γx)
]
+Bcos

[
k
γ

ln(1+ γx)
]
. (3.70)

Partindo da equação dos estados deformados de Bloch, então a solução na região



42

Figura 8 – Gráfico da equação (3.69) em função de ka/π para caso quadrática, onde ρ = π/2. As linhas
horizontais representam os limites ∓1. As regiões de x, para quais a curva está fora da faixa, são
proibidas.

−a/(1+ γa)≤ x≤ 0 fica

ψ(x) = Aγ sin
[

k
γ

ln(1+ γx)+
k
γ

ln(1+ γa)
]
+Bγ cos

[
k
γ

ln(1+ γx)+
k
γ

ln(1+ γa)
]
. (3.71)

Ao operar a condição da continuidade da função de onda em x = 0, chegamos a

Aγ sin
[
kaγ

]
+Bγ cos

[
kaγ

]
= B. (3.72)

Da equação da descontinuidade, equação (3.43), temos que

Bγ sin
[
kaγ

]
−Aγ cos

[
kaγ

]
+A =

2gγ

k
B, (3.73)

na qual gγ =
mα

h̄2 . Solucionando as equações (3.72) e (3.73) em função de Aγ e Bγ , chegaremos

à  Aγ = B
(

sin
[
kaγ

]
− 2gγ

k cos
[
kaγ

])
+Acos

[
kaγ

]
,

Bγ = B
(

cos
[
kaγ

]
+

2gγ

k sin
[
kaγ

])
−Asen

[
kaγ

]
.

(3.74)

A mesma exigência que fizemos na subseção anterior vale também aqui, isto é,

ψ(s+ sa) = eirsaψ(s) (3.75)
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que também é satisfeita quando {
Aγ = eiraγ A,

Bγ = eiraγ B.
(3.76)

Dessa forma temos B
(

sin
[
kaγ

]
− 2gγ

k cos
[
kaγ

])
+Acos

[
kaγ

]
= eirsaA,

B
(

cos
[
kaγ

]
+

2gγ

k sin
[
kaγ

])
−Asen

[
kaγ

]
= eirsaB.

(3.77)

Portanto,

cos
[
raγ

]
= cos

[
kaγ

]
+
(

η

ka

)
sin
[
kaγ

]
, (3.78)

na qual consideramos gγa = η .

A equação (3.78) é um resultado muito fascinante, da mesma forma que o lado

esquerdo da equação (3.69) é sempre limitada no intervalo ±1 aqui também acontece a mesma

coisa. A única diferença é que na equação (3.78), o γ é o único parâmetro e a sua variação

causa também a translação da função de onda. O lado direito da figura 9 transcende os limites

proibidos por mesmo motivo da explicado na figura 8.

Figura 9 – Gráfico da equação (3.78) em função de ka/π para caso linear, onde ρ = π/2. As linhas
horizontais representam os limites ∓1. As regiões de x, para quais a curva está fora da faixa, são
proibidas.
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3.4 Barreira de potencial

A barreira de potencial consiste em uma partı́cula quântica de massa m que incide

sobre uma barreira, no qual ela impede que essa atravessa para o outro lado, como está mostrada

na figura 10. Nesta figura a energia potencial V0, define a altura e a distância a define a largura

da barreira [32].

Figura 10 – Gráfico da barreira de potencial com energia potencial V0 definindo a altura e a distância a a
largura da barreira.

Na MC essa partı́cula vai conseguir ultrapassar a barreira só se a sua energia cinética

for maior que a energia potencial da barreira. Mas isso não acontece na MQ, pois de acordo com

o fenômeno de tunelamento essa partı́cula vai conseguir ultrapassar mesmo que a sua energia

cinética for menor que a energia potencial da barreira[33].

Uma das vantagens deste modelo, é a simplicidade matemática que proporciona,

através do qual, é possı́vel explicar todos os comportamentos fı́sicos mais relevantes.

Para melhor interpretação, este modelo será resolvido em duas partes. Inicialmente,

começaremos com E <V0 e, a seguir, E >V0.

3.4.1 Caso quadrático

No caso quadrático, o estado ligado (E < V0) foi analisado em três regiões: duas

externas, −2/(γ +α)< x < 0 e x > a, e uma interna, 0 < x < a.

De acordo com aparato do nosso problema, nas regiões fora da barreira o potencial

é nulo, portanto a equação de Schrödinger modificada quadrática nesta região fica

d2φ(s)
ds2 =−2mE

h̄2 φ(s) = q2
φ(s), (3.79)

na qual q é dada pela equação (3.21). As soluções da equação (3.79) nas regiões externas são ψ1(x) = Ae
[

iq1
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+Be

[
− iq1

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
para (−2/(γ +α))< x < 0),

ψ2(x) =Ce
[

iq1
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+De

[
− iq1

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
para (x > a),

(3.80)
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onde q2
1 = 2mE/h̄2. A função de onda é nula no intervalo, −∞ < x < −2/(γ +α), devido

propriedade da função logarı́tmica.

Na região de dentro da barreira temos potencial diferente de zero, portanto a equação

de Schrödinger modificada quadrática nesta região diz

d2φ(s)
ds2 =−2m(V0−E)

h̄2 φ(s), (3.81)

com a solução

ψ3(x) = Fe
[

q2
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+Ge

[
− q2

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
para (0 < x < a), (3.82)

onde q2
2 = 2m(V0−E)/h̄2. Ao empregar as condições de contorno que obriga que as funções

de ondas e as suas derivadas sejam iguais nas fronteiras (em x = 0) temos

A+B = F +G, (3.83)

e

ik1(A−B) = k2(F−G)⇒ A−B =−iσ(F−G), (3.84)

onde chamamos σ = q2/k1.

Se a partı́cula incidida foi da esquerda para direita, então D = 0 na equação (3.80),

e das condições de contorno nas fronteiras, para x = a, teremos{
Feq2aγβ +Ge−q2aγβ = η ,

Feq2aγβ −Ge−q2aγβ = i
σ

η ,
(3.85)

com η =Ceiq1aγβ . As possı́veis soluções da equação (3.85) são{
F = η

(
σ+i
2σ

)
e−q2aγβ ,

G = η
(

σ−i
2σ

)
eq2aγβ .

(3.86)

Ao substituir a equação (3.86) nas equações (3.83) e (3.84) e resolvendo-as em

função de A e B chegamos a

A = η

[
cosh[q2aγβ ]+

i
2

(
σ − 1

σ

)
sinh[q2aγβ ]

]
, (3.87)

e

B =− i
2

η

(
σ +

1
σ

)
sinh[q2aγβ ], (3.88)

na qual usamos as funções hiperbólicas (particularmente, seno hiperbólico e cosseno hiperbólico)

[34, 35]. Em vista disso, os coeficientes de probabilidades de reflexão (R) e de transmissão (T )
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ficam

Rγβ1 =
|B|2

|A|2
=

1
4

(
q2
q1
+ q1

q2

)2
sinh2[q2aγβ ]

1+ 1
4

(
q2
q1
+ q1

q2

)2
sinh2[q2aγβ ]

, (3.89)

Tγβ1 =
|C|2

|A|2
=

1

1+ 1
4

(
q2
q1
+ q1

q2

)2
sinh2[q2aγβ ]

. (3.90)

Ao examinar as equações (3.89) e (3.90), observa-se que quando a→ 0, o único

coeficiente de probabilidade que vai restar será a de transmissão, T . Fisicamente falando, é

como se fosse não existisse a barreira, portanto a partı́cula vai passar livremente sem nenhum

obstáculo.

Na figura 11, é perceptı́vel que tanto a contribuição do parâmetro γ quanto o parâmetro

β fazem o pico se dilatar, e que a soma das probabilidades é sempre igual a 1, comprovando a

equação (3.38).

Figura 11 – Gráfico de barreira de potencial para caso quadrático. Estado ligado (E <V0) nas três
regiões: duas externas, −2/(γ +α)< x < 0 e x > a, e uma interna, 0 < x < a.

No estado de espalhamento (E >V0), tal como no estado ligado, foi também anali-

sado em três regiões: duas externas e uma interna.

Nas regiões externas a equação (3.80) continua válida no estado de espalhamento,

mas a equação da região interna não. Então, a solução da equação (2.81) na região interna do

estado de espalhamento fica

ψ4(x) = Me
[

iq3
α

ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
+Ne

[
− iq3

α
ln
(

2+(γ+α)x
2+(γ−α)x

)]
para (0 < x < a), (3.91)
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onde q3 = 2m(E −V0)/h̄2. A condição de contorno na fronteira x = 0 para função de onda e

para sua derivada nos leva a

A+B = M+N, (3.92)

e

k1(A−B) = k3(M−N)⇒ A−B = ρ(M−N), (3.93)

onde ρ = q3/q1. Para x = a, a condição do contorno nos fornece os valores de M e N, M = η

(
ρ+1
2ρ

)
e−iq3aγβ ,

N = η

(
ρ−1
2ρ

)
eiq3aγβ .

(3.94)

Ao operar equação (3.94) nas equações (3.92) e (3.93) e resolver em função de A e

B temos

A = η

[
cos
[
q3aγβ

]
− i

2

(
1
ρ
+ρ

)
sin
[
q3aγβ

]]
, (3.95)

e

B = η
i
2

(
ρ− 1

ρ

)
sin
[
q3aγβ

]
, (3.96)

no qual contamos com ajuda da equação de identidade de Euler3 [30]. Sendo assim, os coefici-

entes de reflexão e de transmissão são

Rγβ2 =
|B|2

|A|2
=

1
4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2 [q3aγβ

]
1+ 1

4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2 [q3aγβ

] , (3.97)

Tγβ2 =
|C|2

|A|2
=

1

1+ 1
4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2 [q3aγβ

] , (3.98)

onde a soma também é igual a 1.

Ao analisar as equações (3.97) e (3.98), também é notório que quando a = 0, o

único coeficiente de probabilidade que vai restar será o de transmissão T . A mesma explicação

fı́sica feita para equações (3.89) e (3.90), aqui também é aplicável.

Observando a figura 12, podemos notar que no caso de estado de espalhamento sem-

pre vai existir coeficiente de transmissão, isto é, vai existir sempre a probabilidade da partı́cula

passar. Também da figura 12, observamos que a probabilidade da partı́cula ser transmitida será

sempre maior que a de reflexão.

3Essa fórmula estabelece conexões profundas entre funções exponenciais, trigonométricas e números comple-
xos [30].
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Figura 12 – Gráfico de barreira de potencial para caso quadrático. Estado de espalhamento (E >V0) nas
três regiões: duas externas, −2/(γ +α)< x < 0 e x > a, e uma interna, 0 < x < a.

3.4.2 Caso linear

Neste caso, usamos a equação de Schrödinger modificada linear para analisar os

dois estados (ligado e de espalhamento) nas três regiões, −1
γ
< x < 0, x > a e 0 < x < a.

Para E <V0 (estados ligados), a equação Schrödinger modificada linear nas regiões

externa diz
d2φ(χ)

dχ2 =−q2
φ(χ), (3.99)

onde q é dada pela equação (3.21). As soluções nestas regiões são ψ1(x) = Aei
[

q1
γ

ln(1+γx)
]
+Be−i

[
q1
γ

ln(1+γx)
]

para (−1
γ
< x < 0),

ψ2(x) =Cei
[

q1
γ

ln(1+γx)
]
+De−i

[
q1
γ

ln(1+γx)
]

para (x > a),
(3.100)

na qual devolvemos as variáveis necessárias. Devido as propriedades das funções logarı́tmicas,

a função de onda, ψ1(x), é nula na região ∞≤ x≤−1
γ
.

Na região interna 0 < x < a, temos potencial diferente de zero, então a equação

Schrödinger modificada linear nesta região fica

d2φ(χ)

dχ2 =−2m(V0−E)
h̄2 φ(χ), (3.101)



49

e a solução nesta região é

ψ3(x) = Fe
[

q2
γ

ln(1+γx)
]
+Ge−

[
q2
γ

ln(1+γx)
]
para (0 < x < a). (3.102)

Operando as condições de contorno na fronteira da função de onda em x = 0, obte-

mos

A+B = F +G, (3.103)

e para sua derivada

iq1(A−B) = q2(F−G)⇒ A−B =−iσ(F−G), (3.104)

onde σ = q2/q1. Se a partı́cula foi incidida da esquerda para direita como na subseção anterior,

tam-se que D = 0 na equação (3.100). Das condições de contorno em x = a temos Fe
[

q2
γ

ln(1+γa)
]
+Ge−

[
q2
γ

ln(1+γa)
]
= η ,

Fe
[

q2
γ

ln(1+γa)
]
−Ge−

[
q2
γ

ln(1+γa)
]
= 1

σ
η ,

(3.105)

onde η =Cei
[

q1
γ

ln(1+γa)
]
. Resolvendo a equação (3.105) para F e G chegamos F = η

(
σ+i
2σ

)
e−
[

q2
γ

ln(1+γa)
]
,

G = η
(

σ−i
2σ

)
e
[

q2
γ

ln(1+γa)
]
.

(3.106)

Usando as equações (3.106), (3.103) e (3.104) e as funções hiperbólicas teremos

A = η

[
cosh

[
q2

γ
ln(1+ γa)

]
+

i
2

(
σ − 1

σ

)
sinh

[
q2

γ
ln(1+ γa)

]]
, (3.107)

e

B =− i
2

η

(
σ +

1
σ

)
sinh

[
k2

γ
ln(1+ γa)

]
. (3.108)

Portanto, o coeficiente de reflexão fica

Rγ1 =
|B|2

|A|2
=

1
4

(
k2
k1
+ k1

k2

)2
sinh2

[
k2
γ

ln(1+ γa)
]

1+ 1
4

(
k2
k1
+ k1

k2

)2
sinh2

[
k2
γ

ln(1+ γa)
] , (3.109)

e o de transmissão

Tγ1 =
|C|2

|A|2
=

1

1+ 1
4

(
k2
k1
+ k1

k2

)2
sinh2

[
k2
γ

ln(1+ γa)
] . (3.110)

Também a soma dos dois coeficientes é 1.

Da mesma forma que examinamos as equações (3.89) e (3.90), os mesmos racioci-
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Figura 13 – Gráfico de barreira de potencial para caso linear. Estado ligado (E <V0) nas três regiões:
duas externas, −1

γ
< x < 0, x > a, e uma interna, 0 < x < a.

nios valem aqui também para equações (3.109) e (3.110), quando, o a→ 0.

A figura 13 mostra como os parâmetros γ e β dilatam o pico quando são aumenta-

dos, e também comprovam a equação (3.38).

Para estados espalhados (E >V0), foi usado o mesmo procedimento usado na seção

anterior. Para região externa a equação (3.100) continua válida, e a solução na região interna

muda, isto é

ψ4(x) = Me
[

iq3
γ

ln(1+γx)
]
+Ne

[
− iq3

γ
ln(1+γx)

]
para (0 < x < a). (3.111)

Aplicando as condições de contornos que usamos anteriormente em x = 0, temos

A+B = F +G, (3.112)

e

k1(A−B) = k2(M−N)⇒ A−B = ρ(M−N), (3.113)

onde ρ = q3/q1. E para x = a, as condições do contorno nos leva à Me
[
i q3

γ
ln(1+γa)

]
+Ne

[
−i q3

γ
ln(1+γa)

]
= η ,

Me
[
i q3

γ
ln(1+γa)

]
−Ne

[
−i q3

γ
ln(1+γa)

]
= 1

ρ
η .

(3.114)
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Resolvendo a equação (3.114) em função M e N teremos M = η

(
ρ+1
2ρ

)
e
[
−i q3

γ
ln(1+γa)

]
,

N = η

(
ρ−1
2ρ

)
e
[
i q3

γ
ln(1+γa)

]
.

(3.115)

Ao usar a equação (3.115) nas equações (3.112) e (3.113) e resolver para A e B

chegamos a

A = η

[
cos
(

q3

γ
ln(1+ γa)

)
− i

2

(
1
ρ
+ρ

)
sin
(

q3

γ
ln(1+ γa)

)]
, (3.116)

e

B = η
i
2

(
ρ− 1

ρ

)
sin
[

q3

γ
ln(1+ γa)

]
. (3.117)

Finalmente, o coeficiente de reflexão R e de transmissão T ficam

Rγ2 =
|B|2

|A|2
=

1
4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2

[
q3
γ

ln(1+ γa)
]

1+ 1
4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2

[
q3
γ

ln(1+ γa)
] , (3.118)

Tγ2 =
|C|2

|A|2
=

1

1+ 1
4

(
q3
q1
− q1

q3

)2
sin2

[
q3
γ

ln(1+ γa)
] , (3.119)

com a soma dos dois coeficientes igual a 1.

Figura 14 – Gráfico de barreira de potencial para caso linear. Estado de espalhamento (E >V0) nas três
regiões: duas externas, −1

γ
< x < 0, x > a, e uma interna, 0 < x < a.
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Das equações (3.118) e (3.119), também é notório que quando a = 0, a probabili-

dade de transmissão da partı́cula é total.

Olhando para figura 14, podemos notar que no caso de estado de espalhamento a

probabilidade da partı́cula ser transmitida sempre vai existir e maior que a de reflexão.

Ao longo deste capı́tulo, foram resolvidos quatros problemas unidimensionais em

que cada um foi resolvido em dois casos no qual denominamos de caso quadrático e linear. No

caso quadrático, a equação de Schrödinger depende de dois parâmetros, β e γ , enquanto que no

caso linear ele só depende do único parâmetro, γ . Aliás sempre que consideramos o parâmetro

β = 0 em qualquer resultado no caso quadrático o resultado obtido é idêntico ao caso linear.
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4 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Nesta dissertação, foi apresentado e aplicado o formalismo da mecânica quântica

não-aditiva também chamado de formalismo do operador translação dependente da posição,

um formalismo obtido ao tentar entender como a translação do espaço na mecânica quântica

depende da métrica.

No capı́tulo 1, foi feito uma contextualização dos principais conceitos que foram

importantes nos capı́tulos posteriores no qual falamos de alguns trabalhos que foram importan-

tes no desenvolvimento deste formalismo. Além disso foram apresentados em suma o objetivo

do trabalho.

No capı́tulo 2, revisitamos o formalismo matemático do operador translação de-

pendente da posição. Para isso, definimos uma métrica que nos leva a uma nova definição do

produto interno e das suas propriedades, que através do qual chegamos a uma nova relação de

completeza. Além disso, usamos as definições do Braga [5] e Costa et al [11] para operador

de translação infinitesimal modificado que nos permite mostrar a não aditividade do desloca-

mento espacial. Como consequências disso, obtemos dois novos operadores momentos, duas

novas relações de comutação entre os operadores posição e momento modificado, e conse-

quentemente, duas equações tipo Schrödinger. A partir destas duas equações tipo Schrödinger,

usamos as mudanças de variáveis necessárias e obtemos duas equações mais simplificadas que

denominamos de equações de Schrödinger modificadas quadrática e linear, (2.48) e (2.49), res-

pectivamente.

No capı́tulo 3, foi aplicado o formalismo obtido no capı́tulo anterior em alguns pro-

blemas unidimensionais analogos aos que aparece com muitas frequências nos livros didáticos

de mecânica quântica, dos quais foram divididos em seções. Na primeira seção, começamos

com o Poço quadrado infinito no qual observamos que aumento em qualquer dos dois parâmetros,

γ e β , implica aumento na energia do nosso sistema e, também fica evidente que o aumento do

parâmetro γ é mais intensa. Em seguida, na segunda seção, falamos de Poço delta onde é notório

que aumento em qualquer dos dois parâmetros, γ e β implica no aumento da probabilidade de

transmissão e consequentemente a diminuição da probabilidade de reflexão. Na terceira seção,

abordamos o modelo de Kronig-Penny onde verificamos que aumento dos dois parâmetros, γ e

β , causam a translação na função de onda que é mais acentuado no aumento do parâmetro γ .

Finamente, na quinta seção, foi a Barreia de potencial no qual foi notório que quando o a = 0,

a probabilidade de transmissão uma partı́cula é total, e no caso de estado de espalhamento a

probabilidade da partı́cula ser transmitida sempre vai existir e maior que a de reflexão.

Em suma, este formalismo nos possibilitou entender o comportamento das métricas,
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quadrática e linear, e as variações dos parâmetros γ e β nos diferentes problemas da MQ.

Como proposta de trabalhos futuros, ambicionamos estudar aplicação deste forma-

lismo em outros problemas tais como, partı́culas livres, oscilador harmônico unidimensional

e poço duplo. Também ansiamos analisar os comportamentos das métricas pares e ı́mpares

para os termos maiores que nosso termo quadrático, e entender de que forma influenciam nos

princı́pios das incertezas de cada caso. Além disso, também objetivamos trabalhar este for-

malismo com problemas bidimensionais e tridimensionais. Pesamos também estender nossos

estudos em outros sistemas de coordenadas.
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rado. Universidade Federal de Uberlândia.

[32] DONANGELO, Raul Jose; CAPAZ, Rodrigo Barbosa. Introdução Mecânica Quântica.
(2019). Rio de Janeiro: Fundação CECIERJ. 2ª ed. v.1: 125 paginas.

[33] B. N. Sismanoglu1, J. C. do Nascimento,E. C. B. de Barros Aragão, Visualizando tune-
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