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RESUMO

Fotodetectores são dispositivos detectores de luz geralmente formados por materiais semicon-
dutores. Eles são estudados desde o século XX, e costumam ser baseados em poços e pontos
quânticos, por exemplo. As aplicações para fotodetectores variam desde comunicações em op-
toeletrônica, obtenção de imagens biomédicas, nas indústrias militares, obtenção de imagens no
espectro infravermelho, proteção ambiental e na indústria manufatureira. Dentre os fotodetec-
tores, aqueles que operam em frequências da ordem de poucos Terahertz são pouco explorados
atualmente, devido a uma escassez de possı́veis dispositivos que trabalhem nesse intervalo de
frequências. Neste trabalho, propomos um dispositivo fotodetector de ponto quântico que opera
em Terahertz. Para isso, a fotocorrente gerada devido a transições entre autoestados mediados
por luz em um ponto quântico semicondutor planar anexado a canais é investigada teoricamente.
Um elétron é confinado no ponto por um efeito puramente quântico, que é devido à alta energia
do estado fundamental dos poços formados pelos canais, quando comparada à do ponto. A
dinâmica de tal elétron confinado interagindo com um pulso de luz é investigada resolvendo-
se a equação de Schrödinger dependente do tempo com a aproximação de massa efetiva. O
método numérico usado neste estudo vai além da menor ordem de aproximação na teoria de
perturbação. Nossos resultados mostram a coexistência entre contribuição linear e não linear
para a fotocorrente gerada no sistema. Todos os picos de fotocorrente evidentes são observados
com fótons no intervalo de frequências Terahertz, quando os elétrons excitados são posterior-
mente transmitidos do ponto quântico para canais laterais do sistema. Os picos podem se tornar
mais evidentes com o aparecimento de constrições ao conectar o ponto aos canais. Detalhes
da dependência da frequência, intensidade e nitidez do pico para os parâmetros do sistema são
discutidos.

Palavras-chave: dispositivos Terahertz; fotodetector; ponto quântico; poço quântico; split-
operator.



ABSTRACT

Photodetectors are light detecting devices usually formed by semiconductors. They have been
studied since the 20th century, and are normally based on quantum wells and dots, for exam-
ple. Applications for photodetectors range from communications in optoelectronics, obtaining
biomedical images, in military purposes, obtaining images in the infrared spectrum, to environ-
mental protection and the manufacturing industry. Within the family of known photodetectors,
those operating at frequencies in the order of a few Terahertz are significantly less explored
nowadays, due to a lack of possible devices that work in that frequency range. In this work,
we propose a photodetector device based on quantum dots that operates in Terahertz. In order
to do so, the photo-generated current due to electronic transitions in a semiconductor planar
quantum dot attached to outgoing leads is theoretically investigated. An electron is confined in
the dot by a pure quantum mechanical effect, which is due to the higher ground state energy
of the quantum wells forming the leads, as compared to the one in the dot. The dynamics of a
such confined electron interacting with a light pulse is investigated by numerically solving time-
dependent Schrödinger equation within the effective mass approximation, and goes beyond the
lowest order perturbative approach. Our results shows the coexistence of both linear and non-
linear contributions to the photo-generated current in this system, sharply peaked at frequencies
in the terahertz range, which are further tunable by the quantum dot radius. The peaks can be
made even sharper as one adds a narrow constriction in the dot-leads connection. Details of
the dependence of the peaks’ frequency, intensity and sharpness on the system parameters are
discussed.

Keywords: Terahertz devices; photodetectors; quantum dot; quantum well; split-operator.
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75 Å (triângulos vermelhos). Sı́mbolos cheios (vazios) representam o pico de

menor (maior) energia na Fig. 16, primeiro pico (segundo pico), que concorda
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APÊNDICE B -- ARTIGO PUBLICADO RELACIONADO À TESE . . . 56
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1 INTRODUÇÃO

A radiação infravermelha foi primeiramente descoberta por um astrônomo chamado

William Herschel [1, 2]. Herschel em 1800 mediu a temperatura das faixas de cores, com o

auxı́lio de termômetros de mercúrio, usando a luz proveniente de uma janela e um prisma.

Ele percebeu que, à medida que se aproximava do vermelho, a temperatura registrada pelo

termômetro aumentava em relação aos valores nas demais cores. Quando ele realizou a medida

após o vermelho visı́vel, percebeu que a temperatura também havia aumentado nessa região em

relação ao vermelho. Hoje em dia, chamamos essa região de frequências de infravermelho [3].

O infravermelho está associado ao comprimento de onda entre 0,70µm e 1000µm,

ou equivalentemente, entre 430 THz e 300 GHz, que corresponde à faixa depois do espectro

do vermelho visı́vel até as micro-ondas. A Fig. 1 representa um espectro da radiação eletro-

magnética onde podemos ver este intervalo de frequências.

Figura 1: Espectro eletromagnético. Figura retirada de Ref. [4].

Os detectores que operam na região do infravermelho se subdividem em duas ca-

tegorias: os térmicos e os fotodetectores [3, 5, 6]. Os detectores térmicos são estudados desde

o século XIX e utilizam o aquecimento devido à incidência de radiação para identificar certas

mudanças nas propriedades fı́sicas dos materiais. São exemplos deles o termopar, que utiliza

o efeito Seebeck para medir mudanças nas temperaturas, e o bolômetro, cujo princı́pio de fun-

cionamento se baseia na radiação eletromagnética, incidente através do aquecimento de um

material que tem sua resistência elétrica dependente da temperatura. Os detectores térmicos

conseguem operar na temperatura ambiente e são leves, porém eles possuem uma demora na

medição comparando com os fotodetectores. Já os fotodetectores, ou detectores fotônicos, são

estudados desdo o século XX, sendo aprimorados a partir da década de 50 [5]. Usualmente,

utiliza-se materiais semicondutores para a sua fabricação [5]. Eles se baseiam na interação en-

tre um fóton incidente e os portadores de carga do material que compõe o dispositivo: quando

a diferença de energia entre o estado final e o estado inicial é igual à energia do fóton, ocorre

a absorção da energia do fóton pela carga, a qual passa a contribuir para condução de corrente.
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Os fotodetectores possuem uma resposta rápida, porém para que operem em Terahertz (THz),

eles precisam de temperaturas bastante baixas, por causa das altas correntes de escuro e ruı́do,

dificultando sua utilização [5, 7]. A corrente de escuro e o ruı́do são correntes que surgem no

dispositivos mesmo sem que haja a absorção de fótons, elas podem surgir devido a presença de

uma polarização externa, excitações térmicas ou devido a contatos dopados [3,5]. Outro desafio

dos fotodetectores é a consolidação na tecnologia para utilização em larga escala, onde a sı́ntese

de materiais bidimensionais (2D) precisa ser extensivamente estudada e desenvolvida [7].

1.1 Semicondutores e heterojunções

Nos cristais, devido à presença do potencial periódico gerado pela distribuição espa-

cial dos átomos da rede cristalina, surge uma estrutura de bandas onde as energias dos elétrons

são restritas a essas bandas. Essas bandas são contı́nuas, finitas e aparecem em todos os nı́veis

de energia do sistema [8]. Nos materiais isolantes, no estado fundamental, as bandas são com-

pletamente vazias ou preenchidas. Já nos metais, pelo menos uma das bandas está parcialmente

preenchida [9]. Seja Eg a diferença entre as energias do topo da banda mais baixa e a base da

banda mais alta, como mostra a Fig. 2. Usualmente, chama-se essa diferença de gap de energia.

A banda mais baixa é denominada de banda de valência, já a mais alta, banda de condução.

Entre essas duas bandas de energia, existe uma região de energias proibidas para o elétron. Em

outras palavras, energia do gap, Eg, é a menor energia necessária para excitar o elétron da banda

de valência para de condução [8]

Se um sólido possui um gap de energia diferente de zero à temperatura T = 0K,

ele será um material não condutor. Porém, se aumentarmos sua temperatura, o elétron pode ser

excitado termicamente passando da banda de valência para banda de condução. Assim, pode

ocorrer uma condução pelo elétron termicamente excitado ou conduções do tipo buraco, que

serão explicadas mais adiante, na banda de valência. A excitação de um elétron da banda de

valência para a banda de condução cria excitons. Para haver condução de correntes de elétrons,

ou buracos, a ligação do exciton deve ser quebrada. A condução pode ocorrer também através

de elétrons provenientes de dopagem. Neste trabalho, focaremos o estudo neste ultimo caso.

O elétron que está na banda de valência pode estar bastante preso aos ı́ons, no caso

dos isolantes, ou pode estar livre para se mover na rede periódica, no caso dos metais. Os

materiais semicondutores estão entre estes dois casos [10]. Eles possuem uma gap pequeno

comparado aos isolantes, fazendo com que sejam sensı́veis as impurezas ou excitações provin-

das da luz. Além disso, os semicondutores possuem uma condução significativa à temperatura

ambiente. A Fig. 2 representa a transição da banda de valência para de condução, deixando um

”buraco”na banda de valência, que se comporta como uma partı́cula positiva.

Genericamente, podemos classificar os semicondutores como intrı́nsecos ou extrı́nsecos
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Figura 2: Representação da banda de valência (BV) e banda de condução (BC) para um
elétron: (a) na banda de valência; (b) o elétron é excitado para banda de condução por uma
energia maior do que o gap, Eg, deixando um buraco na banda de valência.

a partir de origens distintas dos elétrons na banda de condução. Se os elétrons excitados da

banda de valência para banda de condução do próprio material são os que dominam as propri-

edades eletrônicas, dizemos que o semicondutor é intrı́nseco. Já no caso extrı́nseco, as pro-

priedades eletrônicas são dominadas pela excitação para banda de condução dos elétrons de

impurezas que o material contém. Quando a dopagem é feita por um material que provoca a

”falta”de elétrons na estrutura, impurezas com predominância de receptores, é dita dopagem

do tipo p. Já se ocorre a ”sobra”de um elétron para a estrutura, impurezas com predominância

doadoras, a dopagem é do tipo n [3]. Além disso, podemos definir o semicondutor como tendo

o gap direto ou indireto. A Fig. 3(a) representa o gap direto de um semicondutor, o máximo

da banda de valência e o mı́nimo da banda de condução ocorrem no mesmo ponto da rede

recı́proca. A Fig. 3(b) representa o caso do gap indireto, os pontos ocorrem em locais diferen-

tes na rede recı́proca. Nesse caso, um fônon precisará participar da transição pois a transição,

por si só, não conservaria momento [9].

Momento

E
n
e
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Gap direto

BV

BC
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E
n
e
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BV

BC

Gap indireto(a) (b)

Figura 3: Representação de um semicondutor de gap: (a) direto, quando o máximo da banda
de valência e o mı́nimo da banda de condução ocorrem no mesmo ponto da rede recı́proca; (b)
indireto, quando os pontos ocorrem em locais diferentes da rede recı́proca.
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Através de um processo chamado de epitaxia de feixe molecular, do inglês molecu-

lar beam epitaxy (MBE), ou a partir de deposição de vapor quı́mico, do inglês chemical vapor

deposition (CVD), por exemplo, dois ou mais materiais semicondutores podem ser juntados,

formando o que chamamos de heterojunções e heteroestruturas [5,8]. Essas estruturas possuem

diferenças entre as bandas de condução e de valência ao longo da interface entre os materiais,

pois os diferentes materiais dos quais são feitos possuem seus próprios valores de energia para

cada banda. Essas diferenças causam degraus nos potenciais dos buracos e elétrons. A partir

desses degraus de potenciais oriundos da heteroestrutura podemos, então, confinar ou limitar

os elétrons e buracos, estando sujeitos a poços ou barreiras de potenciais. A Fig. 4 representa

uma heterojunção, onde Ve é a diferença entre as bandas de condução e Vh a diferença entre as

bandas de valência.

Eg,1

Eg, 2

Vh

Ve

Figura 4: Heterojunção de dois semicondutores distintos (azul e vermelho) que possuem gaps
de energia Eg,1 e Eg,2. A diferença entre as duas bandas de condução é dada por Ve e entre as
duas de valência é Vh.

1.2 Modelo da massa efetiva

Seja u(~r) uma função que possui a mesma periodicidade da rede cristalina de um

dado sólido. Os autoestados do Hamiltoniano de um elétron nesse sólido, a partir do teorema

de Bloch, podem ser escritos na forma

ψ(~r) = ei~k·~ruk(~r). (1.1)
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A equação de Schrödinger para um potencial periódico é dada por(
− h̄2

2m
∇

2 +V (~r)
)

ψ(~r) = E(~r)ψ(~r). (1.2)

Substituindo a Eq. (1.1) na Eq. (1.2), temos que:

(
− h̄2

2m
∇

2 +V (~r)
)

ei~k·~ruk(~r) = E(~r)ei~k·~ruk(~r), (1.3)

que pode ser escrita como:[
1

2m
(~p+ h̄~k)2 +V (~r)

]
uk(~r) = E(~r)uk(~r) (1.4)

(H0 +H1 +H2)u(~r) = E(~r)uk(~r), (1.5)

onde H0 é o Hamiltoniano do sistema não perturbado para k = 0, H1 e H2 podem ser considera-

dos perturbações e são dados por

H0 =
1

2m
~p2 +V (~r), (1.6)

H1 =
h̄
m
~p ·~k, (1.7)

H2 =
h̄2

2m
~k2. (1.8)

Seja un
0(~r) o autoestado de H0 com autoenergias En(0), En(k) pode ser escrito de

acordo com a teoria de perturbação até segunda ordem como

En(k) = En(0)+ 〈un
0|H1 +H2|un

0〉+ ∑
l 6=n

|〈ul
0|(H1 +H2)|un

0〉|2

En(0)−E l(0)
, (1.9)

onde o somatório é feito em todas as bandas exceto na n-ésima. Substituindo H1 e H2 dados nas

Eqs. (1.7) e (1.8) na Eq. (1.9),

En(k) = En(0) +

〈
un

0

∣∣∣∣ h̄
m
~p ·~k+ h̄2

2m
~k2
∣∣∣∣un

0

〉
+ ∑

l 6=n

∣∣∣〈ul
0

∣∣∣(h̄/m)~p ·~k+(h̄2/2m)~k2
∣∣∣un

0〉
∣∣∣2

En(0)−E l(0)
, (1.10)

= En(0) +
h̄

2m
~k2 +

h̄2

m2 ∑
l 6=n

∣∣∣~k · 〈ul
0 |~p|un

0〉
∣∣∣2

En(0)−E l(0)
, (1.11)

= En(0) +
h̄2

2
~k ·

(
1

m∗
α,β

)
·~k, (1.12)

onde m∗
α,β é chamada de massa efetiva da n-ésima banda de energia, cujo inverso é definido
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como

(m∗
α,β )

−1 =
δα,β

m
+

2
m2 ∑

l 6=n

〈ul
0 |~pα |un

0〉〈ul
0

∣∣~pβ

∣∣un
0〉

En(0)−E l(0)
. (1.13)

A Eq. (1.13) mostra a massa efetiva com um caráter tensorial. Podemos notar que ela pode

variar de acordo com a direção do espaço. Um exemplo disso é o caso do fósforo negro [11],

onde a massa efetiva possui diferentes valores nas direções X e Y do material.

Outra maneira de calcular a massa efetiva é expandindo em série de Taylor a energia

En(~k) em torno do ponto~k = 0 da n-ésima banda,

En(~k) = En(0)+∑
α

∂En

∂kα

kα +
1
2 ∑

α,β

∂ 2En

∂kα∂kβ

kαkβ . (1.14)

Comparando a Eq. (1.12) com a Eq. (1.14), temos

1
2 ∑

α,β

∂ 2En

∂kα∂kβ

kαkβ =
h̄2

2
~k ·

(
1

m∗
α,β

)
·~k. (1.15)

A massa efetiva é então escrita como

mα,β =
h̄2(

∂ 2En/∂kα∂kβ

) . (1.16)

A partir do modelo de massa efetiva pode-se estudar os portadores de carga em semicondutores

como sendo uma quasi-partı́cula cuja massa é dada pela Eq. (1.16). Isto é, podemos estudar de

forma equivalente um elétron sob influência de poços de potenciais periódicos, que representam

a rede atômica, como sendo uma quasi-partı́cula com a mesma carga do elétron, mas estando

livre dos potenciais do átomo da rede, de modo que essa informação está contida na massa

efetiva.

1.3 Pontos quânticos

O confinamento dos portadores de carga pode ocorrer em uma, duas ou três di-

mensões do espaço. Nos poços quânticos o confinamento de portadores de carga ocorre em

uma dimensão (confinamento 2D), nos fios quânticos em duas dimensões (confinamento 1D) e

nos pontos quânticos em três (confinamento 0D) [12].

Pontos quânticos são heteroestruturas baseadas em semicondutores que permitem o

confinamento dos portadores de carga nas três dimensões, fazendo com que a quantização dos

estados eletrônicos aconteça [13]. Pontos quânticos em meios coloidais foram mencionados

primeiro em 1982, sendo esse termo criado apenas em 1984 [14]. Eles são referidos na literatura

como átomos artificiais [14, 15]. A Fig. 5 representa três tipos diferentes de pontos quânticos
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auto crescidos. Um ponto quântico auto crescido, que consiste num método de criação de pontos

quânticos, possui suas dimensões da base (plano XY ) bem maiores do que sua altura (eixo Z).

Sendo assim, a energia na qual ocorrem transições eletrônicas no espectro na direção Z é bem

maior do que as energias de transições nas direções X e Y . Isso nos permite então realizar um

estudo deste sistema apenas nas direções X e Y como uma boa aproximação [13].

(a)                      (b)                      (c)

Figura 5: Representação de três pontos quânticos auto crescidos: (a) circular, (b) quadrado e
(c) triangular. Figura retirada de Ref. [19].

Os pontos quânticos podem ser fabricados a partir de sı́ntese quı́mica de nanocristais

coloidais [14,16] e métodos de epitaxia [14,17], algumas vezes somados à métodos litográficos.

Uma das aplicações dos pontos quânticos são na fabricação de fotodetectores ou de emissores

de luz, este último aplicados em TVs [18].

O crescimento epitaxial de um material A sobre um material B, com os materiais

possuindo distâncias entre os planos cristalinos, ou parâmetros de rede distintos, pode ocorrer de

três formas diferentes, como mostra a Fig. 6: do tipo Frank-van der Merwe, Stranski-Krastanov

e crescimento do tipo Volmer-Weber [17]. O crescimento do tipo Frank-van der Merwe corres-

ponde ao crescimento onde os materiais possuem parâmetros de rede parecidos. A formação da

heteroestrutura ocorre de camada em camada e o parâmetro de rede tanto do substrato quanto

do material depositado se tornam iguais. O crescimento do tipo Volmer-Weber ocorre quando

os materiais possuem diferenças consideráveis no parâmetro de rede: o material depositado

possui maior energia de ligação do que o substrato, ocorrendo a formação de aglomerados do

material que foi depositado. Esse crescimento é conhecido como modo de crescimento de ilhas

que são consideradas pontos quânticos [17]. O último tipo de crescimento é o de Stranski-

Krastanov: nesse modo, ocorre uma tensão mecânica devido à camada de crescimento admitir

um parâmetro de rede igual ao do substrato. Essa tensão aumenta à medida que o material é de-

positado. Ao se atingir uma espessura crı́tica, a formação de ilhas (pontos quânticos) de forma

coerente começa a acontecer, uma vez que a tensão já não consegue ser mantida [17].
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Material A

Material B

Frank-vander Merwe Stranski-KrastanovVolmer-Weber

Figura 6: Diferentes métodos de crescimento epitaxial, método de Frank-van der Merwe,
Stranski-Krastanov e crescimento do tipo Volmer-Weber. Figura modificada de Ref. [17].

1.4 Fotodetectores

Os fotodetectores são divididos principalmente em fotodetectores intrı́nsecos (sem

dopagem) e extrı́nsecos (com dopagem)[3, 5] . Os detectores intrı́nsecos baseiam seu funci-

onamento na interação dos fótons com elétrons do material, excitando o elétron da banda de

valência para a banda de condução, surgindo assim uma corrente. Os fotodetectores extrı́nsecos

funcionam a partir da interação de um fóton com os elétrons das impurezas.

Fotodetectores intrı́nsecos costumam ser formados pela junção de dois materiais

diferentes em heteroestruturas, onde ocorre o confinamento do elétron proveniente da diferença

entre a banda de valência e banda de condução dos diferentes materiais de que eles são feitos.

Os principais tipos desses detectores são os baseados em poços quânticos (com siglas em inglês

quantum well infrared photodetector, QWIP) e em pontos quânticos (do inglês quantum dot

infrared photodetector,QDIP).

O confinamento dos QWIP ocorre nas duas dimensões e sua fabricação é feita a

partir da junção de dois materiais de gaps diferentes entre dois materiais de gaps maiores,

heteroestruturas. O confinamento dos portadores pode acontecer de acordo com a largura do

poço e com a discretização da banda de energia. Nos QDIP ocorre nas três dimensões devido

ao crescimento de ilhas tridimensionais pequenas dentro material de menor gap [5]. Quando

um portador de carga se excita e atinge um estado no qual é possı́vel fluir, como quando ele

atinge um estado acima da barreira de potencial ou onde exista probabilidade significativa de
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tunelamento, gera-se uma fotocorrente que pode ser medida e a radiação detectada.

O confinamento de elétrons nos pontos quânticos pode ser utilizado no funciona-

mento tanto de lasers quanto de fotodetectores. No caso de fotodetectores, se for possı́vel

excitar um elétron confinado para um estado onde esteja livre para gerar uma fotocorrente. Já

no caso dos lasers, se for possı́vel a liberação de fótons quando o elétron passa para um estado

de energia menor. As transições entre um nı́vel de energia mais alto e um baixo ocorre medi-

ante a emissão de fótons cuja energia é bem definida, e essa emissão pode ser utilizada para a

fabricação de um laser. Por outro lado, transições entre estados de menor energia para um de

maior energia ocorre absorvendo fótons de energia bem definida, e a partir desse mecanismo,

um dispositivo fotodetector pode ser fabricado [20].

A frequência THz possui crescente interesse em ser estudada devido a seu potencial

em transmissões que envolvem altas velocidades [21]. Algumas das caracterı́sticas de possı́veis

aplicações são: downloads ultrarrápidos, latência de microssegundos e transferências perfei-

tas. Tendo a possibilidade de revolucionar a forma como as pessoas se comunicam ou acessam

informações. Sua dificuldade é por ainda precisa de mais estudos para otimização de dispositi-

vos que operam em THz [21] Trabalhos mostram que esses dispositivos poderiam ser aplicados

na área da comunicação a curta distância, tendo um potencial para substituir a comunicação

fundamentada em GHz como comunicações via Bluetooth ou Wireless [21–23]. Devido a essa

frequência ser pouco utilizada em dispositivos, ela sofre menos interferência com o meio e fato-

res atmosféricos surgindo um interesse ainda maior em estudá-la [22,23]. Uma meio de estudar

dispositivos em THz é através dos QWIP e QDIP.

Um dispositivo que emite radiação na faixa de frequência THz é o laser de cascata

quântico (QCLs do inglês Quantum Cascade Lasers)[26, 27]. Foi primeiramente evidenciado

em 1994 por uma equipe liderada por Jerome Faist e Federico Capasso da AT&A Bell laborato-

ries. Estes dispositivos consistem em lasers semicondutores de injeção baseados nas transições

intersub-bandas de uma heteroestrutura formada por múltiplos poços quânticos [28], sendo re-

presentado esquematicamente na Fig. 7. Os QCLs são fabricados a partir de técnicas de cresci-

mento epitaxial. Eles funcionam a partir de saltos quânticos do elétron, passando para nı́veis de

energia menores e gerando fótons através do processo. Um elétron na banda de condução emite

um fóton ao passar para um estado de menor energia no poço. Posteriormente, o mesmo elétron

pode tunelar para outro poço adjacente. O processo anterior pode ser repetido permitindo o tu-

nelamento para o próximo poço. O processo é, então, repetido liberando vários fótons. Para que

haja essa emissão de fótons em cascata, regiões ativas do laser são intercaladas com materiais

dopados e uma tensão de polarização é aplicada no sistema[26].

Outro possı́vel dispositivo para fotodetecção na faixa THz foi proposto em 2011 por

Degani et al.[29]. Neste trabalho, foi proposto um dispositivo QWIP onde um poço quântico
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Tunelamento

Poço
quântico

Figura 7: Representação QCL onde ocorre a emissão de fótons devido à transição de um
portador de carga para um estado de energia menor em um poço, e, então, o tunelamento para
o poço seguinte, cuja energia é menor, o processo é repetido. Figura modificada de Ref. [26].

é posto entre duas barreiras de potenciais. Foi verificado um aumento da seletividade na

modulação dos estados contı́nuos em comparação com o sistema representado por um poço

quadrado. Isto será explicado com maior detalhe posteriormente. Motivados a partir desse tra-

balho e do sistema QCL, propomos um dispositivo fotodetector baseado em ponto quântico,

onde o ponto é intercalado por duas barreiras de potenciais. Verificamos a presença de fotocor-

rentes para determinadas frequências de fótons incidentes, na faixa THz.

1.5 Evolução temporal pelo método split-operator

Uma maneira de se estudar QWIP e QDIP é através de métodos computacionais

que analisam a dinâmica das funções de onda em tempo real. O método Split-Operator é um

exemplo com o qual podemos encontrar até mesmo os autoestados do sistema e algumas de suas

propriedades fı́sicas. O método possui esse nome por dividir o problema em várias etapas, como

será explicado mais adiante. O método Split-Operator consiste em reescrever a exponencial de

dois operadores que não comutam de uma forma mais conveniente, onde as exponenciais de

cada termo do Hamiltoniano são tratadas de forma separada.

Apesar de ser um método desenvolvido para o estudo da equação de Schrödinger



22

dependente do tempo, ele pode ser usado também até mesmo para cálculo de autoestado. Uma

vez que os autoestados formam uma base ortogonal, qualquer função de onda pode ser escrita

como uma combinação linear deles. A evolução no tempo imaginário consiste em permutar

it por τ nessa expansão e, ao propagarmos uma função inicial arbitrária durante um tempo

imaginário muito grande, isto é τ → ∞, ela irá convergir para o estado fundamental do sistema.

A partir do processo de ortonormalização de Gram-Schmidt [8] podemos encontrar uma função

de onda ortogonal ao estado fundamental e sua expansão em autoestados não poderá depender

do mesmo. Neste caso, veremos que ao fazermos τ muito grande, vamos encontrar o primeiro

estado excitado. O procedimento é repetido e os outros autoestados podem ser encontrados. O

método descrito acima será mostrado em detalhes no próximo capı́tulo (Capı́tulo 2).

1.6 Confinamento quântico em sistemas classicamente livres

O confinamento de estados quânticos é estudado em estruturas desde fios T, fios

quânticos v-groove e anéis quânticos [8] até em pontos quânticos emissores de luz (QLEDs)

[18, 30], sendo este último já aplicado atualmente na fabricação de TVs. Em algumas estru-

turas quânticas, a geometria pode levar ao confinamento do portador que, quando analisado

do ponto de vista da mecânica clássica se comportam como partı́culas livres, mas do ponto

de vista quântico a descrição leva a estados ligados. Exemplos disso são os fios T, já citados

anteriormente, assim como os fios em V [31, 32].

Os fios T consistem em uma junção de dois poços (ou canais) quânticos [8, 33, 34].

A Fig. 8 representa a microscopia de transmissão eletrônica (do inglês transmission electron

microscopy, TEM) para fios T feitos de GaAs, onde os braços dos fios possuem espessura 6

nm e a base 14 nm. Os fios estão separados por poços de largura 42 nm . Classicamente,

uma partı́cula nessa estrutura não estaria confinada, podendo então se mover livremente nesses

canais. Porém, do ponto de vista quântico, os estados confinados surgem, devido à junção dos

poços quânticos que formam a estrutura, formando-se assim um espectro de energias discretas

na região dos poços. Se um elétron que está na junção dos canais possui uma energia menor

que a menor energia do espectro, o mesmo não poderá se propagar, estando assim confinado na

junção.

Os fios quânticos v-grooves correspondem a estruturas quânticas no formato em

v, como pode ser visto na Fig. 9. Eles são fabricados através do MBE [31, 32] da seguinte

maneira: sobre uma base sólida é depositado o substrato, material A, no formato em V. Então,

um material B, que formará o fio, é depositado sobre a camada anterior. O processo é repetido,

formando outro fio quântico. Finalmente, o substrato é depositado novamente. Esse processo é

ilustrado na Fig. 10.

O confinamento ocorre nesse tipo de material devido à geometria do fio, onde os
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Figura 8: TEM para fios T separados por uma barreira de potencial de 42 nm. A espessura dos
braços e do tronco do fio T são 6 nm e 14 nm, respectivamente. Figura retirada de Ref. [35].

(a) (b)

Figura 9: Parte de um fio quântico no formato V com subtrato de GaAs e formado por: (a)
AlAs; (b) Al0.45Ga0.55As. Figura retirada de Ref. [32].

elétrons são mais confinados nas regiões que possuem uma curvatura maior [36, 37]. Outro

motivo para o confinamento ocorre quando uma largura maior é notada na região da curvatura,

o que geralmente ocorre na formação dessa estrutura. Isso faz com que a energia do estado

fundamental seja menor nessa região e, portanto, o elétron esteja confinado. A Fig. 11 mostra

a densidade de probabilidade no estado fundamental para três casos diferentes de fios: (a) um

plano sem curvatura, onde não existe confinamento em fio; (b) um plano com curvatura abrupta;

(c) uma curvatura mais suave; (d) primeiro estado excitado para o mesmo caso de (c).
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contato
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Figura 10: Esquematização da fabricação de um fio formado de InGaAs/InP. Figura retirada de
Ref. [31].

Figura 11: Densidade de probabilidade do estado fundamental para fios v-groove de diferentes
formatos: (a) planar (sem curvatura); (b) com curvatura abrupta; (c) estado fundamental para
uma curvatura suave; (d) primeiro estado excitado para o mesmo caso de (c). Figura retirada
de Ref. [36].

1.7 QDIP de ponto circular com canais e constrições

Neste trabalho, é estudado uma estrutura onde existem dois canais laterais que se

estreitam, passando a ter uma largura menor, e se conectam a um cı́rculo, como será detalhado

mais adiante. Os canais laterais são considerados poços de potenciais, enquanto o cı́rculo é

considerado um ponto quântico, como veremos adiante. Sem nenhuma interação com campos

externos, um portador de carga que está no estado fundamental do ponto está confinado quanti-

camente, pois ele não possui energia suficiente para atingir as energias do estado fundamental
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dos poços formados pelos canais. Logo em seguida, fazemos a luz interagir com o sistema. A

interação pode excitar o elétron para um estado do ponto no qual ele possa transitar para os ca-

nais e, assim, produzir corrente. É interessante notar que o sistema é confinado quanticamente

devido ao espectro de energias da união dos poços com o ponto, mas não classicamente, como

no caso dos fios T mencionado anteriormente. As energias nas quais ocorre a fotocorrente são

bem definidas e na faixa THz, como veremos com mais detalhes no Capı́tulo 3 desta tese.

1.8 Escopo da tese

No Capı́tulo 2 deste trabalho, apresentamos o método computacional split-operator

para resolver a equação de Schrödinger dependente do tempo, fazendo a evolução no tempo

imaginário para encontrarmos os autoestados de um Hamiltoniano. No Capı́tulo 3, utilizamos

esse método para encontrarmos os autoestados do sistema para um QDIP, encontrando algu-

mas propriedades para um sistema que possui um potencial como sendo zero dentro de dois

canais laterais, zero dentro de um cı́rculo que separa os dois canais e infinito fora dessa região.

Neste capı́tulo é mostrado os resultados que foram obtidos para esse sistema na presença de

luz, no qual a fotocorrente do dispositivo é calculada, identificando dois picos mais visı́veis

para frequências de luz incidente diferentes que operam na região do THz. São observados

transições de ordem não linear no pico de maior frequência, que são identificadas como sendo

de segunda ordem devido a dependência de ordem quatro da fotocorrente em função do campo

elétrico da luz. A intensidade da transição do pico de frequência menor é linear com a intensi-

dade da luz, levando a uma dependência quadrática em relação ao campo. Foi observado que

as frequências dos picos de fotocorrente dependem de propriedades do sistema como raio do

ponto e as constrições em canais laterais. No Capı́tulo 4, apresentamos a conclusão e as prin-

cipais perspectivas deste trabalho. No Apêndice A pode-se encontrar algumas demonstrações

matemáticas, cujos resultados foram utilizadas no Capı́tulo 2. No Apêndice B está a imagem

do artigo publicado como resultado deste trabalho.
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2 METODOLOGIA: MÉTODO SPLIT OPERATOR

Uma maneira de se calcular a evolução temporal de um pacote de onda é encon-

trar os autoestados e as autoenergias do sistema, fazendo então a expansão do pacote de onda

inicial nos autoestados e depois a propagação no tempo real do mesmo [38]. Porém, encontrar

computacionalmente o espectro de energias é uma tarefa árdua e por isso os métodos com-

putacionais tais como a expansão nos polinômios de Chebyshev [8, 38–40] e o split operator

[38, 41, 42] utilizam uma abordagem matemática diferente para resolver a equação de Dirac ou

a de Schrödinger dependente do tempo, como discutiremos a seguir.

A partir da propagação dos pacotes de onda podemos estudar propriedades eletrônicas

e de transporte em sistemas de baixa dimensionalidade [38], nos permitindo assim obter o es-

pectro de energia [42], densidade local de estados [43], condutividade ótica [44], entre outras

propriedades fı́sicas de um dado sistema.

2.1 Soluções para a equação de Schrödinger

A equação de Schrödinger dependente do tempo,

∂ψ

∂ t
=−

(
i
h̄

)
Hψ, (2.1)

possui como solução

ψ(~r, t) =U(t, t0)ψ(~r, t0), (2.2)

onde U(t, t0) representa o operador de evolução temporal [41]. Esse operador de evolução

temporal possui três formas possı́veis diferentes, dependendo de se a Hamiltoniana depende

explicitamente do tempo e se para dois instantes de tempo diferentes o comutador entre o Ha-

miltoniano em um tempo e no outro é nulo ou não, ou seja, se para quaisquer t e t ′ distintos,

[H(t),H(t ′)] = 0 ou [H(t),H(t ′)] 6= 0. O primeiro caso é quando a Hamiltoniana não depende

explicitamente do tempo, V =V (~r), então o operador de evolução temporal é

U(t, t0) = exp
[
− i

h̄
H(t− t0)

]
. (2.3)

O segundo caso é quando a Hamiltoniana depende explicitamente do tempo e se o comutador

[H(t),H(t ′)] é nulo; o operador U(t− t0) possui a forma

U(t− t0) = exp
[
− i

h̄

∫ t

t0
H(t ′)dt ′

]
. (2.4)
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O último caso é quando a Hamiltoniana depende explicitamente do tempo e [H(t),H(t ′)] não é

nulo,

U(t, t0) = 1+
∞

∑
n=1

(
− i

h̄

)n ∫ t1

t0
dt1
∫ t2

t0
dt2 · · ·

∫ t

tn−1

dtnH(t1)H(t2) · · ·H(tn). (2.5)

Neste trabalho, será considerado o caso onde a Hamiltoniana depende explicitamente do tempo

e o operador de evolução temporal é definido pela Eq. (2.4).

2.2 Split Operator em coordenadas cartesianas

Seja ψ(~r, t) uma função de onda e consideremos neste momento, por simplicidade,

que a Hamiltoniana do sistema não depende explicitamente do tempo. Podemos expandir a

função em série de Taylor em torno do ponto t = t0 ,

ψ(~r, t0 +∆t) = ψ(~r, t0)+
∞

∑
n=1

1
n!

(
∂ nψ

∂ tn

)
t=t0

∆tn, (2.6)

onde ∆t = t−t0. A equação de Schrödinger nos mostra que ∂ψ

∂ t =−
( i

h̄

)
Hψ , então, substituindo

na Eq. (2.6),

ψ(~r, t0 +∆t) =
∞

∑
n=0

[
1
n!

(
−i
h̄

H∆t
)n]

ψ(~r, t0). (2.7)

Uma vez que a exponencial pode ser escrita como

exp(x) =
∞

∑
n=0

xn

n!
, (2.8)

pode-se identificar o somatório na Eq. (2.7) como uma exponencial, encontrando a Eq. (2.2)

Costuma-se na literatura utilizar a forma de Cayley [8,45] para a exponencial do Hamiltoniano,

que consiste em uma aproximação,

exp
[
− i

h̄
H∆t

]
ψ(~r, t)'

1+ i
2h̄H∆t

1− i
2h̄H∆t

ψ(~r, t). (2.9)

A Eq. (2.7) com o auxı́lio da Eq. (2.9) pode ser reescrita de maneira aproximada,(
1− i

2h̄
H∆t

)
ψ(~r, t +∆t)'

(
1+

i
2h̄

H∆t
)

ψ(~r, t). (2.10)

O operador momento da Hamiltoniana pode ser reescrito a partir das diferenças

finitas discretizando o espaço e o potencial, encontrando-se assim uma matriz coluna para a

função de onda, que já é conhecida do lado direito da Eq. (2.10). A multiplicação desta matriz

coluna pelo termo entre parênteses nos fornece outra matriz coluna. A Eq. (2.10) resulta em
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uma equação matricial, cuja variável é ψi no instante de tempo t+∆t. Uma vez que as equações

matriciais são resolvidas, a função de onda é encontrada para cada instante. Essa equação

matricial para o caso unidimensional envolve uma matriz tridiagonal. Já para um problema

bidimensional, a matriz que encontramos é uma pentadiagonal e para o caso tridimensional,

a matriz encontrada é uma heptadiagonal. No método split operator, como veremos a seguir,

resolve-se um problema com mais de uma dimensão como sendo uma sequência de problemas

unidimensionais [8], facilitando assim a resolução, uma vez que problemas envolvendo matrizes

tridiagonais são computacionalmente mais simples que a resolução de problemas com matrizes

pentadiagonais ou heptadiagonais.

A exponencial da soma de dois operadores pode ser reescrita como a multiplicação

das exponencias apenas se o comutador entre os dois operadores é nulo, isto é, para dois ope-

radores A e B, onde [A,B] = 0, podemos escrever exp[A+B] = exp[A]exp[B]. Uma vez que

os operadores de energia cinética T e o potencial V não comutam, o problema de encontrar-

mos uma expressão para exp[A+B] surge. Masuo Suzuki [41, 46] encontrou uma aproximação

para este problema. A exponencial pode ser escrita como uma multiplicação da exponencial de

termos que dependem dos operadores, para o caso de dois operadores A e B que não comutam,

exp[A+B] = exp
[

B
2

]
exp[A]exp

[
B
2

]
. (2.11)

A Eq. (2.11) pode ser substituı́da na Eq. (2.3) trocando A e B por − i
h̄T ∆t e − i

h̄V ∆t,

U(t +∆t) = exp
[
− i

h̄
(T +V )∆t

]
(2.12)

U(t +∆t) ' exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
exp
[
− i

h̄
T ∆t

]
exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
. (2.13)

A função de onda a partir dessa aproximação se torna,

ψ(x,y,z, t +∆t)' exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
exp
[
− i

h̄
T ∆t

]
exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
ψ(x,y,z, t). (2.14)

A energia cinética, T , pode ser escrita em função do momento, p,

T =
p2

2m
, (2.15)

onde m é a massa da partı́cula e px, py e pz são as componentes do momento relacionadas às

direções x, y e z respectivamente, de forma que p2 = p2
x + p2

y + p2
z . Podemos então escrever o

operador p2 em função das derivadas,

p2 =−h̄2
(

∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2 +
∂ 2

∂ z2

)
(2.16)
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Substituindo a Eq. (2.16) na função de onda representada pela Eq. (2.14),

ψ(x,y,z, t +∆t) = exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
exp
[
− ip2

2mh̄
∆t
]

exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
ψ(x,y,z, t), (2.17)

ψ(x,y,z, t +∆t) = exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
exp
[

ih̄∆t
2m

(
∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2 +
∂ 2

∂ z2

)]
× (2.18)

exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
ψ(x,y,z, t). (2.19)

O primeiro passo para encontrarmos a função de onda para um tempo posterior,

ψ(x,y,z, t +∆t), é dividir a resolução em três etapas correspondentes à aplicação de cada uma

das exponenciais existentes na Eq. (2.19). A primeira etapa consiste em multiplicar o termo

exponencial que depende do potencial. A segunda etapa é encontrarmos uma solução para a

exponencial das derivadas, mas uma vez que os momentos nas direções X , Y e Z comutam,

podemos escrever a exponencial desses operados como sendo a multiplicação dos mesmos,

dividindo esta etapa em três subetapas que correspondem a cada uma das dimensões. Discre-

tizamos então a equação e, para cada uma das dimensões, encontramos uma equação matricial

envolvendo uma matriz tridiagonal. A terceira etapa é aplicarmos a exponencial que depende

do potencial novamente.

Definimos ξ (x,y,z, t) como sendo a última exponencial que depende do potencial,

aplicada na função de onda na Eq. (2.19),

ξ (x,y,z, t) = exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
ψ(x,y,z, t). (2.20)

A Eq. (2.20) é resolvida simplesmente efetuando-se a multiplicação desses dois termos.

Definimos η(x,y,z, t) como sendo a aplicação da exponencial do operador que pos-

sui os momentos sobre ξ , isto é,

η(x,y,z, t) = exp
[

ih̄∆t
2m

(
∂ 2

∂x2 +
∂ 2

∂y2 +
∂ 2

∂ z2

)]
ξ (x,y,z, t). (2.21)

Note que a Eq. (2.21) poderia ser resolvida fazendo-se uma transformação de Fourier para o

espaço recı́proco: a exponencial que envolve os momentos seria resolvida de maneira mais fácil,

bastando efetuar uma multiplicação. Porém, isso nos levaria a um problema com condições de

contorno periódicas, o que queremos evitar, como falaremos mais adiante.

Devido aos operadores px, py e pz comutarem, ou seja [px, py] = [px, pz] = [py, pz] =
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0, podemos escrever a exponencial da Eq. (2.21) como

η(x,y,z, t) = exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂x2

]
exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂y2

]
exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂ z2

]
ξ (x,y,z, t). (2.22)

Resolveremos a Eq. (2.22) por etapas, como foi mencionado anteriormente. A

primeira etapa consiste em resolver a exponencial do operador momento na direção z aplicado

em ξ (x,y,z, t). Definimos

α(x,y,z, t) = exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂ z2

]
ξ (x,y,z, t). (2.23)

Calculamos então a exponencial que envolve o operador momento na direção y aplicado em

α(x,y,z, t). Definimos

β (x,y,z, t) = exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂y2

]
α(x,y,z, t). (2.24)

Por último, aplicamos para a direção x. Definimos

γ(x,y,z, t) = exp
[

ih̄∆t
2m

∂ 2

∂x2

]
β (x,y,z, t). (2.25)

A Eq. (2.23) pode ser resolvida de uma maneira aproximada a partir da forma de

Cayley,

α(x,y,z, t)'
(

1− ih̄
4m

∆t
∂ 2

∂ z2

)−1(
1+

ih̄
4m

∆t
∂ 2

∂ z2

)
ξ (x,y,z, t). (2.26)

Aplicando o operador
(

1− ih̄
4m∆t ∂ 2

∂ z2

)
pela esquerda na Eq. (2.26),(

1− ih̄
4m

∆t
∂ 2

∂ z2

)
α(x,y,z, t)'

(
1+

ih̄
4m

∆t
∂ 2

∂ z2

)
ξ (x,y,z, t). (2.27)

Encontramos uma equação diferencial,

α − ih̄
4m

∆t
∂ 2α

∂ z2 = ξ +
ih̄
4m

∆t
∂ 2ξ

∂ z2 , (2.28)

α −κ
∂ 2α

∂ z2 = ξ +κ
∂ 2ξ

∂ z2 ., (2.29)

Por simplicidade na escrita, trocamos o sı́mbolo de aproximação por uma igualdade, omitimos

a dependência das variáveis nas funções α(x,y,z, t) e ξ (x,y,z, t) e definimos

κ =
ih̄
4m

∆t. (2.30)

Sabemos a partir da teoria de discretização em diferenças finitas que, para uma
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função f (x,y,z), a discretização nos leva às seguintes equações:

∂

∂ z
fi, j,k =

fi, j,k+1− fi, j,k−1

2∆z
+E(∆z2), (2.31)

∂ 2

∂ z2 fi, j,k =
fi, j,k+1−2 fi, j,k + fi, j,k−1

∆z2 +E(∆z2), (2.32)

onde E(∆z2) representa o erro. No Apêndice A pode ser encontrado uma demonstração para as

Eq. (2.31) e Eq. (2.32).

Discretizamos as funções α e ξ em Nx, Ny e Nz pontos nos intervalos 0 ≤ x ≤ Lx,

0 ≤ y ≤ Ly e 0 ≤ z ≤ Lz , onde a região na qual nosso sistema é definido é uma caixa cujas

dimensões são Lx, Ly e Lz. Podemos reescrever a Eq. (2.29) com o auxı́lio da Eq. (2.32),

αi, j,k−
κ

∆z2 (αi, j,k−1−2αi, j,k +αi, j,k−1) = ξi, j,k +
κ

∆z2 (ξi, j,k+1−2ξi, j,k +ξi, j,k−1(2.33)

A1αi, j,k +B1αi, j,k+1 +B1αi, j,k−1 = A2ξi, j,k +B2ξi, j,k+1 +B2ξi, j,k−1, (2.34)

onde definimos

A1 = 1+
2κ

∆z2 , (2.35)

B1 = − κ

∆z2 , (2.36)

A2 = 1− 2κ

∆z2 , (2.37)

B2 =
κ

∆z2 . (2.38)

A condição de contorno finita implica que função de onda fora da região que esta-

mos estudando pelo método se anula, ou seja, ψ(z) = 0 se z ≤ 0 ou se z ≥ Lz. Uma vez que a

função de onda se anula para esses pontos, ξi, j,k também se anula e consequentemente αi, j,0 e

αi, j,Nz . Aplicando essas condições de contorno na Eq. (2.34) para k = 1 encontramos

A1αi, j,1 +B1αi, j,2 = A2ξi, j,1 +B2ξi, j,2. (2.39)

Fazendo k = Nz e aplicando as condições de contorno na Eq. (2.34), temos

A1αi, j,Nz +B1αi, j,Nz−1 = A2ξi, j,Nz +B2ξi, j,Nz−1. (2.40)

As Eq. (2.34), Eq. (2.39) e Eq. (2.40) podem ser agrupadas e escritas na forma

matricial,
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

A1 B1 0 0 · · · 0 0 0 0

B1 A1 B1 0 · · · 0 0 0 0

0 B1 A1 B1 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · B1 A1 B1 0

0 0 0 0 · · · 0 B1 A1 B1

0 0 0 0 · · · 0 0 B1 A1





αi, j,1

αi, j,2

αi, j,3
...

αi, j,Nz−2

αi, j,Nz−1

αi, j,Nz


=



A2 B2 0 0 · · · 0 0 0 0

B2 A2 B2 0 · · · 0 0 0 0

0 B2 A2 B2 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · B2 A2 B2 0

0 0 0 0 · · · 0 B2 A2 B2

0 0 0 0 · · · 0 0 B2 A2





ξi, j,1

ξi, j,2

ξi, j,3
...

ξi, j,Nz−2

ξi, j,Nz−1

ξi, j,Nz


, (2.41)

onde, utilizando as Eq. (2.30), Eq. (2.35), Eq. (2.36), Eq. (2.37) e Eq. (2.38), temos

A1 = 1+
ih̄∆t

2m∆z2 , (2.42)

B1 = − ih̄∆t
4m∆z2 , (2.43)

A2 = 1− ih̄∆t
2m∆z2 , (2.44)

B2 =
ih̄∆t

4m∆z2 . (2.45)

As matrizes em que aparecem os termos Ai e Bi, com i = 1 ou i = 2, na Eq. (2.41)

são matrizes tridiagonais. Esse sistema pode ser facilmente resolvido computacionalmente, uma

vez que o lado direito das equações matriciais da Eq. (2.41) já é conhecido. O procedimento

pode ser repetido para encontrarmos as outras Nx e Ny equações correspondentes às direções X

e Y , encontrando assim β e γ , definidos nas Eq. (2.24) e Eq. (2.25) respectivamente, e assim,

η pode ser encontrado. O último passo para encontrarmos a função de onda para um tempo

posterior é aplicarmos a primeira exponencial que depende do potencial do lado direito da Eq.

(2.19),

ψ(x,y,z, t +∆t) = exp
[
− i

2h̄
V ∆t

]
η(x,y,z, t). (2.46)

A equação de Schrödinger pode então ser resolvida como a resolução de sistemas
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que envolvem matrizes tridiagonais. Os autoestados do sistema podem ser encontrados evo-

luindo uma função de onda inicial arbitrária no tempo imaginário, como veremos a seguir.

2.3 Propagação em tempo imaginário

Uma maneira de encontrarmos os autoestados do sistema é realizando a propagação

de funções de onda arbitrárias em tempo imaginário. Essa propagação consiste em substi-

tuir it por τ na expansão da função de onda e fazer a propagação ao longo de em um tempo

muito grande. Posteriormente, veremos que encontraremos uma função convergindo ao estado

fundamental do sistema. Podemos, então, aplicar a ortonormalização de Gram-Schmidt para

encontrar os outros autoestados do sistema.

Seja | ψ〉t uma função de onda qualquer e φn o n-ésimo autoestado do Hamiltoniano

H. Sabemos que a função de onda pode ser expandida em termos desses autoestados, uma vez

que eles formam uma base ortogonal do espaço,

| ψ〉t =
∞

∑
n=0

an exp
[
− iEnt

h̄

]
| φn〉, (2.47)

onde En corresponde à autoenergia do n-ésimo autoestado. Substituindo it por τ na Eq. (2.47)

e evidenciando o termo que depende da energia do estado fundamental , temos

| ψ〉t =
∞

∑
n=0

an exp
[
−Enτ

h̄

]
| φn〉 (2.48)

| ψ〉t = a0 exp
[
−E0τ

h̄

]
| φ0〉+

∞

∑
n=1

an exp
[
−Enτ

h̄

]
| φn (2.49)

| ψ〉t = exp
[
−E0τ

h̄

][
a0 |φ0〉+

∞

∑
n=1

an exp
[
−(En−E0)τ

h̄

]
| φn〉

]
. (2.50)

Fazendo uma propagação de tempo muito grande na Eq. (2.50), τ → ∞, temos que o termo do

lado direito da equação que possui o estado fundamental dominará sobre o termo que possui o

somatório, uma vez que para n > 0, (En−E0) é sempre positivo. Fazendo τ � h̄/(En−E0),

encontraremos o estado fundamental. Utilizando o procedimento de Gram-Schmidt, podemos

encontrar uma função de onda que seja ortogonal ao estado fundamental, e podemos repetir o

processo anterior. Como a nova função é ortogonal ao estado fundamental, então ao se pro-

pagar para um τ grande, a Eq. (2.50) irá convergir para φ1, o primeiro estado excitado. O

procedimento pode ser repetido para encontrar uma função que seja ortogonal φ0 e φ1 e depois,

fazendo τ → ∞, encontramos φ2. O procedimento é então repetido para que os autoestados

sejam encontrados.
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2.4 Condição de Contorno

Um dos primeiros passos a ser em realizados quando resolvemos problemas que

envolvem a função de onda computacionalmente é a criação de uma grid finita e discreta, limi-

tando assim o espaço a ser trabalhado [8]. Logo a função de onda fora desse espaço se anula e

consequentemente, por maior que esse espaço seja, temos um problema com condição de con-

torno finita, que corresponde a um potencial infinito nas bordas do sistema. Portanto, quando

limitamos o espaço para a resolução do problema, acabamos criando uma barreira de potencial

fictı́cia nas bordas do sistema.

Um problema então surge quando o sistema é simulado no computador: a função

de onda se propaga nessa região pré-definida, mas ao atingir as bordas do sistema ela acaba se

refletindo. Essa reflexão não possui sentido fı́sico, uma vez que ao atingir a borda do sistema,

espera-se que a função de onda simplesmente saia da caixa computacional. Além disso, essa

reflexão pode modificar a solução do nosso problema, interferindo com a própria função de

onda e alterando os resultados. Vários métodos surgem na literatura para tentar acabar com

esse problema. Alguns métodos consistem em aumentar a região definida para o problema de

maneira que a função de onda demore a se propagar até a borda do sistema e os resultados

possam ser obtidos antes mesmo da reflexão. Porém, nesse método, aumentar a região pode

gerar um gasto computacional muito grande, não sendo algumas vezes viável sua utilização. Já

métodos outros consistem em adicionar um potencial imaginário extra para que possa diminuir

os efeitos da reflexão.

Essas condições de contorno não-reflexivas se subdividem dependendo do procedi-

mento realizado para sua obtenção [47]. Elas podem ser condições do tipo caracterı́sticas, do

tipo distante e do tipo zona de absorção. As do tipo caracterı́stica são condições nas quais se

utiliza a equação caracterı́stica da equação diferencial. Condições do tipo distantes são aquelas

onde as condições de fronteiras são encontradas no campo distante. A condição do tipo zona de

absorção consiste em adicionar termos a mais no Hamiltoniano para que eles diminuam o efeito

da reflexão.

Em 1986 Kosloff e Kosloff [48] sugeriram a adição de um potencial imaginário nas

bordas do sistema. Esse potencial absorveria a função de onda pouco a pouco, de modo que ela

não atinja as bordas do sistema, evitando sua reflexão. Após esse trabalho, vários outros poten-

ciais foram propostos para evitar tais reflexões, como por exemplo em 1988, por D. Neuhauser

e M. Baer [49]. Outro método foi proposto em 2003 por Arnold et al [50], onde a equação

de Schrödinger dependente do tempo é resolvida pelo método de Laplace utilizando a forma

de Cayley e o procedimento de Crank-Nicolson. Neste método, barreiras transparentes e dis-

cretas foram desenvolvidas. Manolopoulos [51] sugeriu um potencial imaginário para absorver
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a reflexão nas bordas do sistema que é ajustável e depende apenas da direção de propagação

x. Neste trabalho foi considerado tal potencial, que é definido como um potencial de zona de

absorção, para evitar as reflexões. Um estudo detalhado deste potencial pode ser encontrado em

[51]. O potencial imaginário é dado por

Vim(x) =−iEmin

(
ax−bx3 +

4
(c− x)2 −

4
(c+ x)2

)
, (2.51)

onde a = 1−16/c3, b = (1−17/c3)/c2, c = 2,62206 e Emin é a menor energia do elétron dada

por

Emin =
h̄

2mc

[
c

2(x2− x1)δ

]2

, (2.52)

com o potencial imaginário posicionado entre x1 e x2. O parâmetro de precisão δ foi adotado

como 0.2, para obtermos apenas pequenas reflexões. Temos também que

x =
2κminδ

x− x1
, (2.53)

onde κmin =
√

2meEmin/h̄2.
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3 FOTODETECTORES DE POÇO E PONTO QUÂNTICO

Como já mencionado, nos QWIP o confinamento de portadores ocorre devido ao

poço quântico de potencial em uma dimensão. Já no QDIP, o confinamento ocorre em todas as

direções. A Fig. 12 representa o funcionamento de detectores baseados em poços quânticos.

Nela, observamos a produção de uma corrente que é a soma da fotocorrente e a corrente de

escuro (excitações térmicas) para os casos onde a fotocorrente é gerada para o portador que:

(a) alcança um estado contı́nuo no espectro de energia; (b) tunela para sair da região de con-

finamento. Os QWIP e os QDIP são geralmente fabricados a partir de técnicas de epitaxia

discutidas anteriormente.

(a)

Captura

Fotocorrente + Corrente de escuro

Captura 

Fotocorrente + Corrente de escuro

(b)

Excitação térmica

Absorção de fótons

Figura 12: Representação do funcionamento de um fotodetector. (a) Fotodetector onde o
portador é excitado e atinge um estado do espectro contı́nuo de energias, gerando assim uma
fotocorrente. (b) Fotodetector onde o portador é excitado para um estado onde ocorre
tunelamento para fora da região de confinamento, gerando assim uma fotocorrente. Figura
modificada de Ref. [3].
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3.1 Ponto quântico envolto por barreiras de potenciais

Degani, Marcos H., et al. em 2011 propôs um fotodetector de poço quântico, QWIP,

no qual o poço é envolto por barreiras de potenciais. Utilizando o método split-operator, foi

possı́vel calcular os autoestados do sistema e realizar a evolução no tempo real para calcular

algumas propriedades do sistema, como fotocorrente e a corrente escura. Foi percebido que ao

inserir barreiras de potencial mais alto ao redor do poço, era possı́vel aumentar a seletividade do

dispositivo, uma vez que a faixa de energias para o portador de carga alcançar uma região capaz

de gerar uma fotocorrente é maior no poço sem as barreiras do que com o dispositivo proposto.

Consequentemente, existem frequências bem definidas sendo percebidas pelo dispositivo. A

Fig. 13 representa esse QWIP onde vemos: (a) o perfil de potencial proposto no dispositivo, no

qual um poço de potencial de largura L é envolto por barreiras de potencial de largura B; (b) o

coeficiente de transmissão como função da energia neste sistema para o caso sem barreiras de

potencial (cinza) e com barreiras de potencial (azul). O espectro adquiriu picos mais estreitos

em torno das energias para o caso com barreiras, mostrando uma maior seletividade da fotocor-

rente, pois apresentou uma fotocorrente mais significativa apenas para fótons com energias bem

definidas em torno dos picos.

Figura 13: (a) Configuração dos potenciais para o QWIP onde o poço quântico é inserido entre
barreiras de potencial (azul) e o potencial para o poço sem as barreiras (cinza); (b) Coeficientes
de transmissão para a configuração descrita em (a). Figura modificada da Ref. [29].

Fundamentados no estudo descrito anteriormente para o QWIP, sugerimos um dis-

positivo fotodetector baseado em um ponto quântico de tal forma que o ponto quântico é inter-

calado por barreiras de potenciais, como mostra a Fig. 14. O dispositivo é formado por canais

laterais pela direita e pela esquerda com largura d2. Esses canais se estreitam, ficando com uma

largura d1. Os canais mais estreitos se estendem por um comprimento L até se ligarem a um
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cı́rculo de raio R.

(a) (b)

2

X

X

Y

Figura 14: (a) Representação do ponto quântico onde a parte cinza representa o material no
qual ele é feito. (b) Energia potencial do sistema e esquema das energias do estado
fundamental dos poços de largura d1 e de largura d2, representados por E1

0 e E2
0

respectivamente, do estado fundamental do ponto ED
0 e do primeiro e segundo estado excitado,

ED
1 e ED

2 respectivamente.

O potencial, V (x,y), para esse sistema é nulo dentro da região dos canais e do

cı́rculo (região mais escura na Fig. 14) e fora, V0 é muito grande comparado ao potencial no

interior. Uma representação desse potencial é descrita, tomando a origem no centro do cı́rculo,

por

V (x,y) =


0, se x2 + y2 < R2,

0, se R < |x|< R+L e |y|< d1/2,

0, se |x|> R+L e |y|< d2/2,

V0.

(3.1)

Os canais podem ser representados como potenciais de poços quadrados finitos de

larguras d1 e d2. Para facilitar a nomenclatura, usaremos o ı́ndice 1 para representar o poço de

largura d1 e 2 para o poço de largura d2. O cı́rculo funciona como um ponto quântico, uma

vez que ele é limitado nas três regiões do espaço. Na direção X , a limitação ocorre devido a

energia do estado fundamental do ponto ser menor do que a energia do estado fundamental do

primeiro canal (comprimento d1), portanto, sem a presença de interações externas, um porta-

dor de carga que está no estado fundamental do ponto não possui energia suficiente para sair

dessa configuração. A Fig. 14(b) representa esta configuração de energias, onde ED
0 represen-

tam a energia fundamental, ED
1 e ED

2 o primeiro estado e o segundo estado excitado do ponto

quântico, E(1)
0 representa o estado fundamental do primeiro poço e E(2)

0 a energia do segundo

poço. Na direção Y , o confinamento ocorre simplesmente devido aos potenciais externos. Já

na direção Z, ele ocorre devido ao comprimento das camadas de materiais na direção Z ser

muito pequena em relação aos comprimentos nas direções X e Y , fazendo com que o portador,

antes de ir para outros nı́veis de energia em Z, prefira transições em X e Y devido à energia
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ser muita alta entre as transições em Z, ocorrendo assim o confinamento e a formação de um

ponto quântico. Este sistema pode ser obtido não só a partir das técnicas de epitaxia descritas

anteriormente usando, por exemplo, semicondutores III-V, como também a partir de litografia

em novos semicondutores 2D.

Primeiramente, uma prova do funcionamento do dispositivo é realizada calculando

a probabilidade de transmissão do sistema esquematizado na Fig. 14(a) a partir do método de

matriz de transferência, utilizando o pacote computacional Kwant [52]. A Fig. 15 representa

a probabilidade de transmissão de um portador de carga que está no canal do lado esquerdo

do ponto para o canal do lado direito, assumindo R = 110 Å, d2 = 100 Å e três constrições d1

distintas: 45 Å, 75 Å e 100 Å. As linhas pontilhadas verdes e verticais representam a energia do

primeiro e do segundo estado excitado do ponto, E(D)
1 e E(D)

2 , respectivamente. Para d1 = 45 Å,

portadores de carga com energia menor que ≈ 50meV, apesar de terem energia suficiente para

popular o estado de menor energia do segundo poço, 39meV, não transmitem para o outro lado.

O transporte ocorre quando a energia dos elétrons é em torno das energias do ponto E(D)
1 e E(D)

2 .

À medida que d1 diminui, o pico da transmissão ocorre em faixas cada vez mais bem definidas

de energia, como pode ser visto na Fig. 15. Isso ocorre porque à medida que se aumenta as

larguras dos poços, faz-se com que cada vez mais não se tenha diferenças entre as configurações

e, consequentemente, entre as energias. Então, quando não existe diferença entre os dois poços,

d1 = d2 = 100 Å, a probabilidade de transmissão é próxima de 1, mesmo em energias abaixo de

E(D)
1 . O pico ocorre um pouco antes das energias do ponto devido à abertura dos canais laterais

alterar as propriedades do ponto, diminuindo sua energia e antecipando o transporte.

Uma vez que a prova de conceito é estabelecida, uma analise diferente da anterior

é feita: consideramos agora um elétron inicialmente preso no estado fundamental do ponto,

sendo excitado pela interação com a luz incidente. O Hamiltoniano para um elétron na banda

de condução, com a aproximação da massa efetiva, é

H =− h̄2

2m∗
∇

2 +V (x,y)− eyEdyn cos(ωt)− exEst , (3.2)

onde m∗ é a massa efetiva no material, V (x,y) é o potencial devido ao band-offset do material

definido na Eq. (3.1), Edyn é a amplitude do campo elétrico oscilante com frequência ω devido à

luz polarizada na direção Y e Est é a amplitude de um campo elétrico estático externo ao sistema,

aplicado na direção X . Neste trabalho, foi utilizada a massa efetiva do GaAs, m∗ = 0.067m0,

onde m0 é a massa do elétron.

Primeiramente, calculamos os autoestados para um sistema onde não há interação

da luz com o elétron (Edyn = 0). Fazemos isso com a técnica de evolução em tempo imaginário

descrita no Cap. 2.3 desta tese. Consideramos a solução do estado fundamental como sendo o
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Figura 15: Probabilidade de transmissão em função da energia da luz para o raio do ponto
R = 110 Å, constrição de largura maior d2 = 100 Å e três constrições menores diferentes:
d1 = 45 Å (linha preta), d1 = 75 Å (tracejado vermelho) e d1 = 100 Å (pontilhado azul). A
linha pontilhada vertical verde representa a energia para o primeiro ED

1 e segundo ED
2 estados

excitados do ponto, respectivamente.

estado inicial, ψ(~r,0), e então fazemos sua evolução no tempo real,

ψ(~r, t +∆t) = exp
[
− i

h̄

∫ t+∆t

t
H(t ′)dt ′

]
ψ(~r, t). (3.3)

Uma vez que os operadores de energia cinética, T, e potencial, V, não comutam, a aproximação

da exponencial para Hamiltonianos que dependem do tempo, descrita pela Eq. (2.11), pode ser

utilizada,

exp
[
− i

h̄

∫ t+∆t

t
H(t ′)dt ′

]
= exp

[
−
∫ t+∆t

t

i
2h̄

V ′(~r, t ′)dt ′
]

exp
[

ih̄
2m∗

∆t∇2
]

×exp
[
−
∫ t+∆t

t

i
2h̄

V ′(~r, t ′)dt ′
]
+O(∆t3), (3.4)

onde O(∆t3) é um erro, que pode ser negligenciado para pequenos passos de tempo ∆t, e V ′(~r, t)

é a soma do potencial devido ao band-offset, a interação da luz e o campo externo,

V ′(~r, t) =V (~r)− eyEdyn cos(ωt)− exEst . (3.5)
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A integral da parte potencial da Eq. (3.4) é calculada substituindo V ′(~r, t) na Eq. (3.5),∫ t+∆t

t
V ′(~r, t ′)dt ′ = (V − exEst)∆t−

2eyEdyn

ω
cos
[

2ωt +ω∆t
2

]
sin
[

ω∆t
2

]
. (3.6)

A densidade de corrente J̄(xP, t) no canal de largura d2 é calculada somando as

correntes em Y , para um ponto fixo em X localizado no canal de largura d2,

J̄(xP) =
h̄
m

∫
∞

−∞

ℑ

[
ψ
∗∂ψ

∂x

∣∣∣∣
xP

]
dy, (3.7)

onde P = D,E, representando um ponto em x onde a corrente é calculada para o lado direito ou

esquerdo, respectivamente. Para calcular tal densidade computacionalmente, se faz necessário

escrever a derivada em diferenças finitas,

∂ψ

∂x
=

ψ(x+∆x)−ψ(x−∆x)
2∆x

. (3.8)

A densidade de corrente total, J, calculada em um dos braços é a soma das correntes JxP desde

o tempo inicial t = 0 até um tempo máximo no qual a simulação acaba, t = Tmax,

J =
∫ Tmax

0
JxPdt. (3.9)

Então, consideramos o estado inicial como sendo o estado fundamental e realizamos

a evolução no tempo real, considerando a interação com a luz, Edyn 6= 0. A evolução é realizada

até o tempo máximo da simulação: neste caso, utilizamos Tmax = 2000 f s. Primeiramente, o

sistema é estudado sem atuação de um campo estático externo, Est = 0.

Quando um fóton interage com o sistema, ele pode excitar um portador de carga

para um estado de energia no qual ele seja capaz de passar para um estado que se propaga ao

longo dos canais. Neste caso, uma fotocorrente é gerada. Essa fotocorrente só pode ser gerada

para frequências bem definida dos fótons, pois ele precisa ser capaz de excitar esse portador

entre dois nı́veis discretos do ponto. Na Fig. 16, a fotocorrente é calculada em função da

energia do fóton incidente. É importante notar que a mesma possui um pico em poucas dezenas

de meV, mesmo para o caso onde não existe constrição, isto é d1 = d2 = 100 Å, representado na

Fig. 16(a), logo, os picos estão sendo formados na frequência THz. À medida que a constrição

diminui, como em d1 = 75 Å, os picos ficam cada vez mais estreitos, como pode ser visto na

Fig. 16(b), até que dois picos distintos podem ser observados claramente na Fig. 16(c) com

d1 = 45 Å. O gráfico mostra também que o segundo pico analisado, o de maior energia, possui

uma fotocorrente menor em relação ao de menor energia.

Observando o pico da Fig. 16(c) mais de perto, podemos notar que as transições

ocorrem em faixas de energia bem definidas, representadas na Fig. 17 em função do raio do



42

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Energia (meV)
25 30 35 40 45 50

(c)

0.1

0.2

0.3

(a)

F
ot

oc
or

re
nt

e 
(a

.u
.)

0.1

0.2

0.3

0.4

(b)

Figura 16: Fotocorrente calculada nos canais em função da energia da luz, h̄ω , para
Edyn = 5kV/cm para diferentes larguras de canal mais estreito: (a) d1 = 100 Å; (b) d1 = 75 Å;
(c) d1 = 45 Å (nesse caso sem constrição, d1 = d2). Cada linha representa um raio do ponto
diferente: R = 110 Å, R = 115 Å, R = 120 Å, R = 125 Å e R = 130 Å, onde a menor
fotocorrente no gráfico (preto) corresponde ao R = 110Å, a maior (laranja) representa
R = 130Å e os valores entre correspondem aos demais raios, aumentando seu valor de 5 Å em
5 Å. A fotocorrente foi adicionada de 0.1 entre uma e outra curva para melhor visualização.

ponto quântico para qEd = 5kV/cm. À medida que o ponto quântico aumenta de tamanho,

a energia necessária para ocorrer o pico diminui, como mostra a linha preta na Fig. 17. As
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energias do primeiro pico obedecem à relação E1,Y −E0, onde E1,Y é a energia do primeiro

estado excitado e E0 a energia do estado fundamental do ponto quântico, dando um indı́cio da

sua origem. Já o segundo pico obedece à relação (ED
3 −E0)/2 como mostra a linha verme-

lha, levando à possibilidade de uma transição de dois fótons estar ocorrendo, pois para que a

transição aconteça, teria que haver dois fótons cedendo esta quantidade de energia. Logo, uma

análise mais detalhada desse pico se faz necessária para identificar suas origens. A Fig. 18

surge, então, como uma forma de identificar o que está acontecendo em cada um dos picos,

onde a corrente máxima de cada pico em função de Edyn é ilustrada. Os cı́rculos pretos são

resultados numéricos para d1 = 45 Å, já os triângulos vermelhos são para d1 = 75 Å. As linhas

cheias do gráfico são funções do tipo F = αE2
dyn, e representam os resultados para o primeiro

pico, enquanto as pontilhadas são do tipo F = βE4
dyn, e representam o segundo. O primeiro pico

possui uma dependência linear com a intensidade da luz, ou seja, uma dependência quadrática

em relação ao campo da luz. Foi utilizado α = 9× 10−3 para d1 = 45 Å e α = 3× 10−3 para

d1 = 75 Å. O segundo pico possui uma dependência quadrática em relação à intensidade da luz,

i.e., à quarta potência em relação ao campo. Foi utilizado β = 9×10−5 e β = 3.6×10−5 para

d1 = 45 Å e d1 = 75 Å, respectivamente. Os resultados foram obtidos utilizando Tmax = 3000

fs. Se aumentássemos o Tmax, maior seria a probabilidade do portador de sair do ponto, o que

alteraria a corrente máxima nos resultados. Porém, os resultados iriam continuar qualitativa-

mente os mesmos, gerando as mesmas conclusões em relação a dependência da intensidade dos

picos.

Podemos entender melhor o problema de acordo com a teoria de perturbação de

segunda ordem para um campo elétrico oscilante com frequência ω . A taxa de transição do

um estado fundamental do poço, E(D)
0 , para um estado qualquer, E(D)

n , cujos autoestados são

respectivamente |0〉 e |n〉, é

R(2)
0→n =

2πe4E4
dyn

h̄4

∣∣∣∣∑
m

〈n|y|m〉〈m|y|0〉
ωm0−ω− iε

∣∣∣∣2 δ (ωn0−2ω), (3.10)

onde h̄ωm0 = h̄ωm − h̄ω0 = E(D)
m − E(D)

0 . A dependência com a quarta potência do campo

dinâmico, Edyn, na taxa de transição surge naturalmente na teoria pela Eq. (3.10), entrando

em concordância também com a Fig. 18, onde o máximo de corrente do segundo pico pos-

sui essa dependência, como pode ser visto pelos sı́mbolos abertos nesta figura para d1 = 45 Å

(cı́rculos pretos) e d1 = 75 Å (triângulos vermelhos).

A função δ de Dirac na Eq. (3.10) sugere que a luz precisa apenas da metade da

energia E(D)
n −E(D)

0 para que haja transição de segunda ordem do estado |0〉 para |n〉, levando à

interpretação de uma interação por dois fótons no sistema. Essa análise está de acordo com os

resultados da Fig. 16: como foi visto anteriormente, o segundo pico aparece mesmo precisando
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Figura 17: Energia dos picos visto na Fig. 16 em função do raio do ponto R para
Edyn = 5kV/cm. Os sı́mbolos cheios (vazios) representam d1 = 45(75) Å. As linhas são o
resultado teórico para a diferença de energia entre o estado fundamental do ponto e estados
excitados. A linha preta de menor energia é condizente com uma transição de primeira ordem
de E0 para E(D)

1,Y , cuja energia é E0−E(D)
1 . A linha vermelha, de maior energia, se assemelha

com uma transição de segunda ordem entre E0 e E(D)
3 , cuja energia é (E0−E(D)

3 )/2.

apenas da metade da energia da transição entre E(D)
3 e E(D)

0 . Surge a necessidade de comprovar

a existência de transições virtuais que são válidas a partir da Eq. (3.10) para que a transição de

E(D)
0 para E(D)

3 possa ocorrer.

Vamos considerar, por simplicidade, um ponto quântico isolado de raio R = 125 Å,

onde o potencial externo é muito alto (V = ∞). As energias dos estados |1S〉, |1PX ,Y 〉, |1DX ,Y 〉 e

|2S〉 são 18.0meV, 45.5meV, 81.1meV e 94.1meV, respectivamente. Calculando os elementos

de matriz de dipolo 〈n|Y |m〉 entre esses estados, concluı́mos que a transição do estado funda-

mental |1S〉 para o estado |1PY 〉 acontece de forma linear em torno de 27meV. Já as transições

para os estados |1DY 〉 e |2S〉 acontecem pelo intermédio do estado |PY 〉, com energias de se-

gunda ordem por volta de 31.5meV e 38meV, respectivamente. Comparando os resultados com

as Fig. 16 e 17, a transição linear para |1PY 〉 e a não linear para |2S〉 podem explicar os picos

encontrados. A discrepância dos resultados encontrados é devido ao ponto possuir as aberturas

laterais, modificando as energias encontradas. Já a transição de segunda ordem para o estado

|1DY 〉 é mascarada por seu elemento de matriz ser pequeno e a energia necessária ser similar
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Figura 18: Corrente máxima em função do campo dinâmico da luz, Edyn, para R = 125 Å e
duas larguras menores do canal estreito: d1 = 45 Å (pontos pretos) e 75 Å (triângulos
vermelhos). Sı́mbolos cheios (vazios) representam o pico de menor (maior) energia na Fig. 16,
primeiro pico (segundo pico), que concorda com uma função de ordem quadrática (a quarta
potência), como pode ser visto pelas linhas contı́nuas (tracejadas).

à transição linear, que seria por volta de 31meV. Por esse motivo, aparece uma assimetria no

primeiro pico da Fig. 16, que representa a junção dessas transições.

Uma maneira de confirmar a presença de transições de ordens maiores é realizar

a projeção da função de onda nos estados do ponto isolado, i.e., 〈ψ|n〉, onde n = 1S, 1PX ,Y ,

1DX ,Y ou 2S. Uma vez que a projeção seja diferente de zero, a existência dessas transições é

comprovada. A Fig. 19 mostra um exemplo deste cálculo em função do tempo de simulação

para R = 125 Å, d1 = 45 Å e o campo da luz Edyn = 5kV/cm. Neste cálculo, foi utilizado

um tempo maior, TF = 6000fs, comparado aos resultados anteriores, TF = 3000fs, para melhor

visualização das transições entre os estados. As projeções dos estados para o primeiro pico com

ω = 29.25meV/h̄, é representado na Fig. 19(a), já o segundo pico é representado em (b) com

ω = 37.25meV/h̄. As projeções que aparecem na Fig. 19(a) não são apenas a transição de

primeira ordem |1S〉 para |1Py〉, mas existem projeções não nulas para os estados |1DY 〉 e |2S〉.
Assim, a pequena discordância da corrente máxima com αE2

dynna Fig. 18 é explicada, já que

existem transições de segunda ordem relevantes. As transições na Fig. 19(b) para os estados

|1PY 〉 e |1DY 〉 são pequenas comparadas com a transição de segunda ordem |1DY 〉, levando a

uma maior concordância com βE4
dyn na Fig. 18
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Figura 19: Evolução no tempo das projeções da função de onda propagada sobre os estados do
ponto quântico isolado (|1S〉,|1PY 〉, |1DY 〉 e |2S〉), para o raio R = 125 Å, d1 = 45 Å, um
campo elétrico da luz Edyn = 5kV/cm e frequências: (a) ω = 29.25meV/h̄, correspondente ao
pico de menor energia, primeiro pico, na Fig. 16; (b) ω = 37.5meV/h̄ pico de maior energia,
segundo pico.

Vale ressaltar que, mesmo para transições de segunda ordem, as energias que são

observadas estão na faixa de THz, fazendo com que o nosso sistema opere com luz nessa região

de frequências.

Uma vez que o sistema é completamente explicado sem a presença de uma campo

estático externo, podemos analisar agora o que ocorre com a corrente lı́quida se for aplicado

um campo externo Est 6= 0. A corrente lı́quida é dada pela diferença entre as correntes que

atravessam os canais da esquerda e da direita na Fig. 14(a). A Fig. 20 representa a corrente

máxima lı́quida em função do campo Est dos picos de frequências diferentes para R = 125 Å e

d1 = 45 Å. A Fig. 20(a) representa o pico de frequência maior, já a Fig. 20(b) o de menor. Pode-

se observar que quanto mais a intensidade do campo estático aumenta, maior é a corrente lı́quida

do sistema. O aumento é maior também à medida que a luz possui um campo Edyn mais alto,
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como pode ser observado na Fig. 20. O campo é aproximadamente linear para o campo de luz

menor, tornando-se não linear à medida que o campo da luz aumenta. Podemos notar também

que esses efeitos são menores para o pico de maior frequência, Fig. 20(a), comparado ao de

frequência menor, Fig. 20(b), onde o aumento da corrente lı́quida entre Est = 0 e Est = 5kV/cm

é bem menor para o primeiro caso.

0.0001

0.0002

0.0003 (a)

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

Est (kV/cm)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(b)

C
or

re
nt

e 
m

áx
im

a 
(a

.u
.)

Edyn= 4 kV/cm

Edyn= 2 kV/cm

Edyn= 4 kV/cm

Edyn= 2 kV/cm

Figura 20: Corrente lı́quida máxima em função do módulo de um campo elétrico estático, Est
para os picos de maior (a) e menor (b) frequência na Fig. 16, com R = 125 Å, d1 = 45 Å e
duas intensidades de campo da luz diferentes, Edyn = 4kV/cm (quadrados) e Edyn = 2kV/cm
(cı́rculos).
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho, utilizamos o método split-operator para investigar propriedades de

transporte e eletrônicas em um fotodetector de ponto quântico. O sistema estudado é formado

por canais laterais que se estreitam e se conectam a um cı́rculo. Uma maneira de se fazer

esse sistema é através de métodos de crescimento epitaxial, onde a estrutura descrita pode ser

formada depositando um material semicondutor A no formato proposto sobre um substrato

formado por outro material semicondutor B, e posteriormente cobrindo todo o sistema com o

material do substrato B, de forma que a estrutura depositada fique intercalada pelo material

do substrato. Alternativamente, o sistema pode ser fabricado por litografia em um material

semicondutor 2D.

O sistema proposto consiste em um exemplo de estrutura onde o elétron está con-

finado apenas por um efeito puramente quântico: uma partı́cula em um sistema clássico com a

mesma geometria estaria livre, como discutido no Capı́tulo 1.5.

Observamos que ao fazer um fóton interagir com o elétron do sistema, uma corrente

lı́quida de densidade de probabilidade (proporcional à fotocorrente) é encontrada para determi-

nadas faixas de frequência do fóton incidente. Isso ocorre porque, ao interagir com um portador

de carga, o fóton transmite energia suficiente para que o portador possa passar para um estado

onde possa ocorrer a emissão de uma fotocorrente. Observamos a existência de dois picos de

fotocorrente no dispositivo, cujas frequências dependem de parâmetros do sistema, tais quais

a largura dos poços e o raio do ponto quântico. O pico de frequência mais baixa ocorre de-

vido à transição de primeira ordem entre o estado fundamental e o segundo estado excitado do

ponto quântico. A dependência da intensidade da corrente para o pico de frequência menor é

proporcional ao quadrado do campo elétrico da luz, justificando a transição de primeira ordem

mencionada anteriormente. Já o de frequência maior ocorre devido a transições de segunda

ordem, através de estados excitados intermediários, que podem ser explicadas a partir da teoria

de perturbação de segunda ordem dependente do tempo. De fato, verificamos a dependência de

quarta ordem da fotocorrente em função do campo elétrico da luz. Outra maneira de afirmar

que a transição é de segunda ordem é calcular a função de onda propagada no tempo sobre

as projeções dos auto estados do ponto. Nossos resultados mostram quatro auto estados pelos

quais o elétron passa antes de contribuir para fotocorrente.

O estudo realizado nesta tese, por simplicidade, é feito sem levar em consideração

efeitos devido à temperatura, interação elétron-elétron, desordem e outros mecanismos que le-

vam em conta efeitos de espalhamento. As frequências capazes de serem detectadas vão de-

pender dos materiais dos quais o dispositivo é feito, mas nossos resultados mostram picos de
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fotocorrente claros em frequências na faixa do Terahertz, frequência que tem atraı́do bastante

interesse nos últimos anos para possı́vel aplicação em futuros dispositivos optoeletrônicos.

Comparado ao sistema equivalente proposto em [29] no qual este trabalho é ins-

pirado, a diferença principal está na origem do potencial de confinamento: uma vez que as

barreiras de potencial em [29] provém de band offsets entre materiais, as energias envolvidas

acabam sendo da orem de centenas de meV. Já no caso do sistema proposto aqui, os poten-

ciais de confinamento são bem menores e ajustáveis pela largura dos poços e raio do ponto,

originando picos de fotocorrente para frequências em THz.

Como perspectivas para este trabalho, podemos utilizar outros materiais semicondu-

tores para sua fabricação ou mudar a geometria do dispositivo. Além disso, podemos investigar

a possibilidade de se obter um ajuste fino das energias de fotocorrente através de agentes ex-

ternos, como por exemplo, um campo magnético aplicado. Além de influenciar as energias do

ponto através de desvios diamagnéticos, este campo quebraria a degenerescência dos estados P

do ponto. O efeito disso sobre as transições virtuais em fotocorrentes originadas em efeitos não

lineares, discutidas anteriormente, é algo a ser investigado neste caso. Além disso, podemos

usar os métodos matemáticos desenvolvidos aqui para simular fotocorrentes geradas por luz

pulsada neste sistema.
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REFERÊNCIAS

[1] W. Herschel. “XIV. Experiments on the refrangibility of the invisible rays of the sun”.
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, v. 90, p. 284-292, (1800).

[2] R. A. de Oliveira, A. P. B. da Silva. “ William Herschel, os raios invisıveis e as primeiras
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APÊNDICE A -- DEMONSTRAÇÕES MATEMÁTICAS

• Queremos demonstrar que

exp [ε(A1 +A2)] = exp
[

ε

2
A1

]
exp [εA2]exp

[
ε

2
A1

]
+E(ε3), (A.1)

onde A1 e A2 são operadores que não comutam entre si, ou seja [A1,A2] 6= 0, ε uma

constante e E(ε3) um erro. Para demonstrar a Eq. (A.1), iremos utilizar a definição de

exponencial de um operador e comparar os dois lados da equação. A exponencial de um

operador A é

exp [A] =
∞

∑
n=0

An

n!
. (A.2)

Utilizando a Eq. (A.2) para o lado esquerdo da Eq. (A.1), temos

exp [ε(A1 +A2)] = 1+ ε(A1 +A2)+
1
2

ε
2(A1 +A2)

2 +
1
3!

ε
3(A1 +A2)

3 + · · · , (A.3)

= 1+ εA1 + εA2 +
ε2

2
A2

1 +
ε2

2
A2

2 +
ε2

2
A2A1 +

ε2

2
A1A2 +

1
3!

ε
3(A1 +A2)

3 · · · , (A.4)

= 1+ εA1 + εA2 +
ε2

2
A2

1 +
ε2

2
A2

2 +
ε2

2
A2A1 +

ε2

2
A1A2 +E(ε3), (A.5)

onde

E(ε3) =
1
3!

ε
3(A1 +A2)

3 · · · (A.6)

Iremos agora expandir o lado direito da Eq. (A.1):

exp
[

ε

2
A1

]
exp [εA2]exp

[
ε

2
A1

]
=

(
1+

ε

2
A1 +

ε2

8
A2

1 +E(ε3)

)
(A.7)

×
(

1+
ε

2
A2 +

ε2

2
A2

2 +E(ε3)

)(
1+

ε

2
A1 +

ε2

8
A2

1 +E(ε3)

)
.

Efetuando a multiplicação e agrupando os termos, encontramos

exp
[

ε

2
A1

]
exp [εA2]exp

[
ε

2
A1

]
= 1+

ε2

2
A2A1+

ε2

2
A2

2+εA1+εA2
ε2

2
A1A2+

ε2

2
A2

1+E(ε3).

(A.8)

Comparando a Eq. (A.5) e Eq. (A.8), vemos que elas são iguais, logo

exp [ε(A1 +A2)] = exp
[

ε

2
A1

]
exp [εA2]exp

[
ε

2
A1

]
+E(ε3). (A.9)
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• Iremos demonstrar a seguinte relação:

exp(εa) =
[

1− εA
2

]−1[
1− εA

2

]
. (A.10)

O operador unitário I pode ser escrito como o produto de um operador pela da inversa do

mesmo, isto é, para o operador A, temos

I = AA−1. (A.11)

Fazendo

A = exp
[

1− εA
2

]
, (A.12)

podemos escrever,

exp(εA) = exp
[
−εA

2

]
exp
[
−εA

2

]−1

exp(εA), (A.13)

exp(εA) = exp
[
−εA

2

]
exp
[

εA
2

]
. (A.14)

Utilizando a Eq. (A.2), temos para a Eq. (A.14)

exp(εA) =
[
1− ε

2
+E(ε2)

]−1 [
1− ε

2
+E(ε2)

]
. (A.15)

Logo, de maneira aproximada concluı́mos

exp(εA) =
[
1− ε

2

]−1 [
1− ε

2

]
. (A.16)

• Queremos demonstrar as seguintes relações

a)
d f (x)

dx
=

f (x+∆x− f (x−∆x)
2∆x

+E(∆x2), (A.17)

e

b)
d2 f (x)

dx2 =
f (x+∆x)−2 f (x)+ f (x−∆x)

∆x2 +E(∆x2). (A.18)

Primeiramente vamos demonstrar a parte a). Expandindo a função f (x+∆x) em série de

Taylor, encontramos em torno do ponto x

f (x+∆x) = f (x)+
d
dx

f (x)∆x+
1
2

d2

dx2 f (x)∆x2 +
1
3!

d3

dx3 ∆x3 + · · · . (A.19)

Podemos permutar ∆x por −∆x na Eq. (A.19),
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f (x−∆x) = f (x)− d
dx

f (x)∆x+
1
2

d2

dx2 f (x)∆x2− 1
3!

d3

dx3 ∆x3 + · · · . (A.20)

Subtraindo a Eq. (A.20) da Eq. (A.19) e isolando a derivada em x, temos

f (x+∆x)− f (x−∆x) = 2
d f (x)

dx
∆x+

2
3!

d3 f (x)
dx3 ∆x3 + · · · , (A.21)

d f (x)
dx

=
f (x)+∆x)− f (x−∆x)

2∆x
+E(∆x2), (A.22)

onde E(∆x2) representa o erro dado por

E(∆x2) =
1
3!

d3 f (x)
dx3 ∆x2 + · · · (A.23)

Para demonstrar a parte b), somamos as Eq. (A.19) e Eq. (A.20) e isolando o termo

correspondente à derivada segunda,

f (x+∆x)+ f (x−∆x) = 2 f (x)+
d2

dx2 f (x)∆x2 +
2
4!

d4

dx4 f (x)∆x4 · · · , (A.24)

d2 f (x)
dx2 =

f (x+∆x)−2 f (x)+ f (x−∆x)
∆x2 +E(∆x2), (A.25)

onde E(∆x2) representa o erro dado por

E(∆x2) =
2
4!

d4

dx4 f (x)∆x2 · · · . (A.26)
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