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RESUMO

A presente dissertacao de mestrado tem como objetivo estudar a versao centrada do Opera-
dor Maximal Fraciondrio, primeiramente sua regularidade nos espacos L” (R") junto com o
Potencial de Riesz. Na sequéncia, definiremos ambos os operadores em medidas do R” com
o intuito de provar o Teorema de B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden. Depois, estudaremos dois
teoremas de Juha Kinnunen sobre o comportamento do operador nos Espacos de Sobolew.
Apresentaremos também estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador, onde uma
delas fornece um controle da oscilacdo de func¢des. Analisaremos a regularidade em espagos
de Sobolev da versao local do operador .4, o em abertos com medida finita. Além disso,
daremos uma estimativa pontual do gradiente fraco do operador, que diferentemente do caso
nao local, teremos o acréscimo de um termo extra contendo o Maximal Local Fracionario,
em seguida mencionaremos alguns exemplos que evidenciardo a otimizagao dos resultados
apresentados. Ao final, estudaremos a agdo do Operador Maximal Fraciondrio em espacos
de Campanato LPP(x), onde X é espaco métrico mensuravel munido com uma medida

positiva regular de Borel satisfazendo a propriedade "Doubling Property Means Condition".

Palavras-chave: operador maximal faciondrio; potencial de Riesz; teorema de B.Muckenhoupt-

R.L.Wheeden; espaco de Sobolev; espaco de Campanato.



ABSTRACT

This master dissertation aims to study the centered version of the Maximal Fractional Ope-
rator its regularity in the L” (R") spaces along with the Riesz Potential. Then we define both
operators in measures of R” in order to prove the Theorem of B. Muckenhoupt and R. Whe-
eden. After studying two theorems of Juha Kinnunen about operator behavior in Sobolev
Spaces. It has also been shown to use point points for the operator’s weak gradient, where
one of them has lost control of function swing. Analyze the regularity in Sobolev spaces of the
local version of the .4, q operator in open with finite measure. Also, give a pointwise estimate
of the weak gradient, which unlike the non-local case, terms or addition of an extra term
showing the local fractional maximum, then mention some examples that demonstrate the
optimization of current results. At finally we studying the Fractional Maximal Operator action
on Campanato space £ (X), where X is a measurable metric space provided with a regular

positive Borel measurement satisfying a property "Double property means condition".

Keywords: fractional maximal operator; Riesz potential; Sobolev space; Campanato’s space;

continuous Holder.
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1 INTRODUCAO

No primeiro momento estudaremos a regularidade do Operador Maximal Fracio-
ndrio nos espacos LP (R") com o auxilio do Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev sobre o
Potencial de Riesz. Na sequéncia definiremos ambos os operadores em medidas do R” com
o intuito de provar o Teorema de B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden que diz que a razdo entre a
norma p do potencial e a norma p do maximal de uma medida € limitada superiormente e
inferiormente. O lema de Recobrimento de Whitney tem papel importante na prova deste
resultado. Posteriormente concluiremos as mesma estimativas de Hardy-Littlewood-Wiener
para o Operador Maximal, frequentemente usada nos resultados. De posse dos resultados
anteriores, estudaremos o operador nos Espacgos de Sobolev, para concluirmos que dada uma
funcado f € WHP(R™), sob certas condicdes, .4, f € WH9(R") onde g > p no qual depende
de a. Apresentaremos também estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador,
onde uma delas fornece um controle da oscilagdo de funcdes. Na segunda parte do texto,
estudaremos a regularidade em Sobolev da versao local do operador .4,  em abertos com
medida finita. Além disso, daremos uma estimativa pontual do gradiente fraco do operador,
que diferentemente do caso ndo local, teremos o acréscimo de um termo extra contendo o
Maximal Local Fraciondrio, em seguida mencionaremos alguns exemplos que evidenciardo a
otimizacao dos resultados apresentados. Ao final do trabalho estudaremos a acdao do Ope-
rador Maximal Fraciondrio em espacos de Campanato £P#(X), onde X é espaco métrico
mensurdvel munido com uma medida positiva regular de Borel satisfazendo a propriedade
"Doubling Property Means Condition". Nesta se¢do o resultado principal diz que se o espaco
satisfaz a condicao "d—annular decay property", desde que a e f cumpram certas condicoes,
o operador #, : £PP(X) — C%**P(X) é limitado quando restrito as funcées em que ., é
finito em quase todos os pontos de X. Alguns corolarios desta proposi¢do sdo demonstrados

bem como suas versoes euclidianas.
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2 PRELIMINARES

Comecamos este trabalho recordando definicoes e teoremas bésicos de Analise
Real necessarios ao estudo do Operador Maximal Fraciondrio. A nota¢ao doravante utilizados

é padrao e, em sua maioria, estd em consonancia com a Teoria cldssica da Andlise Harmonica.

Definicao 2.0.1. Um espaco métrico (M, d) é dito ser um espaco métrico completo se toda
sequéncia de Cauchy em M convergir para um elemento do conjunto. Em outras palavras dada
(Xn)n=1 < M tal que,

lim d(xm,,x,)=0

m,n—oo

entdo x, — x, onde x € M.

Definicdo 2.0.2. Um espago vetorial normado (X, || - ||) é chamado espago de Banach quando

for um espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definicdo 2.0.3. Seja (x,),>1 uma sequénciaem (X, ||-11). Dizemos que x,, converge fracamente
para x e denotamos por x, — X se, e somente se, ¢(x,) — @(x) para todo funcional linear

continuop : X — R.

Lema 2.0.1. (Mazur) Sejam (X, || - |I) um espago de Banach e uma sequéncia (x,) =1 < X tal
que x, — X entdo existe uma sequéncia de combinagoes convexas de seus termos que converge
fortemente ao mesmo limite, ou seja, para cada n = 1 existe N(n) € N tal que (tnk)zzf;’ ) ¢ 0,1)

de modo que,
N(n)

Y ti=1 Vnz=1
k=n

e temos
N(n)

wy = Z X — X.
k=n

Demonstragao. (BREZIS, 2010)

2.1 Teoria da Medida e Integracao

Seja X um conjunto. A colecdo < de subconjuntos de X é uma dlgebra se contém

X e é fechado com respeito a unides finitas e complementos. Obviamente & € /. A colecao
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o/ é uma o —algebra de subconjuntos de X se for fechada com respeito a unido enumeravel.
Sejam X um conjunto e «/ uma o-élgebra de subconjuntos de X. Uma medida é uma funcao

: o/ — R satisfazendo as trés condicoes a seguir:

I) Existe E € of tal que u(E) < oo;
II) i é ndo negativa;

II) Para qualquer colegdo disjunta {E} ;> < &/ temos:

" ( U E) _ Y uE,
k=1 k=1
A tripla (X, &/, ) denota um espaco de medida.

Definicao 2.1.1. Uma o—dlgebra de Borel do R" é a menor o —dlgebra que contém todos os

abertos deR", seus elementos sido chamados de borelianos .

Definicao 2.1.2. Diremos que uma medida p em </ é regular se para cada A € «f existe B € o

mensurdvel tal que Ac B e u(A) = u(B).
Definicdo 2.1.3. Uma medida pu em R" é de Borel se todo boreliano é u—mensurdvel.

Definicao 2.1.4. Diremos que uma medida |1 em R" é Borel regular for uma medida de Borel e

regular.

Definicdo 2.1.5. Uma medida de 1 em R" é dita ser de Radom se for uma medida de Borel e

satisfaz u(A) < oo para qualquer conjunto limitado A c R".

Definicao 2.1.6. Seja 1 uma medida de Borel em um espago metrico X, definimos o suporte de

W, como o menor fechado F tal que u(X\ F) =0
supp(pw) = X \|J{V; Vé aberto satisfazendo (V) = 0}
= X\ J{x;3r > 0ral que p(B(x, 1)) = 0}.
Definicao 2.1.7. Arestri¢do de uma medida i ao conjunto A € <, édenotada por 11| 4 e definida

por:

pla=pu(AnB), VBed.
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Por conveniéncia de notacao denotaremos a medida de Lebesgue por m e | A|

denota a medida de Lebesgue do conjunto A.

Definicdo 2.1.8. Seja E um conjunto mensurdvel. A fungéo f : E — R é mensurdvel se o

conjunto{x € E: f(x) > c} for mensurdvel para todo c € R.

Sejam E € &/, c € R e um conjunto mensuravel A definimos,

cu(ENnA), se ¢c=0
fC/lAdu:
E

0, se c=0.

Seja f : E— R nao-negativa, f € uma funcdo simples se for uma combinacao linear finita
de funcoes caracteristicas de conjuntos mensurdveis, em particular f admite representacao

canodnica se,
n
f) =) Cidg,(x),
i=1
onde {E;}} € uma colecdo de conjuntos mensurdveis mutualmente disjuntos e neste caso

definimos sua integral por:

f fdu=7} Ciu(Ep.
E i=1

Seja f : E — R uma funcdo mesuravel e ndo-negativa definimos a integral de Lebesgue de f
por:

ffd,uzsup{f sdu:s< f séfuncao simples }
E E

Uma funcio mensuravel f : E — R é dita ser integravel se | f| for integravel. Neste caso

definimos,
[ fau=[ rrau- [ ran,
E E E

onde f* =max{0, f} e f~ = min{0, — f} denotam respectivamente a parte positiva e negativa
da funcéo f, valem as sequintes relagdes | f|=f"+ f e f=f"-f".
Seja (f,) =1 uma sequéncia de fungdes mensurdveis ndo-negativas denotamos f,, / [ se

fn — f pontualmente e satisfaz,

0<fu(x) < fus1(x), q.t.p. x€E e VneN.
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Teorema 2.1.1. Seja f : E — R uma funcdo mensurdvel ndo-negativa. Entdo existe uma

sequéncia de fungoes simples (f,,) n=1 tais que f,, /" f.
Demonstragdo. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.2. (Convergéncia Monétona) Seja (f,,) n=1 uma sequéncia de fungoes ndo-negativas
tais que f,, /" f entdo,

limffndu:f lim f,dpu.
E En—»oo

n—oo

Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.3. (Lema de Fatou) Seja (f) =1 uma sequéncia de funcoes mensurdveis ndo

negativas entdao
f liminf f,,dy < liminff fndp.
E n—oo n—oo E
Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.4. (Continuidade Absoluta da Integral) Sejam E um conjunto mensurdvel e

f : E— R integrdvel. Entdo para cada e > 0 arbitrdrio, pode-se obter 5 > 0 tal que,
AcCE,u(A) <5:f fdu<e.
A
Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.5. Dizemos que uma sequéncia de medidas [y, converge fraco para a medida p,

e denotamos por . — u, se para toda f € C2(R™),

limf fd,uk:f fdpu.
k—o0 JRn R”

Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O

Lema 2.1.1. Sejam uy e u medidas de Radon em R". Entdo puy — U se, e somente se,
limsup p, (K), < u(K), VK cR"compacto e

liminfu,(K) <u(0), VYOcR"aberto.

Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O
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Lema 2.1.2. Sejam (X, </, ), (X,</,n) e uma fungdo f p—mensurdvel e n—mensurdvel entdo,

fod[wn]:fodwafdn-

Demonstragao. (ROYDEN H. L.; FITZPATRICK, 2010). O
Lema 2.1.3. Seja f uma funcgdo ndo-negativa e u—integrdvel em X. Entdo a fungiaov: M —
R" definida por:
V(E) = f fdu, VYEe€M.
E
é uma medida, além do que supp(u) = supp(f) .
Demonstra¢do. (DIBENEDETTO, 2016). O

Lema 2.1.4. Sejam (X, ,v), (X,<, 1), espacos de medidas e f,g fungcoes em X. Entdo | é

v—integrdvel se, e somente se, a fungdo f g for u—integrdvel, nesse caso vale a igualdade,

fodv:fogdu.

Demonstra¢do. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.6. (Tonelli) Sejam (X, </, 1), (Y,9B,V) espagos de medida o—finitos e completos e

f: X x Y — R mensurdvel e ndo-negativa. Entdo,

s | ([ o= [ ] )

Demonstra¢do. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.1.7. (Coordenadas Polares) Seja f : R" — R, entdo para cada x, € R" temos

o0
fdx:f (f de)dr.
R” 0 0B(x,r)
d
— = Vr>0.
dr (fB(x,r) f) de(x,r)f

Demonstragao. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005). O

Em particular,
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2.2 Espacos L”

Definicao 2.2.1. Sejam Q um subconjunto aberto deR" e p € [1,00], definimos o espaco £" (Q)

como o conjunto das fung¢oes mensurdveis em Q) tais que,

fQIfI”)E <oo, pel[l,00),

Ifllp=

ess supq (1 f1), p = co.

Definicdo 2.2.2. O espago vetorial L' (Q) é o quociente de £ (Q) pela sequinte relacdo de
equivaléncia,

f~g = f=g q.t.p. Q

Isso significa que,
LY@ ={Ifl;fe £LP(Q)} onde (fl=igg~f}

munido com as seguintes operagoes:

[f+gl=1[f1+1gl, Alfl=IAf],

Além disso, definimos

”[f]”LP(Q):”f”p) se 1=<p<oo,
| fllo=inf{r =0; |fl<r gq.t.p. Q.

Lema 2.2.1. O espaco L2, -1 LP(q)) € um espago vetorial normado de Banach.
Demonstragdo. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.2.1. Seja f € L} (R") entdo,

lim ][Bf(y)dy:f(x), g.t.p.x eR".

X€B;|B|—0
Demonstragdo. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005).
O

Definicao 2.2.3. Dada f € Li oc(R™), denotamos por £y o conjunto dos pontos de Lebesgue de
f definido por
L= {xe R, lim ][ If) - f)ldy = 0}.
B

X€B;|B|—0
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Teorema 2.2.2. Se f € L] (R"), entdo |R"\ Z¢| =0.

Loc

Demonstragao. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005). O

Lema 2.2.2. Seja (f,)n=1 < LP(Q), entdo f, — f se, e somente se,

limffnh:ffh Vhe L9(Q).
Q Q

n—oo

Demonstragdo. (DIBENEDETTO, 2016). O

Lema 2.2.3. Sejam (f)n=1,(8n)n=1 < L”(Q) satisfazendo f,, < g, em Q cR" com a excegdo de
um conjunto de medida nula. Se f,, — f e g, — g ambas convergem fracamente em LP (Q)

entdo, f < g q.t.p. Q.

Demonstragdo. Como f,, — f e g, — g consequentemente,

. _ . _ q
r}grolofgfnh—fgfh e ,}grolofggnh—fggh, VheL7(Q).

onde g € o expoente conjugado de p. Seja A = £y N <L, consequentemente A # J pois

IR\ Al = 0 portanto o conjunto A é denso em R”, e portanto serd denso no aberto Q, pela

XB(x,r)
|B(x,1)|

ffnh:][ fndzs][ gn:fgnhdz.
Q B(x,r) B(x,r) Q

][ fdz< ][ gdz.
B(x,7) B(x,r)

Fazendo r — 0, pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue temos:

hipétese escolhendo h =

teremos,

Facamos n — oo,

f(x) =lim fdz<lim gdz=gx), q.t.p. xeQ.

r=0JB(x,r) r—=0JB(x,r)

Teorema 2.2.3. (Representacdo Layer Cake ) Sejam f : E — R mensurdvel e p = 1 entdo,

f |fIPdz = pf tP{x e E;|f| > 1] dt.
E 0

Demonstracdo. (DIBENEDETTO, 2016). O
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2.3 Espacos de Sobolev

Definicao 2.3.1. Sejam Q < R" aberto, f € L} Q) eie€ll,., n}. Seexistir gi € L

Loc Loc

(R™)
satisfazendo,

0
ff—(pdx:—f gipdx, VpeCrQ),
Q" 0x; Q

entdo dizemos que g; é a i-ésima derivada parcial fraca de f em Q) e serd denotada por D; f .
Lema 2.3.1. A derivada parcial fraca estd bem definida.
Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016). O

Definicdo 2.3.2. Sejam Q cR" abertoe f € L} (Q). Se f possui derivada parcial fraca de

Loc

todas as ordens entdo definimos o gradiente fraco da fungdo por,

Df () = (D1 f(x), ..., Dp f(x)).

Lema 2.3.2. SejaQ cR" abertoel < p < oo definimos o espago de Sobolev por
WYP(Q)={felP(Q);D; e LP(Q) Viell,.,n}}.

Lema 2.3.3. O espaco de Sobolev W'P (Q) munido com a norma

U (fIP+IDfIPdx|” 1= p<oo,

”f”WLP(Q) = w

ess supq (1 fI+1Dfl),p =00

é um espago vetorial normado.

Demonstragdo. (BREZIS, 2010). O

Denotaremos por conveniéncia D f |, = [[|Df]ll .

Lema 2.3.4. A normaem WP (Q) satisfaz as seguintes estimativas

p-1

Ifllwie < I fIlp+1IDfllp <27 [ fllwirq),
em outras palavras a expressao | f || p+ID fl p é uma norma neste espago.

Demonstragdo. (BREZIS, 2010). O
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Teorema 2.3.1. Sejam f € L'(R") eg e WYP(R") com 1 < p < oo, entdo a convolugdo

fxgeWhPRY e
Di(f*g)(x)=(f*D;g)(x), g.t.p.xeR" Vie{l,.,n}.
Demonstragdo. (BREZIS, 2010). O

Teorema 2.3.2. Sejam f,g € WLP (R entdo D;|f|,D;max{f,g} € WLP(R™) além do mais

satisfazem
Dif(x), se f(x)=0
Dilflx)=50, se f(x)=0
-D;f(x), se f(x)=<0.
D;f(x), se f(x)=g(x)
D;max{f, g}x) =
Dig(x), se g(x)= f(x).
Demonstragdo. (DIBENEDETTO, 2016). O

Teorema 2.3.3. Sejam u € W'P(Q), 1 < p < co entdo existe (i) y>1 < C°(Q) N WP (Q). tal
que,

u—u, em WP(Q).

Demonstragdo. (BREZIS, 2010). O

Teorema 2.3.4. (Compacidade Fraca) Sejam (uy) =1 < WLYP(Q) limitada, 1 < p<ooe
U, — u q.t.p emm. Entdo u € WHP(Q) e existem uma subsequéncia (Un ) k=1 < wbhrP(Q)
satisfazendo,

Up, = U Djup, — Diju em LP(Q), Viell,., n.

Demonstragao. (BREZIS, 2010).
O

Teorema 2.3.5. (Regra de Leibniz) Sejam u, v € WP, 1< p <00, entao uv € WlP(Q) ea

identidade é satisfeita,

D;(uv)(x) =v(x)D;u(x)+ u(x)D;v(x), qg.t.p. xe€Q.
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Demonstragao. (BREZIS, 2010).
O

Teorema 2.3.6. (Regra da cadeia para fungoes de Sobolev) Sejam u € WLP(Q), ondel < p <00,
O cR™, Q cR" abertos e ¥ : O — Q funcgdo lipschitz com inversa lipschitz, entdo uo%¥ €

WP (Q) e para todo j € 1{1,.., m},

(y), q.t.p. yeoO.

0

n ovY;
Dj(fo¥)(» =) Dif (¥() "
i=1 J

Demonstragdao. (DIBENEDETTO, 2016).
O

Em equacdes diferenciais parciais, a diferenciabilidade de func¢des no sentido fraco ou cléssico

pode ser frequentemente reduzido ao estudo dos quocientes.

Lema 2.3.5. Dada uma fungdo u:Q — R" e V cc u definimos o "difference quotient"de u em

X por,

Dl}.‘u(x) _ u(x+ hehi) —u(x)

, Viell,...,n}
para x €V e|h| € (0, Dist(V,0Q)) onde e; denota o vetor canonico doR".
Denotamos D"u(x) = (Du(x), ..., DI u(x)).

O seguinte teorema abaixo fornece um nova carecterizacdo dos Espacos de Sobolev via

"difference quotient".

Teorema 2.3.7. I) Sejam ue€ WHP(Q) el < p < oo, entdo existe uma contante C tal que para

cadaV ccQ,
h 1.
ID"ullzrv) < CllDullrrq), paratodo 0<|h|< EDzst(V,aQ).

II) Sejam u e LP(Q)) el < p < oo se, e existe uma constante C tal que a sequinte condigdo for

satisfeita:
VVccQ Df.lu elP(V) e ||D?L£||Lp(v) <C, paratodo 0<|h|< Dist(V,0Q).
Entdo ue WYP (V) e satisfaz | D;ul zp oy < C.

Demonstragdo. (EVANS, 2010). O
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Teorema 2.3.8. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q) c R" aberto conexo limitado com 0X2 do

tipo C1.Se 1 < p < oo, entdo existe uma constante positiva C dependendo somente de n, p,<,

tal que,
lu—uqlliir < CllDullrr ), uQ:][Qu
para todo u€ WP (Q).
Demonstragdo. (EVANS, 2010). O

Teorema 2.3.9. (Desigualdade de Poincaré para bolas) Seja 1 < p < oo entdo existe uma

constante C dependende apenas de n e p tal que,

lu—up,nller) < ClDullrr ),
para qualquer B(x,r) c R" e qualquer u € WVP(B(x, 1)).
Demonstragdo. (EVANS, 2010). O
np

Teorema 2.3.10. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Sejamue WHP(Q),1<p<n,r= 7=p entao

existe uma constante C(n, p) tal que,

lullzr @ = Cln, p)llullwieq)-

Demonstragdo. (BREZIS, 2010).
OJ

Definicao 2.3.3. Uma fungdo continua f : R" — R é diferencidvel em x € R" se existe um vetor

D f(x) € R" tal que,
f=fxX)+Df(x)-(x—y)+o(x—yl) quando y— x.

Se f é diferencidvel em x € R" dado v € R", podemos definir a derivada direcional D, f (x) por

Dyl LOFT DI

Teorema 2.3.11. Seja f : R" — R localmente lipschitz. Entdo D, f existe g.t.p. R". Em

particular o gradiente D f existe q.t.p. R" e D, f(x) = Df(x)-v g.t.p. R"™.

Demonstragao. (DIBENEDETTO, 2016).
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Teorema 2.3.12. (Rademacher) Seja f : R — R localmente Lipschitz entdo [ é diferencidvel

emR" a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. (DIBENEDETTO, 2016). O

2.4 Lemade Recobrimento de Whitney

Lemas de recobrimento sao muito comuns em Anélise Harmonica. Neste capitulo apresenta-
remos a demonstracao do Lema de Recobrimento de Whitney estremamente relevante na
prova do teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev que versa na regularidade do Potencial de

Riesz em LP. (STEIN, 1970)

Teorema 2.4.1. (Lema de Recobrimento de Whitney) Seja F c R" fechado ndo vazio entdo,

existe uma cole¢do de cubos didticos {Q}{° satisfazendo as trés condicoes abaixo:

1 UQr=R"\FE
k=0
2) int@Q))Nint(Q), Vj#ieN,

(3) diam(Qy) < Dist(Qy, F) <4diam(Qy), VkeN.

Demonstragdo. Para cada namero inteiro k construimos uma colecao de cubos resultante da
k—ésima subdivisao de R”,
n
My = {Cm; Cm=[][m27*, (mi +D27*] m=(my,....mp) € z”},

i=1
teremos R" = USrez» Cm- Notemos cada cubo da divisdo .4 contém 2" cubos de A.,1. Os
cubos de ./} possuem arestas de comprimento 2~ e portanto diametro de /727, Adicio-
nalmente definimos Q. = {x; c2 k< dist(x,F) < cZ‘k“} em que ¢ é uma constante momen-
taneamente fixada. Obviamente,

R"\F = G Q.

k=-o00

Fazemos uma escolha inicial de cubos, e denotamos a colecao resultante por,

Fo=UJ Qe tly; QnQr#2}
kez

R'™\F= J Q.

QeFy
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Escolhemos apropriadamente ¢ de forma que,
diam(Qy) < Dist(Qy, F) <4diam(Qy), VYQe .

Dado Q € %, existe um inteiro k' tal que Q € .4 entdo diam(Q) = n2-k assim existe
q

x € QN Qy, portanto
c27*1 > Dist(x, F) = Dist(Q, F) = Dist(x, F) — diam(Q) > c2 F = y/n27*.

Se fizermos ¢ = 2/n a estima desejada é satisfeita. Dai a colegdo % satisfaz todas as proprie-
dades requeridas, exceto que os cubos sdo quase disjuntos. Para finalizar a demonstragao
precisamos refinar a escolha dos cubos desta cole¢do de forma a remover os elementos desne-
cessarios. Suponhamos Q € 4y, e Q2 € #},, ndo disjuntos, entao se k; < k» teremos Q1 < Qo.
Para cada cubo qualquer da colecao %, iremos associar o cubo maximal da colecdao que
contém ele. Pela afirmacao anterior, quaisquer dois cubos Q' e Q" que contendo um cubo
Q satisfazem Q' U Q" # &, portanto provamos que cada cubo de %, possui um tnico cubo
maximal. Definimos a colecdo resultante da escolha dos cubos maximais por %, natural-

mente essa cole¢do é disjunta caso contrdrio, pela mesma observacao teriamos um absurdo,

consequentemente,
M U Q=R"\E
QeF

(2) Oscubosde & saodisjuntos,

3) diam(Q) < Dist(Q, F) < 4diam(Q), VQe Z.
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3 OPERADOR MAXIMAL FRACIONARIO DE HARDY-LITTLEWOOD

Definicao 3.0.1. Seja a € [0, n). Definimos o Operador Maximal Fraciondrio de Hardy- Littlewood
My L (R") — R" por:

Loc

J%af(x):supr“][ | fl.
B(x,r)

>0

Caso a = 0 obtemos o Operador Maximal de Hardy-Litllewood.

A funcao 4, f : R — R é mensurdvel por ser semi-continua inferiormente, ou seja, para
todo ¢ >0 o conjunto E. = {x € R"; 4, f (x) > c} é aberto e portanto mensuravel, ou de forma
equivalente, liminfy_y, f(x) = f(xo) > ¢, Vxo € E.; a condigdo acima decorre do lema de
Fatou. Dada uma funcao mensuravel f estdo bem definidos os operadores translagao e
dilatacdo eles serdo denotados respectivamente por Ty, f e 6 f, as seguintes identidades sao

satisfeitas.

Teorema 3.0.1. Sejam f,g € L}OC(R”), entdo o operador satisfaz as seguintes propriedades:
D (Sublinearidade)
Mo (f +8)(X) < My f(X) + Mag(X).

II) (Homogeneidade)
Mo (Af)(X) = |MMo f(X)

III) (Dilatacao)
S My f)(X) = A" My f (X)

IV) (Translagdo)
Mo (Ty [)(X) = Tp( Mo f) ().

Demonstragdo. 1) Como f,ge L) (R") entao,f +ge L; (R") portanto ./ (f +g):R" — R
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esta bem definido, pela desigualdade triangular:

IfMN+gWI<IfWMI+I1gWIvxeR”

r"‘][ (f+ldy < r“][ Ifldy + r“][ lg()ldy
B(x,r) B B )

(x,r (x,r

SJ%af(xH-r“][ lgWldy

B(x,r)

SMof(x)+Myg(x), Yr>0.

Tomando o supremo em r obtemos o desejado.

1) Seja f € L), (R") entdo, Af € L) _(R"), portanto ./, (Af)(x) : R" — R esta bem definido,
dai,
%a(ﬁf)(x):supr“][ IAf(y)ldy
B(x,r)

r>0

= suplxllra][ lfldy
B(x,r)

>0

=|A|sup r“][ If»idy
B(x,r)

r>0

= | At (f)(x).

I1I) Seja f € L1 (R™) entdo, 6, f € L -(R™) portanto §, f : R" — R estd bem definido, daj,

My(0)f)(x) :supr“]g( )|6,1f(y)|dy

o<r

:supr“][ lf(Ay)ldy.
B(x,r)

o<r

Decorre da férmula da mudanca de variavel para a dilatacdo, juntamente com a relacao

|B(x,Ar)| = A"|B(x, )|, concluimos:

r“][ If(/ly)ldy:r“][ lfnldy
B(x,r) B(x,Ar)

portanto,
sum“][ 16Af(»)dy =supr® ][ lfnidy
B(x,1) B(x,Ar)

o<r o<r

1
= —sup(ﬂtr)“][ lfnldy
e o<r B(x,Ar)

= %/ﬂa(f)(x)-
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IV) Seja f € L), (R") entdo, Tp,f € Lj  (R") portanto Ty, f : R" — R esta bem definido, da,

My (T f)(x) = sup r“][ | Thf ().
B(x,r)

o<r

Decorre da féormula da mudanca de varidvel juntamente com a invariancia da medida de

Lebesgue por translacao,

ra ][ [+ hldy =1 ][ FOldy.
B(x,r) B(x+h,r)

Portanto:
supr“][ |f(y+h)|dy=supr“][ IFidy.
B(x,r) B(x+h,r)

o<r o<r

= Th( M) (2).

Lema 3.0.1. Seja f € L}OC(R”) entdo para cada R > 0,

n-a
M (x)z( ) R“][ |fldy, Vx,heR".
of R+|h| B(x+h,R) Jidy
Demonstragdo. Da definicdao temos,
Maf )= RHIBDT S fldy,
B(x,R+|hl)

Como B(x+ h,R) < B(x,R+ |h)),

(R+|hp* " (R+|RN* "
= —f |fldy = —f |fldy
| Byl B(x,R+|hl) | By B(x+h,R)

R“J[ Ifldy.
B(x+h,R)

n—-a

( R
D

Uma propriedade notavel da funcgao .4, f é de que se existe xy € R” tal que . f (x) = 0 entao
f é nula em q.t.p. R". Para vermos isso, tomamos x = Xy € h = 0 na desigualdade anterior

portanto,

r“][ If(»ldy=0, Yr>Do0.
B(xo,r)

logo se r > 0 temos f|g(x, = 0 em quase todo ponto, consequentemente f =0, gq.t.p.R".
Pelo o que foi exposto ateriormente podemos concluir que o suporte do Operador Maximal
Fraciondrio de uma fungao nao pode estar propriamente contido em R”, exceto se f for nula
em quase todos os pontos. Com efeito, dado x € R" \ supp (4, f), por definicao existe um
aberto U contendo x tal que .4, f é nula em quase todos os pontos de U, portanto f é nula

em quase todos os pontos do R” consequentemente supp(#, f) = R".
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Teorema 3.0.2. Seja f € Li ocR") entdo Mo f € Li oc(R") se, e somente se, f(x) =0 em quase

todo ponto x € R".

Demonstragdo. Suponha por contradi¢ao, que f # 0 .t.p em R”, pelo lema anterior:

My f(x)dx = R“][

B(0,R)

'f'dy(R+|x|)n_a'

Por hipétese fAp,r) € f € LYR™), integrando termo a termo temos,

J%af(x)dsz“][ Ifldyf
B(z,R) B(O,R) B(z,R)

:R“][ |fld R
B(O,R) fldy B(z,R) (14_%)" @

n—-a
) dx
R+ |x|

dx.

Escolhemos R suficientemente grande tal que |z| < R,logo |x| < |x—z|+|z| < R+ R =2R, dat:

1

Wa?ﬁ"_” VR>0

R

zR"‘][ 1fldy 3a-n
B(0,R) B(z,R)

=|B(z, R)IR“3“_”][

|fldy
B(0,R)

>|B;|13%7" lim R“f Ifldy = oo.
R—o00 B(0,R)

Portanto concluimos que f nao é integravel em qualquer bola B c R” uma contradicdo. Logo

f #0g.t.p . Quanto a reciproca, se f é nula em q.t.p entao,

r“][ Ifldy=0, VxeR"
B(x,r)
logo,

r>0

supr“]g( )Ifldy:Maf(x):O.
X,r

Lema 3.0.2. Seja f :R" — R mensurdvel e limitada entdo,

limr“sup][ Ifldy = 0.
B(x,r)

r—0 xeR™
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Demonstragao.

lim r¢ sup][ Ifldy <limr® sup][ I fll zo@nydy = | f | Loy lim r® = 0.
=0 xernJB(x,r) =0 xernJB(x,1) r—0

O

Como consequéncia do resultado anterior, concluimos que para cada € > 0, existe r. > 0 tal
que,
O<r<r€:r“][ Ifldy<e, VxeR"
B(x,r)
O lema anterior frustra a expectativa de existir uma estimativa pontual do tipo:

Mo f(x) = Clf(x)] gtp.xeR"

caso contdrio f seria identicamente nula q.t.p em R".

Lema 3.0.3. Seja f € L'(R"), entdo a funcédo g :R" x R — R definida por,

g(x,y) =f |f1
B(x,y)

é continua.

Demonstragao. Dadas (x) =1 <R", (1) k=1 € R que convergem respectivamente para x e r.

f Ifl—f Ifl' = U | F1(XBCxero) = XBr)
B(xg,rg) B(x,r) R”

SfRn |1 XBeero = XBn|

Notemos que:

:fRnIfle(xk,rkmB(x,r)

| 7.
B(xy, ) AB(x,1)

|B(Xk, i) AB(x, 1) < |B(Xk, i) A B(x, i + | x — X )| + |B(x, ri + 1 X — x|) A B(x, )|
=2|Bil[(rg +1x— x D™ = r".

Mostramos que klim |B(x, ) A B(x,r)| = 0 consequentemente decorre da continuidade
— 00
absoluta da integral que,

lim |fl1=0.
k—ooJB(xy,r) AB(x,1)
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O

Uma consequéncia imediata do Lema é que fixado R > 0 e um compacto K se f for ndo-

identicamente nula, ou seja, a funcao é ndo nula em quase todos os pontos de R” entao

inf RY ][ | f1 > 0. Suponhamos por contradicao que o infimo seja nulo, pela continuidade
B(x,R)

xeK
da funcdao média juntamente com o Teorema de Weierstrass existe xy € K de modo que,

R“][ |f|:infR“][ |fl>0,
B(xo,R) xeK B(x,R)

consequentemente f se anula em B(xp, R) a menos de um conjunto de medida nula, uma

contradicao como o fato de que a funcao é ndo-identicamente nula.

Lema 3.0.4. Seja f : R" — R mensurdvel, limitada, ndo identicamente nula com suporte
compacto, entdo dado K c R" compacto existem constantes ry = ro(f,K) e Ry = Ry(f, K) tais
que, 0 < ro < Ry evale a identidade,

My f(x)= sup r“][ Ifldy , VxeKk.
B(x,r)

re(ro,Rol

Demonstragdo. Iniciamos a prova definindo as contantes Ry = Diam (su pp(fluK ) e

xeK
e < Ry tal que,

€ = inf Rg][ | fldy, sabemos que € > 0, pelo Lema 3.0.3 concluimos a existéncia de
B(x,Ro)

Vre(,r]; VxeK = r“][ |f|dy<eSR(‘)"][ Ifldy.
B(x,r) B(x,Rq)

Escolhemos ry = r.. Dividimos a demonstracao em casos, fixamos x € K.

Caso rg < r < Ry € trivial pois,

sup r“][ IfldySSupr“][ |fldy.
B(x,r) B(x,r)

re(rg,Rol o<r

Caso r < ry. Segue da definicao de ry,

Vre©,r] e VxekK :r“][ Ifldy < sup r“]g( )Ifldy-
X,r

B(x,r) relry,Rol
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Casor > Ry.
a-n Ra~"
Bal Joor Y ST Sy V1Y
& Fdy+ S piay
|B1l JB(x,m\B(x,Ro) |B1l JB(x,Ro)

=Ry ][ |fldy
B(x,Ro)

< sup r“][ lf(nldy.
B(x,r)

re(ro,Rol

A dltima igualdade decorre do fato de que para cada x € K temos B(x,Ry) > KU supp(f) e
consequentemente temos (B(x, r)\ B(x, RO)) Nsupp(f) =@ paratodoxe K .
Concluimos da anélise de casos que,

My f(x) < sup r”‘][ Ifldy.

relry,Rol B(x,r)
Combinamos com o fato de que em cada x € K,
sup r“][ Ifldy < My f(x).
relro,Rol B(x,r)

Assim concluimos a igualdade desejada. O

O proximo teorema € o primeiro exemplo de o qudo boa é a regularidade de .4, f em relacao
ade .4 f. Sabemos que dada f € Li oc(R™), 0 Teorema da diferenciagdo de Lebesque implica

em:

|f ()| < AHf(x), Vxe Ly

e portanto como consequéncia temos,

| A fllzoowny < I f | Loomry-

Nao existe resultado andlogo para o caso a > 0 pois se f € L*°(R") for constante vale

My f(x) = oo em todos os pontos do dominio, desde que f tenha suporte compacto, vale um
resultado surpreendentemente melhor . O teorema adiante, afirma que dada uma f € L*°(R")
com suporte compacto .4, f é localmente Lipschitz. Pelo Teorema de Hadamart .4, f possui
derivada no sentido cldssico em quase todos os pontos de R”. Este fato serd demonstrado

com o auxilio do lema anterior.
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Teorema 3.0.3. Seja f € L*°(R"), com suporte compacto e néo identicamente nula em R" entdo

M f € lipschitz em qualquer compacto K c R". Além do mais, possui derivada em quase todos

os pontos do seu dominio.

Demonstragdo. Provaremos que para cada r > 0 a convolucao A, = |f| : R"” — R é lipschitz

em K com constante C = C(K, ry, Ry). Pela proposicao anterior,

My f(x)= sup A, *|fl(x), VxeKk.

rE[r(),Ro]
Dados x,y€ K e r € [rg, Rol,

|Ar % 1 f1(x) = Ar |f|(y)|— B *f1(x) = A,n * | f1()]
(X—I’l
IB | [ABo,r *1f1(X) = Ago,n * | f1()]
ra n
I(J)31| fRn (ABo,r(x—2) = Apo,n (¥ —2) f(2)dz
r(‘)" n
Bl fuqzn (AB,n(2) —AB(,n(2) f(2)dz
| Bl| f |(ABx,n(2) = ApG,n (@) || f(2)| dz
IBII f AB(x rAB(y, r)(Z)lf(Z)|dZ
(l—l’l
IB | I £l Loy | B(x, 1) AB(y,1)|.

Para o que falta iremos estimar a medida do conjunto acima, por meio da seguinte identidade
oriunda da Teoria dos Conjuntos: AACc AABUBAC VA,B,C. Usamos as inclusoes

abaixo,

Bx,r+|x—y)>B(x,r) B(x,r+|x-y|)>B(y,r).

Concluimos que,

Bx,r)AB(x,r+|x—yl)=B(x,r+|x—y)\B(x,r)

Bx,r+|x=y)AB(y,r)=B(x,r+|x—=y)\B(y, ).
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Portanto,

|Bx,r) AB(y,r)| < |B(x,r) AB(x,r+|x—yD|+|Bx,r +|x—y) AB(y,1)|
=|B(x,r+|x—yD\B(x, )| +|Bx,r+lx=yD\B(y,1)|

=2|By|nl(r+|x—yN" - r".

O Teorema do Valor Médio afirma a existéncia de ¢ € (r,r + |x — y|) tal que,

(r+1x—yN" —r"=2|B|1n&" x -yl

dai,
|B(x,r) A B(y,1)| <2n|B|(Ro + diamK)" ! |x - yl.
Logo,
r(()x—n . n-1
|Ar % 1 F10) = Ar | F1()] < Bl Il Lo @my 2l B1l(Ro + diamK)™ " |x - y|
1

<2nrd ™" (Ro+ diamK)" || f promm | x = ¥l
= C(K, ro, Ry, n)[x = yI.

Sabemosque Vx,yeK e Vrel(ry,Rol,

Ar x| fI(x) < Ar x| fI(y) + C(K, 19, Ry, n)| x — ¥

<My f(y)+C(K, 19, Ro, )| X = yI.

Tomando o supremo, obtemos:

Mof(xX)= sup Ay x|fl(x) < Mof(y)+C(K,19,Ro,n)|x— Yl

refro,Rol
= Mo f(X)— Mo f(y) = C(K, 19, Ro, m)|x = yI.
Trocando x por y, obtemos:
Mo f(x) = Mo f(y) = C(K, 10, Ry, m)|x = yl,

dai
| Mo f(xX) = Mo f(y)| < CK, 10, R, M)l x—yl Vx,yeKk.

Portanto .4, f é continua em R”. Como a funcao é localmente lipschitz aplicando o teorema

de Hadamart, .4, f é diferenciavel em q.t.p. R". O
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Os préximos resultados visam estudar o operador em espacos LP(R"), o caso a = 0 é bem

conhencido na literatura da Anélise Harmonica como Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener.

Teorema 3.0.4. (Hardy-Littlewood-Wiener) Seja f € LP (R"),com 1 < p < oco. Entdo existe uma
constante A= A(n, p), tal que,
(a) Se p=1 temos:

H{x:tt f(x)> A} < %anl, VYA >0.

(b) Caso contrdrio,

I fllp < Alfllp.

Como veremos no decorrer do trabalho o Operador Maximal Fraciondrio de Hardy consegue
melhorar este resultado no sentido de que dada f € L”(R") entao .4, f € L9(R") para algum
q > p dependendo de a, este fato sera demonstrado com o auxilio de certas propriedades
do Operador de Riesz, mais especificamente o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev . Seja

fell (R" exeR"definimos o Potencial de Riesz da funcdo f como,

Io f(x) =ﬁl; —lf(y)l_ dy

. |x_y|n a

Loc

Teorema 3.0.5. Sejam0<a<n,1<p<oo,0<0 <1 existem constantes Cy, C,, Cs tais que

para qualquer funcao mensurdvel f e x € R",

ap a
M) lef@=Caplfiy Af@77, 1sp<—,
@) Ioof(x) < Coln,a, p)Iaf ()l f(2)'F,

B3) Iuof(x) < Cs(n,a, p)tle f(x)° M f(x)170.

Demonstragdo. (1)

f | dy<§f |f () dy
Bx®) X =y1"% " 2 JBxo2Rn\Bxs2-k+) [x =y

o 1
= & ya d
kxz:l (52— kyn-a »[B(x,éz—kﬂ) [flndy
(62~ k+hyn
<|B 1|Z (62 k)n p f(X)
n-a
B2 s o,

T2«



lf I a
—— dy<Ad“ .MU
fB(x,é) lx -y« ¥ fx)

1
f f—yn_adys “f”p(f wdy
R™\B(x,8) X — VI RM\B(x.6) 1% — VI P
1 Arn
[
R\ B(x,8) |x — y|*=®)4q e |x — y|(-@4q
Agn
f f Armpad ) 5o
0B(x,5) |X — y|n=®4q
f 1 f A (y)dzd
- RO n zds
0 s(n-aq OB(x.s) R™\B(x,6) Y
> |0B
:f 0B(x,9)|
s sn—aq

(e.0)
= nlBllf Sn_(n—a)q—lds
)

né(a_%)q
=|By|——.
(n-a)qg—n
Dai,
1 (a_ﬂ]
g Yy =408 Y fllp.
fu;w\B(x,cS) |x — y|(n-a)q y flp

Somando as estimativas obtidas,

1 _n
f w—y)lderf —dySA5“/%f(x)+A5(“ v)||f||p
B(x,0) [x =yl R™\B(x,8) | X — y|(n—a)q
F _ ( If1p
azemos 0 = T x)) obtemos o resultado almejado.

(2) Fazemos a substituicdao a — a6 na desigualdade anterior,

If Wl o
—d < A5a a[ X).
fR”\B(x.(S) |x — y|n—ad Y af(X)
1
Para finalizarmos fazemos § = ( sz]}((fc)) ) @
(©)
f m—y)ldys A5a0_a'/%af(X).
R"\B(xyi;) |x — yln—afe

1
Escolhemos § = (“ﬁt"‘ﬁ%))a )
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Teorema 3.0.6. (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sejam 0 < @ < n ,1 < p < g < oo, satisfazendo

1_1_a A0-
7= 7 ., entao:

(a) Se f € LP(R™) entdo o Potencial de Riesz I, f (x) estd bem definido em LP (R");

) ((p, q) — Forte)Se f € LP(R") entdo existe uma constante C, independente de f satisfazendo,

IHafllg=ClIflp.

@© ((1,q) - Fraco) Se f € L"(R") entdo para cada A > 0, existe uma constante C independende

de f de modo que:

M)_

{x e R™; 1o f(x) > A} s( 1

Demonstragdo. (b) Usando a estimativa,

ap 1-ep n
ILafx)=Glflly Af(x) ™, l=p<—

ap _ap ap L
afllg< QA NN g =CllfI ISl

Em sequida usamos o Teorema de Wiener,

14
q

ap p ap p 14
Cill Il I fll) < CLATIFIS IfIL) = ClAT | fll .

(c) Fazemos uso da estimativa anterior,

ap _ap n
Lf) <Clfly Af)'™T 1<p< -

Portanto,

n

Hx:Iof(x) > A} < [{x: Mo f(0) > K}| ,k:( A Q) .
CullfIly

Usamos novamente o Teorema de Wiener,

n

A”;n“clnfnl)”

A
[ laf 00> K} < ZIfll = 2

O

1

Teorema 3.0.7. Sejam f € LP(R") e0<a<ncoml<p<i,0<qg=<oo, =%+%. Entdo

existem constantes C («, p, n) e Ca2(a, p, n) tais que para0 <0 <1,
Iao fllr < CLllTa UGN IO

a0 fllr < Colltla FIGN 1,70



Demonstragdo. Pelo Teorema 3.0.7.

lao 1, <C1 |

el §

(Iaf)re('/%f)r(l—ﬁ)

1
r
1 .

Aplicando a desigualdade de Holder e o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener,

<G| tap’

v
q
ro

_P_
r(1-6)

= CillLa UGN £1,7°

0 1-60
< Cull L fISI£1L7P.
Quanto a segunda desigualdade, usamos a terceira afirmacdo do teorema anterior temos,

1
v
1

lat fll < Cs | (lla )l 10| =G| tla )t '

Aplicando novamente Holder,

< G tta )

2l -

1
-

= |caapre=o|”,

r(1-0)

= Call Mo f1 Mo f11},°

< CllMa FIGNF1°.
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O

Ressaltemos que a segunda desigualdade do Teorema 3.0.7. anterior também é vélida caso

0 =1, ouseja, dado 0 < g <ooe f € L9(R") verifica se || I * fllg <cllyflly. Estaproposicao

é uma versao fraca de um teorema bastante surpreendente e mais geral em (ADAMS D.

R.; HEDBERG, 1999), devido a B.Muckenhoupt e R.L.Wheeden, que afirma a estimativa acima

para as versoes estendidas em medidas de R”. Os proximos resultados terdo a finalidade de

demonstra-lo, o lema da préxima secao serd importante na prova.
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4 OPERADORES EM MEDIDAS

Ainda com a finalidade de estudar o operador maximal em LP(R™), iremos definir
extencoes dos operadores mencionados em medidas. Dada uma medida p,em R”, definimos
o Operador Maximal Fraciondrio .#,u : R — R e o Potencial de Riesz de uma medida

I p:R" — R por

a

Mo (x) =su
ot r>%))|B(x r)]| B(x,r)

I (x)—f ;d() VxeR"
I Jon e ypma Y '

Convém notar que como para cada f € LL oc(R™) podemos definir uma medida tal que

= | fldm, portanto pelo lema Mudanca de Medida na integral temos,

Iop(x) = Inf(X) € Map(x)=Mof(x).

Lema 4.0.1. Seja u uma medidaemR", x e R" e 0< a < n. Entdo para todo 6 > 0 temos:

_au(y) u(B(x, r) dr w(B(x, 5))
(1 = ) -
B(x,0) |x yln a rh—a 511 a
@) _duy) _ )f pBx,r) dr  p(B(x,0))
RM\B(x,8) | X — Y| % rn-a on-a -

Demonstragao. (1) Aplicando o Teorema de Fubini-Tonelli. Notemos que Ag(x,r) (¥) = A{jx—y,00) (T),

(- u(B’Sxar)) dr f f (n— a)d u(ydr
0 r B(x,r

) - a+1

portanto,

(n—a)
:f fB( A ) gy drydr
/1 u )d d
B(x,0) B () Fn—a+1 rdu(y)
(n—a)
fB(xﬁf Atix-y1.00 () 5= a+1d du(y)
- )
= d d
L(x,ﬁ)[x_yl rn—a+l rau(y)
1 1
B - d
j;‘(xﬁ) |x—y|”—5 5n—o u(y)

1 1(B(x,0))
——du(y) - ——.
fB(x.é) |x — y|n=0 HLY o«




)

CpBx ) dr  pBw,0) _ f"o (n—a)u(B(x, r))dr_f“’ (n—a)u(B(x, 6))
5

5 rn-—a r on—a rn—a+1 rhn— a+1

oo (n—-a)
= d dr— du —d
](; (fB(x,r) ,U(J/) ' »[B(x, 0) ( )) n-a+l '

° (n—a)
= A (» du(y)dr.
fa fR”\B(x,(S) B(x,n\Y n—a+] uyy

(n—a)

Novamente Fubini,

e (n-a)
- A (V) ——drdu(y)
f[R"\B(x,ﬁ)«[ﬁ Bn ) pn—a+l ply

de (%) ( |
= Alx=yho0) (N ——=— drdu(y)
f[R"\B(x,é)fé llx=yloo) () g AT AHLY

© (-
= d du(y)
fIR{"\B(x,&) fx ¥yl rn-atl HY

1
= —du(y).
fRn\B(x,a) |x— y|"—0 HY

Como consequéncia do lema anterior obtemos a seguinte identidade,

© u(B(x,r)) dr
Ia */,l()C):(n—Of)j(; WT, VXERn.

O préoximo resultado é muito importante, por ser capaz de estimar a funcao distribuicdao na
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representacao Layer Cake da norma L9, afim de obter o resultado de regularidade para o

Operador de Riesz.

Teorema 4.0.1. (Good A Inequality) Existem a > 1 e b > 0 tais que para todo A > 0 e qualquer

€€ (0,1] entao,

[{o6; I # p(x0) > aA}| < bea |{x; Iy * p(x) > A}| + [ {5 Mo pp(x) > €A}

Demonstrag¢do. Sabemos que para todo A positivo o conjunto F = {x: I, * u(x) > aA} é aberto
pois decorre do Lema de Fatou que o Potencial de Riesz é semi-continuo inferiormente,

fixamos A e em seguida fazemos uso da Decomposicdo de Whitney. Portanto existe uma

familia enumerdvel de cubos diéticos {Q;};>; tais que,

U Q; ={x: Iy * u(x) > all.
i=1
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Afirmamos que cada cubo da colec¢do satisfaz unicamente uma das afirmacgdes:
(1) Qc{x; Map(x)>e},
A
2) {xe€Q;ly*pux)>allc {x;[a * p(x) > aE}.

Fixado Q € {Q;};>1. Suponhamos que o cubo néo satisfaca a condi¢ao imposta em (1). Por-
tanto, existe xp € Q tal que ., u(xp) < eA. Agora considere P a bola centrada em Q de raio

6diam(Q). Denotaremos a restricao de p a P por y,, e u2 = u— ;. Entado, por (STEIN, 1970)

1 =
<A|l— d .
(aﬂfu;w ul)

Agora vamos estimar a integral da desigualdade acima. Seja B(xy, 8diam(Q)) entdo temos que

temos :

A
{x;la * 1 (x) > az}

P c B(xyp,8diam(Q)) logo,

duy = f du < f du
R P B(xp,8diam(Q))

< Alla o) 1B (x0, 8cdiam(Q)]) ”

sAe)L(IB(xO,Sdiam(Q)I) "

Escolhendo e = A(2) =
< bena|Q|.

A
{x;]a * 1 (x) > ag}

Ainda decorre da decomposicao,que todos os cubos satisfazem,
diam(Q) = dist(Q, F) <4 -diam(Q).

Consequentemente existe x; € F, ou seja, I, * u(x;) < A no qual dist(x, Q) < 4diam(Q), como

consequéncia x; € P pois sendo ¢’ o centro de Q pela desigualdade triangular teremos:

lx1—ql=lx;—c'I-1g-c'l, YqeQ

Diam(Q)
- gl Ix - | - 224
2
Tomando o infimo em g € Q obtemos,
Di
|x1 — ¢| < Dist(x,Q) + %(Q)
; Diam(Q) 9__.
<4.Diam(Q) + T = EDlam(Q).
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Vale ressaltar que por construcdo P = {z € R"; Dist(c, z) < 12—3Diam(Q)} , portanto x; € P.

Agora provaremos a seguinte relacio:
6 n
|lx—yl= ﬁlxl -y, VxeQ, VyeR"\P
Com efeito, dados x € Q e y € R" \ P imediatamente,
|x — y| = Dist(Q,R" \ P) = 6- Diam(Q).
Da desigualdade triangular ocorre,
lx1 =yl =lx1—x[+|x -yl
<lx;=c|+|c—x|+|x—yl

< gDiam(Q) + %Diam(Q) +|x—yl

5 . 11
= EBDlam(Q) +lx—-yl= Elx—yl.

Adiante denotaremos L = %. Desde que, Iy * 2 (x1) < A fazemos uso da estimativa anterior

para concluirmos que para cada x € Q:

o= [ Lty
a* H2(X) = je X — i@ H2ly).

Por construgao, supp(u2) =R™\ P tem que verificar isso:

Ln—a
< f ————d(y) =L g x pp(x)) < LN
R [x1 =Yl
Escolhendo a > max{1,2L" %} entdo,
A
I * pp(x) < “5’ VxeQ.
Fazendo uso do Lema (2.1.2),

To % p(x) = I * 1 (%) + Iy % po(x) VxeR"
assim concluimos
A
{x€Q; Iy * p(x)>al} c {x;[a * 11 (x) > az}.
Concluimos que ambas as afirmacdes sao mutualmente excludentes. Para finalizarmos a

demonstracdo definimos os conjuntos de indices:

I={ieN;Q; satisfaz a afirmagaol,} I'={ieN;Q; satisfaz a afirmacao II}.
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Fazemos uso da afirmacao provada e reescrevemos a uniao dos cubos da decomposicao da

forma abaixo:

{3 I * p(x) > ad} = J{x € Qi; Iy * u(x) > ar}t u | {x € Qi; I * p(x) > ad}

iel iel
c {x; Map(x) > €A} U | {x € Q5 Iy * pu(x) > alr}.
iel
Em seguida usamos a propriedade da sub-aditividade da medida e o fato da colecdo de cubos
ser quase-disjunta:

|{x;Ia * (x) > axl}| < |{x;%au(x) >€)L}| + Z |{x€ Qi; Iy * p(x) > a)L}|

iel

< {%; Map(x) > eA}| + ben-a Y 1Qil

el

< {x%; Map(x) > eA}| + ben-a > 1Qil

i=1

UQi

i=1

= |[{x; Maps(x) > €A}| + bera

= |{x; Mo u(x) > €A} + bema |{x; Iy % p(x) > ad}|

< {x; Map(x) > eA}| + ben-a [{2; I * p(x) > A}].

O

Teorema 4.0.2. (B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden) Sejam1 < p <n,1<a < n euma medida

entdo, existe uma constante C = C(n, p) tal que :
¢ N lapillp < 1 Ig * pllp < cllbapill .

< n ~ . .
Caso p < ;= ambas as normas sdo infinitas.

Demonstragdo. Comecaremos a demonstrar a primeira desigualdade. Dado x € R”,

1 1
Iy * (x)Zf ——du(y) = f d():|B|r“][ du(y) Vr>0.
Ay B(x,r) lXx—y|"" @ HY r"=% JBw,n HY ! B(x,r) HL

Logo, I * p(x) = |By|AMap(x), desde que C~!(n, @) < |B;|, obtemos:

g * pllp 2 Byl Maplly = CH | Mapall .
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Primeiramente trataremos o caso em que supp(u) é compacto, o caso geral serd tratado so-
mente ao final da prova. Fazemos uso da estimativa "good A— inequality ", consequentemente

existem a > 1 e b > 0 tais que:
|{x;Ia*p(x)>a/1}|sb€nTna|{x;Ia*u(x)>)L}|+|{x;%au(x)>e/l}|, VA>0 e Vee(0,1].

De fato, multiplicando ambos os membros da desigualdade por AP~! e integrando com

respeito a A, obtemos :

R
f (% Iy * p(x) > aM3AP " dA
0

. R R
< bemf {26 I % (x) > ar}| M’—ldmf (06 Mo () > €A} AP dA.
0 0
Efetuando as mudanca de varidvel 1 — al e A — € teremos:

aR
a_pf [ {26 I * p(x) > aAIAP~ dA
0

R R
< beﬁf | {; I * p(x) > ad}| Ap_ld/1+e_pf |06 Mo p(x) > €A} AP7LdA.
0 0

Cada uma das integrais acima sao finitas como consequéncia do fato de que p tem suporte

compacto. Em seguida, desde que € < (21961"’)%'1 teremos bena < “T_p. Portanto,

aR
a"’f [{26; I * p(x) > aAIAP 1 dA
0

-p R R
< %f |{x; Io * pu(x) > a)t}| /1""16M+2€"’f |{x;J%au(x) > e/1}| AP~ LdA.
0 0
Fazendo R — oo, concluimos:
a"’f |6 I * p(x) > aA}| AP 1dA < Ze_pf (6 I * p(x) > aA}| AP~ 1 dA,
0 0

Ultilizando a representacao "layer cake":
a P P eP p
TLNUQ*/A dx527fRN|J%aN| dx
la a_q
la* pllp <20 —Nllapll, Ve € (0,2baPyi™)

1l a . Q_l 1
<20 —||Maplp ;eozmm{(Zba”)n ,aIBllzp}.
€0
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1 . .oz
Definimos C(n, p) =27 % e consequentemente C ~1 > |B,|, este tltimo fato conclui o cdlculo
da primeira estimativa. Resta provarmos o caso em que p ndo possui suporte compacto, para

tanto definimos uma sequéncia de medidas (u,) > tais que y,, = tlp,» como,
limsup u,(K) < u(K), VKeR"  liminfu,(K) <u(0), VOeR".
Entdo pelo Lema 2.1.1.u, — u, consequentemente:
Ioxpun /Igxu, q.t.p. xeR"
Como

| I * ,un”p < |1y * ﬂllp = C”'/%a,u”p: Vn=1.

Decorre do Teorema da Convergéncia Monoétona:
Tim |11 * pallp = 1o * pllp < Clltlapilp.
O

Teorema 4.0.3. Sejam 1< p <n el < a < n entdo, existe uma constante C = C(n, p) tal que:

C Mo fllp < afllp<Clblafllp, YfeLp, R.

loc
< n ~ . .
Caso p < 7= ambas as normas sdo infinitas.

Demonstragdo. Dada f € L}OC(IR”) entdo |f| € L}OC(R”), fazemos a mudanca de varidvel na
medida, aplicamos o teorema anterior para a medida u(E) = f g1 f1, consequentemente pelo
lema da mudanca de medida na integral temos:
Io * p(x) = fRn Wdu(y) = ‘[Rn lxlf(Tylil_ady =Iof(x),
da mesma forma
a a

du(y) =
1B, Nl Jeeer “HY T 1B 0 s

If)ldy VxeR"

dai
Mo f(X) = Mop(x).
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O teorema anterior acarreta em uma outra versao do Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev
para o operador .#,, enunciado abaixo.

Teorema 4.0.4. (B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden) Sejam0< a < n, 1< p < g < oo, satisfazendo

1 1 a ~
= = = — = entao:
q p n 0

@) ((p, q) — Forte) Se f € LP (R") entdo existe uma constante C, independente de f satisfazendo

lAafllg=CIlflp.

@) ((1,q) — Fraco) Se f € L(R") entdo para cada A > 0, existe uma constante C independende

de f de modo que,

q
[{x e R™; Mo (x) > A}| < (C”fnl) .

A

Demonstra¢do. Quando ao primeiro item, basta fazermos uso do Teorema de B.Muckenhoupt-
R.L.Wheeden para funcdes, ja o segundo item decorre do fato .4, (x) < I,(x) juntamente com

a estimativa (1,q)-fraco do Potencial de Riesz do Teorema de Hardy. O

O préximo Teorema devido a Juha Kinnunen trata-se de uma extensao do seguinte resultado.
Sejam f € WYPRMY,n>1,1< p < oo entdo o operador maximal é limitado no espaco de

Sobolev e satisfaz:
I fllr,p < C, P fll,p; | DA ()| < C'(n, p)MDf(x), q.t.p.xeR"

Este resultado nao serd demonstrado, pois corresponde ao caso a = 0 do Teorema de Kinnu-
nen em (KINNUNEN J.; SAKSMAN, 2003), que serda demonstrado a seguir.
Vale ressaltar algumas questdes que permanecem em aberto com relacdo a .4 f. Como con-

sequéncia da estimativa pontual:
IDAfllp < CIDfllp, Vp>1L

O caso p = 1 permanece insoltivel hd bastante tempo, em parte isso se da pelo fato de W? (R")
ser reflexivo apenas se p > 1 como serd vista na prova da sua versao mais geral. Argumentos
de anadlise funcional sdo muito ultilizados especificamente em convergéncia fraca. Nao se

sabe se existe uma contante C > 0 tal que,

IDA fl1 = CIDf .
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Existe um resultado devido a H. Tanaka, em (TANAKA, 2002), afirmando que se f € WV (R)

entdo o Operador Maximal ndo centrado é diferencidvel g.t.p. e vale a desigualdade:
IDA fllh <2IDfll1.
Um teorema de Luiro em (LUIRO, 2007), diz que o operador
M WP R — WP RT),
é continuo para todo 1 < p < oo.

Teorema4.0.5. (Juha Kinnunen-Eero Saksman) Sejam f € whP(R™)1 < psqg<ocel=sa< %

] 1_1_a
satisfazendo 7=

Entédo M,uc WHI(R™), além do que existe uma constante C = C(n, p, a) tal que,
ltlaflr,g<Clflp |Dtyf(x)| < C'blaDf(x),q.t.p.x €R".

Demonstrag¢do. Fazemos uso da caracterizacao dos espacos de Sobolev via "Difference quoti-
ents". Primeiramente estimamos o quociente do operador pelo quociente da funcao por meio

das propriedades do operador tais como sublinearidade e comutatividade de translacdes

Ty (Mo [)(X) = Mo f(X)
h

| DIttt f )] =

| A Thf(X) — Mo f(X)
B h

1
= m-/%a(Thf_f)(x)

[P

= MDD f ().

Portanto se combinarmos a estimativa pontual anterior com o Teorema de B.Muckenhoupt
obtemos,

|D} o fllg < N|MaD] fllg < CID] fllp.

Usando o fato de que ID? f| <|D" f| juntamente com o item IT) do Teorema (3.1.7) concluimos
que,

ID! fll, < CID" fll, < CIDS I -
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Como 4, f € L9(R™) aplicamos o item II) do Teorema (3.1.7) combinado como fato,
| D} o fllg < CIDFIlp.
Entao concluimos que 4, f € w4 (R") satisfazendo,
IDitlafllg<CIDfll, Viefl,..,n}
Logo,
IDAMafllg<CIDfllp.
pela desigualdade de Holder temos:

ltlafllh,g<Clblafllg+CIDMafllg=Clflp+CIDflp.

XB(,r)
|B(0,r)]

Resta provarmos a estimativa pontual. Seja | f| * A, : R"” — R definida por A, = r® em
quase todos os pontos de R".Seja (r;) j>1 uma enumeragdo dos racionais positivos, desde que
f sejalocalmente integravel, nos podemos remodelar a definicdo do operador maximal de
formar a obtermos:

Mo f(X)=sup|fl*Ar,;(x)
1<j

|fl*Ar(x) = r"‘][

B(x,r

: lfldy.
Ora, como f € WLP(R") entdo | fle WLP(R"). Consequentemente,

Dl(lfl * 1) (x) = A, * Dl|f|(x)

paratodo i € {1,..., n} q.t.p R". Pelas propriedades da convolugdo temos | f| * A, € WP (R")

para cada r positivo. Agora definimos (vy) =1 uma sequéncia de fungoes vy : R” — R por

V(%) = max | fl* A, ().
lsj<k
O Teorema nos permite dizer que (Vi) =1 < WH?(R™). Além do que é uma sequéncia moné-

tona nao decrescente. Logo ,vy — .4, f pontualmente em R",

|D;vi(x)] < max |D;(|f]* Ar)(x)| = max [A, *Dilfl(x)‘ < max A, * | D;| fl] (x).
l<j<k 1<j<k! / 1<j<k
Sabemos que |D;|f|| =|D;fl Vie€{l,..,n}q.t.p. R, substituindo

= 1mja>§c/1rj | D; f] (x) = 1m]ja)§c|Dif| * Ar;(X). < sup | D;| f1] * Ar,(X) = Mo D; f(x).
<j=< =j= ]21
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Dai |D; v (x)| < My D; f(x). Provaremos que (Vi) =1 € uniformemente limitada em W9 (R")
dado que,
lvllg < ||-Aafll ;< Clflp

IDivel, < 1aDif |, = C|DifN, < CDF] .

Pela compacidade fraca ./, f € W9 (R"), vy — Mo f e Divy — D; M, f em L9(R™). Pelo
Lema de Mazur existe uma sequéncia formada pela combinacao linear convexa, que denota-
remos por wy tal que converge em L9(R") para D;.#, f, dai podemos extrair um subsequéncia

que também denotaremos por wy tal que wy — D; .4, f pontualmente g.t.p. em R" entao,

N(k) N(k) N(k)
|wy| = tijl'Uj = Z tkj|Din|S Z tkj./%aD,‘fZ./%aDif.
j=k j=k j=k

Logo,
klim |lwy| = |D,~/%af| S MyDif.
—00

Continuando, resta provarmos que,
|Dtlof| < MoaDS.

Fixamos x € R", sem perda de generalidade podemos supor que |D.#, f(x)| # 0, portanto

Ddﬂaf(x)

estda bem definido o vetor h = DM F

e tomemos a derivada direcional Dy, f,
| Dot f ()| = |<Dtlo f (), h>| = | Dptle f ().

Além disso, rotacionando os eixos coordenados de modo que h coincida com algum dos

vetores unitarios candnicos e;, vamos obter,
|Dptlef(x)| = |Ditlo f(x)| < Ma|D; fI(x) < My DfI(x).

Logo,
|Dtly f(x)| < Mo|DSI(x), q.t.p. R".

Teorema 4.0.6. (Juha Kinnunen-Eero Saksman) Sejam f € LP(R") ondep>1el <a< %.

D) As derivadas parciais fracas D; M, f (x) existem em quase todo ponto e satisfazem:

|Ditlo f(x)| = Cn, @) Mo-1f(x), q.tp xeR".
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Lol o L -1_9 Eniaodyf el R

II) Sejam1<p<q<q*<oo satisfazendo% =

T =

e DidlyfelIR") Viell,.n}. Além disso,
lAafllge = Cn,p, )l fllp IIDiMafllg<Cln,p,a)llfllp.

Demonstragdo. 1) Suponha f € C3°(R") ndo nula em quase todo ponto de R". Seja K < R"
compacto, decorre da hipétese que f € Cy(K) entdo f é limitada em K com suporte compacto.
Logo, pelo teorema anterior .4, f é lipschitz em K, escolhendo K = B(x,2), onde x € R” esta

fixado e h € R" tal que |h| < 1. Como .4, f € lipschitz, concluimos que :

D* My f(x) =limsup Maf A1) = Maf ()

= C(K’ rO’RO) n)
h—0 |h

Portanto existe uma sequéncia (1)1 < (R") de tal forma que h; — 0 e | hi| < 1, satisfazendo

h
Bl D Ml () < Mg f (2 i) = Mg f () + % N

Fixado hy, para cada j natural existe r; € [rg, Ro] tal que,

1
r]“][ \fldy > Mo f(x+h)—=. T
B(x+hk,rj) ]

Desde que B(x + hy, ;) € B(x,1j + | hi ),

Maf ()2 (7 + ) J[ fldy

B(x,rj+|h))
(rj+lheh®"
> __J -

Ifldy. *
|Bll fB(x+hk,rj) f Y

Combinando as duas desigualdades 1 e %,

M e ) = M ) = B (1 = o ™) [ fldy.
B(x+hk,rj)

Usamos a desigualdade acima juntamente com ¢,

(e ] X
D"l f 0 < 1B (07 =y ™) [ iy 5K,
Blx+h,r)) k

Para cada j = 1 aplicamos o Teorema do Valor Médio para garantir a existéncia de

$jk € (rj,rj+|hil) tal que,

= ()" = (n= @& e, k=1
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Consequentemente,
N Vra-n-1 1 |l
|hil D™ Mo f(x) < (n—a) B &5 " hl |fldy+—+—=
’ B(x+hk,rj) ] k
1 a—n— 1 |hl
< (n-a)|Byl "' rd "y fldy+=+=F.
B(x+hg,r)) j k
Usamos novamente o fato de que B(x + hy, rj) € B(x, rj + | hi|),
1 |h
<(n-a)Bl 7T Byl Ifldy+—.+M
B(x,rj+|hl) J k
ri a—-n-—1 1 |hk|
:(n—a)( ! ) |hel(rj+1h I)‘H][ Ifldy + =+ —
rj+|hil R B(x,rj+|hkl)f Y j ok
rj e 1 Il
<(n- hi| M- +—=+—.
(n “)(rj+|hk|) |ngl o1 f(X) Tk
[l

Escolhemos j suficientemente grande satisfazendo % ==

’V a—-n—1 2
<C(n, Wi | A, - —|hyl.
(n a)(rj+|hk|) | Ryl My 1f(x)+k| kl

a—-n-1
Sabendo que a func¢do g(t) = (ﬁhkl) é decrescente no intervalo (0,00) implica em

o
ro+ | hil

a—-n—1
DY My f(x) <C(n,a) ( ) Mo 1 f(X)+ %

Fazendo k — oo, teremos | h;| — 0, portanto,
DY Mo f(x) < C(n,a) Mo f(x).

Como x € R" foi escolhido arbitrariamente a estimativa acima é valida em todos os pontos
de R" desde que f € C°(R"). Agora supomos f € LP(R"), como W = LP(R"), existe
(fi)j=1 € C°(R™) tal que f; — f em LP(R"). Como .4, f; é localmente lipschitziana pelo
Teorema de Hadamart .4, f; é diferencidvel em quase todos os pontos de R"” em particular
em cada ponto de diferenciabilidade temos a existéncia do limite abaixo,

Mo fj(x+h)— Mo fi(x)
|l

DMy fi(x) = }Zi_lpo

Naturalmente,

Mo fi(x+h)— My fi
Dyulle () < limsup 2l 1+ 1) = Aa i)

o Al = D7 a0
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A desigualdade anterior suscita,
DMy fi(x) < D" Mo fi(x) < C(n, @) Mo fj(x),

em cada ponto de diferenciabilidade da func¢ao f;, e assim em g.t.p. de R”. Como € sabido
que para todo ponto D;(— f)(x) = —D; f (x) se aplicarmos o resultado anterior para a funcao
—f obtemos

=DMy fi(x) < C(n,a) My [i(x).

Combinando com o resultado anterior teremos:
|Ditle fij ()| < Cn, @) Mo f(x).
I) Para cada D;.#, f;, pela estimativa anterior obtemos:
IDitls fillLagny < C(n, )| a1 fillLagmy < I fillp,

Considerando a sequéncia (fj — f)j=1, decorre da sublinearidade de .4, e da estimativa

(p, g*)-forte do Operador Maximal Fracionadrio:

Mo f;— M fillgs <N Ma(fj— Pg = fj— fllp.

Decorre da hipétese que a sequéncia (|| f; ) j=1 € limitada portanto as sequéncias (D; Ay f}) j=1
e ('/%“fj)jzl sdo limitadas respectivamente nos espagos L7 (R") e L9* (R") paratodo i € {1,.., n}.
A estimativa (II) implica 4y f; — My f em L9 (R™), esta sequéncia possui uma subsequéncia
que converge pontualmente em quase todos os pontos de R”. Seja Q2 < R” aberto com medida
finita, a inclusao do espacos LP’s ocasiona o fato de (., fijz1< wbl4(Q) ser limitada neste
espago somando isso ao fato de que .4, f; — 4 f em Q. A propriedade da Compacidade
Fraca dos espacos de Sobolev garante a existéncia de uma subsequéncia desta satisfazendo

ambas as condicoes a seguir:
‘/%afjk _‘-/%af Di%afjk ADi./%af, em Lq(Q)

Sabemos que 1 fj, — M1 f em LI(R"), portanto M1 fj, — Mo-1f em L9(Q), pelo

lema (3.0.3) a estimativa é preservada pela convergéncia fraca portanto,

|IDiMof(X)<Cn,a)lMo-1f(x) g.t.p.xeQ.
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onde Q é um aberto limitado qualquer do R”. Para finalizarmos a prova resta estendermos a
estimativa para R” com a exce¢ao de no maximo um conjunto de medida nula. Suponhamos
por contradicdo, que o teorema nao seja verdadeiro nesse caso existiria um conjunto E de

medida positiva para o qual o teorema nao vale, ou seja,
|Ditlo f(x)| > Cn, @) Mo f(x) VxeQE,

Sem perda de generalidade podemos supor |E| < oo, caso contrario podemos tomar um
subconjunto com medida finita e positiva que ainda satisfaca a condicao acima. Escolhemos

um aberto suficientemente grande, digamos B(x, R) © E, consequentemente
C(n, @) My-1f(x) 2 |Dillaf(x)| > Cn, @) Mu-1f(x), q.t.p.x€QENB(x,R).

Dai obtemos uma contradicao. O teorema esta provado. O
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5 CONTROLE DA OSCILACAO DE UMA FUNCAO PELO MAXIMAL DO GRADIENTE

Agora iremos estudar outras estimativas para a funcao maximal com a finalidade
de estimar a oscilacdao de uma funcao como foi feito em (MAZ’YA, 2009). O resultado prin-
cipal afirma que a fun¢do maximal do gradiente fraco limita a oscilacdo da fun¢do. Adiante

definiremos ferramentas para a sua prova.

Definicao 5.0.1. Dada uma fungdo f € L}OC(IR”) e [ € (0,00) definimos o "fractional Sharp

maximal function"por,

f;R(x): sup P If = feeemldy, VxeR™

0<r<R B(x,r)
Caso R = oo, escrevemos fﬁ#(x) lembrando que fB(x,r) = ][ f(2)dz.
B(x,r)

Definicao 5.0.2. Sejam a € [0,1) e R > 0. Definimos My g f, uma variante da fung¢do maximal,
como,
My rf(x)= sup r“)[ lul.
0<r<R B(x,R)

Para R = oo, temos o operdor fraciondrio e escrevemos My o f = My f .

Lema 5.0.1. Sejam u € wLhP(R™M, 1< p<ooeacl0,1). Entdo existe uma constante C(n,a),
tal que:
uf_ayR(x) =Cn,a)MyrlDul(x) VxeR e VR>O.

Demonstragdo. Fixamos x € R", pela desigualdade de Poincaré para bolas:

r“_l][ If—fB(x,R)ldySCr“][ |Du| < cMg gl Dul(x).
B(x,R) B(x,R)
Logo,
uf_a,R(x) < cMgy rlDul(x).
L]

Lema 5.0.2. Sejam f € L}OC(IR”) e 0 < < oco. Entdo, existem uma constante C(f5,n) e um

conjunto E c R" com medida nula tal que,

£ = F| = Cla= y1P (Fh gy 0+ Fhar (y)) Vx,yeR"\E.
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Demonstragdo. Seja E o complemento do conjunto de pontos de Lebesgue de f. Pelo Teo-
rema da Diferenciacao de Lebesgue, concluimos que |E| = 0. Fixados x e R*\ E e r € (0,00),

denotamos B; = B(x,r27!) Vi =0, entdo,

lim fp,,, — fBexn
1—00

|f(x) - fB(x,r)|

o0
= sziH — I8
i=0
[e,0]
Z | fBis — fBi]
[e.0]
= |f_fBi|
i=0 Bi1
X |B|
< lf = fBl

i=0 |Bl+1| B;

=2 (122 P f 1 g

<2"202 Pl gl ()
l

T1-2F P £ 0.

Seja y € B(x,r) \ E, usando a desigualdade triangular e a estimativa anterior :

|[FD) = feeen| < |FO) = fegen| = | feo2n — faen|

n

#
= 1-— 2—[5 rﬁfﬁ,Zr(y) + |fB(y,2r) _fB(x,r)|

n
S J—
1-2-8
Decorre do fato que B(x,r) < B(y,2r),

I‘ﬁfg,Zr(J/) + rﬁr_ﬁfl;(x,r) |f_ fB(yygr)|dZ.

B(y,2r)| _
| (y r)lrﬁ

If_fB( ,2r)|dz
Bx,n) Jeuyen Y

B
=1-2- ﬁr fﬁz’( n+

n

. n.p

— 21’1 (2ﬁ+1 B ]‘

261 )rﬁfg,zr(y)‘



54

Sejam x,ye R"\E,x# yer =2|x— y| entdo x,y € B(x,r) e assim:

|f) = fFD| = |F® = feeen|+ |f0) = foen]-

Combinado as desigualdades anteriores :

B+1 _

2B+l _q 2 1
<2n( )rﬁfg,lex—ﬂ (%) +2n( 261 )rﬁf/§4|x—y| )

2h-1
2ﬁ+l _ 1
_ 2n+1 (—) |x— y|ﬁ (nglx—yl(x) +f[§4|36—}’| (J/))

= CB,MIx =Y (£h 41 O+ Fhae ).

O

Teorema 5.0.1. Sejam ue WHP([R™),1 < p <ocoea € [0,1) entdo, existe um subconjunto E c R"

com medida nula tal que,
lu(x) — u()| < c(n, @) x—y|'* (Mol Dul(x) + My Dul(y)) Vx,yeR"\E
Demonstracdo. Seja ue WHP(R™) e a € (0,1). Fazendo uso do teoremas anteriores ,
lu(x) —u(y)| < clx—y/'™® (ff_a,4|x—y| (x) + fl#—a,4|x—y|(y))
< ¢l = yI'"™% (Mo a1y | DUl () + Mg a1x- | Dutl ()
< ¢l = yI'™% (Ma,00l DUl () + Mg, 00| Dutl ()

= clx— y|'"% (M| Dul(x) + Ma|Dul(y)) Vx,yeR"\E.

O

Portanto se .#y|Du| for limitado pela estimativa anterior concluimos que u € COl-a M),

Sejam u € wLP(R" e p > nentao, pela desigualdade de Holder:
1
./%%lDLtl(X) < ¢(Mn|Dul? (x))? < cl|Dullp,

consequentemente u é (1 - %) — Holder continua com a excecao de no méximo um conjunto
de medida nula, esse conjunto coincide com o conjunto do lema anterior. O préximo teorema

que serd apenas enunciado ird tratar o caso em que .#,|Du| é ilimitado.
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Teorema 5.0.2. Sejam ue WP (R"™) ea € [0,1). Se 4| Dul for ilimitado, entdo para cada

A >0 temos:

lu(x) —u(y)l < c/llx—yll_’l, Vx,yeR"\ Ey,

em que Ey = {x € R": .My|Dul(x) > a}, além do que existe uma contante C(n, p, ) tal que,

H T (E) < AP DUl gnyy A >0.

Dado um conjunto AcR" e s € (0,00) definimos o s—contetido de Hausdorff de A por:

TS (A) = inf{

Y rl; Ac GB(xi,ri)}.

i=1 i=1

Demonstracdo. (MAZ’YA, 2009). O
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6 OPERADOR LOCAL FRACIONARIO MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Agora estudaremos a regularidade do operador local em L e em Espacos de
Sobolev, assim como em (HEIKKINEN T.; KINNUNEN, 2015). Seja Q2 um subconjunto aberto
de R”. Para cada fungao u: Q — R localmente integravel nés definimos a fun¢ao maximal
fraciondria local de Hardy-Littlewood 4, o : Q2 — R,
My qu(x)= sup r“J[ |fldy onde &(x)=Dist(x,R"\Q).
0<r<d(x) B(x,r)

Quando Q = R", o supremo é tomado sobre os r > 0 e obtemos a funcao .4, u.

Teorema6.0.1. Sejamu e LP(R"),p>10<a< % satisfazendo% = %— % Existe uma constante
C > 0 independente de u, tal que:
”-/%(X,Q u”Lp* (R™) = C” u”Lp([Rn)-
Sep=1e0<a<nentio,
lull )\ ™a
{x € loqux)>A}|=C — ]

Demonstrag¢do. Suponhamos que p > 1, u € LP(Q), usamos a estimativa pontual,
Moo f(X) S Maf(x), YxeQ VfelL;, R.
Em seguida usamos o resultado conhecido para o Operador Maximal,
| Mo fllLa) < | Matilla) < Cllullrgn).
Decorre da estimativa pontual a inclusao,
{xeQMaqu(x) > A} c{xeR";Muu(x) > A}.

Portanto temos:

_n_
I u”Ll(Q) ) n-o

|{x€Q;J%a,Qu(x)>7L}|s|{x€[RZ”;/%au(x)>/1}|sC( 1

O

Teorema 6.0.2. Sejam u€ L'(Q), 0 < a < n, e |Q| < co entdo para todo 1 < s < nT"a temos
MaueL*(Q)e

| Ao qullsq) < Cn,a)ll u”Ll(Q)-
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Demonstragdo. Fixado a > 0. Decorre da representacao "layer Cake",

o0
flt/%aygulszsf T x e Qo qu> Bldt
Q 0

a o0
= sj ts_ll{XEQ;./%a,Qu> tdt+ sf ts_ll{er;J%a,Qu> t}dt
0

a
o0
< aSIQ|+f 5 x e QMyqu> tldt.
a

Fazemos uso da estimativa teorema anteriror,

s e o2 s—1-- s e s—1--I
<a |Q|+C||u||£’1(“mf t n—adt=a |Q|+C||u||£’1’&na n-a .
a

Dai para cada a >0,
n

s s —a o S—
|ttt} < @101+ Cllul7ye @75

Se escolhermos a = || u| 1) obtemos:
1
| Ao aullrs) < Q2+ C)sllullpr -
O

O préximo teorema trata de estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador local,
para tanto teremos que estimar a derivada das funcdes médias, portanto definimos para cada
funcao localmente integravel u e ¢ € (0,1) definimos a funcdo média fracionéaria
u?:QcR" — R” por:
uy (x) = (t6(x)* u(y)dy, VxeQ.
B(x,15(x))

Lema6.0.1. Sejam u € LP(Q) N C*(Q) eQ cR" limitado entdao,
D; ([ u(y)dy) :f Diu(y)dy+tD;6(x) u(y)dy.
B(x,td(x)) B(x,t6(x)) 0B(x,td(x))
Demonstragdo. Definimos as fungoes auxiliares f: Q — R" e g: Q x R — R tais que
f2)=(z,1t6(2) g(x,y)= f u(w)dw.
B(x,y)
Denotaremos as fun¢des coordenadas de f por fj, assim,

0, se j#i
Difi(2)=41, se j=i

tD;6(z) se j=n+1.
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Pela forma da co-drea e a derivacdo sob o sinal da integral temos:

Dp118(f(2) =f

u(w)dw e D,—g(f(z)):f D;u(w)dw Viell,..,n}.
0B(z,f(2))

B(z,6(2))
A funcio f é lipschitz com inversa lipschitz e g € W (Q), pela Regra da Cadeia temos:

n+1

Di(gof)(@ =) D;g(f(2)D;fi(2)
=1

J

=Y D;g(f(2)Difi(2) + Dyps18(f(2)Dj fn+1(2)
j=1

n
Y Difj(2) Diu(w)dw + tD;6(z) u(w)dw
j=1 B(z,f(2)) 0B(x,0(2))

f Diu(w)dw + tD;6(z) u(w)dw.
B(z,f(2)) 0B(x,6(2))

O
Lema6.0.2. Sejam QcR", ue WwhP(Q), n>1, p>l,1<a< % ete(0,1). Se|Q| < oo, entdo

|Du‘t"\ € L1(Q) com % = % - “T'l e vale a estimativa pontual:

|Duf (x)| < 2.lla,0lDul(X) + ally-10u(x),  q.t.p x€Q.

Demonstragdo. Suponhamos u € LP (Q) n C*°(Q). De acordo com o teorema de Rademacher,
a funcao distancia 6 é diferencidvel em quase todos os pontos de Q, por ser lipschitz no aberto

Q,denotamos w, = |B(0,1)| aplicando a regra de Leibniz,

Djuf(x) =Dj (0™ (16(x)*") f u(y)dy + ), (t6(x)* " D; ( f u(y)dy),
B(x,t6(x)) B(x,td(x))
paratodo i € {1, .., n}. Aplicando o lema anterior, obtemos:
Diu%(x) = 0, t* (@ -n)d(x)* "' D;5(x) u(y)dy
B(x,t6(x))
+w;1(t5(x))“—”f Diu(y)dy +w, (t5(x))* " tD;5(x) u(y)dy.
B(x,t0(x)) 0B(x,td(x))
Rearranjando os termos na forma vetorial, n6s obtemos:
Duf(x) = w,' t* (@ - n)d(x)* "' D& (x) u(y)dy+w;1(t5(x))“‘”f Du(y)dy
B(x,t6(x)) B(x,t6(x))
+w,  (t6(x)% "tDS (x) u(y)d#"1(y)
0B(x,td(x))
= a(t8(x)* 1tD5(x) u(y)dy + (t6(x)“ Du(y)dy
B(x,td(x)) B(x,td(x))
+n(t8(x)* DS (x) (][ u(y)d]t?”_l(y)—][ u(y)dy).
0B(x,td(x)) B(x,t6(x))
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Em seguida, reformulamos a diferenca das duas integrais em parénteses, aplicamos a primeira

identidade de Green,

ov _
f u(y)—(d#""(y) :f (u(y)Av(y) + Du(y).Dv(y))dy.
AB(x,t5(x)) ov B(x,t5(x))
No6s escolhemos r = t6(x) , v(y) = @ e facamos o vetor normal unitario a bola v(y) = @,
consequentemente,
0
Dv(y)=y—x, a—Z(y) —r AV(y)=n.
Dai,
1
][ u(y)dié’”‘l(y)—][ u(y)dy = —][ Du(y)-(y—x)d(y).

0B (x,t0(x)) B(x,td(x)) n JB(x,t6(x))

Portanto,
Duf(x) = a(t5(x))* ' tDS (x) u(y)dy
B(x,t5(x))
+ (6 (x)* D6 (x) Du(y)-(y—x)dy+ (té(x))“][ Du(y)dy.
B(x,16(x)) B(x,t8(x))

Agora, aplicamos a norma vetorial aos membros da igualdade e em seguida aplicamos a

desigualdade triangular da norma juntamente com sua versao para integrais,

IDu%(x)| < a(t5(x)* " t|DS(x)| ][ u(y)dy‘
B(x,t6(x))

+ (16 () Lt DS (%) J[ Du(y).(y—x)dy +(t6(x))“][ Du(y)dy‘
B(x,t6(x)) B(x,t6(x))
< a(t6(x)* 1D ()| lu(y)ldy
B(x,td(x))
1
+n(t8(x)*  t=|DS(x)| IDu(y)lly — xldy + (t5(x))* |Du(y)ldy.
n B(x,16(x)) B(x,t5(x))

Usamos o fato de que t € (0,1),|x—y| < t6(x), VxeQe|D6(x)|<1paraq.tpxeQ.

< a(t8(x))* 11D (%) lu(y)ldy
B(x,t0(x))
+ (t5(x))“_1t1[ IDu(y)|t6(x)dy + (t5(x)* [Du(y)ldy
B(x,t5(x)) B(x,t5(x))

<2Mu0|lDul(x) + ally-1,0u(x).
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Entdo a estimativa pretendida € satisfeita para fun¢des de classe C3°(Q2) em quase todo de Q2.
Dada uma u € WP (Q), existe uma sequéncia de fungoes (¢ ;) j>1 < WP (Q)n Cy°(Q) tal que
@j— uem wbhpP(Q). Consequentemente, pela desigualdade de Holder:

(t6(x)°

00~ (pFCO| = BN f  uly) = (ldy = — 2 Ju= gyl
B(x,16(x)) |B(x, t6(x))| 7

Portanto,

uf (x) = ]llm ()7 (x), VxeQ.

Pelo caso anterior temos:

ID(9))§ ()| < 24a,0| DP}I(X) + Alla-1,09 ().

* np np

= 7=ap © 4 = 7=(a-1yp- ENta0 para qualquer f em LP" (Q) desde que g < p* e |Q| < 0o

1_ 1
”f”L‘f(Q) =< I-qu P ”f”Lp*(Q)-

Pela estimativa anterior,

ID(@ )] () za@) < 2l Mol D@jlliLaq) + @l la-1,09]lL9)

|~

Q=
<

<2|Q[7 P Mool DYl p ) + Al Ma-1,09]l 190
(®)

1_1
< C21Q|7 P ID@jliLr) + Ceall@jliLr o

1_ 1
< cmax {21017 7, af (ID@ ;v + @l ric)

1_ 1
:max{2C1|Q|q p*,(XC2}”(p]'”W1,p(Q).

Entao (D((p j)‘;‘) j=1 é limitada em L(Q) e portanto também ser4 limitada em W9(Q), uma
vez que cada ¢; tem suporte compacto, a sequéncia ((p j)?)jZl é limitada em L9(Q2). Como
()¢ converge pontualmente para u{, pela compacidade fraca de wh4(Q), existe uma

subsequéncia satisfazendo ¢, — u; e D;(¢ ;)% — D;uf em L9(Q2). Notamos também que,
| Mo D@j | — Mo qlDulllLaq) + | Ma—1,09 ), — Ma-1,0UllL9)
S| MaaD(@j, —Wlra) + | Ma-1,0@j, — W@
< Mo, aD(@j — Wl pp* ) + @), — ullLr
<|ID(@j. —wlr + lgj. — ullLr

=ll@j, — ullwirq)-
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Portanto, 2.4, a|D@ |+ aly-1,0¢9j — 2a0|Dul+atly—1,o0u em L9(Q), pois convergéncia

forte implica em convergéncia fraca. Pelos cdlculos anteriores temos:
Di(j) (x) = [D(u) ()] = 24a,01 D@;|(x) + atla-1,00; ().

Fazendo uso do lema da monotonicidade da convergéncia fraca , teremos para cada i €
{1,.., n},
Diul (x) € 2Ma0|Dul(x) + @M1 ou(X), g.t.p. Q.

Afuncao (—u)? satisfaz as hip6teses do teorema e para todo ponto
D;(-u)¥(x) = —D;uf(x) aplicarmos o resultado obtido anteriormente, teremos :
—D;uf(x) € 2Mo,0|Dul(x) + atly—1,qu(x).
Consequentemente,
|Diuf (x)| < 2.l a,0|Dul(x) + @Ml y—1 qu(x).

Portanto,

|Du® (x)| < 2.g 0| Dul(x) + @ty qUx).

—a-1l

Teorema 6.0.3. Sejamue W'P(Q),n>1,p>11<sa<? satisfazendo% = % =3

Se|Q| < oo entdo, My que WH9(Q) além de satisfazer:
|D/%ayg u(x)| <2Mu|lDul(x) +ally-1,0ulx), q.t.p xe.

Demonstragdo. Seja (tj) j>1 uma enumeragdo de QN [0,1] e u; = (Iul)?j com j = 1. Pela
proposic¢ao anterior sabemos que u; € W14(Q) para todo j natural. Definimos v : Q@ — R”
como,

Vi(Xx) = max uj(x).
1=j<k

A sequéncia (vg)r>1 € mondtona ndao-decrescente e converge pontualmente para .4, u. Natu-

ralmente,

|IDivi(x)| = 'Di max u; (xX)| =< 1m,a)%IDiuj(x)l < 2Mq0|Dul(X) + ally—1,qu(x).
<js <js<



62

np
n-ap’

Denotaremos p* = como na demonstracao do lema anterior. Afirmamos que a sequén-

cia é uniformemente limitada em W'9(Q). Notamos que vy < ./, ou e consequentemente,

lvella) < Nvkll o+ ) < lMaqtill o ) < lullLrq

IDvillLa) < 20 MaalDulllaq) + allMa-1,0ullLaq)
1
=2|Q[7 " [ lg,alDulll o+ ) + all Ma-1,0uUll L9
Lo
<2C|Q|7 P" ||Dullrrq + Callullrq
< C(IDullr @ + allullr )

= C”u”WLP(Q)-

Fazemos uso da compacidade fraca dos espacos de Sobolev para obter uma sub-
sequéncia tal que vy — My f € Dijvy — Dijtly f em L9(R™). Como na prova do Teorema 7.0.5
usamos o Lema de Mazur para concluir a existéncia de uma sequéncia formada pela combi-

nacao linear convexa de (D; Vi) x>1 que converge pontualmente para |D; 4, f| e portanto,

Usando novamente outro argumento da prova do Teorema 7.0.5 podemos estender o resul-

tado para o gradiente,
|DMgu| <2Mq0|Dul+ Mg 0u, em quasetodopontodo R".
1

Teorema 6.0.4. Sejam QcR", ue W'P(Q),n>1,p>1,1<a< % satisfazendo # =5 =

Se |Q| < oo e for limitado com fronteira C! entao, Ma,0UE L (Q) e satisfaz:
”Dﬂa u”Lp* Q) = ” u” wlrQ)-

Demonstragdo. Fazemos uso do teorema anterior para concluir:

”D-/%a”Lp* @ = zllﬂa,QDu”Lp* ot a”-/%a—l,Qu”Lp* OR
<2C|Dulrr + Cllulrr @
< 2C1IDull @ + Clltdl i,

< Cllullwrrq)-
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A terceira linha decorre do fato de que podemos escrever p* = juntamente com a

np
n—(a-1r

desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg. O

Daqui em diante exibiremos uma série de exemplos, o primeiro garante que o
Teorema 8.0.3 é o melhor possivel no sentido de que existe um dominio Q c R", n > 1, tal que

se q' > 4 = 7atyy; entao Ma (WP (Q)) € WhT Q).
Exemplo 1. Se escolhermos a > 1 de modo que (@ —1)p < n e definimos:

Q=int

U ®Bru Ck))
k=1

Br=1lkk+27%1x10,275" 1 Cr=1k+27% k+1] x[0,273%)"" 1,

dado q' > q = #ﬁl)p iremos construir uma funcdo u € WP (Q) tal que |D. M u| ¢ L7(Q).
’ kn kn (k+1)n
Seja p’ = #ﬁl)q, > p edefinimos u=2"" em By e u cresce linearmentede2? para2 » em

Cy consequentemente u € WVP(Q). Dado x € %Bk, assim,
kn
Mou(x) =27 Dist(x,R"\ By)%.

Assim para quase todo ponto x € %Bk,

kn L—a+1

Doty e()] = aDist(x,R™\ B@-125 = cotli—) = o

Logo
, o0
f |DMqu(x)|Tdx=C ) f 2" d x = co.
Q k=17 5B«
A seguir mostraremos que nao existe uma funcao u € L”(Q) com |Q| < oo de modo
que,

| Dty qux)| < Clly—1u(x), q.t.p. x€d

Exemplo 2. SejaQ =B(0,1) cR". Sepe (1,00),n>1,a>1efe(0,1). Entao a fungdo dada
por,

_B
ux)=>10-|x) », VxeQ,

pertence a LP(Q) U L} (Q). Notamos que se p for suficientemente pequeno, entéo para0 < | x| <
p temos que 1 — |x| é o raio maximizante para My qu(x) e My-1,0uU(x). Para vermos isso

consideramos Mqu(x), criamos f :{(x,r) : v 20,|x|+r < 1} — R dada por:

flx,r) :J[ udif”_l(y) _][ udy,
0B(x,1) B(x,r)



64

que é continua por causa da continuidade de u. Sabendo que:

lim f(x,r) =400,
(x,r)—(0,1)

portanto existe py > 0 tal que se |x| < p1;1—2p) <r <1-—|x| entdo f(x,r) > 1. Agora definimos

uma outra fungdo continua g : B(0, p1) — R por:

g(x) = Mqu(x)— max udy.
0=1-2p1 JB(x,1)

Como g(0) > 0, decorre da continuidade a existéncia de p > 0 tal que se | x| < p, entdo g(x) >0,

consequentemente,

Maou(x) >][ udy,
B(x,r)

para0<r <1-|x| com|x| < p=minpy, p2. Semelhante a prova do teorema anterior,

DMy qu(x) = (n—a)i,(l—lxl)“_l][ u(y)dy+ n(1—|x|)“‘1][ u(vydA"(y)
x| B(x,1-]x]) dB(x,1-|x])

(- |x|)“‘1][ w7\ (y), Vixl<p.
| x| 0B (x,1-|x)
Pela desigualdade triangular,

| Dy, qu(x)].

- n(1—|x|)“‘1][ u) [viy - = diﬁ”‘l(y)—(n—a)i,(1—|x|)“‘1][ u(y)dy‘
0B(x,1-|x]) | x| | x| B(x,1—|x])

v

n—a) -2, (1 - |x)*? ][ u(y)dy'
| x| B(x,1—|x|)

n(1—|x|)“‘1][ u vy - = dif”_l(y)‘—
0B(x,1-|x]) | x|

= n(1—|x|)“‘1][ u) vy - = d%”‘l(y)‘—|(n—a)|%a_1,gu(x).
dB(x,1-|x) | x|

Definimos S(x) = {y €0B(x,1—-1x]); (y—x)-x< 0}. Dado € > 0 se |x| < € entdo:

n(l-e1!

n(l- |x|)“‘1][ u(y) (V(y) -~ i) A" 1(y)| = lf u(y)d#" (y) =
0B(x,1—|x|) 2 Jsx)

| x|

2(2¢)r

Fazemos € — oo e concluimos que para pequenos valores de | x| a ultima expressdo é ilimitada e

consequentemente a estimativa ndo pode ocorrer.

O proximo exemplo revela o conturbado comportamento de .4, q f no caso a > 1.
Vamos construir um aberto 2 c R” limitado com n > 1talque flo=1e D4y o f ¢ L' (QQ) para

todo r > 0. Para cada natural k definimos o conjunto onde,

n

Q=B0O,2)\|JS de Si= 2—k+-2—(1+ﬁ)k:~:1’._,2/3k” > _
()kLEJIkone k{ J J }eﬁ(n—a)r
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Dados x € Si e y € S; tais que x # y, entdo as bolas B (x,2"1+Ak1) e B(y,271+AI=1) g30

disjuntas. Dado y € B (x’2(1+ﬁ)k—1) \ {x}, n6s temos:
'/%a,Qf(J/) = DiSt(y,IRn \ Q)a =|x— J/|a-
Dai,

\DMyaf ()] =alx—y/% = caFAla-DE

Portanto,

f|D./%a,Qf(J/)|rdy2 D Dollynf D)V dy
¢ k=1xeS; Y B(x,270+Ak-1)

>C Z 2 (1+pA-a)r=mk _ o
k=1

Assim concluimos que D.#, q f ndo pertence a L’ (Q) para todo r > 0.
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7 REGULARIDADE DO OPERADOR MAXIMAL FRACIONARIO EM ESPACOS METRI-
COS MENSURAVEIS

Nesta se¢cdo nosso intuito é estudar a regularidade do Operador Maximal Fracio-
ndrio em Espacos de Campanato em um contexto de espagos métricos de medidas (X, d, u),

as proposicoes desta secdo sdo baseadas no artigo de (HEIKKINEN T.; LEHRBACK, 2012).

1

LocX)ea=0 definimos,

Dada uma funcao localmente integravel f € L

J%af(x):supr“][ | fldu, Vxe X.
B(x,r)

r>0
Denotaremos X = (X, d, u), onde a tripla ordenada denota um espaco métrico (X, d) munido
de uma medida regular de Borel y, tal que a medida de aberto é sempre positiva e satisfaz
"Doubling Property Means Condition". Dizemos que uma medida u satisfaz a "Doubling
Property Means Condition"se existir uma constante C;, chamada "doubling constante", tal
que,

U(B(x,2r)) = Cau(B(x, 1)), VB(x,r)c X.

Uma medida u satisfaz a "Lower bound Condition"se existem constantes Q =1 e ¢; > 0 tais
que,

pBx, M =cr?  VxeX e Vr>o0.

O espaco X satisfaz "0 —Annular Decay Properties"se 0 < § < 1 e existe uma constante C > 0

tal que paratodo xe X e R>0e 0 < h <R tivermos:
B\o
u(B(x,R)\B(x,R—h))SC(E) w(B(x,R), VYO<h<R.

O espaco das fungoes f—Holder continuas munido com a seminorma || - lcosx) € definido de

forma que,

u(x)—u
Co'ﬁ(X):{u:X—>R; IIuIICo,g(X):supM<oo}.
x#

d(x,y)P

Seja um ntmero real 8 e p = 1 definimos o espaco de Campanato £ (X) munido com a

norma | - ||$p,/3(X) por,

1
— P
y'ﬁm:{””ioc(m; lull grpy = sup r ’3(][3( )'”‘”B“"”'pd’“‘) <°°}'
X, r

xeX,r>0



67

Se <0, o espaco de Campanato coincide com o espaco de Morrey L”# (X) munido com a
norma | - [l p.p(xy»
1
— p
Lp”B(X) = {u € Lioc(X); lullpppxy= sup r P (f |u|pd/v‘) < Oo}
xeX,r>0 B(x,r)

Se 8 > 0 existe uma constante C(cg, f) tal que,

-1
C ™M ull coni < Nl sy < Nl copiy-

Se B = 0, entdo temos o espaco das funcoes de oscilacdo média limitada; denotado por
BMO(X) = £P9(X) = £PP(X), além do mais, existe uma constante cp dependendo apenas

de p ede Cy,

lullsrox) < llull grox) < Cpllull Brmox)-

O lema a seguir serd usado intmeras vezes na demosntracao do resultado principal, com ele

podemos estimar a oscilacao da média de u em funcdao do menor raio das bolas envolvidas.

Lema 7.0.1. (Lema Chave) Sejam ue€ £PP(X),x€ X, y€ B(x,CyoR) e0 < r < R. Entdo existe
uma constante C(Cg4, Co, B) tal que:
Se <0, entdo,

|uB(y,r) - uB(x,R)| <CrP| Ull p.pxy-

Se =0, entdo:

CR
|uB(y,r) - uB(x,R)| = ClnT” Ull op.px-

Demonstragdo. Se f < 0, tomamos o menor natural k > 1 que satisfaca 25~ 1r = (Cy + 1)R.
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Entio valem as inclusdes B(x, CoR) < B(y,2r) e B(x,R) < B(y,2r) < B(x,25*11),

k
|uB(y,r) - uB(x,R)| = Z [Up(y,2ir) = Up(y2i-1p)| + | Up )2k — UB(,R)]
i=1

k

< |u_uB 2i-1 |dl.l+f |u—L£B 2k |du
i:zlﬁ(y,zi-lr) (2 B(x,R) (25r)

P

wB(,2'r) et it p(B(y,2r)
L (B, 2710) IBy2in Bly2=n) w(B(x,R)) JB(y,2kr

IA

U= up ok ldp

i

k . ﬁ . _ﬁ p
= ch(zlr) (21,.) (ﬁ |u_uB(y,2i—1r)|pdu)
i=1

(3.2'r)
1

+C§(2kr)ﬁ(2kr)—ﬁ (]g Iu—MB(y,zkr)|de)

(,,2%1)

ko
< (Z 2iP 4 C§_12kﬁ) Cd”ﬁ”u”gp,ﬁ(x)
i=1

IA

2P _
(m +Ck 12kﬁ) CarPllull v x)-

Quanto ao caso § = 0 escolhemos o maior inteiro k que satisfaca a condi¢ao 2k < 3(Co+ 1R
e o menor inteiro j satisfazendo 2Fr + CyR < 2/ R, consequentemente obtemos a inclusio
B(y, 2kr) e B(x, 2%r + CoR) < B(x,2/R). Repetindo o argumento da prova do caso anterior
teremos:

L(B(y,2ir)) w(B(y,25r))

lu—u i-1pdu+ lu—u ko ldp
Bl pBR) Jpyorn  TPOED

k
UB(y, ) TUBx,R|= 2. 5 ooy s .
[usy | ,-zzl,u(B(y,Z’ 1) Jein

k
P ; [z
< Cd(][ lu— gy i1 I’”du) +C’ (][ lu— g,k Ipdu)
i:Z1 B(y2i7) 2 “\Uny,2tn o2

< CLUe+ Dl ull gpocx,

_ Ch - 6Co+ DR Ll
~In2 r £PX)

Teorema 7.0.1. Sejam ue £PP(X), p =1, X satisfazendo "5—anular decay property",

O<a<d.Desdequef#0e0<a+f<ouf=0e0<a<d.Selyu# oo entdo,
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Mou € C¥*P(X). Mais geralmente, existe uma constante C, independente de u tal que:

Ao till coassxy = Cllull opp(x)-

Demonstrag¢do. Sabemos que |||u| ||$,,,p(X) < | ullgp,ﬁ(x) portanto |u| € ff”’ﬁ(X), podemos
assumir que u = 0. Dado r > 0, definimos v : X — [0,00) como v(x) = r*up(y, . Iniciamos
a demonstragdo provando a afirmacdo para a func¢do v. Sejam x, y € X dividimos em dois
Casos:

Caso 1: Assumimos que r < 2d(x, y). Na prova denotaremos B = B(x,2d(x, y)), Bx = B(x,r) e
By =B(y,r).

Se <0, pelo lema anterior :
lv(x) —v(y)l=|r*ug, — rau3y| <r“ (|UBX —ugl+lug— uByl)
< Cr®*Pllull o x)

<2Cd(x, y)a+ﬁ|| Ull pp.px)-

Se = 0, novamente pelo lema chave:

Cd(x,y)
r

lv(x) - vl =|r®up, - r“u3y| <Cr%n el 2pocx)

r )aln Cd(x,y)

— a
=Cd(x,y) (Cd(x, )

2l 2p0(x)

C
< ;d(x, Wl gpox)-

A tltima desigualdade decorre do fato de que a funcao f : (0,00) — R definida por
f() =t %Int é limitada, pois:
- - t—a

t t 1
f(t)y=—alnt=—Int*<—1*=—, Vr>0.
a a a a
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Se > 0 entdo, u é f-Holder continua,

IV(x)—V(y)I:r“][ u(z)dz—][ u(w)dw

By

:r“][ ][ 1w(2) - u(w)dzdw
B, JB,

sr“][
By

sr“J[ |lu(z) — u(w)|dzdw
X By

dw

][ u(z) —u(w)dz
By

sr“][ ][ d(z, WP ull s x)-
By BJ’

Como d(z,w) <d(z,y)+d(y,x)+d(x,w) <2r+d(y,x) <5d(y, x), substituindo,

Sraf ][ 5ﬁd(X,J/)'B||u||$p,ﬁ(X)
B, JB,

= r%sPd(x, y)ﬁ”M”gp,ﬁ(x)

< ZaSﬁCd(x, y)a+ﬁ|| ull op.p(x)-

Caso 2: Assumimos que r > 2d(x, y) entdo,

1
ud —J[ud = fud —fud+ (By) — u(By) ) u
][quyuu(Bx)quyu(uyux)By
1
= ud —f udp+ (u(By\By) —u(Bx\By) ) u
1(By) fo\By K By\B, i (B \B) = B\ By) u,

1
= (u—ug)d —f (u—upg.)d
((By) fo\By By 4K By\B, Byat

L\B

Yy

1
(u—ug.)d
1(By) fo\By ByJak

< 1
H(Bx) JB,\B,

IA

+

(u—up,)dp

Iu—uByld,u+f Iu—uByldu

By\By

1
 wu(By) B,AB,

lu—up,ldu. (%)

Se f<0.

Seja (Bi)llc uma cole¢ao maximal finita de bolas disjuntas de raio d(x, y) centradas em By A By,.
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k k
Entdo By ABy c | J2B;,e | JBic A’ em que:
i=1 i=1

A'=B(x,r+dx,y))\B(x,r —2d(x,)) UB(y,r +d(x, )\ B(y,r —2d(x, y)).
Para cada 1 < i < k, usando o lema anterior juntamente com a desigualdade de Holder:

J[ lu—up,|=< |u23i—u3y|+][ |u— uzp,|
2B; 2B;

1

= C2Pd(x, PPl ull gwpx) + C2Pd(x, y)P 2d(x, y)) 7P ( ][2 lu— u23,|”) ’

< C2Pa(x, y)Plull gpp ) + C2Pd(x, )Pl g

< C2P d(x, )P lull v -

Para estimarmos a medida de A’, primeiramente recorremos a propriedade do decaimento

anular e a "doubling property"para obter:

p(A)sp (B, r+dx, y)\Bx,r=2d(x, ) +p (B, r+d(x, y) \ B(y,r —2d(x,y)))

IA

C( 3d(x,y)

5
r+dx, y)) (L(BOx,r+d(x,y) + (B, r+d(x,y)))

IA

3d(x,y)\°
C(#) (u(B(x,r +d(x, ) +p(By,r+d(x,y))).
Usamos que B(x,r +d(x,y)) € B(x,2r) e B(y,r +d(x,y) c B(x,r +2d(x, y))

3d(x,)\°
r

=C

(L (B(x,2r) + u(B(x,r +2d(x,y))))

3d(x,y)\°
r

2u(B(x,2r))

3d(x,»)\°
r

chlvl (Bx) .



Portanto obtemos:

dx, »\°
,u(A’)sC( S y)) uBy) (D
lv(x) —v(y)| = r“][ udu—r“][ udpy
By By
<C - lu—up,|
~ u(Bx) JB,aB, By
O o
<C (Bx)Zu(ZB)][ lu—up,ldp
r%d(x, y)P
SZCW”ungnﬁ(){);N(Bi)
<Cr%(x, y)ﬁ“( ||u||$pﬁ(x)
U(By)
d(x,y)\°
<Cr%(x, y)ﬁ( (i y)) 2l o x)-

Comor>d(x,y) e0<a <0, concluimos:

<Cr%d(x, y)‘“ﬁll Ull pp.px)-

Se f=0¢e0< a < 9§ pela estimativa (*)

][ ud,u—][ udp| <
X By

Fazendo uso da desigualdade de Holder:

B.AB,)?
Ecu f |u_uByl%le
H(Bx) B.AB,

u(Bx) JB. 2B,

a
1-5

Usamos os fatos de que By A By, < 2By, e u(By) € comparavel com p(B,),

IA

a 1-¢
:u(BxABy))3 ][ 6 °
Cl———— u—up,|5ad
( H(Bx) 2By| ! H

d(x,y)\*
c( y) hul s, .
r Lo-a (X)

IA

Iu—uByldu.

72
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Sabemos do teorema anterior que || ullg < Cllullpmo = Cllull gpocx) - Segue que :

5
5—a%(x)

lv(x) —v(y)l = < Cd(x, ) llull gpox)-

r“][ luldu— r“][ luldu
By B,

Sef>0coma+p=<9.
Entdo u é Holder continua com expoente f3, fazendo uso das estimativas das normas junta-

mente com o fato de que r > d(x, y) entdo,

lu(x) —ug, | s]g lu(z) — u(w)|ldu(w) < Crﬁllullgp,ﬁ(x),
y

para cada z € By A By,.

Assim, usando as estimativas anterior, () e depois (1) nés obtemos;

a

lv(x)—v(y)l =< |u(z) —ug, |d
V1= 0B Jsas, BylaH
1(Bx A By)
<Cr**P ="yl
,u(Bx) || ||$pﬁ(x)

< Cr**P=2d(x, y)° lull v x)

< Cd(x, y)“+ﬁ|| Ul pppx)-

Finalmente vamos estimar |4, u(x) — 4, u(y)|, sem perda de generalidade, podemos supor
Mou(x) =2 Mauu(y). Dado € > 0, exite r. > 0 tal que r& up(x,r,) > Mo u(x) — €. Entdo, pela pri-

meira parte da demonstracao,

|-/%a u(x) _'/%au(y” = '/%a' u(x) _-/%a u()/)
< & UB(x,r) = Te UB(yr) +€=V(X) —v(y) +e < Cd(x, y)c”ﬁll ull oppx) +E.

Fazendo € — 0, obtemos:
| Mau(x) — Mauy)| = CA, ) Pllull gy
O

Corolério 7.0.1. Sejam >0 e a+ f < 6 entdo o operador M, : COP(X) — COetb(X) 6

limitado quando restrito as fungoes tais que My u # co.
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Demonstra¢do. Usamos a estimativa,

el sopoxy = lull copx
temos,
||./ﬂau||co,a+ﬁ(x) < C” u”CO,ﬁ(X).
O

Coroldrio 7.0.2. Sejam =0 e0 < a < § entdo o operador M : BMO(X) — C%*(X) é limi-

tado quando restrito as fungoes tais que My U # 0o.

Demonstragdo. Aplicamos o teorema para 8 =0 e usamos,

lullBrox) < llull grox) < Cpllull Brmocx-

Consequentemente,

| Ao ull coex) = CllullBymocx-

O

Corolério 7.0.3. Sejam0 < a < § ey satisfazendo a "Lower Bound Condition "entdo o operador
_Q
My LP(X) — ch (X) é limitado quando restrito as fungoes u tais My u seja finito em

quase todos os pontos de X.

Demonstragdo. Escolhemos = —% e usamos o teorema anterior:

1
lAaul o, 0 =Clul o =Cll+— el e x)-
P (X) £P7P X 3 Q
C/rp
a ultima desigualdade decorre da hipdtese sobre a medida. O

Note que dado X < R" mensuravel, a medida de Lebesgue satisfaz todas as hipdteses dos
teoremas anteriores, portanto os resultados antecedentes sao validos para o espaco (X, d, m)
onde d é a métrica induzida pela norma euclidiana, dai obtemos os mesmos resultados de

regularidade para a versdao convencional do operador.
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8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nessa dissertacdo de mestrado foi estudado o operador maximal fraciondrio .4, f,
uma extenc¢ao do operador maximal Hardy-Littlewood. Obtemos sua teoria regularidade em
alguns espacos tais como L”,W'? e B.M.O., recorrendo a Teoria do Potencial de Riesz. Prova-
mos que o operador fraciondrio possui propriedades regularizantes superiores ao operador
de Hardy-Littlewood, a saber o teorema de Juha Kinnunen-Eero Saksman que fornece uma
estimativa pontual do tipo,

|Dttf| < C'blog1Df

caso a = 1 seja limitado . Disto decorre uma melhora substancial da regularidade nos espacos
de Sobolev em comparagdo com o operador de Hardy. Definimos outras variagées do opera-
dor em questdo e estudamos sua regularidade em paralalelo com a do Operador Maximal
Fraciondrio local. Apesar de termos adicionado muita complexidade ao estudo da regula-
ridade do Operador Maximal Fracionério em espacos de funcoes B.M.O, pois estendemos
o operador no contexto de espagos métricos mensuraveis (X, d, 1) e ganhamos resultados
de reguralidade para o caso euclidiano como corolério, além de obtermos estimativas mais

gerais.
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