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RESUMO

A presente dissertação de mestrado tem como objetivo estudar a versão centrada do Opera-

dor Maximal Fracionário, primeiramente sua regularidade nos espaços Lp (Rn) junto com o

Potencial de Riesz. Na sequência, definiremos ambos os operadores em medidas do Rn com

o intuito de provar o Teorema de B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden. Depois, estudaremos dois

teoremas de Juha Kinnunen sobre o comportamento do operador nos Espaços de Sobolev.

Apresentaremos também estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador, onde uma

delas fornece um controle da oscilação de funções. Analisaremos a regularidade em espaços

de Sobolev da versão local do operador Mα,Ω em abertos com medida finita. Além disso,

daremos uma estimativa pontual do gradiente fraco do operador, que diferentemente do caso

não local, teremos o acréscimo de um termo extra contendo o Maximal Local Fracionário,

em seguida mencionaremos alguns exemplos que evidenciarão a otimização dos resultados

apresentados. Ao final, estudaremos a ação do Operador Maximal Fracionário em espaços

de Campanato L p,β(X ), onde X é espaço métrico mensurável munido com uma medida

positiva regular de Borel satisfazendo a propriedade "Doubling Property Means Condition".

Palavras-chave: operador maximal facionário; potencial de Riesz; teorema de B.Muckenhoupt-

R.L.Wheeden; espaço de Sobolev; espaço de Campanato.



ABSTRACT

This master dissertation aims to study the centered version of the Maximal Fractional Ope-

rator its regularity in the Lp (Rn) spaces along with the Riesz Potential. Then we define both

operators in measures of Rn in order to prove the Theorem of B. Muckenhoupt and R. Whe-

eden. After studying two theorems of Juha Kinnunen about operator behavior in Sobolev

Spaces. It has also been shown to use point points for the operator’s weak gradient, where

one of them has lost control of function swing. Analyze the regularity in Sobolev spaces of the

local version of the Mα,Ω operator in open with finite measure. Also, give a pointwise estimate

of the weak gradient, which unlike the non-local case, terms or addition of an extra term

showing the local fractional maximum, then mention some examples that demonstrate the

optimization of current results. At finally we studying the Fractional Maximal Operator action

on Campanato space L p,β(X ), where X is a measurable metric space provided with a regular

positive Borel measurement satisfying a property "Double property means condition".

Keywords: fractional maximal operator; Riesz potential; Sobolev space; Campanato’s space;

continuous Holder.
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1 INTRODUÇÃO

No primeiro momento estudaremos a regularidade do Operador Maximal Fracio-

nário nos espaços Lp (Rn) com o auxílio do Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev sobre o

Potencial de Riesz. Na sequência definiremos ambos os operadores em medidas do Rn com

o intuito de provar o Teorema de B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden que diz que a razão entre a

norma p do potencial e a norma p do maximal de uma medida é limitada superiormente e

inferiormente. O lema de Recobrimento de Whitney tem papel importante na prova deste

resultado. Posteriormente concluiremos as mesma estimativas de Hardy-Littlewood-Wiener

para o Operador Maximal, frequentemente usada nos resultados. De posse dos resultados

anteriores, estudaremos o operador nos Espaços de Sobolev, para concluírmos que dada uma

função f ∈ W 1,p (Rn), sob certas condições, Mα f ∈ W 1,q (Rn) onde q > p no qual depende

de α. Apresentaremos também estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador,

onde uma delas fornece um controle da oscilação de funções. Na segunda parte do texto,

estudaremos a regularidade em Sobolev da versão local do operador Mα,Ω em abertos com

medida finita. Além disso, daremos uma estimativa pontual do gradiente fraco do operador,

que diferentemente do caso não local, teremos o acréscimo de um termo extra contendo o

Maximal Local Fracionário, em seguida mencionaremos alguns exemplos que evidenciarão a

otimização dos resultados apresentados. Ao final do trabalho estudaremos a ação do Ope-

rador Maximal Fracionário em espaços de Campanato L p,β(X ), onde X é espaço métrico

mensurável munido com uma medida positiva regular de Borel satisfazendo a propriedade

"Doubling Property Means Condition". Nesta seção o resultado principal diz que se o espaço

satisfaz a condição "δ−annular decay property", desde que α e β cumpram certas condições,

o operador Mα : L p,β(X ) −→C 0,α+β(X ) é limitado quando restrito as funções em que Mα é

finito em quase todos os pontos de X . Alguns corolários desta proposição são demonstrados

bem como suas versões euclidianas.
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2 PRELIMINARES

Começamos este trabalho recordando definições e teoremas básicos de Análise

Real necessários ao estudo do Operador Maximal Fracionário. A notação doravante utilizados

é padrão e, em sua maioria, está em consonância com a Teoria clássica da Análise Harmônica.

Definição 2.0.1. Um espaço métrico (M ,d) é dito ser um espaço métrico completo se toda

sequência de Cauchy em M convergir para um elemento do conjunto. Em outras palavras dada

(xn)n≥1 ⊂ M tal que,

lim
m,n→∞d(xm , xn) = 0

então xn → x, onde x ∈ M.

Definição 2.0.2. Um espaço vetorial normado (X ,‖ ·‖) é chamado espaço de Banach quando

for um espaço métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Definição 2.0.3. Seja (xn)n≥1 uma sequência em (X ,‖·‖). Dizemos que xn converge fracamente

para x e denotamos por xn * x se, e somente se, ϕ(xn) → ϕ(x) para todo funcional linear

contínuo ϕ : X −→R.

Lema 2.0.1. (Mazur) Sejam (X ,‖ · ‖) um espaço de Banach e uma sequência (xn)n≥1 ⊂ X tal

que xn * x então existe uma sequência de combinações convexas de seus termos que converge

fortemente ao mesmo limite, ou seja, para cada n ≥ 1 existe N (n) ∈N tal que (tnk )k=N (n)
k=n ∈ (0,1)

de modo que,
N (n)∑
k=n

tnk = 1, ∀n ≥ 1

e temos

wn =
N (n)∑
k=n

tnk xk → x.

Demonstração. (BREZIS, 2010)

2.1 Teoria da Medida e Integração

Seja X um conjunto. A coleção A de subconjuntos de X é uma álgebra se contém

X e é fechado com respeito a uniões finitas e complementos. Obviamente ∅ ∈A . A coleção
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A é uma σ−álgebra de subconjuntos de X se for fechada com respeito a união enumerável.

Sejam X um conjunto e A uma σ-álgebra de subconjuntos de X . Uma medida é uma função

µ : A −→R satisfazendo as três condições a seguir:

I) Existe E ∈A tal que µ(E) <∞;

II) µ é não negativa;

III) Para qualquer coleção disjunta {E } j≥1 ⊂A temos:

µ

( ⋃
k≥1

En

)
= ∑

k≥1
µ(En).

A tripla (X ,A ,µ) denota um espaço de medida.

Definição 2.1.1. Uma σ−álgebra de Borel do Rn é a menor σ−álgebra que contém todos os

abertos de Rn , seus elementos são chamados de borelianos .

Definição 2.1.2. Diremos que uma medida µ em A é regular se para cada A ∈A existe B ∈A

mensurável tal que A ⊂ B e µ(A) =µ(B).

Definição 2.1.3. Uma medida µ em Rn é de Borel se todo boreliano é µ−mensurável.

Definição 2.1.4. Diremos que uma medida µ em Rn é Borel regular for uma medida de Borel e

regular.

Definição 2.1.5. Uma medida de µ em Rn é dita ser de Radom se for uma medida de Borel e

satisfaz µ(A) <∞ para qualquer conjunto limitado A ⊂Rn .

Definição 2.1.6. Seja µ uma medida de Borel em um espaço metrico X , definimos o suporte de

µ, como o menor fechado F tal que µ(X \ F ) = 0

supp(µ) = X \
⋃

{V ;V é aberto satisfazendo µ(V ) = 0}

= X \
⋃

{x;∃r > 0tal que µ(B(x,r )) = 0}.

Definição 2.1.7. A restrição de uma medidaµ ao conjunto A ∈A , é denotada porµ|A e definida

por:

µ|A =µ(A∩B), ∀B ∈A .
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Por conveniência de notação denotaremos a medida de Lebesgue por m e |A|
denota a medida de Lebesgue do conjunto A.

Definição 2.1.8. Seja E um conjunto mensurável. A função f : E −→ R é mensurável se o

conjunto {x ∈ E : f (x) > c} for mensurável para todo c ∈R.

Sejam E ∈A , c ∈R e um conjunto mensurável A definimos,

∫
E

cλAdµ=


cµ(E ∩ A), se c = 0

0, se c = 0.

Seja f : E −→ R não-negativa, f é uma função simples se for uma combinação linear finita

de funções características de conjuntos mensuráveis, em particular f admite representação

canônica se,

f (x) =
n∑

i=1
CiλEi (x),

onde {Ei }n
1 é uma coleção de conjuntos mensuráveis mutualmente disjuntos e neste caso

definimos sua integral por: ∫
E

f dµ=
n∑

i=1
Ciµ(Ei ).

Seja f : E −→R uma função mesurável e não-negativa definimos a integral de Lebesgue de f

por: ∫
E

f dµ= sup

{∫
E

sdµ : s ≤ f s é função simples

}
.

Uma função mensurável f : E −→ R é dita ser integrável se | f | for integrável. Neste caso

definimos, ∫
E

f dµ=
∫

E
f +dµ−

∫
E

f −dµ,

onde f + = max{0, f } e f − = min{0,− f } denotam respectivamente a parte positiva e negativa

da função f , valem as sequintes relações | f | = f ++ f − e f = f +− f −.

Seja ( fn)n≥1 uma sequência de funçôes mensuráveis não-negativas denotamos fn ↗ f se

fn → f pontualmente e satisfaz,

0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x), q.t .p. x ∈ E e ∀n ∈N.
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Teorema 2.1.1. Seja f : E −→ R uma função mensurável não-negativa. Então existe uma

sequência de funções simples ( fn)n≥1 tais que fn ↗ f .

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.2. (Convergência Monótona) Seja ( fn)n≥1 uma sequência de funções não-negativas

tais que fn ↗ f então,

lim
n→∞

∫
E

fndµ=
∫

E
lim

n→∞ fndµ.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.3. (Lema de Fatou) Seja ( fn)n≥1 uma sequência de funções mensuráveis não

negativas então ∫
E

liminf
n→∞ fndµ≤ liminf

n→∞

∫
E

fndµ.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.4. (Continuidade Absoluta da Integral) Sejam E um conjunto mensurável e

f : E −→R integrável. Então para cada ε> 0 arbitrário, pode-se obter δ> 0 tal que,

A ⊂ E ,µ(A) < δ⇒
∫

A
f dµ< ε.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.5. Dizemos que uma sequência de medidas µk≥1 converge fraco para a medida µ,

e denotamos por µk *µ, se para toda f ∈C 0
c (Rn),

lim
k→∞

∫
Rn

f dµk =
∫
Rn

f dµ.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Lema 2.1.1. Sejam µk e µ medidas de Radon em Rn . Então µk *µ se, e somente se,

limsupµn(K ),≤µ(K ), ∀K ⊂Rncompacto e

liminfµn(K ) ≤µ(O), ∀O ⊂Rn aber to.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).
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Lema 2.1.2. Sejam (X ,A ,µ), (X ,A ,η) e uma função f µ−mensurável e η−mensurável então,∫
X

f d [µ+η] =
∫

X
f dµ+

∫
X

f dη.

Demonstração. (ROYDEN H. L.; FITZPATRICK, 2010).

Lema 2.1.3. Seja f uma função não-negativa e µ−integrável em X . Então a função ν : M −→
Rn definida por:

ν(E) =
∫

E
f dµ, ∀E ∈ M .

é uma medida, além do que supp(µ) = supp( f ) .

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Lema 2.1.4. Sejam (X ,A ,ν), (X ,A ,µ), espaços de medidas e f ,g funções em X . Então f é

ν−integrável se, e somente se, a função f g for µ−integrável, nesse caso vale a igualdade,∫
X

f dν=
∫

X
f g dµ.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.6. (Tonelli) Sejam (X ,A ,µ), (Y ,B,ν) espaços de medida σ−finitos e completos e

f : X ×Y −→Rmensurável e não-negativa. Então,∫
X×Y

f d(µ×ν) =
∫

X

(∫
Y

f (x, y)dµ

)
dν=

∫
Y

(∫
X

f (x, y)dν

)
dµ.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.1.7. (Coordenadas Polares) Seja f :Rn −→R, então para cada x0 ∈Rn temos∫
Rn

f d x =
∫ ∞

0

(∫
∂B(x,r )

f dS

)
dr.

Em particular,
d

dr

(∫
B(x,r )

f

)
=

∫
∂B(x,r )

f ∀r > 0.

Demonstração. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005).
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2.2 Espaços LP

Definição 2.2.1. SejamΩ um subconjunto aberto deRn e p ∈ [1,∞], definimos o espaço L p (Ω)

como o conjunto das funções mensuráveis em Ω tais que,

‖ f ‖P =


(∫
Ω
| f |p

) 1
p <∞, p ∈ [1,∞),

ess supΩ(| f |), p =∞.

.

Definição 2.2.2. O espaço vetorial LP (Ω) é o quociente de L p (Ω) pela sequinte relação de

equivalência,

f ∼ g ⇐⇒ f = g , q.t .p. Ω.

Isso significa que,

LP (Ω) = {
[ f ]; f ∈L p (Ω)

}
onde [ f ] = {g ; g ∼ f }

munido com as seguintes operações:

[ f + g ] = [ f ]+ [g ], λ[ f ] = [λ f ],

Além disso, definimos

‖[ f ]‖LP (Ω) = ‖ f ‖p , se 1 ≤ p <∞,

‖ f ‖∞ = inf{r ≥ 0; | f | ≤ r q.t .p. Ω}.

Lema 2.2.1. O espaço (LP (Ω),‖ ·‖LP (Ω)) é um espaço vetorial normado de Banach.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.2.1. Seja f ∈ L1
Loc (Rn) então,

lim
x∈B ;|B |→0

×
B

f (y)d y = f (x), q.t.p.x ∈Rn .

Demonstração. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005).

Definição 2.2.3. Dada f ∈ L1
Loc (Rn), denotamos por L f o conjunto dos pontos de Lebesgue de

f definido por

L f =
{

x ∈Rn ; lim
x∈B ;|B |→0

×
B
| f (y)− f (x)|d y = 0

}
.
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Teorema 2.2.2. Se f ∈ L1
Loc (Rn), então

∣∣Rn \L f
∣∣= 0.

Demonstração. (STEIN E. M.; SHAKARCHI, 2005).

Lema 2.2.2. Seja ( fn)n≥1 ⊂ Lp (Ω), então fn * f se, e somente se,

lim
n→∞

∫
Ω

fnh =
∫
Ω

f h ∀h ∈ Lq (Ω).

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Lema 2.2.3. Sejam ( fn)n≥1, (gn)n≥1 ⊂ Lp (Ω) satisfazendo fn ≤ gn em Ω⊂Rn com a exceção de

um conjunto de medida nula. Se fn * f e gn * g ambas convergem fracamente em Lp (Ω)

então, f ≤ g q.t.p. Ω.

Demonstração. Como fn * f e gn * g consequentemente,

lim
n→∞

∫
Ω

fnh =
∫
Ω

f h e lim
n→∞

∫
Ω

gnh =
∫
Ω

g h, ∀h ∈ Lq (Ω).

onde q é o expoente conjugado de p. Seja A = L f ∩Lg , consequentemente A 6= ∅ pois

|Rn \ A| = 0 portanto o conjunto A é denso em Rn , e portanto será denso no aberto Ω, pela

hipótese escolhendo h = χB(x,r )
|B(x,r )| teremos,∫
Ω

fnh =
×

B(x,r )
fnd z ≤

×
B(x,r )

gn =
∫
Ω

gnhd z.

Façamos n →∞, ×
B(x,r )

f d z ≤
×

B(x,r )
g d z.

Fazendo r → 0, pelo Teorema da Diferenciação de Lebesgue temos:

f (x) = lim
r→0

×
B(x,r )

f d z ≤ lim
r→0

×
B(x,r )

g d z = g (x), q.t .p. x ∈Ω.

Teorema 2.2.3. (Representação Layer Cake ) Sejam f : E −→Rmensurável e p ≥ 1 então,∫
E
| f |p d z = p

∫ ∞

0
t p−1

∣∣{x ∈ E ; | f | > t }
∣∣d t .

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).
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2.3 Espaços de Sobolev

Definição 2.3.1. Sejam Ω ⊂ Rn aberto, f ∈ L1
Loc (Ω) e i ∈ {1, ..,n}. Se existir gi ∈ L1

Loc (Rn)

satisfazendo, ∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
d x =−

∫
Ω

giϕd x, ∀ϕ ∈C∞
c (Ω),

então dizemos que gi é a i-ésima derivada parcial fraca de f em Ω e será denotada por Di f .

Lema 2.3.1. A derivada parcial fraca está bem definida.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Definição 2.3.2. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e f ∈ L1
Loc (Ω). Se f possui derivada parcial fraca de

todas as ordens então definimos o gradiente fraco da função por,

D f (x) = (
D1 f (x), ...,Dn f (x)

)
.

.

Lema 2.3.2. Seja Ω⊂Rn aberto e 1 ≤ p ≤∞ definimos o espaço de Sobolev por

W 1,p (Ω) = {
f ∈ Lp (Ω);Di ∈ Lp (Ω) ∀i ∈ {1, ..,n}

}
.

Lema 2.3.3. O espaço de Sobolev W 1,p (Ω) munido com a norma

‖ f ‖W 1,p (Ω) =


(∫
ω

(| f |p +|D f |p )d x

) 1
p

,1 ≤ p <∞,

ess supΩ(| f |+ |D f |), p =∞

é um espaço vetorial normado.

Demonstração. (BREZIS, 2010).

Denotaremos por conveniência ‖D f ‖p = ‖|D f |‖p .

Lema 2.3.4. A norma em W 1,p (Ω) satisfaz as seguintes estimativas

‖ f ‖W 1,p (Ω) ≤ ‖ f ‖p +‖D f ‖p ≤ 2
p−1

p ‖ f ‖W 1,p (Ω),

em outras palavras a expressão ‖ f ‖p +‖D f ‖p é uma norma neste espaço.

Demonstração. (BREZIS, 2010).
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Teorema 2.3.1. Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈W 1,p (Rn) com 1 ≤ p ≤∞, então a convolução

f ∗ g ∈W 1,p (Rn) e

Di ( f ∗ g )(x) = ( f ∗Di g )(x), q.t .p.x ∈Rn ∀i ∈ {1, ..,n}.

Demonstração. (BREZIS, 2010).

Teorema 2.3.2. Sejam f , g ∈ W 1,p (Rn) então Di | f |,Di max{ f , g } ∈ W 1,p (Rn) além do mais

satisfazem

Di | f |(x) =


Di f (x), se f (x) ≥ 0

0, se f (x) = 0

−Di f (x), se f (x) ≤ 0.

Di max{ f , g }(x) =


Di f (x), se f (x) ≥ g (x)

Di g (x), se g (x) ≥ f (x).

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Teorema 2.3.3. Sejam u ∈ W 1,p (Ω), 1 ≤ p ≤∞ então existe (un)n≥1 ⊂ C∞
0 (Ω)∩W 1,p (Ω). tal

que,

u → un em W 1,p (Ω).

Demonstração. (BREZIS, 2010).

Teorema 2.3.4. (Compacidade Fraca) Sejam (un)n≥1 ⊂W 1,p (Ω) limitada, 1 < p <∞ e

un → u q.t.p em . Então u ∈W 1,p (Ω) e existem uma subsequência (unk )k≥1 ⊂W 1,p (Ω)

satisfazendo,

unk * u Di unk *Di u em Lp (Ω), ∀i ∈ {1, ..,n}.

Demonstração. (BREZIS, 2010).

Teorema 2.3.5. (Regra de Leibniz) Sejam u, v ∈ W 1,p (Ω), 1 ≤ p ≤∞, então uv ∈ W 1,p (Ω) e a

identidade é satisfeita,

Di (uv)(x) = v(x)Di u(x)+u(x)Di v(x), q.t.p. x ∈Ω.
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Demonstração. (BREZIS, 2010).

Teorema 2.3.6. (Regra da cadeia para funções de Sobolev) Sejam u ∈W 1,p (Ω), onde 1 ≤ p ≤∞,

O ⊂ Rm , Ω ⊂ Rn abertos e Ψ : O −→ Ω função lipschitz com inversa lipschitz, então u ◦Ψ ∈
W 1,p (Ω) e para todo j ∈ {1, ..,m},

D j
(

f ◦Ψ)
(y) =

n∑
i=1

Di f
(
Ψ(y)

) ∂Ψi

∂y j

(
y
)

, q.t .p. y ∈O.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

Em equações diferenciais parciais, a diferenciabilidade de funções no sentido fraco ou clássico

pode ser frequentemente reduzido ao estudo dos quocientes.

Lema 2.3.5. Dada uma função u :Ω−→Rn e V ⊂⊂ u definimos o "difference quotient"de u em

x por,

Dh
i u(x) = u(x +hei )−u(x)

h
, ∀i ∈ {1, ...,n}.

para x ∈V e |h| ∈ (0,Dist(V ,∂Ω)) onde ei denota o vetor canônico do Rn .

Denotamos Dhu(x) = (
Dh

1 u(x), ...,Dh
nu(x)

)
.

O seguinte teorema abaixo fornece um nova carecterização dos Espacos de Sobolev via

"difference quotient".

Teorema 2.3.7. I) Sejam u ∈W 1,p (Ω) e 1 ≤ p <∞, então existe uma contante C tal que para

cada V ⊂⊂Ω,

‖Dhu‖Lp (V ) ≤C‖Du‖Lp (Ω), para todo 0 < |h| < 1

2
Dist(V ,∂Ω).

II) Sejam u ∈ Lp (Ω) e 1 < p <∞ se, e existe uma constante C tal que a sequinte condição for

satisfeita:

∀V ⊂⊂Ω Dh
i u ∈ Lp (V ) e ‖Dh

i u‖Lp (V ) ≤C , para todo 0 < |h| < Dist(V ,∂Ω).

Então u ∈W 1,p (V ) e satisfaz ‖Di u‖Lp (V ) ≤C .

Demonstração. (EVANS, 2010).
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Teorema 2.3.8. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω⊂ Rn aberto conexo limitado com ∂Ω do

tipo C 1.Se 1 ≤ p ≤∞, então existe uma constante positiva C dependendo somente de n, p,Ω,

tal que,

‖u −uΩ‖Lp (Ω) ≤C‖Du‖Lp (Ω), uΩ =
×
Ω

u

para todo u ∈W 1,p (Ω).

Demonstração. (EVANS, 2010).

Teorema 2.3.9. (Desigualdade de Poincaré para bolas) Seja 1 ≤ p ≤ ∞ então existe uma

constante C dependende apenas de n e p tal que,

‖u −uB(x,r )‖Lp (Ω) ≤C‖Du‖Lp (Ω),

para qualquer B(x,r ) ⊂Rn e qualquer u ∈W 1,p (B(x,r )).

Demonstração. (EVANS, 2010).

Teorema 2.3.10. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Sejam u ∈W 1,p (Ω), 1 ≤ p < n, r = np
n−p então

existe uma constante C (n, p) tal que,

‖u‖Lr (Ω) ≤C (n, p)‖u‖W 1,p (Ω).

Demonstração. (BREZIS, 2010).

Definição 2.3.3. Uma função contínua f :Rn −→R é diferenciável em x ∈Rn se existe um vetor

D f (x) ∈Rn tal que,

f (y) = f (x)+D f (x) · (x − y)+o(|x − y |) quando y → x.

Se f é diferenciável em x ∈Rn dado v ∈Rn , podemos definir a derivada direcional Dv f (x) por

Dv f (x) = lim
r→0

f (x + r v)− f (x)

r
.

Teorema 2.3.11. Seja f : Rn −→ R localmente lipschitz. Então Dv f existe q.t.p. Rn . Em

particular o gradiente D f existe q.t.p. Rn e Dv f (x) = D f (x) · v q.t.p. Rn .

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).
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Teorema 2.3.12. (Rademacher) Seja f :Rn −→R localmente Lipschitz então f é diferenciável

em Rn à menos de um conjunto de medida nula.

Demonstração. (DIBENEDETTO, 2016).

2.4 Lema de Recobrimento de Whitney

Lemas de recobrimento são muito comuns em Análise Harmônica. Neste capítulo apresenta-

remos a demonstração do Lema de Recobrimento de Whitney estremamente relevante na

prova do teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev que versa na regularidade do Potencial de

Riesz em Lp . (STEIN, 1970)

Teorema 2.4.1. (Lema de Recobrimento de Whitney) Seja F ⊂ Rn fechado não vazio então,

existe uma coleção de cubos diáticos {Qk }∞1 satisfazendo as três condições abaixo:

(1)
∞⋃

k=0
Qk =Rn \ F,

(2) i nt (Q j )∩ i nt (Qi ), ∀ j 6= i ∈N,

(3) di am(Qk ) ≤ Dist(Qk ,F ) ≤ 4di am(Qk ), ∀k ∈N.

Demonstração. Para cada número inteiro k construímos uma coleção de cubos resultante da

k−ésima subdivisão de Rn ,

Mk =
{

Cm ;Cm =
n∏

i=1

[
mi 2−k , (mi +1)2−k]

m = (m1, ....,mn) ∈Zn

}
,

teremos Rn =⋃∞
m∈Zn Cm . Notemos cada cubo da divisão Mk contém 2n cubos de Mk+1. Os

cubos de Mk possuem arestas de comprimento 2−k e portanto diâmetro de
p

n2−k . Adicio-

nalmente definimos Ωk = {
x;c2−k ≤ di st (x,F ) ≤ c2−k+1

}
em que c é uma constante momen-

taneamente fixada. Obviamente,

Rn \ F =
∞⋃

k=−∞
Ωk .

Fazemos uma escolha inicial de cubos, e denotamos a coleção resultante por,

F0 =
⋃

k∈Z
{Q ∈Mk ; Q ∩Ωk 6=∅

}
Rn \ F = ⋃

Q∈F0

Q.
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Escolhemos apropriadamente c de forma que,

di am(Qk ) ≤ Dist(Qk ,F ) ≤ 4di am(Qk ), ∀Q ∈F0.

Dado Q ∈ F0, existe um inteiro k ′ tal que Q ∈ Mk ′ então di am(Q) = p
n2−k , assim existe

x ∈Q ∩Ωk , portanto

c2−k+1 ≥ Dist(x,F ) ≥ Dist(Q,F ) ≥ Dist(x,F )−di am(Q) > c2−k −p
n2−k .

Se fizermos c = 2
p

n a estima desejada é satisfeita. Daí a coleção F0 satisfaz todas as proprie-

dades requeridas, exceto que os cubos são quase disjuntos. Para finalizar a demonstração

precisamos refinar a escolha dos cubos desta coleção de forma a remover os elementos desne-

cessários. Suponhamos Q1 ∈Mk1 e Q2 ∈Mk2 , não disjuntos, então se k1 ≤ k2 teremos Q1 ⊂Q2.

Para cada cubo qualquer da coleção F0, iremos associar o cubo maximal da coleção que

contém ele. Pela afirmação anterior, quaisquer dois cubos Q ′ e Q" que contendo um cubo

Q satisfazem Q ′∪Q" 6=∅, portanto provamos que cada cubo de F0 possui um único cubo

maximal. Definimos a coleção resultante da escolha dos cubos maximais por F , natural-

mente essa coleção é disjunta caso contrário, pela mesma observação teríamos um absurdo,

consequentemente,

(1)
⋃

Q∈F

Q =Rn \ F,

(2) Os cubos de F são disjuntos,

(3) diam(Q) ≤ Dist(Q,F ) ≤ 4diam(Q), ∀Q ∈F .



24

3 OPERADOR MAXIMAL FRACIONÁRIO DE HARDY-LITTLEWOOD

Definição 3.0.1. Sejaα ∈ [0,n). Definimos o Operador Maximal Fracionário de Hardy-Littlewood

Mα : L1
Loc (Rn) −→Rn por:

Mα f (x) = sup
r>0

rα
×

B(x,r )
| f |.

Caso α= 0 obtemos o Operador Maximal de Hardy-Litllewood.

A função Mα f : Rn −→ R é mensurável por ser semi-contínua inferiormente, ou seja, para

todo c > 0 o conjunto Ec = {x ∈Rn ;Mα f (x) > c} é aberto e portanto mensurável, ou de forma

equivalente, liminfx→x0 f (x) ≥ f (x0) > c, ∀x0 ∈ Ec a condição acima decorre do lema de

Fatou. Dada uma função mensurável f estão bem definidos os operadores translação e

dilatação eles serão denotados respectivamente por Th f e δλ f , as seguintes identidades são

satisfeitas.

Teorema 3.0.1. Sejam f , g ∈ L1
loc (Rn), então o operador satisfaz as seguintes propriedades:

I) (Sublinearidade)

Mα( f + g )(x) ≤Mα f (x)+Mαg (x).

II) (Homogeneidade)

Mα(λ f )(x) = |λ|Mα f (x)

III) (Dilatação)

δλ(Mα f )(x) =λ−αMα f (x)

IV) (Translação)

Mα(Th f )(x) = Th(Mα f )(x).

Demonstração. I) Como f , g ∈ L1
loc (Rn) entao, f + g ∈ L1

l oc (Rn) portanto Mα( f + g ) :Rn −→R
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esta bem definido, pela desigualdade triangular:

| f (y)+ g (y)| ≤ | f (y)|+ |g (y)|∀x ∈Rn

rα
×

B(x,r )
|( f + g )(y)|d y ≤ rα

×
B(x,r )

| f (y)|d y + rα
×

B(x,r )
|g (y)|d y

≤Mα f (x)+ rα
×

B(x,r )
|g (y)|d y

≤Mα f (x)+Mαg (x), ∀r > 0.

Tomando o supremo em r obtemos o desejado.

II) Seja f ∈ L1
loc (Rn) então, λ f ∈ L1

loc (Rn), portanto Mα(λ f )(x) : Rn −→ R está bem definido,

daí,

Mα(λ f )(x) = sup
r>0

rα
×

B(x,r )
|λ f (y)|d y

= sup
r>0

|λ|rα
×

B(x,r )
| f (y)|d y

= |λ|sup
r>0

rα
×

B(x,r )
| f (y)|d y

= |λ|Mα( f )(x).

III) Seja f ∈ L1
loc (Rn) então, δλ f ∈ L1

l oc (Rn) portanto δλ f :Rn −→R está bem definido, daí,

Mα(δλ f )(x) = sup
0<r

rα
×

B(x,r )
|δλ f (y)|d y

= sup
0<r

rα
×

B(x,r )
| f (λy)|d y.

Decorre da fórmula da mudança de variável para a dilatação, juntamente com a relação

|B(x,λr )| =λn |B(x,r )|, concluímos:

rα
×

B(x,r )
| f (λy)|d y = rα

×
B(x,λr )

| f (y)|d y

portanto,

sup
0<r

rα
×

B(x,r )
|δλ f (y)|d y = sup

0<r
rα

×
B(x,λr )

| f (y)|d y

= 1

λα
sup
0<r

(λr )α
×

B(x,λr )
| f (y)|d y

= 1

λα
Mα( f )(x).
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IV) Seja f ∈ L1
loc (Rn) então, Th f ∈ L1

l oc (Rn) portanto Th f :Rn −→R está bem definido, daí,

Mα(Th f )(x) = sup
0<r

rα
×

B(x,r )
|Th f (y)|.

Decorre da fórmula da mudança de variável juntamente com a invariância da medida de

Lebesgue por translação,

rα
×

B(x,r )
| f (y +h)|d y = rα

×
B(x+h,r )

| f (y)|d y.

Portanto:

sup
0<r

rα
×

B(x,r )
| f (y +h)|d y = sup

0<r
rα

×
B(x+h,r )

| f (y)|d y.

= Th(Mα)(x).

Lema 3.0.1. Seja f ∈ L1
loc (Rn) então para cada R > 0,

Mα f (x) ≥
(

R

R +|h|
)n−α

Rα

×
B(x+h,R)

| f |d y, ∀x,h ∈Rn .

Demonstração. Da definição temos,

Mα f (x) ≥ (R +|h|)α
×

B(x,R+|h|)
| f |d y.

Como B(x +h,R) ⊂ B(x,R +|h|),

= (R +|h|)α−n

|B1|
∫

B(x,R+|h|)
| f |d y ≥ (R +|h|)α−n

|B1|
∫

B(x+h,R)
| f |d y

=
(

R

R +|h|
)n−α

Rα

×
B(x+h,R)

| f |d y.

Uma propriedade notável da função Mα f é de que se existe x0 ∈Rn tal que Mα f (x0) = 0 então

f é nula em q.t.p. Rn . Para vermos isso, tomamos x = x0 e h = 0 na desigualdade anterior

portanto,

rα
×

B(x0,r )
| f (y)|d y = 0, ∀r > 0.

logo se r > 0 temos f |B(x0,r ) = 0 em quase todo ponto, consequentemente f = 0, q.t .p.Rn .

Pelo o que foi exposto ateriormente podemos concluir que o suporte do Operador Maximal

Fracionário de uma função não pode estar propriamente contido em Rn , exceto se f for nula

em quase todos os pontos. Com efeito, dado x ∈ Rn \ supp(Mα f ), por definição existe um

aberto U contendo x tal que Mα f é nula em quase todos os pontos de U , portanto f é nula

em quase todos os pontos do Rn consequentemente supp(Mα f ) =Rn .
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Teorema 3.0.2. Seja f ∈ L1
Loc (Rn) então Mα f ∈ L1

Loc (Rn) se, e somente se, f (x) = 0 em quase

todo ponto x ∈Rn .

Demonstração. Suponha por contradição, que f 6= 0 .t.p em Rn , pelo lema anterior:

Mα f (x)d x ≥ Rα

×
B(0,R)

| f |d y

(
R

R +|x|
)n−α

.

Por hipótese f λB(z,R) ∈ f ∈ L1(Rn), integrando termo a termo temos,∫
B(z,R)

Mα f (x)d x ≥ Rα

×
B(0,R)

| f |d y
∫

B(z,R)

(
R

R +|x|
)n−α

d x

= Rα

×
B(0,R)

| f |d y
∫

B(z,R)

1(
1+ |x|

R

)n−αd x.

Escolhemos R suficientemente grande tal que |z| < R,logo |x| ≤ |x − z|+ |z| ≤ R +R = 2R, daí:

1(
1+ |x|

R

)n−α ≥ 3α−n ∀R > 0

≥ Rα

×
B(0,R)

| f |d y
∫

B(z,R)
3α−n

= |B(z,R)|Rα3α−n
×

B(0,R)
| f |d y

≥ |B1|3α−n lim
R→∞

Rα

∫
B(0,R)

| f |d y =∞.

Portanto concluímos que f não é integrável em qualquer bola B ⊂Rn uma contradição. Logo

f 6= 0q.t .p . Quanto a recíproca, se f é nula em q.t.p então,

rα
×

B(x,r )
| f |d y = 0, ∀x ∈Rn

logo,

sup
r>0

rα
×

B(x,r )
| f |d y =Mα f (x) = 0.

Lema 3.0.2. Seja f :Rn −→Rmensurável e limitada então,

lim
r→0

rα sup
x∈Rn

×
B(x,r )

| f |d y = 0.
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Demonstração.

lim
r→0

rα sup
x∈Rn

×
B(x,r )

| f |d y ≤ lim
r→0

rα sup
x∈Rn

×
B(x,r )

‖ f ‖L∞(Rn )d y = ‖ f ‖L∞(Rn ) lim
r→0

rα = 0.

Como consequência do resultado anterior, concluímos que para cada ε> 0, existe rε > 0 tal

que,

0 < r < rε⇒ rα
×

B(x,r )
| f |d y < ε, ∀x ∈Rn .

O lema anterior frustra a expectativa de existir uma estimativa pontual do tipo:

Mα f (x) ≥C | f (x)| q.t.p.x ∈Rn

caso contário f seria identicamente nula q.t.p em Rn .

Lema 3.0.3. Seja f ∈ L1(Rn), então a função g :Rn ×R−→R definida por,

g (x, y) =
∫

B(x,y)
| f |

é contínua.

Demonstração. Dadas (xk )k≥1 ⊂Rn , (rk )k≥1 ⊂R que convergem respectivamente para x e r .

Notemos que: ∣∣∣∣∫
B(xk ,rk )

| f |−
∫

B(x,r )
| f |

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫
Rn

| f |(χB(xk ,rk ) −χB(x,r )
)∣∣∣∣

≤
∫
Rn

| f | ∣∣χB(xk ,rk ) −χB(x,r )
∣∣

=
∫
Rn

| f |χB(xk ,rk )4B(x,r )

=
∫

B(xk ,rk )4B(x,r )
| f |.

|B(xk ,rk )4B(x,r )| ≤ |B(xk ,rk )4B(x,rk +|x −xk |)|+ |B(x,rk +|x −xk |)4B(x,r )|

= 2|B1|[(rk +|x −xk |)n − r n].

Mostramos que lim
k→∞

|B(xk ,rk )4B(x,r )| = 0 consequentemente decorre da continuidade

absoluta da integral que,

lim
k→∞

∫
B(xk ,rk )4B(x,r )

| f | = 0.
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Uma consequência imediata do Lema é que fixado R > 0 e um compacto K se f for não-

identicamente nula, ou seja, a função é não nula em quase todos os pontos de Rn então

inf
x∈K

Rα

×
B(x,R)

| f | > 0. Suponhamos por contradição que o ínfimo seja nulo, pela continuidade

da função média juntamente com o Teorema de Weierstrass existe x0 ∈ K de modo que,

Rα

×
B(x0,R)

| f | = inf
x∈K

Rα

×
B(x,R)

| f | > 0,

consequentemente f se anula em B(x0,R) a menos de um conjunto de medida nula, uma

contradição como o fato de que a função é não-identicamente nula.

Lema 3.0.4. Seja f : Rn −→ R mensurável, limitada, não identicamente nula com suporte

compacto, então dado K ⊂ Rn compacto existem constantes r0 = r0( f ,K ) e R0 = R0( f ,K ) tais

que, 0 < r0 < R0 e vale a identidade,

Mα f (x) = sup
r∈[r0,R0]

rα
×

B(x,r )
| f |d y , ∀x ∈ K .

Demonstração. Iniciamos a prova definindo as contantes R0 = Diam
(
supp( f )∪K

)
e

ε = inf
x∈K

Rα
0

×
B(x,R0)

| f |d y , sabemos que ε > 0, pelo Lema 3.0.3 concluímos a existência de

rε < R0 tal que,

∀r ∈ (0,rε]; ∀x ∈ K ⇒ rα
×

B(x,r )
| f |d y < ε≤ Rα

0

×
B(x,R0)

| f |d y.

Escolhemos r0 = rε. Dividimos a demonstração em casos, fixamos x ∈ K .

Caso r0 ≤ r ≤ R0 é trivial pois,

sup
r∈[r0,R0]

rα
×

B(x,r )
| f |d y ≤ sup

0<r
rα

×
B(x,r )

| f |d y.

Caso r < r0. Segue da definição de r0,

∀r ∈ (0,rε] e ∀x ∈ K ⇒ rα
×

B(x,r )
| f |d y < sup

r∈[r0,R0]
rα

×
B(x,r )

| f |d y.
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Caso r > R0.

rα−n

|B1|
∫

B(x,r )
| f |d y < Rα−n

0

|B1|
∫

B(x,r )
| f |d y

= Rα−n
0

|B1|
∫

B(x,r )\B(x,R0)
| f |d y + Rα−n

0

|B1|
∫

B(x,R0)
| f |d y

= Rα
0

×
B(x,R0)

| f |d y

≤ sup
r∈[r0,R0]

rα
×

B(x,r )
| f (y)|d y.

A última igualdade decorre do fato de que para cada x ∈ K temos B(x,R0) ⊃ K ∪ supp( f ) e

consequentemente temos
(
B(x,r ) \ B(x,R0)

)∩ supp( f ) =; para todo x ∈ K .

Concluímos da análise de casos que,

Mα f (x) ≤ sup
r∈[r0,R0]

rα
×

B(x,r )
| f |d y.

Combinamos com o fato de que em cada x ∈ K ,

sup
r∈[r0,R0]

rα
×

B(x,r )
| f |d y ≤Mα f (x).

Assim concluímos a igualdade desejada.

O próximo teorema é o primeiro exemplo de o quão boa é a regularidade de Mα f em relação

a de M f . Sabemos que dada f ∈ L1
Loc (Rn), o Teorema da diferenciação de Lebesque implica

em:

| f (x)| ≤M f (x), ∀x ∈L f

e portanto como consequência temos,

‖M f ‖L∞(Rn ) ≤ ‖ f ‖L∞(Rn ).

Não existe resultado análogo para o caso α> 0 pois se f ∈ L∞(Rn) for constante vale

Mα f (x) =∞ em todos os pontos do domínio, desde que f tenha suporte compacto, vale um

resultado surpreendentemente melhor . O teorema adiante, afirma que dada uma f ∈ L∞(Rn)

com suporte compacto Mα f é localmente Lipschitz. Pelo Teorema de Hadamart Mα f possui

derivada no sentido clássico em quase todos os pontos de Rn . Este fato será demonstrado

com o auxílio do lema anterior.
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Teorema 3.0.3. Seja f ∈ L∞(Rn), com suporte compacto e não identicamente nula emRn então

Mα f é lipschitz em qualquer compacto K ⊂Rn . Além do mais, possui derivada em quase todos

os pontos do seu domínio.

Demonstração. Provaremos que para cada r > 0 a convolução λr ∗ | f | : Rn −→ R é lipschitz

em K com constante C =C (K ,r0,R0). Pela proposição anterior,

Mα f (x) = sup
r∈[r0,R0]

λr ∗| f |(x), ∀x ∈ K .

Dados x, y ∈ K e r ∈ [r0,R0],

∣∣λr ∗| f |(x)−λr ∗| f |(y)
∣∣= rα−n

|B1|
∣∣λB(0,r ) ∗| f |(x)−λB(0,r ) ∗| f |(y)

∣∣
≤ rα−n

0

|B1|
∣∣λB(0,r ) ∗| f |(x)−λB(0,r ) ∗| f |(y)

∣∣
≤ rα−n

0

|B1|
∣∣∣∣∫
Rn

(
λB(0,r )(x − z)−λB(0,r )(y − z)

)
f (z)d z

∣∣∣∣
= rα−n

0

|B1|
∣∣∣∣∫
Rn

(
λB(x,r )(z)−λB(y,r )(z)

)
f (z)d z

∣∣∣∣
≤ rα−n

0

|B1|
∫
Rn

∣∣(λB(x,r )(z)−λB(y,r )(z)
)∣∣ ∣∣ f (z)

∣∣d z

= rα−n
0

|B1|
∫
Rn
λB(x,r )4B(y,r )(z)

∣∣ f (z)
∣∣d z

≤ rα−n
0

|B1|
‖ f ‖L∞(Rn )

∣∣B(x,r )4B(y,r )
∣∣ .

Para o que falta iremos estimar a medida do conjunto acima, por meio da seguinte identidade

oriunda da Teoria dos Conjuntos: A 4C ⊂ A 4B ∪B 4C ∀A,B ,C . Usamos as inclusões

abaixo,

B(x,r +|x − y |) ⊃ B(x,r ) B(x,r +|x − y |) ⊃ B(y,r ).

Concluímos que,

B(x,r )4B(x,r +|x − y |) = B(x,r +|x − y |) \ B(x,r )

B(x,r +|x − y |)4B(y,r ) = B(x,r +|x − y |) \ B(y,r ).
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Portanto,∣∣B(x,r )4B(y,r )
∣∣≤ ∣∣B(x,r )4B(x,r +|x − y |)∣∣+ ∣∣B(x,r +|x − y |)4B(y,r )

∣∣
= ∣∣B(x,r +|x − y |) \ B(x,r )

∣∣+ ∣∣B(x,r +|x − y |) \ B(y,r )
∣∣

= 2|B1|n[(r +|x − y |)n − r n].

O Teorema do Valor Médio afirma a existência de ξ ∈ (r,r +|x − y |) tal que,

(r +|x − y |)n − r n = 2|B1|nξn−1|x − y |,

daí, ∣∣B(x,r )4B(y,r )
∣∣≤ 2n|B1|(R0 +di amK )n−1|x − y |.

Logo, ∣∣λr ∗| f |(x)−λr ∗| f |(y)
∣∣≤ rα−n

0

|B1|
‖ f ‖L∞(Rn )2n|B1|(R0 +di amK )n−1|x − y |

≤ 2nrα−n
0 (R0 +di amK )n−1‖ f ‖L∞(Rn )|x − y |

=C (K ,r0,R0,n)|x − y |.

Sabemos que ∀x, y ∈ K e ∀r ∈ [r0,R0],

λr ∗| f |(x) ≤λr ∗| f |(y)+C (K ,r0,R0,n)|x − y |

≤Mα f (y)+C (K ,r0,R0,n)|x − y |.
Tomando o supremo, obtemos:

Mα f (x) = sup
r∈[r0,R0]

λr ∗| f |(x) ≤Mα f (y)+C (K ,r0,R0,n)|x − y |.

⇒Mα f (x)−Mα f (y) ≤C (K ,r0,R0,n)|x − y |.

Trocando x por y , obtemos:

Mα f (x)−Mα f (y) ≤C (K ,r0,R0,n)|x − y |,

daí ∣∣Mα f (x)−Mα f (y)
∣∣≤C (K ,r0,R0,n)|x − y | ∀x, y ∈ K .

Portanto Mα f é contínua em Rn . Como a função é localmente lipschitz aplicando o teorema

de Hadamart, Mα f é diferenciável em q.t.p. Rn .
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Os próximos resultados visam estudar o operador em espaços Lp (Rn), o caso α = 0 é bem

conhencido na literatura da Análise Harmônica como Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener.

Teorema 3.0.4. (Hardy-Littlewood-Wiener) Seja f ∈ Lp (Rn),com 1 ≤ p ≤∞. Então existe uma

constante A = A(n, p), tal que ,

(a) Se p=1 temos: ∣∣{x : M f (x) >λ}∣∣≤ A

λ
‖ f ‖1, ∀λ> 0.

(b) Caso contrário,

‖M f ‖p ≤ A‖ f ‖p .

Como veremos no decorrer do trabalho o Operador Maximal Fracionário de Hardy consegue

melhorar este resultado no sentido de que dada f ∈ Lp (Rn) então Mα f ∈ Lq (Rn) para algum

q > p dependendo de α, este fato sera demonstrado com o auxílio de certas propriedades

do Operador de Riesz, mais especificamente o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev . Seja

f ∈ L1
Loc (Rn) e x ∈Rn definimos o Potencial de Riesz da função f como,

Iα f (x) =
∫
Rn

| f (y)|
|x − y |n−αd y.

Teorema 3.0.5. Sejam 0 <α< n, 1 ≤ p <∞, 0 < θ < 1 existem constantes C1, C2, C3 tais que

para qualquer função mensurável f e x ∈Rn ,

(1) Iα f (x) ≤C1(n,α, p)‖ f ‖
αp
n

p M f (x)1−αp
n , 1 ≤ p < n

α
,

(2) Iαθ f (x) ≤C2(n,α, p)Iα f (x)θM f (x)1−θ,

(3) Iαθ f (x) ≤C3(n,α, p)Mα f (x)θM f (x)1−θ.

Demonstração. (1)∫
B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αd y ≤

∞∑
k=1

∫
B(x,δ2−k )\B(x,δ2−k+1)

| f (y)|
|x − y |n−αd y

≤
∞∑

k=1

1

(δ2−k )n−α

∫
B(x,δ2−k+1)

| f |(y)d y

≤ |B1|
∞∑

k=1

(δ2−k+1)n

(δ2−k )n−αM f (x)

= |B1|2n−α

1−2−α δαM f (x).
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∫
B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αd y ≤ AδαM f (x)

∫
Rn \B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αd y ≤ ‖ f ‖p

(∫
Rn \B(x,δ)

1

|x − y |(n−α)q
d y

) 1
q

∫
Rn \B(x,δ)

1

|x − y |(n−α)q
d y =

∫
Rn

λRn \B(x,δ)(y)

|x − y |(n−α)q
d y

=
∫ ∞

0

∫
∂B(x,s)

λRn \B(x,δ)(y)

|x − y |(n−α)q
d zd s

=
∫ ∞

0

1

s(n−α)q

∫
∂B(x,s)

λRn \B(x,δ)(y)d zd s

=
∫ ∞

δ

|∂B(x, s)|
s(n−α)q

d s

= n|B1|
∫ ∞

δ
sn−(n−α)q−1d s

= |B1| nδ

(
α− n

p

)
q

(n −α)q −n
.

Daí, ∫
Rn \B(x,δ)

1

|x − y |(n−α)q
d y ≤ Aδ

(
α− n

p

)
‖ f ‖p .

Somando as estimativas obtidas,∫
B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αd y +

∫
Rn \B(x,δ)

1

|x − y |(n−α)q
d y ≤ AδαM f (x)+ Aδ

(
α− n

p

)
‖ f ‖p

Fazemos δ=
( ‖ f ‖p

M f (x)

) p
n

obtemos o resultado almejado.

(2) Fazemos a substituição α 7→αθ na desigualdade anterior,∫
Rn \B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αθ d y ≤ Aδαθ−αIα f (x).

Para finalizarmos fazemos δ=
(

Iα f (x)
M f (x)

) 1
α

.

(c) ∫
Rn \B(x,δ)

| f (y)|
|x − y |n−αθ d y ≤ Aδαθ−αMα f (x).

Escolhemos δ=
(

Mα f (x)
M f (x)

) 1
α

.
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Teorema 3.0.6. (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sejam 0 < α < n ,1 ≤ p < q < ∞, satisfazendo

1
q = 1

p − α
n então:

(a) Se f ∈ Lp (Rn) então o Potencial de Riesz Iα f (x) está bem definido em Lp (Rn);

(b)
(
(p, q)−For te

)
Se f ∈ Lp (Rn) então existe uma constante C, independente de f satisfazendo,

‖Iα f ‖q ≤C‖ f ‖p .

(c)
(
(1, q)−F r aco

)
Se f ∈ L1(Rn) então para cada λ> 0, existe uma constante C independende

de f de modo que: ∣∣{x ∈Rn ; |Iα f (x)| >λ}∣∣≤ (
C‖ f ‖1

λ

) n
n−α

.

Demonstração. (b) Usando a estimativa,

Iα f (x) ≤C1‖ f ‖
αp
n

p M f (x)1−αp
n , 1 ≤ p < n

α

‖Iα f ‖q ≤C1‖ f ‖
αp
n

p ‖(M f )1−αp
n ‖q =C1‖ f ‖

αp
n

p ‖M f ‖
p
q
p .

Em sequida usamos o Teorema de Wiener,

C1‖ f ‖
αp
n

p ‖M f ‖
p
q
p ≤C1 A

p
q ‖ f ‖

αp
n

p ‖ f ‖
p
q
p =C1 A

p
q ‖ f ‖p .

(c) Fazemos uso da estimativa anterior,

Iα f (x) ≤C1‖ f ‖
αp
n

p M f (x)1−αp
n 1 ≤ p < n

α
.

Portanto, ∣∣{x : Iα f (x) >λ}∣∣≤ ∣∣{x : Mα f (x) > K
}∣∣ ,k =

 λ

C1‖ f ‖
α
n
1

 n
n−α

.

Usamos novamente o Teorema de Wiener,

∣∣{x : Mα f (x) > K
}∣∣≤ A

k
‖ f ‖1 =

(
A

n−α
n C1‖ f ‖1

λ

) n
n−α

.

Teorema 3.0.7. Sejam f ∈ Lp (Rn) e 0 < α < n com 1 < p < n
α

, 0 < q ≤∞, 1
r = θ

q + 1−θ
p . Então

existem constantes C1(α, p,n) e C2(α, p,n) tais que para 0 < θ < 1,

‖Iαθ f ‖r ≤C1‖Iα f ‖θq‖ f ‖1−θ
p

‖Iαθ f ‖r ≤C2‖Mα f ‖θq‖ f ‖1−θ
p .
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Demonstração. Pelo Teorema 3.0.7.

‖Iαθ f ‖r ≤C1

∥∥∥(Iα f )θ(M f )1−θ
∥∥∥

r

=C1

∥∥∥(Iα f )rθ(M f )r (1−θ)
∥∥∥ 1

r

1
.

Aplicando a desigualdade de Hölder e o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener,

≤C1

∥∥∥(Iα f )rθ
∥∥∥ 1

r
q

rθ

∥∥∥(M f )r (1−θ)
∥∥∥ 1

r
p

r (1−θ)

=C1‖Iα f ‖θq‖M f ‖1−θ
p

≤C1‖Iα f ‖θq‖ f ‖1−θ
p .

Quanto a segunda desigualdade, usamos a terceira afirmação do teorema anterior temos,

‖Iαθ f ‖r ≤C3

∥∥∥(Mα f )θ(M f )1−θ
∥∥∥

r
=C3

∥∥∥(Mα f )θ(M f )1−θ
∥∥∥ 1

r

1

Aplicando novamente Hölder,

≤C3

∥∥∥(Mα f )rθ
∥∥∥ 1

r
q

rθ

=
∥∥∥(Mα f )r (1−θ)

∥∥∥ 1
r

p
r (1−θ)

=C3‖Mα f ‖θq‖Mα f ‖1−θ
p

≤C1‖Mα f ‖θq‖ f ‖1−θ
p .

Ressaltemos que a segunda desigualdade do Teorema 3.0.7. anterior também é válida caso

θ = 1, ou seja, dado 0 < q <∞ e f ∈ Lq (Rn) verifica se ‖Iα∗ f ‖q ≤ c‖Mα f ‖q . Esta proposição

é uma versão fraca de um teorema bastante surpreendente e mais geral em (ADAMS D.

R.; HEDBERG, 1999), devido a B.Muckenhoupt e R.L.Wheeden, que afirma a estimativa acima

para as versões estendidas em medidas de Rn . Os próximos resultados terão a finalidade de

demonstrá-lo, o lema da próxima seção será importante na prova.
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4 OPERADORES EM MEDIDAS

Ainda com a finalidade de estudar o operador maximal em LP (Rn), iremos definir

extenções dos operadores mencionados em medidas. Dada uma medida µ,em Rn , definimos

o Operador Maximal Fracionário Mαµ : Rn −→ R e o Potencial de Riesz de uma medida

Iαµ :Rn −→R por

Mαµ(x) = sup
r>0

rα

|B(x,r )|
∫

B(x,r )
dµ

Iαµ(x) =
∫
Rn

1

|x − y |n−αdµ(y), ∀x ∈Rn .

Convém notar que como para cada f ∈ L1
Loc (Rn) podemos definir uma medida tal que

dµ= | f |dm, portanto pelo lema Mudança de Medida na integral temos,

Iαµ(x) = Iα f (x) e Mαµ(x) =Mα f (x).

Lema 4.0.1. Seja µ uma medida em Rn , x ∈Rn e 0 <α< n. Então para todo δ> 0 temos:

(1)
∫

B(x,δ)

dµ(y)

|x − y |n−α = (n −α)
∫ δ

0

µ(B(x,r ))

r n−α
dr

r
+ µ(B(x,δ))

δn−α ,

(2)
∫
Rn \B(x,δ)

dµ(y)

|x − y |n−α = (n −α)
∫ ∞

δ

µ(B(x,r ))

r n−α
dr

r
− µ(B(x,δ))

δn−α .

Demonstração. (1) Aplicando o Teorema de Fubini-Tonelli. Notemos queλB(x,r )(y) =λ[|x−y |,∞)(r ),

portanto,

(n −α)
∫ δ

0

µ(B(x,r ))

r n−α
dr

r
=

∫ δ

0

∫
B(x,r )

(n −α)

r n−α+1
dµ(y)dr

=
∫ δ

0

∫
B(x,δ)

λB(x,r )(y)
(n −α)

r n−α+1
dµ(y)dr

=
∫

B(x,δ)

∫ δ

0
λB(x,r )(y)

(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

=
∫

B(x,δ)

∫ δ

0
λ[|x−y |,∞)(x)

(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

=
∫

B(x,δ)

∫ δ

|x−y |
(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

=
∫

B(x,δ)

1

|x − y |n−δ −
1

δn−δdµ(y)

=
∫

B(x,δ)

1

|x − y |n−δdµ(y)− µ(B(x,δ))

δn−α .
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(2)

(n −α)
∫ ∞

δ

µ(B(x,r ))

r n−α
dr

r
− µ(B(x,δ))

δn−α =
∫ ∞

δ

(n −α)µ(B(x,r ))

r n−α+1
dr −

∫ ∞

δ

(n −α)µ(B(x,δ))

r n−α+1
dr

=
∫ ∞

δ

(∫
B(x,r )

dµ(y)dr −
∫

B(x,δ)
dµ(y)

)
(n −α)

r n−α+1
dr

=
∫ ∞

δ

∫
Rn \B(x,δ)

λB(x,r )(y)
(n −α)

r n−α+1
dµ(y)dr.

Novamente Fubini,

=
∫
Rn \B(x,δ)

∫ ∞

δ
λB(x,r )(y)

(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

de (∗)

=
∫
Rn \B(x,δ)

∫ ∞

δ
λ[|x−y |,∞)(r )

(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

=
∫
Rn \B(x,δ)

∫ ∞

|x−y |
(n −α)

r n−α+1
dr dµ(y)

=
∫
Rn \B(x,δ)

1

|x − y |n−δdµ(y).

Como consequência do lema anterior obtemos a seguinte identidade,

Iα∗µ(x) = (n −α)
∫ ∞

0

µ(B(x,r ))

r n−α
dr

r
, ∀x ∈Rn .

O próximo resultado é muito importante, por ser capaz de estimar a função distribuição na

representação Layer Cake da norma Lq , afim de obter o resultado de regularidade para o

Operador de Riesz.

Teorema 4.0.1. (Good λ Inequality) Existem a > 1 e b > 0 tais que para todo λ> 0 e qualquer

ε ∈ (0,1] então,

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ
}∣∣≤ bε

n
n−α

∣∣{x; Iα∗µ(x) >λ}∣∣+ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣ .

Demonstração. Sabemos que para todo λ positivo o conjunto F = {x : Iα∗µ(x) > aλ} é aberto

pois decorre do Lema de Fatou que o Potencial de Riesz é semi-contínuo inferiormente,

fixamos λ e em seguida fazemos uso da Decomposição de Whitney. Portanto existe uma

família enumerável de cubos diáticos {Qi }i≥1 tais que,

∞⋃
i=1

Qi = {x : Iα∗µ(x) > aλ}.
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Afirmamos que cada cubo da coleção satisfaz unicamente uma das afirmações:

(1) Q ⊂ {
x;Mαµ(x) > ελ}

,

(2)
{

x ∈Q; Iα∗µ(x) > aλ
}⊂ {

x; Iα∗µ(x) > a
λ

2

}
.

Fixado Q ∈ {Qi }i≥1. Suponhamos que o cubo não satisfaça a condição imposta em (1). Por-

tanto, existe x0 ∈Q tal que Mαµ(x0) ≤ ελ. Agora considere P a bola centrada em Q de raio

6diam(Q). Denotaremos a restrição de µ a P por µ1, e µ2 =µ−µ1. Então , por (STEIN, 1970)

temos : ∣∣∣∣{x; Iα∗µ1(x) > a
λ

2

}∣∣∣∣≤ A

(
1

aλ

∫
Rn

dµ1

) n
n−α

.

Agora vamos estimar a integral da desigualdade acima. Seja B(x0,8diam(Q)) então temos que

P ⊂ B(x0,8diam(Q)) logo,

∫
Rn

dµ1 =
∫

P
dµ1 ≤

∫
B(x0,8diam(Q))

dµ

≤ AMαµ(x0)
(
|B(x0,8diam(Q)|

) n−α
n

≤ Aελ
(
|B(x0,8diam(Q)|

) n−α
n

.

Escolhendo ε= A
( 1

a

) n
n−α , ∣∣∣∣{x; Iα∗µ1(x) > a

λ

2

}∣∣∣∣≤ bε
n

n−α |Q|.

Ainda decorre da decomposição,que todos os cubos satisfazem,

diam(Q) ≤ dist(Q,F ) ≤ 4 ·diam(Q).

Consequentemente existe x1 ∈ F , ou seja, Iα∗µ(x1) <λ no qual dist(x1,Q) ≤ 4diam(Q), como

consequência x1 ∈ P pois sendo c ′ o centro de Q pela desigualdade triangular teremos:

|x1 −q| ≥ |x1 − c ′|− |q − c ′|, ∀q ∈Q

|x1 −q| ≥ |x1 − c ′|− Di am(Q)

2
.

Tomando o ínfimo em q ∈Q obtemos,

|x1 − c ′| ≤ Dist(x1,Q)+ Diam(Q)

2

≤ 4 ·Diam(Q)+ Diam(Q)

2
= 9

2
Diam(Q).
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Vale ressaltar que por construção P = {
z ∈Rn ;Dist(c ′, z) < 13

2 Diam(Q)
}

, portanto x1 ∈ P .

Agora provaremos a seguinte relação:

|x − y | ≥ 6

11
|x1 − y |, ∀x ∈Q, ∀y ∈Rn \ P.

Com efeito, dados x ∈Q e y ∈Rn \ P imediatamente,

|x − y | ≥ Dist(Q,Rn \ P ) = 6 ·Diam(Q).

Da desigualdade triangular ocorre,

|x1 − y | ≤ |x1 −x|+ |x − y |

≤ |x1 − c ′|+ |c ′−x|+ |x − y |

≤ 9

2
Diam(Q)+ 1

2
Diam(Q)+|x − y |

= 5

6
6Diam(Q)+|x − y | ≤ 11

6
|x − y |.

Adiante denotaremos L = 6
11 . Desde que, Iα∗µ2(x1) ≤λ fazemos uso da estimativa anterior

para concluírmos que para cada x ∈Q:

Iα∗µ2(x) =
∫
Rn

1

|x − y |n−αdµ2(y).

Por construção, supp(µ2) =Rn \ P tem que verificar isso:

≤
∫
Rn

Ln−α

|x1 − y |n−αdµ2(y) = Ln−αIα∗µ2(x1) ≤ Ln−αλ.

Escolhendo a > max{1,2Ln−α} então,

Iα∗µ2(x) ≤ a
λ

2
, ∀x ∈Q.

Fazendo uso do Lema (2.1.2),

Iα∗µ(x) = Iα∗µ1(x)+ Iα∗µ2(x) ∀x ∈Rn

assim concluímos {
x ∈Q; Iα∗µ(x) > aλ

}⊂ {
x; Iα∗µ1(x) > a

λ

2

}
.

Concluímos que ambas as afirmações são mutualmente excludentes. Para finalizarmos a

demonstração definimos os conjuntos de índices:

I = {
i ∈N;Qi satisfaz a afirmação I,

}
I ′ = {

i ∈N;Qi satisfaz a afirmação II
}

.
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Fazemos uso da afirmação provada e reescrevemos a união dos cubos da decomposição da

forma abaixo:{
x; Iα∗µ(x) > aλ

}= ⋃
i∈I

{
x ∈Qi ; Iα∗µ(x) > aλ

}∪ ⋃
i∈I ′

{
x ∈Qi ; Iα∗µ(x) > aλ

}
⊂ {

x;Mαµ(x) > ελ}∪ ⋃
i∈I ′

{
x ∈Qi ; Iα∗µ(x) > aλ

}
.

Em seguida usamos a propriedade da sub-aditividade da medida e o fato da coleção de cubos

ser quase-disjunta:

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ
}∣∣≤ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+ ∑

i∈I ′

∣∣{x ∈Qi ; Iα∗µ(x) > aλ
}∣∣

≤ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+bε
n

n−α
∑
i∈I ′

|Qi |

≤ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+bε
n

n−α
∑
i≥1

|Qi |

= ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+bε
n

n−α

∣∣∣∣∣ ∞⋃
i=1

Qi

∣∣∣∣∣
= ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+bε

n
n−α

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ
}∣∣

≤ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}∣∣+bε
n

n−α
∣∣{x; Iα∗µ(x) >λ}∣∣ .

Teorema 4.0.2. (B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden) Sejam 1 < p < n, 1 <α< n e uma medida µ

então, existe uma constante C =C (n, p) tal que :

c−1‖Mαµ‖p ≤ ‖Iα∗µ‖p ≤ c‖Mαµ‖p .

Caso p ≤ n
n−α ambas as normas são infinitas.

Demonstração. Começaremos a demonstrar a primeira desigualdade. Dado x ∈Rn ,

Iα∗µ(x) ≥
∫

B(x,r )

1

|x − y |n−αdµ(y) ≥ 1

r n−α

∫
B(x,r )

dµ(y) = |B1|rα
×

B(x,r )
dµ(y) ∀r > 0.

Logo, Iα∗µ(x) ≥ |B1|Mαµ(x), desde que C−1(n,α) ≤ |B1|, obtemos:

‖Iα∗µ‖p ≥ |B1|‖Mαµ‖p ≥C−1‖Mαµ‖p .
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Primeiramente trataremos o caso em que supp(µ) é compacto, o caso geral será tratado so-

mente ao final da prova. Fazemos uso da estimativa "goodλ− inequality ", consequentemente

existem a > 1 e b > 0 tais que:

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣≤ bε

n
n−α

∣∣{x; Iα∗µ(x) >λ}
∣∣+ ∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}

∣∣ , ∀λ> 0 e ∀ε ∈ (0,1].

De fato, multiplicando ambos os membros da desigualdade por λp−1 e integrando com

respeito a λ, obtemos :∫ R

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}λp−1dλ

≤ bε
n

n−α
∫ R

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣λp−1dλ+

∫ R

0

∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}
∣∣λp−1dλ.

Efetuando as mudança de variável λ 7−→ aλ e λ 7−→ ελ teremos:

a−p
∫ aR

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}λp−1dλ

≤ bε
n

n−α
∫ R

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣λp−1dλ+ε−p

∫ R

0

∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}
∣∣λp−1dλ.

Cada uma das integrais acima são finitas como consequência do fato de que µ tem suporte

compacto. Em seguida, desde que ε≤ (2bap )
α
n −1 teremos bε

n
n−α ≤ a−p

2 . Portanto,

a−p
∫ aR

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}λp−1dλ

≤ a−p

2

∫ R

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣λp−1dλ+2ε−p

∫ R

0

∣∣{x;Mαµ(x) > ελ}
∣∣λp−1dλ.

Fazendo R →∞, concluímos:

a−p
∫ ∞

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣λp−1dλ≤ 2ε−p

∫ ∞

0

∣∣{x; Iα∗µ(x) > aλ}
∣∣λp−1dλ.

Ultilizando a representação "layer cake":

a−p

p

∫
RN

∣∣Iα∗µ
∣∣P d x ≤ 2

ε−p

p

∫
RN

∣∣Mαµ
∣∣p d x

‖Iα∗µ‖p ≤ 2
1
p

a

ε
‖Mαµ‖p ∀ε ∈ (

0,(2bap )
α
n −1)

≤ 2
1
p

a

ε0
‖Mαµ‖p ;ε0 = mi n

{
(2bap )

α
n −1, a|B1|2

1
p

}
.
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Definimos C (n, p) = 2
1
p a
ε0

e consequentemente C−1 ≥ |B1|, este último fato conclui o cálculo

da primeira estimativa. Resta provarmos o caso em que µ não possui suporte compacto, para

tanto definimos uma sequência de medidas (µn)n≥1 tais que µn =µ|B(0,n) como,

limsupµn(K ) ≤µ(K ), ∀K ∈Rn liminfµn(K ) ≤µ(O), ∀O ∈Rn .

Então pelo Lema 2.1.1.µn *µ, consequentemente:

Iα∗µn ↗ Iα∗µ, q.t .p. x ∈Rn .

Como

‖Iα∗µn‖p ≤ ‖Iα∗µ‖p ≤C‖Mαµ‖p , ∀n ≥ 1.

Decorre do Teorema da Convergência Monótona:

lim
n→∞‖Iα∗µn‖p = ‖Iα∗µ‖p ≤C‖Mαµ‖p .

Teorema 4.0.3. Sejam 1 < p < n e 1 <α< n então, existe uma constante C =C (n, p) tal que :

C−1‖Mα f ‖p ≤ ‖Iα f ‖p ≤C‖Mα f ‖p , ∀ f ∈ L1
l oc (Rn).

Caso p ≤ n
n−α ambas as normas são infinitas.

Demonstração. Dada f ∈ L1
l oc (Rn) então | f | ∈ L1

loc (Rn), fazemos a mudança de variável na

medida, aplicamos o teorema anterior para a medida µ(E) = ∫
E | f |, consequentemente pelo

lema da mudança de medida na integral temos:

Iα∗µ(x) =
∫
Rn

1

|x − y |n−αdµ(y) =
∫
Rn

| f (y)|
|x − y |n−αd y = Iα f (x),

da mesma forma

rα

|B(x,r )|
∫

B(x,r )
dµ(y) = rα

|B(x,r )|
∫

B(x,r )
| f (y)|d y ∀x ∈Rn

daí

Mα f (x) =Mαµ(x).
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O teorema anterior acarreta em uma outra versão do Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev

para o operador Mα, enunciado abaixo.

Teorema 4.0.4. (B.Muckenhoupt-R.L.Wheeden) Sejam 0 <α< n, 1 ≤ p < q <∞, satisfazendo

1
q = 1

p − α
n então:

(a)
(
(p, q)−For te

)
Se f ∈ Lp (Rn) então existe uma constante C, independente de f satisfazendo

‖Mα f ‖q ≤C‖ f ‖p .

(b)
(
(1, q)−F r aco

)
Se f ∈ L1(Rn) então para cada λ> 0, existe uma constante C independende

de f de modo que, ∣∣{x ∈Rn ;Mα(x) >λ}∣∣≤ (
C‖ f ‖1

λ

)q

.

Demonstração. Quando ao primeiro item, basta fazermos uso do Teorema de B.Muckenhoupt-

R.L.Wheeden para funções, já o segundo item decorre do fato Mα(x) ≤ Iα(x) juntamente com

a estimativa (1,q)-fraco do Potencial de Riesz do Teorema de Hardy.

O próximo Teorema devido a Juha Kinnunen trata-se de uma extensão do seguinte resultado.

Sejam f ∈ W 1,p (Rn),n > 1, 1 < p ≤ ∞ então o operador maximal é limitado no espaço de

Sobolev e satisfaz:

‖M f ‖1,p ≤C (n, p)‖ f ‖1,p ;
∣∣DM f (x)

∣∣≤C ′(n, p)MD f (x), q.t .p.x ∈Rn .

Este resultado não será demonstrado, pois corresponde ao caso α= 0 do Teorema de Kinnu-

nen em (KINNUNEN J.; SAKSMAN, 2003), que será demonstrado a seguir.

Vale ressaltar algumas questões que permanecem em aberto com relação a M f . Como con-

sequência da estimativa pontual:

‖DM f ‖p ≤C‖D f ‖p , ∀p > 1.

O caso p = 1 permanece insolúvel há bastante tempo, em parte isso se da pelo fato de W 1,p (Rn)

ser reflexivo apenas se p > 1 como será vista na prova da sua versão mais geral. Argumentos

de análise funcional são muito ultilizados especificamente em convergência fraca. Não se

sabe se existe uma contante C > 0 tal que,

‖DM f ‖1 ≤C‖D f ‖1.
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Existe um resultado devido a H. Tanaka, em (TANAKA, 2002), afirmando que se f ∈W 1,1(R)

então o Operador Maximal não centrado é diferenciável q.t.p. e vale a desigualdade:

‖DM f ‖1 ≤ 2‖D f ‖1.

Um teorema de Luiro em (LUIRO, 2007), diz que o operador

M : W 1,p (Rn) −→W 1,p (Rn),

é contínuo para todo 1 < p <∞.

Teorema 4.0.5. (Juha Kinnunen-Eero Saksman) Sejam f ∈W 1,p (Rn),1 < p ≤ q <∞ e 0 ≤α< n
p

satisfazendo 1
q = 1

p − α
n .

Então Mαu ∈W 1,q (Rn), além do que existe uma constante C =C (n, p,α) tal que,

‖Mα f ‖1,q ≤C‖ f ‖1,p
∣∣DMα f (x)

∣∣≤C ′MαD f (x), q.t .p.x ∈Rn .

Demonstração. Fazemos uso da caracterização dos espaços de Sobolev via "Difference quoti-

ents". Primeiramente estimamos o quociente do operador pelo quociente da função por meio

das propriedades do operador tais como sublinearidade e comutatividade de translações

∣∣∣Dh
i Mα f (x)

∣∣∣= ∣∣∣∣Th(Mα f )(x)−Mα f (x)

h

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣MαTh f (x)−Mα f (x)

h

∣∣∣∣
≤ 1

|h|Mα(Th f − f )(x)

=Mα

(
Th f − f

h

)
(x)

=MαDh
i f (x).

Portanto se combinarmos a estimativa pontual anterior com o Teorema de B.Muckenhoupt

obtemos,

‖Dh
i Mα f ‖q ≤ ‖MαDh

i f ‖q ≤C‖Dh
i f ‖p .

Usando o fato de que |Dh
i f | ≤ |Dh f | juntamente com o item II) do Teorema (3.1.7) concluímos

que,

‖Dh
i f ‖p ≤C‖Dh f ‖p ≤C‖D f ‖p .
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Como Mα f ∈ Lq (Rn) aplicamos o item II) do Teorema (3.1.7) combinado como fato,

‖Dh
i Mα f ‖q ≤C‖D f ‖p .

Então concluímos que Mα f ∈W 1,q (Rn) satisfazendo,

‖Di Mα f ‖q ≤C‖D f ‖p ∀i ∈ {1, ...,n}.

Logo,

‖DMα f ‖q ≤C‖D f ‖p .

pela desigualdade de Hölder temos:

‖Mα f ‖1,q ≤C‖Mα f ‖q +C‖DMα f ‖q ≤C‖ f ‖p +C‖D f ‖p .

Resta provarmos a estimativa pontual. Seja | f |∗λr :Rn −→R definida por λr = rα
χB(0,r )
|B(0,r )| em

quase todos os pontos de Rn .Seja (r j ) j≥1 uma enumeração dos racionais positivos, desde que

f seja localmente integrável, nos podemos remodelar a definição do operador maximal de

formar a obtermos:

Mα f (x) = sup
1≤ j

| f |∗λr j (x)

| f |∗λr (x) = rα
×

B(x,r )
| f (y)|d y.

Ora, como f ∈W 1,p (Rn) então | f | ∈W 1,p (Rn). Consequentemente,

Di (| f |∗λr )(x) =λr ∗Di | f |(x).

para todo i ∈ {1, ...,n} q.t.p Rn . Pelas propriedades da convolução temos | f |∗λr ∈W 1,p (Rn)

para cada r positivo. Agora definimos (vk )k≥1 uma sequência de funções vk :Rn −→R por

vk (x) = max
1≤ j≤k

| f |∗λr j (x).

O Teorema nos permite dizer que (vk )k≥1 ⊂W1,p (Rn). Além do que é uma sequência monó-

tona não decrescente. Logo ,vk →Mα f pontualmente em Rn ,

|Di vk (x)| ≤ max
1≤ j≤k

∣∣Di (| f |∗λr )(x)
∣∣= max

1≤ j≤k

∣∣∣λr j ∗Di | f |(x)
∣∣∣≤ max

1≤ j≤k
λr j ∗

∣∣Di | f |
∣∣ (x).

Sabemos que |Di | f || = |Di f | ∀i ∈ {1, ..,n} q.t.p. Rn , substituindo

= max
1≤ j≤k

λr j ∗
∣∣Di f

∣∣ (x) = max
1≤ j≤k

∣∣Di f
∣∣∗λr j (x). ≤ sup

j≥1

∣∣Di | f |
∣∣∗λr j (x) =MαDi f (x).
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Daí |Di vk (x)| ≤MαDi f (x). Provaremos que (vk )k≥1 é uniformemente limitada em W 1,q (Rn)

dado que,

‖vk‖q ≤ ∥∥Mα f
∥∥

q ≤C‖ f ‖p

‖Di vk‖q ≤ ∣∣‖MαDi f
∥∥

q ≤C
∥∥Di f

∥∥
p ≤C

∥∥D f
∥∥

p .

Pela compacidade fraca Mα f ∈ W 1,q (Rn), vk * Mα f e Di vk * Di Mα f em Lq (Rn). Pelo

Lema de Mazur existe uma sequência formada pela combinação linear convexa, que denota-

remos por wk tal que converge em Lq (Rn) para Di Mα f , daí podemos extrair um subsequência

que também denotaremos por wk tal que wk → Di Mα f pontualmente q.t.p. em Rn então,

|wk | =
∣∣∣∣∣N (k)∑

j=k
tk j Di v j

∣∣∣∣∣≤ N (k)∑
j=k

tk j |Di v j | ≤
N (k)∑
j=k

tk j MαDi f =MαDi f .

Logo,

lim
k→∞

|wk | =
∣∣Di Mα f

∣∣≤MαDi f .

Continuando, resta provarmos que, ∣∣DMα f
∣∣≤MαD f .

Fixamos x ∈ Rn , sem perda de generalidade podemos supor que |DMα f (x)| 6= 0, portanto

está bem definido o vetor h = DMα f (x)
|DMα f (x)| e tomemos a derivada direcional Dh f ,∣∣DMα f (x)

∣∣= ∣∣<DMα f (x),h>∣∣= ∣∣DhMα f (x)
∣∣ .

Além disso, rotacionando os eixos coordenados de modo que h coincida com algum dos

vetores unitários canônicos ei , vamos obter,∣∣DhMα f (x)
∣∣= ∣∣Di Mα f (x)

∣∣≤Mα|Di f |(x) ≤Mα|D f |(x).

Logo, ∣∣DMα f (x)
∣∣≤Mα|D f |(x), q.t .p. Rn .

Teorema 4.0.6. (Juha Kinnunen-Eero Saksman) Sejam f ∈ Lp (Rn) onde p > 1 e 1 ≤α< n
p .

I) As derivadas parciais fracas Di Mα f (x) existem em quase todo ponto e satisfazem:∣∣Di Mα f (x)
∣∣≤C (n,α)Mα−1 f (x), q.t.p x ∈Rn .
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II) Sejam 1 < p < q < q∗ <∞ satisfazendo 1
q = 1

p − α−1
n e 1

q∗ = 1
p − α

n . Então Mα f ∈ Lq∗
(Rn)

e Di Mα f ∈ Lq (Rn) ∀i ∈ {1, .,n}. Além disso,

‖Mα f ‖q∗ ≤C (n, p,α)‖ f ‖p ‖Di Mα f ‖q ≤C (n, p,α)‖ f ‖p .

Demonstração. I) Suponha f ∈ C∞
0 (Rn) não nula em quase todo ponto de Rn . Seja K ⊂ Rn

compacto , decorre da hipótese que f ∈C0(K ) então f é limitada em K com suporte compacto.

Logo, pelo teorema anterior Mα f é lipschitz em K , escolhendo K = B(x,2), onde x ∈Rn está

fixado e h ∈Rn tal que |h| < 1. Como Mα f é lipschitz, concluímos que :

D+Mα f (x) = limsup
h→0

Mα f (x +h)−Mα f (x)

|h| ≤C (K ,r0,R0,n).

Portanto existe uma sequência (hk )k>1 ⊂ (Rn) de tal forma que hk → 0 e |hk | < 1, satisfazendo

|hk |D+Mα f (x) ≤Mα f (x +hk )−Mα f (x)+ |hk |
k

. �

Fixado hk , para cada j natural existe r j ∈ [r0,R0] tal que,

rαj

×
B(x+hk ,r j )

| f |d y >Mα f (x +hk )− 1

j
. †

Desde que B(x +hk ,r j ) ⊂ B(x,r j +|hk |),

Mα f (x) ≥ (r j +|hk |)α
×

B(x,r j+|hk |)
| f |d y

≥ (r j +|hk |)α−n

|B1|
∫

B(x+hk ,r j )
| f |d y. ‡

Combinando as duas desigualdades † e ‡,

Mα f (x +hk )−Mα f (x) ≤ |B1|−1
(
rα−n

j − (r j +|hk |)α−n
)∫

B(x+hk ,r j )
| f |d y.

Usamos a desigualdade acima juntamente com �,

|hk |D+Mα f (x) ≤ |B1|−1
(
rα−n

j − (r j +|hk |)α−n
)∫

B(x+hk ,r j )
| f |d y + |hk |

k
.

Para cada j ≥ 1 aplicamos o Teorema do Valor Médio para garantir a existência de

ξ j ,k ∈ (r j ,r j +|hk |) tal que,

rα−n
j − (r j +|hk |)α−n = (n −α)ξα−n−1

j ,k |hk |, k, j ≥ 1.
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Consequentemente,

|hk |D+Mα f (x) ≤ (n −α)|B1|−1ξα−n−1
j ,k |hk |

∫
B(x+hk ,r j )

| f |d y + 1

j
+ |hk |

k

≤ (n −α)|B1|−1rα−n−1
j |hk |

∫
B(x+hk ,r j )

| f |d y + 1

j
+ |hk |

k
.

Usamos novamente o fato de que B(x +hk ,r j ) ⊂ B(x,r j +|hk |),

≤ (n −α)|B1|−1rα−n−1
j |hk |

∫
B(x,r j+|hk |)

| f |d y + 1

j
+ |hk |

k

= (n −α)

(
r j

r j +|hk |
)α−n−1

|hk |(r j +|hk |)α−1
×

B(x,r j+|hk |)
| f |d y + 1

j
+ |hk |

k

≤ (n −α)

(
r j

r j +|hk |
)α−n−1

|hk |Mα−1 f (x)+ 1

j
+ |hk |

k
.

Escolhemos j suficientemente grande satisfazendo 1
j ≤ |hk |

k

≤C (n,α)

(
r j

r j +|hk |
)α−n−1

|hk |Mα−1 f (x)+ 2

k
|hk |.

Sabendo que a função g (t ) =
(

t
t+|hk |

)α−n−1
é decrescente no intervalo (0,∞) implica em

D+Mα f (x) ≤C (n,α)

(
r0

r0 +|hk |
)α−n−1

Mα−1 f (x)+ 2

k
.

Fazendo k →∞, teremos |hk |→ 0, portanto,

D+Mα f (x) ≤C (n,α)Mα−1 f (x).

Como x ∈Rn foi escolhido arbitrariamente a estimativa acima é válida em todos os pontos

de Rn desde que f ∈ C∞
0 (Rn). Agora supomos f ∈ Lp (Rn), como C∞

0 (Rn) = Lp (Rn), existe

( f j ) j≥1 ⊂ C∞
0 (Rn) tal que f j → f em Lp (Rn). Como Mα f j é localmente lipschitziana pelo

Teorema de Hadamart Mα f j é diferenciável em quase todos os pontos de Rn em particular

em cada ponto de diferenciabilidade temos a existência do limite abaixo,

Di Mα f j (x) = lim
h→0

Mα f j (x +h)−Mα f j (x)

|h| .

Naturalmente,

Di Mα f j (x) ≤ limsup
h→0

Mα f j (x +h)−Mα f j (x)

|h| = D+Mα f j (x).
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A desigualdade anterior suscita,

Di Mα f j (x) ≤ D+Mα f j (x) ≤C (n,α)Mα−1 f j (x),

em cada ponto de diferenciabilidade da função f j , e assim em q.t.p. de Rn . Como é sabido

que para todo ponto Di (− f )(x) =−Di f (x) se aplicarmos o resultado anterior para a função

− f obtemos

−Di Mα f j (x) ≤C (n,α)Mα−1 f j (x).

Combinando com o resultado anterior teremos:

∣∣Di Mα f j (x)
∣∣≤C (n,α)Mα−1 f j (x).

II) Para cada Di Mα f j , pela estimativa anterior obtemos:

‖Di Mα f j‖Lq (Rn ) ≤C (n,α)‖Mα−1 f j‖Lq (Rn ) ≤ ‖ f j‖p ,

Considerando a sequência ( f j − f ) j≥1, decorre da sublinearidade de Mα e da estimativa

(p, q∗)-forte do Operador Maximal Fracionário:

‖Mα f j −Mα f j‖q∗ ≤ ‖Mα( f j − f )‖q∗ ≤ ‖ f j − f ‖p .

Decorre da hipótese que a sequência (‖ f j‖) j≥1 é limitada portanto as sequências (Di Mα f j ) j≥1

e
(
Mα f j

)
j≥1 são limitadas respectivamente nos espaços Lq (Rn) e Lq∗(Rn) para todo i ∈ {1, ..,n}.

A estimativa (II) implica Mα f j →Mα f em Lq∗
(Rn), esta sequência possui uma subsequência

que converge pontualmente em quase todos os pontos de Rn . SejaΩ⊂Rn aberto com medida

finita, a inclusão do espaços Lp ′s ocasiona o fato de (Mα f j ) j≥1 ⊂W 1,q (Ω) ser limitada neste

espaço somando isso ao fato de que Mα f j →Mα f em Ω. A propriedade da Compacidade

Fraca dos espaços de Sobolev garante a existência de uma subsequência desta satisfazendo

ambas as condições a seguir:

Mα f jk *Mα f Di Mα f jk *Di Mα f , em Lq (Ω).

Sabemos que Mα−1 f jk → Mα−1 f em Lq (Rn), portanto Mα−1 f jk *Mα−1 f em Lq (Ω), pelo

lema (3.0.3) a estimativa é preservada pela convergência fraca portanto,

|Di Mα f (x)| ≤C (n,α)Mα−1 f (x) q.t .p.x ∈Ω.
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ondeΩ é um aberto limitado qualquer do Rn . Para finalizarmos a prova resta estendermos a

estimativa para Rn com a exceção de no máximo um conjunto de medida nula. Suponhamos

por contradição, que o teorema não seja verdadeiro nesse caso existiria um conjunto E de

medida positiva para o qual o teorema nao vale, ou seja,

∣∣Di Mα f (x)
∣∣>C (n,α)Mα−1 f (x) ∀x ∈ΩE ,

Sem perda de generalidade podemos supor |E | < ∞, caso contrário podemos tomar um

subconjunto com medida finita e positiva que ainda satisfaça a condição acima. Escolhemos

um aberto suficientemente grande, digamos B(x,R) ⊃ E , consequentemente

C (n,α)Mα−1 f (x) ≥ ∣∣Di Mα f (x)
∣∣>C (n,α)Mα−1 f (x), q.t .p.x ∈ΩE ∩B(x,R).

Daí obtemos uma contradição. O teorema esta provado.
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5 CONTROLE DA OSCILAÇÃO DE UMA FUNÇÃO PELO MAXIMAL DO GRADIENTE

Agora iremos estudar outras estimativas para a função maximal com a finalidade

de estimar a oscilação de uma função como foi feito em (MAZ’YA, 2009). O resultado prin-

cipal afirma que a função maximal do gradiente fraco limita a oscilação da função. Adiante

definiremos ferramentas para a sua prova.

Definição 5.0.1. Dada uma função f ∈ L1
loc (Rn) e β ∈ (0,∞) definimos o "fractional Sharp

maximal function"por,

f #
β,R (x) = sup

0<r<R
r−β

×
B(x,r )

| f − fB(x,R)|d y, ∀x ∈Rn .

Caso R =∞, escrevemos fβ
#(x) lembrando que fB(x,R) =

×
B(x,r )

f (z)d z.

Definição 5.0.2. Sejam α ∈ [0,1) e R > 0. Definimos Mα,R f , uma variante da função maximal,

como,

Mα,R f (x) = sup
0<r<R

rα
×

B(x,R)
|u|.

Para R =∞, temos o operdor fracionário e escrevemos Mα,∞ f =Mα f .

Lema 5.0.1. Sejam u ∈ W 1,P (Rn), 1 ≤ p ≤∞ e α ∈ [0,1). Então existe uma constante C (n,α),

tal que :

u#
1−α,R (x) ≤C (n,α)Mα,R |Du|(x) ∀x ∈R e ∀R > 0.

Demonstração. Fixamos x ∈Rn , pela desigualdade de Poincaré para bolas:

rα−1
×

B(x,R)
| f − fB(x,R)|d y ≤ crα

×
B(x,R)

|Du| ≤ cMα,R |Du|(x).

Logo,

u#
1−α,R (x) ≤ cMα,R |Du|(x).

Lema 5.0.2. Sejam f ∈ L1
l oc (Rn) e 0 < β < ∞. Então, existem uma constante C (β,n) e um

conjunto E ⊂Rn com medida nula tal que,

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣≤C |x − y |β

(
f #
β,4|x−y |(x)+ f #

β,4|x−y |(y)
)

∀x, y ∈Rn \ E .
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Demonstração. Seja E o complemento do conjunto de pontos de Lebesgue de f . Pelo Teo-

rema da Diferenciação de Lebesgue, concluímos que |E | = 0. Fixados x ∈Rn \ E e r ∈ (0,∞),

denotamos Bi = B
(
x,r 2−i

) ∀i ≥ 0, então,

| f (x)− fB(x,r )| =
∣∣∣∣ lim
i→∞

fBi+1 − fB(x,r )

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∞∑
i=0

fBi+1 − fBi

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
i=0

| fBi+1 − fBi |

≤
∞∑

i=0

×
Bi+1

| f − fBi |

≤
∞∑

i=0

|Bi |
|Bi+1|

×
Bi

| f − fBi |

=
∞∑

i=0
2n

×
Bi

| f − fBi |

= 2n
∞∑

i=0

(
r 2−i )β(

r 2−i )−β ×
Bi

| f − fBi |

≤ 2n
∞∑

i=0
2−βi rβ f #

β,r (x)

= 2n

1−2−β rβ f #
β,r (x).

Seja y ∈ B(x,r ) \ E , usando a desigualdade triangular e a estimativa anterior :∣∣ f (y)− fB(x,r )
∣∣≤ ∣∣ f (y)− fB(y,2r )

∣∣− ∣∣ fB(y,2r ) − fB(x,r )
∣∣

≤ 2n

1−2−β rβ f #
β,2r (y)+ ∣∣ fB(y,2r ) − fB(x,r )

∣∣
≤ 2n

1−2−β rβ f #
β,2r (y)+ rβr−β

×
B(x,r )

| f − fB(y,2r )|d z.

Decorre do fato que B(x,r ) ⊂ B(y,2r ),

≤ 2n

1−2−β rβ f #
β,2r (y)+ rβ

|B(y,2r )|
|B(x,r )| r−β

×
B(y,2r )

| f − fB(y,2r )|d z

≤ 2n

1−2−β rβ f #
β,2r (y)+2nrβ f #

β,2r (y)

= 2n
(

2β+1 −1

2β−1

)
rβ f #

β,2r (y).
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Sejam x, y ∈Rn \ E , x 6= y e r = 2|x − y | então x, y ∈ B(x,r ) e assim :

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣≤ ∣∣ f (x)− fB(x,r )

∣∣+ ∣∣ f (y)− fB(x,r )
∣∣ .

Combinado as desigualdades anteriores :

≤ 2n
(

2β+1 −1

2β−1

)
rβ f #

β,4|x−y |(x)+2n
(

2β+1 −1

2β−1

)
rβ f #

β,4|x−y |(y)

= 2n+1
(

2β+1 −1

2β−1

)
|x − y |β

(
f #
β,4|x−y |(x)+ f #

β,4|x−y |(y)
)

=C (β,n)|x − y |β
(

f #
β,4|x−y |(x)+ f #

β,4|x−y |(y)
)

.

Teorema 5.0.1. Sejam u ∈W 1,P (Rn),1 ≤ p ≤∞ eα ∈ [0,1) então, existe um subconjunto E ⊂Rn

com medida nula tal que,

|u(x)−u(y)| ≤ c(n,α)|x − y |1−α (
Mα|Du|(x)+Mα|Du|(y)

) ∀x, y ∈Rn \ E

Demonstração. Seja u ∈W 1,P (Rn) e α ∈ (0,1). Fazendo uso do teoremas anteriores ,

|u(x)−u(y)| ≤ c|x − y |1−α
(

f #
1−α,4|x−y |(x)+ f #

1−α,4|x−y |(y)
)

≤ c|x − y |1−α (
Mα,4|x−y ||Du|(x)+Mα,4|x−y ||Du|(y)

)
≤ c|x − y |1−α (

Mα,∞|Du|(x)+Mα,∞|Du|(y)
)

= c|x − y |1−α (
Mα|Du|(x)+Mα|Du|(y)

) ∀x, y ∈Rn \ E .

Portanto se Mα|Du| for limitado pela estimativa anterior concluímos que u ∈ C 0,1−α(Rn).

Sejam u ∈W 1,P (Rn) e p > n então , pela desigualdade de Hölder:

M n
p
|Du|(x) ≤ c

(
Mn |Du|p (x)

) 1
p ≤ c‖Du‖p ,

consequentemente u é
(
1− n

p

)
− Hölder contínua com a exceção de no máximo um conjunto

de medida nula, esse conjunto coincide com o conjunto do lema anterior. O próximo teorema

que será apenas enunciado irá tratar o caso em que Mα|Du| é ilimitado.
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Teorema 5.0.2. Sejam u ∈ W 1,P (Rn) e α ∈ [0,1). Se Mα|Du| for ilimitado, então para cada

λ> 0 temos:

|u(x)−u(y)| ≤ cλ|x − y |1−λ, ∀x, y ∈Rn \ Eλ,

em que Eλ =
{

x ∈Rn : Mα|Du|(x) >α}
, além do que existe uma contante C (n, p,α) tal que,

H
n−αp
∞ (Eλ) ≤ cλ−p‖Du‖p

Lp (Rn ), λ> 0.

Dado um conjunto A ⊂Rn e s ∈ (0,∞) definimos o s−conteúdo de Hausdorff de A por:

H s
∞(A) = inf

{ ∞∑
i=1

r s
i ; A ⊂

∞⋃
i=1

B(xi ,ri )

}
.

Demonstração. (MAZ’YA, 2009).
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6 OPERADOR LOCAL FRACIONÁRIO MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

Agora estudaremos a regularidade do operador local em Lp e em Espaços de

Sobolev, assim como em (HEIKKINEN T.; KINNUNEN, 2015). Seja Ω um subconjunto aberto

de Rn . Para cada função u :Ω−→R localmente integrável nós definimos a função maximal

fracionária local de Hardy-Littlewood Mα,Ω :Ω−→R,

Mα,Ωu(x) = sup
0<r<δ(x)

rα
×

B(x,r )
| f |d y onde δ(x) = Dist(x,Rn \Ω).

Quando Ω=Rn , o supremo é tomado sobre os r > 0 e obtemos a função Mαu.

Teorema 6.0.1. Sejam u ∈ Lp (Rn),p > 1,0 <α< n
p satisfazendo 1

q = 1
p −α

n . Existe uma constante

C > 0 independente de u, tal que:

‖Mα,Ωu‖Lp∗ (Rn ) ≤C‖u‖Lp (Rn ).

Se p = 1 e 0 <α< n então,

∣∣{x ∈Ω;Mα,Ωu(x) >λ}∣∣≤C

(‖u‖L1(Ω)

λ

) n
n−α

.

Demonstração. Suponhamos que p > 1, u ∈ Lp (Ω), usamos a estimativa pontual,

Mα,Ω f (x) ≤Mα f (x), ∀x ∈Ω ∀ f ∈ L1
Loc (Rn).

Em seguida usamos o resultado conhecido para o Operador Maximal,

‖Mα,Ω f ‖Lq (Ω) ≤ ‖Mαu‖Lq (Ω) ≤C‖u‖Lp (Rn ).

Decorre da estimativa pontual a inclusão,

{
x ∈Ω;Mα,Ωu(x) >λ}⊂ {

x ∈Rn ;Mαu(x) >λ}
.

Portanto temos:

∣∣{x ∈Ω;Mα,Ωu(x) >λ}∣∣≤ ∣∣{x ∈Rn ;Mαu(x) >λ}∣∣≤C

(‖u‖L1(Ω)

λ

) n
n−α

.

Teorema 6.0.2. Sejam u ∈ L1(Ω), 0 < α < n, e |Ω| < ∞ então para todo 1 ≤ s < n
n−α temos

Mα,Ωu ∈ Ls(Ω) e

‖Mα,Ωu‖Ls (Ω) ≤C (n,α)‖u‖L1(Ω).
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Demonstração. Fixado a > 0. Decorre da representação "layer Cake",∫
Ω
|Mα,Ωu|s = s

∫ ∞

0
t s−1|{x ∈Ω;Mα,Ωu > t }|d t

= s
∫ a

0
t s−1|{x ∈Ω;Mα,Ωu > t }d t + s

∫ ∞

a
t s−1|{x ∈Ω;Mα,Ωu > t }|d t

≤ as |Ω|+
∫ ∞

a
t s−1|{x ∈Ω;Mα,Ωu > t }|d t .

Fazemos uso da estimativa teorema anteriror,

≤ as |Ω|+C‖u‖
n

n−α
L1(Ω)

∫ ∞

a
t s−1− n

n−α d t = as |Ω|+C‖u‖
n

n−α
L1(Ω)

as−1− n
n−α .

Daí para cada a > 0,

‖Mα,Ωu‖s
Ls (Ω) ≤ as |Ω|+C‖u‖

n
n−α
L1(Ω)

as− n
n−α .

Se escolhermos a = ‖u‖L1(Ω) obtemos:

‖Mα,Ωu‖Ls (Ω) ≤ (|Ω|+C )
1
s ‖u‖L1(Ω).

O próximo teorema trata de estimativas pontuais para o gradiente fraco do operador local,

para tanto teremos que estimar a derivada das funções médias, portanto definimos para cada

função localmente integrável u e t ∈ (0,1) definimos a função média fracionária

uα
t :Ω⊂Rn −→Rn por:

uα
t (x) = (tδ(x))α

×
B(x,tδ(x))

u(y)d y, ∀x ∈Ω.

Lema 6.0.1. Sejam u ∈ Lp (Ω)∩C∞(Ω) e Ω⊂Rn limitado então,

Di

(∫
B(x,tδ(x))

u(y)d y

)
=

∫
B(x,tδ(x))

Di u(y)d y + tDiδ(x)
∫
∂B(x,tδ(x))

u(y)d y.

Demonstração. Definimos as funções auxiliares f :Ω−→Rn e g :Ω×R−→R tais que

f (z) = (z, tδ(z)) g (x, y) =
∫

B(x,y)
u(w)d w.

Denotaremos as funções coordenadas de f por f j , assim,

Di f j (z) =


0, se j 6= i

1, se j = i

tDiδ(z) se j = n +1.
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Pela forma da co-área e a derivação sob o sinal da integral temos:

Dn+1g ( f (z)) =
∫
∂B(z, f (z))

u(w)d w e Di g ( f (z)) =
∫

B(z,δ(z))
Di u(w)d w ∀i ∈ {1, ..,n}.

A função f é lipschitz com inversa lipschitz e g ∈W 1,p (Ω), pela Regra da Cadeia temos:

Di
(
g ◦ f

)
(z) =

n+1∑
j=1

D j g ( f (z))Di f j (z)

=
n∑

j=1
D j g ( f (z))Di f j (z)+Dn+1g ( f (z))Di fn+1(z)

=
n∑

j=1
Di f j (z)

∫
B(z, f (z))

Di u(w)d w + tD jδ(z)
∫
∂B(x,δ(z))

u(w)d w

=
∫

B(z, f (z))
Di u(w)d w + tD jδ(z)

∫
∂B(x,δ(z))

u(w)d w.

Lema 6.0.2. Sejam Ω⊂Rn , u ∈W 1,p (Ω), n > 1, p > 1, 1 ≤α< n
p e t ∈ (0,1). Se |Ω| <∞, então∣∣Duα

t

∣∣ ∈ Lq (Ω) com 1
q = 1

p − α−1
n e vale a estimativa pontual:∣∣Duα

t (x)
∣∣≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x), q.t .p x ∈Ω.

Demonstração. Suponhamos u ∈ Lp (Ω)∩C∞(Ω). De acordo com o teorema de Rademacher,

a função distância δ é diferenciável em quase todos os pontos deΩ, por ser lipschitz no aberto

Ω,denotamos ωn = |B(0,1)| aplicando a regra de Leibniz,

Di uα
t (x) = Di

(
ω−1(tδ(x))α−n)∫

B(x,tδ(x))
u(y)d y +ω−1

n (tδ(x))α−nDi

(∫
B(x,tδ(x))

u(y)d y

)
,

para todo i ∈ {1, ..,n}. Aplicando o lema anterior, obtemos:

Di uα
t (x) =ω−1

n tα−n(α−n)δ(x)α−n−1Diδ(x)
∫

B(x,tδ(x))
u(y)d y

+ω−1
n (tδ(x))α−n

∫
B(x,tδ(x))

Di u(y)d y +ω−1
n (tδ(x))α−n tDiδ(x)

∫
∂B(x,tδ(x))

u(y)d y.

Rearranjando os termos na forma vetorial, nós obtemos:

Duα
t (x) =ω−1

n tα−n(α−n)δ(x)α−n−1Dδ(x)
∫

B(x,tδ(x))
u(y)d y +ω−1

n (tδ(x))α−n
∫

B(x,tδ(x))
Du(y)d y

+ω−1
n (tδ(x))α−n tDδ(x)

∫
∂B(x,tδ(x))

u(y)dH n−1(y)

=α(tδ(x))α−1tDδ(x)
×

B(x,tδ(x))
u(y)d y + (tδ(x))α

×
B(x,tδ(x))

Du(y)d y

+n(tδ(x))α−1tDδ(x)

(×
∂B(x,tδ(x))

u(y)dH n−1(y)−
×

B(x,tδ(x))
u(y)d y

)
.
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Em seguida, reformulamos a diferença das duas integrais em parênteses, aplicamos a primeira

identidade de Green,∫
∂B(x,tδ(x))

u(y)
∂v

∂ν
(y)dH n−1(y) =

∫
B(x,tδ(x))

(u(y)∆v(y)+Du(y).Dv(y))d y.

Nós escolhemos r = tδ(x) , v(y) = |y−x|2
2 e façamos o vetor normal unitário a bola ν(y) = (y−x)

r ,

consequentemente,

Dv(y) = y −x,
∂v

∂ν
(y) = r ∆ν(y) = n.

Daí, ×
∂B(x,tδ(x))

u(y)dH n−1(y)−
×

B(x,tδ(x))
u(y)d y = 1

n

×
B(x,tδ(x))

Du(y) · (y −x)d(y).

Portanto,

Duα
t (x) =α(tδ(x))α−1tDδ(x)

×
B(x,tδ(x))

u(y)d y

+ (tδ(x))α−1tDδ(x)
×

B(x,tδ(x))
Du(y) · (y −x)d y + (tδ(x))α

×
B(x,tδ(x))

Du(y)d y.

Agora, aplicamos a norma vetorial aos membros da igualdade e em seguida aplicamos a

desigualdade triangular da norma juntamente com sua versão para integrais,

|Duα
t (x)| ≤α(tδ(x))α−1t |Dδ(x)|

∣∣∣∣×
B(x,tδ(x))

u(y)d y

∣∣∣∣
+ (tδ(x))α−1t |Dδ(x)|

∣∣∣∣×
B(x,tδ(x))

Du(y).(y −x)d y

∣∣∣∣+ (tδ(x))α
∣∣∣∣×

B(x,tδ(x))
Du(y)d y

∣∣∣∣
≤α(tδ(x))α−1t |Dδ(x)|

×
B(x,tδ(x))

|u(y)|d y

+n(tδ(x))α−1t
1

n
|Dδ(x)|

×
B(x,tδ(x))

|Du(y)||y −x|d y + (tδ(x))α
×

B(x,tδ(x))
|Du(y)|d y.

Usamos o fato de que t ∈ (0,1),|x − y | ≤ tδ(x), ∀x ∈Ω e |Dδ(x)| ≤ 1 para q.t.p x ∈Ω.

≤α(tδ(x))α−1t |Dδ(x)|
×

B(x,tδ(x))
|u(y)|d y

+ (tδ(x))α−1t
×

B(x,tδ(x))
|Du(y)|tδ(x)d y + (tδ(x))α

×
B(x,tδ(x))

|Du(y)|d y

≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x).
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Então a estimativa pretendida é satisfeita para funções de classe C∞
0 (Ω) em quase todo de Ω .

Dada uma u ∈W 1,p (Ω), existe uma sequência de funções (ϕ j ) j≥1 ⊂W 1,p (Ω)∩C∞
0 (Ω) tal que

ϕ j → u em W 1,p (Ω). Consequentemente, pela desigualdade de Hölder:∣∣uα
t (x)− (ϕ j )αt (x)

∣∣= (tδ(x))δ
×

B(x,tδ(x))
|u(y)−ϕ j (y)|d y ≤ (tδ(x))δ

|B(x, tδ(x))| 1
p

‖u −ϕ j‖Lp (Ω).

Portanto,

uα
t (x) = lim

j→∞
(ϕ j )αt (x), ∀x ∈Ω.

Pelo caso anterior temos:

|D(ϕ j )αt (x)| ≤ 2Mα,Ω|Dϕ j |(x)+αMα−1,Ωϕ j (x).

Seja p∗ = np
n−αp e q = np

n−(α−1)p . Então para qualquer f em Lp∗
(Ω) desde que q < p∗ e |Ω| <∞

temos:

‖ f ‖Lq (Ω) ≤ |Ω|
1
q − 1

p∗ ‖ f ‖Lp∗ (Ω).

Pela estimativa anterior,

‖D(ϕ j )αt (x)‖Lq (Ω) ≤ 2‖Mα,Ω|Dϕ j |‖Lq (Ω) +α‖Mα−1,Ωϕ j‖Lq (Ω)

≤ 2|Ω|
1
q − 1

p∗ ‖Mα,Ω|Dϕ j |‖Lp∗ (Ω) +α‖Mα−1,Ωϕ j‖Lq (Ω)

≤C12|Ω|
1
q − 1

p∗ ‖Dϕ j‖Lp (Ω) +C2α‖ϕ j‖Lp (Ω)

≤C max
{

2|Ω|
1
q − 1

p∗ ,α
}(‖Dϕ j‖Lp (Ω) +α‖ϕ j‖Lp (Ω)

)
= max

{
2C1|Ω|

1
q − 1

p∗ ,αC2

}
‖ϕ j‖W 1,p (Ω).

Então
(
D(ϕ j )αt

)
j≥1 é limitada em Lq (Ω) e portanto também será limitada em W 1,q (Ω), uma

vez que cada ϕ j tem suporte compacto, a sequência
(
(ϕ j )αt

)
j≥1 é limitada em Lq (Ω). Como

(ϕ j )αt converge pontualmente para uα
t , pela compacidade fraca de W 1,q (Ω), existe uma

subsequência satisfazendo ϕ jk * ut e Di (ϕ jk )αt *Di uα
t em Lq (Ω). Notamos também que,

‖Mα,Ω|Dϕ jk |−Mα,Ω|Du|‖Lq (Ω) +‖Mα−1,Ωϕ jk −Mα−1,Ωu‖Lq (Ω)

≤ ‖Mα,ΩD(ϕ jk −u)‖Lq (Ω) +‖Mα−1,Ω(ϕ jk −u)‖Lq (Ω)

≤ ‖Mα,ΩD(ϕ jk −u)‖Lp∗ (Ω) +‖ϕ jk −u‖Lp (Ω)

≤ ‖D(ϕ jk −u)‖Lp (Ω) +‖ϕ jk −u‖Lp (Ω)

= ‖ϕ jk −u‖W 1,p (Ω).
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Portanto, 2Mα,Ω|Dϕ j |+αMα−1,Ωϕ j * 2Mα,Ω|Du|+αMα−1,Ωu em Lq (Ω), pois convergência

forte implica em convergência fraca. Pelos cálculos anteriores temos:

Di (ϕ jk )αt (x) ≤ ∣∣D(ut )α(x)
∣∣≤ 2Mα,Ω|Dϕ j |(x)+αMα−1,Ωϕ j (x).

Fazendo uso do lema da monotonicidade da convergência fraca , teremos para cada i ∈
{1, ..,n},

Di uα
t (x) ≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x), q.t .p. Ω.

A função (−u)αt satisfaz as hipóteses do teorema e para todo ponto

Di (−u)αt (x) =−Di uα
t (x) aplicarmos o resultado obtido anteriormente, teremos :

−Di uα
t (x) ≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x).

Consequentemente,

∣∣Di uα
t (x)

∣∣≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x).

Portanto, ∣∣Duα
t (x)

∣∣≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x).

Teorema 6.0.3. Sejam u ∈W 1,p (Ω), n > 1, p > 1, 1 ≤α< n
p satisfazendo 1

q = 1
p − α−1

n .

Se |Ω| <∞ então, Mα,Ωu ∈W 1,q (Ω) além de satisfazer:

∣∣DMα,Ωu(x)
∣∣≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x), q.t.p x ∈Ω.

Demonstração. Seja (t j ) j≥1 uma enumeração de Q∩ [0,1] e u j = (|u|)αt j
com j ≥ 1. Pela

proposição anterior sabemos que u j ∈W 1,q (Ω) para todo j natural. Definimos vk :Ω−→Rn

como,

vk (x) = max
1≤ j≤k

u j (x).

A sequência (vk )k≥1 é monótona não-decrescente e converge pontualmente para Mαu. Natu-

ralmente,

|Di vk (x)| =
∣∣∣∣Di max

1≤ j≤k
u j (x)

∣∣∣∣≤ max
1≤ j≤k

|Di u j (x)| ≤ 2Mα,Ω|Du|(x)+αMα−1,Ωu(x).
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Denotaremos p∗ = np
n−αp , como na demonstração do lema anterior. Afirmamos que a sequên-

cia é uniformemente limitada em W 1,q (Ω). Notamos que vk ≤Mα,Ωu e consequentemente,

‖vk‖Lq (Ω) ≤ ‖vk‖Lp∗ (Ω) ≤ ‖Mα,Ωu‖Lp∗ (Ω) ≤ ‖u‖Lp (Ω)

‖Dvk‖Lq (Ω) ≤ 2‖Mα,Ω|Du|‖Lq (Ω) +α‖Mα−1,Ωu‖Lq (Ω)

≤ 2|Ω|
1
q − 1

p∗ ‖Mα,Ω|Du|‖Lp∗ (Ω) +α‖Mα−1,Ωu‖Lq (Ω)

≤ 2C |Ω|
1
q − 1

p∗ ‖Du‖Lp (Ω) +Cα‖u‖Lp (Ω)

≤C
(‖Du‖Lp (Ω) +α‖u‖Lp (Ω)

)
=C‖u‖W 1,p (Ω).

Fazemos uso da compacidade fraca dos espaços de Sobolev para obter uma sub-

sequência tal que vk *Mα f e Di vk *Di Mα f em Lq (Rn). Como na prova do Teorema 7.0.5

usamos o Lema de Mazur para concluir a existência de uma sequência formada pela combi-

nação linear convexa de (Di vk )k≥1 que converge pontualmente para |Di Mα f | e portanto,

|Di Mα f | ≤ 2Mα,Ω|Du|+αMα−1,Ωu.

Usando novamente outro argumento da prova do Teorema 7.0.5 podemos estender o resul-

tado para o gradiente,

|DMαu| ≤ 2Mα,Ω|Du|+Mα−1,Ωu, em quase todo ponto do Rn .

Teorema 6.0.4. Sejam Ω⊂Rn , u ∈W 1,p (Ω), n > 1, p > 1, 1 ≤α< n
p satisfazendo 1

p∗ = 1
p − α

n .

Se |Ω| <∞ e for limitado com fronteira C 1 então, Mα,Ωu ∈ Lp∗
(Ω) e satisfaz:

‖DMαu‖Lp∗ (Ω) ≤ ‖u‖W 1,p (Ω).

Demonstração. Fazemos uso do teorema anterior para concluir:

‖DMα‖Lp∗ (Ω) ≤ 2‖Mα,ΩDu‖Lp∗ (Ω) +α‖Mα−1,Ωu‖Lp∗ (Ω).

≤ 2C‖Du‖Lp (Ω) +C‖u‖Lr (Ω)

≤ 2C‖Du‖Lp (Ω) +C‖u‖W 1,p (Ω)

≤C‖u‖W 1,p (Ω).
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A terceira linha decorre do fato de que podemos escrever p∗ = np
n−(α−1)r juntamente com a

desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg.

Daqui em diante exibiremos uma série de exemplos, o primeiro garante que o

Teorema 8.0.3 é o melhor possível no sentido de que existe um domínio Ω⊂Rn , n > 1, tal que

se q ′ > q = np
n−(α−1)p então Mα

(
W 1,p (Ω)

)
*W 1,q ′

(Ω).

Exemplo 1. Se escolhermos α> 1 de modo que (α−1)p < n e definimos:

Ω= i nt

( ∞⋃
k=1

(Bk ∪Ck )

)
Bk = [k,k +2−k ]× [0,2−k ]n−1 Ck = [k +2−k ,k +1]× [0,2−3k ]n−1,

dado q ′ > q = np
n−(α−1)p iremos construir uma função u ∈ W 1,p (Ω) tal que |DMαu| ∉ Lq ′

(Ω).

Seja p ′ = nq ′
n+(α−1)q ′ > p e definimos u ≡ 2

kn
p′ em Bk e u cresce linearmente de 2

kn
p′ para 2

(k+1)n
p′ em

Ck consequentemente u ∈W 1,p (Ω). Dado x ∈ 1
2 Bk , assim,

Mαu(x) = 2
kn
p′ Dist(x,Rn \ Bk )α.

Assim para quase todo ponto x ∈ 1
2 Bk ,

|DMαu(x)| =αDist(x,Rn \ Bk )α−12
kn
p′ ≥C 2

k
(

n
p′−α+1

)
=C 2

kn
q′ .

Logo ∫
Ω
|DMαu(x)|q ′

d x ≥C
∞∑

k=1

∫
1
2 Bk

2nk d x =∞.

A seguir mostraremos que não existe uma função u ∈ Lp (Ω) com |Ω| <∞ de modo

que,

|DMα,Ωu(x)| ≤CMα−1,Ωu(x), q.t .p. x ∈Ω.

Exemplo 2. Seja Ω= B(0,1) ⊂Rn . Se p ∈ (1,∞), n > 1, α> 1 e β ∈ (0,1). Então a função dada

por,

u(x) = (1−|x|)−
β
p , ∀x ∈Ω,

pertence a Lp (Ω)∪L1(Ω). Notamos que se ρ for suficientemente pequeno, então para 0 < |x| <
ρ temos que 1− |x| é o raio maximizante para Mα,Ωu(x) e Mα−1,Ωu(x). Para vermos isso

consideramos MΩu(x), criamos f : {(x,r ) : r ≥ 0, |x|+ r < 1} −→R dada por:

f (x,r ) =
×
∂B(x,r )

udH n−1(y)−
×

B(x,r )
ud y,
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que é contínua por causa da continuidade de u. Sabendo que:

lim
(x,r )→(0,1)

f (x,r ) =+∞,

portanto existe ρ1 > 0 tal que se |x| < ρ1;1−2ρ1 < r < 1−|x| então f (x,r ) > 1. Agora definimos

uma outra função contínua g : B(0,ρ1) −→R por:

g (x) =MΩu(x)− max
0≥1−2ρ1

×
B(x,r )

ud y.

Como g (0) > 0, decorre da continuidade a existência de ρ2 > 0 tal que se |x| < ρ2 então g (x) > 0,

consequentemente,

MΩu(x) >
×

B(x,r )
ud y,

para 0 ≤ r < 1−|x| com |x| < ρ = minρ1,ρ2. Semelhante a prova do teorema anterior,

DMα,Ωu(x) = (n −α)
x

|x| , (1−|x|)α−1
×

B(x,1−|x|)
u(y)d y +n(1−|x|)α−1

×
∂B(x,1−|x|)

u(y)ν(y)dH n−1(y)

+n
x

|x| (1−|x|)α−1
×
∂B(x,1−|x|)

u(y)dH n−1(y), ∀|x| < ρ.

Pela desigualdade triangular,

|DMα,Ωu(x)|.

=
∣∣∣∣n(1−|x|)α−1

×
∂B(x,1−|x|)

u(y)

(
ν(y)− x

|x|
)

dH n−1(y)− (n −α)
x

|x| , (1−|x|)α−1
×

B(x,1−|x|)
u(y)d y

∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣n(1−|x|)α−1
×
∂B(x,1−|x|)

u(y)

(
ν(y)− x

|x|
)

dH n−1(y)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣(n −α)
x

|x| , (1−|x|)α−1
×

B(x,1−|x|)
u(y)d y

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣n(1−|x|)α−1
×
∂B(x,1−|x|)

u(y)

(
ν(y)− x

|x|
)

dH n−1(y)

∣∣∣∣−|(n −α)|Mα−1,Ωu(x).

Definimos S(x) = {
y ∈ ∂B(x,1−|x|); (y −x) · x < 0

}
. Dado ε> 0 se |x| < ε então:∣∣∣∣n(1−|x|)α−1

×
∂B(x,1−|x|)

u(y)

(
ν(y)− x

|x|
)

dH n−1(y)

∣∣∣∣≥ 1

2

×
S(x)

u(y)dH n−1(y) ≥ n(1−ε)α−1

2(2ε)
β
p

Fazemos ε→∞ e concluímos que para pequenos valores de |x| a última expressão é ilimitada e

consequentemente a estimativa não pode ocorrer.

O próximo exemplo revela o conturbado comportamento de Mα,Ω f no casoα> 1.

Vamos construir um abertoΩ⊂Rn limitado com n > 1 tal que f |Ω ≡ 1 e DMα,Ω f 6∈ Lr (Ω) para

todo r > 0. Para cada natural k definimos o conjunto onde,

Ω= B(0,2) \
⋃

k≥1
Sk onde Sk =

{
2−k + j 2−(1+β)k : j = 1, ..,2βk

}n
e β≥ n

(n −α)r
.
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Dados x ∈ Sk e y ∈ Sl tais que x 6= y , então as bolas B
(
x,2−(1+β)k−1

)
e B

(
y,2−(1+β)l−1

)
são

disjuntas. Dado y ∈ B
(
x,2(1+β)k−1

)
\ {x}, nós temos:

Mα,Ω f (y) = Dist
(
y,Rn \Ω

)α = |x − y |α.

Daí,

|DMα,Ω f (y)| =α|x − y |α−1 ≥C 2−(1+β)(α−1)k .

Portanto, ∫
Ω
|DMα,Ω f (y)|r d y ≥ ∑

k≥1

∑
x∈Sk

∫
B(x,2−(1+β)k−1)

|DMα,Ω f (y)|r d y

≥C
∑
k≥1

2((1+β)(1−α)r−n)k =∞.

Assim concluímos que DMα,Ω f não pertence a Lr (Ω) para todo r > 0.
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7 REGULARIDADE DO OPERADOR MAXIMAL FRACIONÁRIO EM ESPAÇOS MÉTRI-

COS MENSURÁVEIS

Nesta seção nosso intuito é estudar a regularidade do Operador Maximal Fracio-

nário em Espaços de Campanato em um contexto de espaços métricos de medidas (X ,d ,µ),

as proposições desta seção são baseadas no artigo de (HEIKKINEN T.; LEHRBACK, 2012).

Dada uma função localmente integrável f ∈ L1
Loc (X ) e α≥ 0 definimos,

Mα f (x) = sup
r>0

rα
×

B(x,r )
| f |dµ, ∀x ∈ X .

Denotaremos X = (X ,d ,µ), onde a tripla ordenada denota um espaço métrico (X ,d) munido

de uma medida regular de Borel µ, tal que a medida de aberto é sempre positiva e satisfaz

"Doubling Property Means Condition". Dizemos que uma medida µ satisfaz a "Doubling

Property Means Condition"se existir uma constante Cd , chamada "doubling constante", tal

que,

µ(B(x,2r )) ≤Cdµ(B(x,r )), ∀B(x,r ) ⊂ X .

Uma medida µ satisfaz a "Lower bound Condition"se existem constantes Q ≥ 1 e cl > 0 tais

que,

µ(B(x,r )) ≥ cl r Q , ∀x ∈ X e ∀r > 0.

O espaço X satisfaz "δ−Annular Decay Properties"se 0 < δ≤ 1 e existe uma constante C > 0

tal que para todo x ∈ X e R > 0 e 0 < h < R tivermos:

µ (B(x,R) \ B(x,R −h)) ≤C

(
h

R

)δ
µ (B(x,R)) , ∀0 < h < R.

O espaço das funções β−Hölder contínuas munido com a seminorma ‖ ·‖C 0,β(X ) é definido de

forma que,

C 0,β(X ) =
{

u : X −→R; ‖u‖C 0,β(X ) = sup
x 6=y

|u(x)−u(y)|
d(x, y)β

<∞
}

.

Seja um número real β e p ≥ 1 definimos o espaço de Campanato L p,β(X ) munido com a

norma ‖ ·‖L p,β(X ) por,

L p,β(X ) =
{

u ∈ L1
Loc (X ); ‖u‖L p,β(X ) = sup

x∈X ,r>0
r−β

(×
B(x,r )

|u −uB(x,r )|p dµ

) 1
p <∞

}
.
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Se β< 0, o espaço de Campanato coincide com o espaço de Morrey Lp,β(X ) munido com a

norma ‖ ·‖Lp,β(X ),

Lp,β(X ) =
{

u ∈ L1
Loc (X ); ‖u‖Lp,β(X ) = sup

x∈X ,r>0
r−β

(×
B(x,r )

|u|p dµ

) 1
p <∞

}
.

Se β> 0 existe uma constante C (cd ,β) tal que,

C−1‖u‖C 0,β(X ) ≤ ‖u‖L p,β(X ) ≤ ‖u‖C 0,β(X ).

Se β = 0, então temos o espaço das funções de oscilação média limitada; denotado por

B MO(X ) =L p,0(X ) =L p,β(X ), além do mais, existe uma constante cp dependendo apenas

de p e de Cd ,

‖u‖B MO(X ) ≤ ‖u‖L p,0(X ) ≤Cp‖u‖B MO(X ).

O lema a seguir será usado inúmeras vezes na demosntração do resultado principal, com ele

podemos estimar a oscilação da média de u em função do menor raio das bolas envolvidas.

Lema 7.0.1. (Lema Chave) Sejam u ∈L p,β(X ),x ∈ X , y ∈ B(x,C0R) e 0 < r ≤ R. Então existe

uma constante C (Cd ,C0,β) tal que:

Se β< 0, então, ∣∣uB(y,r ) −uB(x,R)
∣∣≤Crβ‖u‖L p,β(X ).

Se β= 0, então: ∣∣uB(y,r ) −uB(x,R)
∣∣≤C ln

C R

r
‖u‖L p,β(X ).

Demonstração. Se β < 0, tomamos o menor natural k > 1 que satisfaça 2k−1r ≥ (C0 +1)R.
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Então valem as inclusões B(x,C0R) ⊂ B(y,2k r ) e B(x,R) ⊂ B(y,2k r ) ⊂ B(x,2k+1r ),

∣∣uB(y,r ) −uB(x,R)
∣∣≤ k∑

i=1
|uB(y,2i r ) −uB(y,2i−1R)|+ |uB(y,2k r ) −uB(x,R)|

≤
k∑

i=1

×
B(y,2i−1r )

|u −uB(y,2i−1r )|dµ+
×

B(x,R)
|u −uB(y,2k r )|dµ

≤
k∑

i=1

µ(B(y,2i r ))

µ(B(y,2i−1r ))

×
B(y,2i r )

|u −uB(y,2i−1r )|dµ+
µ(B(y,2k r ))

µ(B(x,R))

×
B(y,,2k r )

|u −uB(y,2k r )|dµ

≤
k∑

i=1
Cd (2i r )

β
(2i r )

−β
(×

B(y,2i r )
|u −uB(y,2i−1r )|p dµ

) 1
p

+C k
d (2k r )

β
(2k r )

−β
(×

B(y,,2k r )
|u −uB(y,2k r )|p dµ

) 1
p

≤
(

k∑
i=1

2iβ+C k−1
d 2kβ

)
Cd rβ‖u‖L p,β(X )

≤
(

2β

1−2β
+C k−1

d 2kβ
)

Cd rβ‖u‖L p,β(X ).

Quanto ao caso β= 0 escolhemos o maior inteiro k que satisfaça a condição 2k r ≤ 3(C0 +1)R

e o menor inteiro j satisfazendo 2k r +C0R ≤ 2 j R , consequentemente obtemos a inclusão

B(y,2k r )) ⊂ B(x,2k r +C0R) ⊂ B(x,2 j R). Repetindo o argumento da prova do caso anterior

teremos:

∣∣uB(y,r ) −uB(x,R)
∣∣≤ k∑

i=1

µ(B(y,2i r ))

µ(B(y,2i−1r ))

×
B(y,2i r )

|u −uB(y,2i−1r )|dµ+
µ(B(y,2k r ))

µ(B(x,R))

×
B(y,,2k r )

|u −uB(y,2k r )|dµ

≤
k∑

i=1
Cd

(×
B(y,2i r )

|u −uB(y,2i−1r )|p dµ

) 1
p +C j

d

(×
B(y,,2k r )

|u −uB(y,2k r )|p dµ

) 1
p

≤C j
d (k +1)‖u‖L p,0(X )

≤ C j
d

ln2
ln

6(C0 +1)R

r
‖u‖L p,0(X )

≤C ln
C R

r
‖u‖L p,0(X ).

Teorema 7.0.1. Sejam u ∈L p,β(X ), p ≥ 1, X satisfazendo "δ−anular decay property",

0 <α≤ δ. Desde que β 6= 0 e 0 ≤α+β≤ ou β= 0 e 0 <α< δ. Se Mαu 6≡∞ então,
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Mαu ∈C 0,α+β(X ). Mais geralmente, existe uma constante C , independente de u tal que:

‖Mαu‖C 0,α+β(X ) ≤C‖u‖L p,β(X ).

Demonstração. Sabemos que ‖|u|‖L p,β(X ) ≤ ‖u‖L p,β(X ) portanto |u| ∈ L p,β(X ), podemos

assumir que u ≥ 0. Dado r > 0, definimos v : X −→ [0,∞) como v(x) = rαuB(x,r ). Iniciamos

a demonstração provando a afirmação para a função v . Sejam x, y ∈ X dividimos em dois

casos:

Caso 1: Assumimos que r ≤ 2d(x, y). Na prova denotaremos B = B(x,2d(x, y)), Bx = B(x,r ) e

By = B(y,r ).

Se β< 0, pelo lema anterior :

|v(x)− v(y)| = ∣∣rαuBx − rαuBy

∣∣≤ rα
(
|uBx −uB |+ |uB −uBy |

)
≤Crα+β‖u‖L p,β(X )

≤ 2C d(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ).

Se β= 0, novamente pelo lema chave:

|v(x)− v(y)| = ∣∣rαuBx − rαuBy

∣∣≤Crα ln
C d(x, y)

r
‖u‖L p,0(X )

=C d(x, y)α
(

r

C d(x, y)

)α
ln

C d(x, y)

r
‖u‖L p,0(X )

≤ C

α
d(x, y)α‖u‖L p,0(X ).

A última desigualdade decorre do fato de que a função f : (0,∞) −→R definida por

f (t ) = t−α ln t é limitada, pois:

f (t ) = t−α

α
α ln t = t−α

α
ln tα ≤ t−α

α
tα = 1

α
, ∀t > 0.
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Se β> 0 então, u é β-Hölder contínua,

|v(x)− v(y)| = rα
∣∣∣∣∣
×

Bx

u(z)d z −
×

By

u(w)d w

∣∣∣∣∣
= rα

∣∣∣∣∣
×

Bx

×
By

u(z)−u(w)d zd w

∣∣∣∣∣
≤ rα

×
Bx

∣∣∣∣∣
×

By

u(z)−u(w)d z

∣∣∣∣∣d w

≤ rα
×

Bx

×
By

|u(z)−u(w)|d zd w

≤ rα
×

Bx

×
By

d(z, w)β‖u‖L p,β(X ).

Como d(z, w) ≤ d(z, y)+d(y, x)+d(x, w) ≤ 2r +d(y, x) ≤ 5d(y, x), substituindo,

≤ rα
×

Bx

×
By

5βd(x, y)β‖u‖L p,β(X )

= rα5βd(x, y)β‖u‖L p,β(X )

≤ 2α5βC d(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ).

Caso 2: Assumimos que r > 2d(x, y) então,∣∣∣∣∣
×

Bx

udµ−
×

By

udµ

∣∣∣∣∣= 1

µ(Bx)

∣∣∣∣∣
∫

Bx

udµ−
∫

By

udµ+ (
µ(By )−µ(Bx)

)
uBy

∣∣∣∣∣
= 1

µ(Bx)

∣∣∣∣∣
∫

Bx \By

udµ−
∫

By \Bx

udµ+ (
µ(By \ Bx)−µ(Bx \ By )

)
uBy

∣∣∣∣∣
= 1

µ(Bx)

∣∣∣∣∣
∫

Bx \By

(u −uBy )dµ−
∫

By \Bx

(u −uBy )dµ

∣∣∣∣∣
≤ 1

µ(Bx)

∣∣∣∣∣
∫

Bx \By

(u −uBy )dµ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫

By \Bx

(u −uBy )dµ

∣∣∣∣∣
≤ 1

µ(Bx)

∫
Bx \By

|u −uBy |dµ+
∫

By \Bx

|u −uBy |dµ

= 1

µ(Bx)

∫
Bx4By

|u −uBy |dµ. (∗)

Se β< 0.

Seja (Bi )k
1 uma coleção maximal finita de bolas disjuntas de raio d(x, y) centradas em Bx 4By .



71

Então Bx 4By ⊂
k⋃

i=1
2Bi , e

k⋃
i=1

Bi ⊂4′ em que:

4′ = B(x,r +d(x, y)) \ B(x,r −2d(x, y))∪B(y,r +d(x, y)) \ B(y,r −2d(x, y)).

Para cada 1 < i < k, usando o lema anterior juntamente com a desigualdade de Hölder:×
2Bi

|u −uBy | ≤ |u2Bi −uBy |+
×

2Bi

|u −u2BI |

≤C 2βd(x, y)β‖u‖L p,β(X ) +C 2βd(x, y)β(2d(x, y))−β
(×

2Bi

|u −u2BI |p
) 1

p

≤C 2βd(x, y)β‖u‖L p,β(X ) +C 2βd(x, y)β‖u‖L p,β(X )

≤C 2β+1d(x, y)β‖u‖L p,β(X ).

Para estimarmos a medida de 4′, primeiramente recorremos a propriedade do decaimento

anular e a "doubling property"para obter:

µ
(4′)≤µ(

B(x,r +d(x, y)) \ B(x,r −2d(x, y))
)+µ(

B(y,r +d(x, y)) \ B(y,r −2d(x, y))
)

≤C

(
3d(x, y)

r +d(x, y)

)δ (
µ

(
B(x,r +d(x, y))

)+µ(
B(y,r +d(x, y))

))

≤C

(
3d(x, y)

r

)δ (
µ

(
B(x,r +d(x, y))

)+µ(
B(y,r +d(x, y))

))
.

Usamos que B(x,r +d(x, y)) ⊂ B(x,2r ) e B(y,r +d(x, y) ⊂ B(x,r +2d(x, y))

≤C

(
3d(x, y)

r

)δ (
µ (B(x,2r ))+µ(

B(x,r +2d(x, y))
))

≤C

(
3d(x, y)

r

)δ
2µ

(
B(x,2r )

)
≤C

(
3d(x, y)

r

)δ
2Cdµ (Bx) .
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Portanto obtemos:

µ
(4′)≤C

(
d(x, y)

r

)δ
µ(Bx) (††)

|v(x)− v(y)| =
∣∣∣∣∣rα

×
Bx

udµ− rα
×

By

udµ

∣∣∣∣∣
≤C

rα

µ(Bx)

∫
Bx4By

|u −uBy |

≤C
rα

µ(Bx)

∫
⋃k

i=1 2Bi

|u −uBy |

≤C
rα

µ(Bx)

∑
i
µ(2Bi )

×
2Bi

|u −uBy |dµ

≤ 2C
rαd(x, y)β

µ(Bx)
‖u‖L p,β(X )

∑
i
µ(Bi )

≤Crαd(x, y)β
µ(4′)
µ(Bx)

‖u‖L p,β(X )

≤Crαd(x, y)β
(

d(x, y)

r

)δ
‖u‖L p,β(X ).

Como r > d(x, y) e 0 <α≤ δ, concluímos:

≤Crαd(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ).

Se β= 0 e 0 <α< δ pela estimativa (∗)∣∣∣∣∣
×

Bx

udµ−
×

By

udµ

∣∣∣∣∣≤ 1

µ(Bx)

∫
Bx4By

|u −uBy |dµ.

Fazendo uso da desigualdade de Hölder:

≤C
µ

(
Bx 4By

)α
δ

µ(Bx)

(∫
Bx4By

|u −uBY |
δ

δ−α dµ

)1−α
δ

.

Usamos os fatos de que Bx 4By ⊂ 2By e µ(Bx) é comparável com µ(By ),

≤C

(
µ(Bx 4By )

µ(Bx)

)α
δ

(×
2By

|u −uBY |
δ

δ−α dµ

)1−α
δ

≤C

(
d(x, y)

r

)α
‖u‖

L
δ

δ−α ,0(X )
.
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Sabemos do teorema anterior que ‖u‖
L

δ
δ−α ,0(X )

≤C‖u‖B MO ≤C‖u‖L p,0(X ) . Segue que :

|v(x)− v(y)| =
∣∣∣∣∣rα

×
Bx

|u|dµ− rα
×

By

|u|dµ
∣∣∣∣∣≤C d(x, y)α‖u‖L p,0(X ).

Se β> 0 com α+β≤ δ.

Então u é Hölder contínua com expoente β, fazendo uso das estimativas das normas junta-

mente com o fato de que r > d(x, y) então,

|u(x)−uBy | ≤
×

By

|u(z)−u(w)|dµ(w) ≤Crβ‖u‖L p,β(X ),

para cada z ∈ Bx 4By .

Assim, usando as estimativas anterior, (∗) e depois (††) nós obtemos;

|v(x)− v(y)| ≤ rα

µ(B(x)

×
Bx4By

|u(z)−uBy |dµ

≤Crα+β
µ(Bx 4By )

µ(Bx)
‖u‖L p,β(X )

≤Crα+β−δd(x, y)δ‖u‖L p,β(X )

≤C d(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ).

Finalmente vamos estimar |Mαu(x)−Mαu(y)|, sem perda de generalidade, podemos supor

Mαu(x) ≥ Mαu(y). Dado ε> 0, exite rε > 0 tal que rαε uB(x,rε) > Mαu(x)− ε. Então, pela pri-

meira parte da demonstração,

|Mαu(x)−Mαu(y)| =Mαu(x)−Mαu(y)

≤ rαε uB(x,rε) − rαε uB(y,rε) +ε= v(x)− v(y)+ε≤C d(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ) +ε.

Fazendo ε→ 0, obtemos:

∣∣Mαu(x)−Mαu(y)
∣∣≤C d(x, y)α+β‖u‖L p,β(X ).

Corolário 7.0.1. Sejam β > 0 e α+β ≤ δ então o operador Mα : C 0,β(X ) −→ C 0,α+β(X ) é

limitado quando restrito as funções tais que Mαu 6≡∞.



74

Demonstração. Usamos a estimativa,

‖u‖L p,0(X ) ≤ ‖u‖C 0,β(X )

temos,

‖Mαu‖C 0,α+β(X ) ≤C‖u‖C 0,β(X ).

Corolário 7.0.2. Sejam β= 0 e 0 <α< δ então o operador Mα : B MO(X ) −→C 0,α(X ) é limi-

tado quando restrito as funções tais que Mαu 6≡∞.

Demonstração. Aplicamos o teorema para β= 0 e usamos,

‖u‖B MO(X ) ≤ ‖u‖L p,0(X ) ≤Cp‖u‖B MO(X ).

Consequentemente,

‖Mαu‖C 0,α(X ) ≤C‖u‖B MO(X ).

Corolário 7.0.3. Sejam 0 <α< δ eµ satisfazendo a "Lower Bound Condition "então o operador

Mα : Lp (X ) −→ C 0,α−Q
p (X ) é limitado quando restrito as funções u tais Mαu seja finito em

quase todos os pontos de X .

Demonstração. Escolhemos β=−Q
p e usamos o teorema anterior:

‖Mαu‖
C

0,α−Q
p (X )

≤C‖u‖
L

p,−Q
p (X )

≤C

1+ 1

C
1
p

l r
Q
p

‖u‖Lp (X ).

a última desigualdade decorre da hipótese sobre a medida.

Note que dado X ⊂ Rn mensurável, a medida de Lebesgue satisfaz todas as hipóteses dos

teoremas anteriores, portanto os resultados antecedentes são válidos para o espaço (X ,d ,m)

onde d é a métrica induzida pela norma euclidiana, daí obtemos os mesmos resultados de

regularidade para a versão convencional do operador.
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8 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Nessa dissertação de mestrado foi estudado o operador maximal fracionário Mα f ,

uma extenção do operador maximal Hardy–Littlewood. Obtemos sua teoria regularidade em

alguns espaços tais como LP ,W 1,p e B.M .O., recorrendo a Teoria do Potencial de Riesz. Prova-

mos que o operador fracionário possui propriedades regularizantes superiores ao operador

de Hardy–Littlewood, a saber o teorema de Juha Kinnunen-Eero Saksman que fornece uma

estimativa pontual do tipo, ∣∣DMα f
∣∣≤C ′Mα−1D f

caso α≥ 1 seja limitado . Disto decorre uma melhora substancial da regularidade nos espaços

de Sobolev em comparação com o operador de Hardy. Definimos outras variações do opera-

dor em questão e estudamos sua regularidade em paralalelo com a do Operador Maximal

Fracionário local. Apesar de termos adicionado muita complexidade ao estudo da regula-

ridade do Operador Maximal Fracionário em espaços de funções B.M.O, pois estendemos

o operador no contexto de espaços métricos mensuráveis (X ,d ,µ) e ganhamos resultados

de reguralidade para o caso euclidiano como corolário, além de obtermos estimativas mais

gerais.
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