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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos uma prova do teorema fundamental das subvariedades
usando o formalismo de Cartan. Serao discutidas as versoes local e global do resultado,

enfatizando a simplicidade e abragéncia da abordagem.

Palavras-chave: equacoes de estrutura; conexao de Cartan; subvariedades; grupos de
Lie.



ABSTRACT

In this work , we present a proof of the Fundamental Theorem of Submanifolds using the
Cartan formalism. Local and global versions of the results will be discussed, emphasizing

the simplicity and the generality of the method.

Keywords: structure equations; Cartan connection; submanifolds; Lie groups.
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1 INTRODUCAO

Uma das principais razoes para a geometria das subvariedades de R™ ser
particularmente rica e interessante é o fato de que o espago euclidiano é homogéneo,
isto é, ele &€ um espago cuja acao do grupo das isometrias é transitiva. Além disso, o
tensor de curvatura do espaco euclidiano se anula e, como consequéncia, temos que as
equagoes de Gauss, de Codazzi-Mainardi e de Ricci, que podem ser formuladas para
espacos ambientes mais gerais, sao mais faceis de usar e de manusear. Dada uma imersao
isométrica, ¢ : M™ — N", as equacgoes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci relacionam
as curvaturas de M™ e N" com a segunda forma fundamental de ¢, a sua derivada
covariante e a conexao no fibrado normal. O teorema fundamental das subvariedades nos
diz que, se N™ é uma forma espacial, estas condi¢oes sao suficientes para a existéncia
de ¢ : M™ — N"™ em uma vizinhanca U, simplesmente conexa, de um ponto fixado e
que tal ¢ é tnica a menos de uma isometria do ambiente. No caso de hipersuperficies,
o resultado se simplifica na forma seguinte: Dadas uma métrica g em uma variedade
M™ e uma forma bilinear B satisfazendo as equagoes de Gauss, Codazzi-Mainardi ( para
curvatura constante c), entao para cada p € M™, existe uma vizinhanga U de p e uma
imersao isométrica o : (M™, g) — N™ em uma forma espacial, com curvatura c, tnica
a menos de isometrias de N+,

O objetivo deste trabalho é apresentar uma prova completa para cada c, fa-
zendo uso da teoria de Elie Cartan. Na Literatura, para superficies M? — R3, o teorema
é atribuido ao matemaético Frances Pierre Ossian Bonnet. Posteriormente, TENENBLAT
(1971), deu uma prova completa para existécia e unicidade de imersoes isométrica de uma
variedade riemanniana de dimensdo n no espaco euclidiano R"**. onde k£ é uma codimen-
sao arbitraria. No ano de 2007, Daniel, em DANIEL (2007) d&4 uma condi¢do necesséria
e suficiente, expressa em termos da métrica , a segunda forma fundamental, e os dados
resultantes de um campo de Killing ambiente, para uma variedade riemanniana de dimen-
sao dois ser isometricamente imersao local em uma variedade de riemanniana homogénea
de dimensao trés com um grupo de isometrias de dimensao quatro, em seguida, motivado
pela construcao de familias de superficies minimas em espacos produtos S? x R e H? x R,
Daniel, no ano de 2009 provou em DANIEL (2009) um teorema de Bonnet para imersoes
isométricas de variedades riemannianas sobre S” x R e H"” x R onde S™ é a esfera padrao
e H™ é o espaco hiperbolico padrao de dimensao n. No primeiro trabalho, Daniel usa
como uma de suas referéncias o trabalho da Tenenblat. Em seguida, Lira, Tojeiro e Vito-
rio, em LIRA, TOJEIRO, ¢ VITORIO (2010), deram condi¢des necessérias e suficientes
que garantem a existéncia e unicidade, a menos de isometrias do espago ambiente, de
uma imersao isométrica de uma variedade semi-riemanniana sobre um produto de formas
espaciais semi-riemannianas onde a prova do teorema principal em LIRA, TOJEIRO, e
VITORIO (2010) ¢ no estilo da prova encontrada em DAJCZER (1990). Esta esta ex-
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plicita somente para o caso euclidiano e isso nos motivou a reescrever uma prova mais
detalhada deste resultado.

A leitura deste trabalho pressupoe familiaridade com conceitos de variedades
diferenciaveis e riemannianas além do conhecimento de resultados basicos de geometria
riemanniana. Mesmo assim, indicamos como leitura complementar DO CARMO (1988)
e LEE (2003). Dividimos o texto em 5 capitulos: No primeiro capitulo damos algumas
defini¢oes e alguns resultados que serao uteis para o desenvolvimento deste trabalho de
modo a proporcionar um acompanhamento aos leitores com menos preparagao nesta area
e introduzir as notacgoes e convensoes escolhidas. No segundo capitulo, damos a prova do
teorema fundamental das subvariedades 3.1, apresentada em DAJCZER (1990) para o caso
euclidiano. No terceiro capitulo, introduzimos o formalismo de Cartan para subvariedades.
No quarto capitulo introduzimos as nocoes de forma de Maurer-Cartan e derivada de
Darboux de uma aplicacao e com elas provamos o teorema fundamental do calculo para
grupos de Lie. Prontamente usa-se esses dois conceitos a fim de provar o teorema das

subvariedades usando formalismo de Cartan e os resultados supracitados.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de geometria riemanniana
que serao utilizados no decorrer do texto. Para uma leitura complementar indicamos
DO CARMO (1988), LEE (2003) e PETERSEN (1998).

2.1 Imersoes

Sejam M™ e M"™ variedades diferenciaveis de dimensoes m e n respectiva-
mente, com m < n.

Definicao 2.1 Uma aplicagao f : M™ — M"™ é uma imersio se a diferencial

fo(@) - ToM™ — Tyy M™

€ injetiva para todo x € M™.

Definicdo 2.2 Seja f : M™ — M™ uma imersio. O nimero p =n —m é chamado de
codimensao de f.

Definicao 2.3 Sejam M uma variedade e w : Ey — M e 7y : Es — M fibrados vetoriais
riemannianos de postos ki e kg respectivamente. Chamamos de soma de Whitney de F;

e Fy ao espaco topologico

Ey®w Ey = U ((Er), ®w (E2),)

peM

cujas fungoes de transi¢oes
PaBab - (Ua M UB) X (V;z M %) — El EBWEQ

sao dadas por

PaBab = 0 Dub

Pap 0 ]

Uma segao de By ©w Ey € da forma & @ &, onde & é uma segao de E;, para i € {1,2}.

2.2 Grupos de Lie e acgoes

Aqui trataremos de alguns conceitos importantes para o desenvolvimento das formas es-
paciais. daremos a nogao de grupos de Lie e faremos alguns resultados importantes sobre

esse tema.

Definicao 2.4 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao finita. Dizemos que M
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€ um grupo de Lie se admite uma estrutura de grupo onde as operacoes multiplicagcao e
INVErsao sao sudves.

Exemplo 2.1 O espaco euclidiano real R™, visto como um grupo aditivo, € um grupo de
Lie.

Exemplo 2.2 Denotamos por M, «,(R) ao conjunto das matrizes de ordem n com coefi-

cientes reais. O conjunto
10 n+k
E(n+k) = . A ;x € R A€ SO+ k) p € Mingrriyxmirrn (R),

com o produto e a inversao herdados de M, 1k11)x(ntk+1)(R), € um grupo de Lie.

Definicao 2.5 O conjunto

E(n+k):{[i Z] ;xeRn+k,AeSO(n+k)}

com o produto usual de matrizes é chamado de grupo de Lie dos movimentos euclidianos

e o conjunto
SOn+k+1)={AcO(n+k+1);det(A) =1}

€ chamado de grupo dos movimentos ortogonais que preservam orienta¢ao.
Definicao 2.6 Uma algebra de Lie € um espago vetorial g com um operador bilinear dado
por g X g — g que satisfaz

(X, Y] =—[Y, X]

[X,Y],Z]+ [V, 7], X]+[[Z,X],Y]=0

para quaisquer que seja X, Y e Z em g.

Definicao 2.7 Dada M uma variedade diferencidvel, existe uma construgao que torna
o espaco tangente a identidade de M wma dlgebra, e esta é a chamada dlgebra de Lie
associada a M ou dlgebra de Lie de M.

Proposicao 2.1 A dlgebra de Lie de E(n + k), denotada por ¢e(n+ k), é da forma

0 0
e(n—l—k:):{[ ];yER”+k,Bt+B:0}.
y B

Prova: Seja v :[0,1] — E(n + k) uma curva definida por:

v(t) = [ ! EEO)

Y
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onde z : [0,1] = R""* e B : [0,1] — SO(n + k) sao curvas diferencidveis em R"™*
e O(n + k) respectivamente. Dai, por definigao, Lie (E (n)) = T7E (n) sendo Id4r) a
matriz identidade de SO (n + k). Dai segue

B(t)-[BO]" = Idps.
Agora, diferenciando em relacao a variavel ¢
B'(t)-[B@]"+B®)-[B 0] =(0).

Como B (0) = Id 1k entao, tem-se que B’ (0) = — [B’ (0)]". Dai, um elemento de ¢ (n)

¢ uma matriz da forma

0 0
v B

)

onde v € R"* ¢ B é uma matriz anti-simétrica, isto ¢,

e(n) = {

De forma analoga, Também deduzimos que

0 0

5 ;yeR”+k,Bt+B:0}.
Yy

so(n+k)={AcO0(n+k);A"+A=0}.
Proposigao 2.2 A aplicagio 7 : E(n + k) x R*** :— R™* definida por:
T <

Prova: Um simples controle mostra que 7 ¢ acdo. Sejam os pontos z1,zs € R"**. Basta

1 0
r1 — I Id

1 0
T yx1 | =1d-x1 + 29 — 1 = 9.
<[x1—x1 Id] 1) 1 2 1 2

Portanto 7 é transitiva.

1 0
z A

, v) =A-v+zx
€ uma acao transitiva.

tomar

€ E(n+k)

e dessa forma

Definicao 2.8 Seja G um grupo agindo sobre uma variedade M. Chamamos de subgrupo
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de isotropia no ponto x € M e denotamos por G, = {g € G;g-x = x}.
Exemplo 2.3 Seja o Grupo E(n+ k). Seu subgrupo de isotropia na origem do R"* sdo
todos os g € E(n + k) tais que g -0 = 0. Assim,

1
0 0=0<= A-0+2=0 < 2=0.
x A
Dessa forma,
0
E(n+k)0:{ A ;AEO(n—I—k‘)}

€ o subgrupo de isotropia de y = 0.
Exemplo 2.4 Seja o Grupo SO (r + 1) e considere o polo norte N = (1,0,...,0) € S".
Dessa forma, seu subgrupo de isotropia em N sao todos os g € SO (r + 1) tal que g-N = N

b =1
AMB,N)=N < B-N=N — e
b =0,Vj > 1

Como B € SO (r +1) tem-se que B - BT = Id. Se escrevemos

1 g7

,yeR”
0 A]y
e A€ M.y, (R), entao

1 0
y A

1 g
0 At

1+ (y,y) y'A
Aty AA

Id =B-B'= =

Com isso, tem-se que y =0 e A € O (r). Além disso,
1 = det(B) = det(A).

e, consequentemente A € SO(r). Sendo assim,

sor+m={[

€ o subgrupo de isotropia em y = 0.

;Aesmm}
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2.3 Imersoes isométricas

Defini¢ao 2.9 Sejam (M™,g) e (Mn,g> variedades riemannianas de dimensoes m en

respectivamente. Uma tmersao f : M™ — M"™, com n > m, € chamada de imersao

1sométrica se
g(X,Y) =g (f.X, f.Y)

para todo x € M™ e para todos X,Y € T, M™.
Seja f : M™ — M™ uma imersio isométrica entre as variedades riemannianas
M™ e M". Podemos identificar M™ com sua imagem pela imersio f (M™) C M" e

descrever o espaco tangente de M™ no ponto x € M™ como
T,M" =T, M™ T, M*.

onde T, M~ é o complemento ortogonal de T,M™ em Tx]\;[ ". Desta decomposic¢ao se

obtem um fibrado vetorial
TN garmy = { X € TN : 7(X) € £ (M™)},

onde 7 : TM™ — M™ ¢é a projecio. Este fibrado ¢ a soma de Whitney do fibrado tangente
TM™ com o TM*, isto é,

TM"| jpgmy = ToM™ G Ty M.
Com respeito a essa decomposicao, se define as projecoes

( )T : TM|f(Mm)—>TM
() © TM|pamy — TM,

as quais chamamos de projecao tangencial e projecao normal respectivamente.
Definicao 2.10 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M™ é uwma apli-
cacao

VX (M™) x X (M™) — X (M™)

definida por
\ <X7 Y) = VXK

satisfazendo para cada f,g € C*(M™) e X,Y,Z € X (M™) as sequintes condigoes:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(ii)) Vx (Y +72)=VxY +VxZ,
(i) Vx (fY)=fVxY+ X (f)Y.
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Definicao 2.11 Uma conezao afim V em uma variedade riemanniana M™ é dita simé-

trica quando

VyY — Vy X = [X,Y]

para todo X,Y € X (M™).
Definicao 2.12 Uma conexao V em uma variedade riemanniana M™ € dita compativel

com a métrica quando

XY, Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)

para todo X,Y, 7 € X (M™).
Teorema 2.1 Dada uma variedade riemanniana M™, existe uma tinica conexao afim V,
em M™, satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) V € simétrica.

(b) ¥V € compativel com a métrica riemanniana.
Tal conexao € chamada de conexdao Levi-Civita.
Prova: Ver DO CARMO (1988), na pagina 61.

Dados X € T,M e n € T,M*, se V e V representam respectivamente as

conexoes de M™ e N™ respectivamente para as quais existem uma imersao isométrica

f:M™— N™ entao a curvatura de M™ é dada por
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,Y]Z.

A segunda forma fundamental de uma imersao pode ser considerada como um

tensor

B:X(M™) x X(M™) x X (M™)" = D(M™)

definido por

B(X,Y,n) =(B(X,Y),n),

onde B (X,Y) = VY —VxY, além disso, X e Y sdo estensdes de X e Y respectivamente.

Define-se a conexao normal da imersao V+ como
—_— S T S
V= (Vxn) = (Vxn) = (Van) + 4,X.

onde A, : T,M™ — T,M™ é dado por (4,X,Y) =(B(X,Y).n).
A partir do anterior se deduz as equagoes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci.
Proposicao 2.3 As sequintes equagoesse verificam:

(a) Equagio de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X,Z)) + (B(X,T),B(Y, Z))
(1)
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(b) Equagio de Codazzi-Mainardi
(R(X,Y)Z,n) = (VyB) (X, Zn) — (VxB) (Y, Z,1) (2)

(¢c) Equagio de Ricci
(R(X,Y)n.€) — (RH(X,Y)n,€) = ([A), A X, Y) (3)

Prova: veja, por exemplo, DO CARMO (1988).
O fato da curvatura seccional de M"™ ser constante, nos proporciona outra

versao das equacoes de Ricci e de Codazzi, as quais sao dadas, respectivamente, por

R (X, Y)E = a(X,AY) — a(AX,Y)

(VxA)(Y,€) = (VyA) (X, §).
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3 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS SUBVARIEDADES

Esta secao tem por objetivo detalhar a prova do Teorema Fundamental das
Subvariedades apresentada em DAJCZER (1990).
Teorema 3.1 Sejam M™ uma variedade Riemanniana simplesmente coneza, m @ E —
M™ um fibrado vetorial Riemanniano de posto k com uma conexao V' compativel com a
métrica de E' e o uma se¢ao simétrica dos homomorfismos de fibrados Hom(T M xT M, E).

Defina, para cada secao local § de E, uma aplicagao A¢ : TM — T'M por:

(AX,Y) = (a(X,Y),6), XY € TM.

Se o e V' satisfazem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional constante ¢ entdo existem uma imersao isométrica f : M™ — NP,
e um isomorfismo de fibrado f : E — TM?* ao longo de f tal que para todo X,Y € TM
e todas secoes locais £,m € F

(F©),fm) = (&)
flXY) = &X.Y)

F(V€) = Vaf(©).

Onde & e V* sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f
respectivamente.

Prova: Daremos aqui a prova para o caso ¢ = 0. Seja V a conexao de Levi-
Civita em TM. Considere a soma de Whitney E = TM &, E .

Para cada Y € E, seja Y = Yry + Yg a tnica decomposicao de Y com
Yru € TM e Yg € E. Defina V" por:

V4iY = VxY+a(X,Y), seX,Y eTM
e o= —AX+ViE seXETMet € E

Como E é descrita pela soma de Whitney entao definimos a métrica de E como
sendo (,)z = (,)rm + (,)E, onde (, )7y representa a métrica tangente e (,)p representa
a métrica no normal. Vejamos que a conexdo V" é compativel com a métrica (,) .
Se tomamos X um campo do fibrado tangente e Y, Z € E, entao Y = Yry & Yg, e
Z = Zry @ Zg. Dai,

XY, Z); = XYru ©Ye, Zrm © Zp)p
= X ((Xrars Zesyru +(Xp, ZE)p)
= X(Xrum, Zru)rm + X(Xg, Zg) 5.
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Por um lado,

(VY. Z)g = (V% You ©YE), (Zru © Zg)) 5

Yru +ViYe, Zrym + Ze) g
ViYru +a (X, Yrm) + Ay, X +VYe, Zry + Zg) 5
VxYrur, Zea)pyy — (Avie X, Zoae)ppy + (@ (X, Yrum) . ZE)

+(Vx Ve, Zg)p

{
= (V!
{
{

De forma analoga

Y,\V2); = (VXZ,Y)p
= (VxZpm, Yru)rm + (o (X, Zruv) , Ye) B
_<AZE (X> 7YTM>TM + <VIXZE, YE>E

Assim tem-se

(VY Z) 5 + (Y )V 2 = (VxYru, Zem)ruw + (Vi Ye, ZE)E
HVxZry, Yru)rm + (V' Zg, YE)E
= XY, Zg)p + XY, Zrv)rum-

Portanto,
XY, Z)p = (VXY Z)p + (Y. VX Z)p,

. ~ "o, , 2 . :
e com isso tem-se que a conexao V' & compativel com a métrica (,)z. Vamos examinar o
caso de curvatura seccional constante igual a zero. Usando o fato de que a e V' satisfazem

as equacoes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci, temos que

R(X,Y)§ = VXV —VyVEE = Vixy€

= VX(=AY + Vi) = VY (—AeX + Vi) — (A X, Y]+ Vix y(€)

= —Vx(AY) + Vx(Vy€) + Vi (A X) = VR (VXE) + A X Y] = Vix i€

= —Vx(4Y) — a(X, AY) — Ay X + Vi Vi + Vy (4eX)
+a(Y, AcX) + A oY — Vy Vi€ + A X, Y] = Vig €

= —Vx(AY) = Ay X + Vy(AcX) + A oY + A[X, Y] + Vi Vi€
—VyV5E = Vixyi€ +a(Y, AcX) — a(X, AY)

= —Vx(AY) + Vy(AcX) — Ay oX + A oY + A X, Y]
+RHX,Y)E+ a(Y, AcX) — a(X, AgY).
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Por definic¢ao,
(Vy A)(X,§) == Vy(AeX) — A(Vy X) — Aw,0X

relembrando que
(X,Y]=VxY - VyX
sendo V simétrica, temos

R(X,Y)E = (VyA)(X,§) — (VxA)(Y,¢)
+RHX,Y)E+a(Y, AcX) — a( X, AY).

Como a curvatura é constante entao,
R(X,Y)¢=0.

Com isso, garantimos que o tensor de curvatura de E é Nulo.
scolha um ponto x e vetores ortonormais &, ... 7~ (x). Como
Escolh tox € M t t Ly ooy Engp € T C
V'’ tem curvatura zero,{,} pode ser estendido a um referencial paralelo, chamado ainda
g . - o
de ao redor de x. O fato de V” ser compativel com a métrica nos garante que as
segOes sao dois a dois ortonormais a V”. Tomando coordenadas locais (z1, ..., ,,) em uma

vizinhanca U de z, existem fungoes a;, definidas nessa vizinhanca, tais que

n-+p

a = @& 1<i<n
Li

v=1

Os coeficientes da métrica em M sao dados por:

a n+p n—+p
Gij = <3xz a.f(?] > <Z Cwav, Z a]u§u> = QjpAjy-

v=1

Como as segoes &, sao paralelas (i.e.), para todo v € {1,...,n + p}, tem-se V", & =0
ox;
Disso, decorre que

) o=
V”L A = E Vﬁi ajvfu
dx; ax] 1 dx;
v=
n+p

aa
" ,]'U
= 5 ajvv ) gv 61}
Ox;
v=1

n—l—p8 v
N Z ac;jz

Usando a simetria de a, o fato da conexao V ser Levi-Civita em T'M tem-se
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que:
o o[22
8@- ij ™
0 0
= Viion, Ve on,
0

" 0 " d
= Vb, Vi on
n—+p n+p
0 0
- Z 9 ajvgv - Z P awgv

Do anterior, deduzimos que
n+p
0 0
a3 v — 73 Gy » = 0.
; (0332 J a!lfj ) 5

Para cada p € M, (¢,) ¢ uma base de 7~ !(p) em uma vizinhanga de p. Assim, para cada

v € {1,...,n+ p}. Disso decorre que

0 0

S0y = 5y
8:(:2- I 8xj

Como as 1-formas fechadas sao exatas em U, existem funcoes f, satisfazendo

= Qjyp-

al’i

Defina f : U — R"*? em uma vizinhanca U de x denotada por:

f = (fla X fn+p)'

Com isso, teremos que:

0 B afr O fntp o | o
f*(axz> B (8%’ 7 Oy ) = (i1; s Ginapy), 1= 1,1
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Consequentemente teremos que:

a a n+p
<f*(8_:ci)’f*(8_:cj)> = ;aiv%’v
= Yij

_[2 9
N a$1‘78$j .

Em outras palavras, f ¢ uma imersdo isométrica. Agora defina ® : TUBE +— TR™ P\t
por:
(I)(£U> = evu

onde e,, v=1,...,(n+p), éa restrigdo do referencial canénico de TR"*? a f(U).

Para os vetores tangentes =Y "P . &, temos que:
)

3% v=l1

_ 9 nte
(I)(axi> = ;aiv@(§v>
n-+p

- E Ay €y
v=1

7

Com isso , temos que @ : TM|y <— Tf(U) é isometria entre fibras e, além disso, )
manda referencial paralelo &i, ..., {4y sobre referencial canonico ey, ..., €(,4p). Portanto,

satisfaz
(VYY) =V x®(Y)

B(VXE) =V x®(§),
para todo X,Y € TM ¢ € € E, onde V é a Conexiio Levi-Civita em R™.

Tomando componentes normais e definindo f = ®|g, temos que

fa(X)Y) = a(X,Y)

e, além disso,
VY = VEfxf(€)

e isto conclue a prova.
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4 FORMALISMO DE CARTAN PARA SUBVARIEDADES.

A idéia deste capitulo é fixar a notacao e apresentar alguns resultados essenciais
da geometria das subvariedades usando o formalismo de Elie Cartan.
Defini¢ao 4.1 Seja M™ uma variedade suave, com uma conexdo V e seja {e;} um refe-
rencial local, em um aberto U, com um correferencial dual {6’}. Define-se as formas de

de conexao w] em U de acordo com a sequinte identidade
— )
V@i = W ® €.

As formas w! sio chamadas formas de conexdo (em U). Observe que a conexio dual V
em TM* € dada por

Vo = —wé ® 6.
Proposicao 4.1 Sejam {e;} um referencial e {€;} outro referencial tal que €; = Agej em
um aberto U C M™, onde A : U — Gl(m), e sejam {w;} € {w;l}, respectivamenfe, as
formas de conexdo de V em U com respeito a e; e €;, dado pela identidade Ve, = W] ®¢€;,

se consideramos as matrizes cujos valores sao as I-formas w = (w]) e w = (w!). Entao

se verifica a sequinte iqualdade
w=A"'wA+ AldA. (4)
Prova: Fixada uma componente da matriz w tem-se

Awt (es) = Wl

0

(A7), 0" [Vage. Aler]

(A1) Az [V, Ale,]

= (AY) A0 [ALV, e + e, (AL) ef]
(A7) A [AL (Vo) + e (47)]
(A™H)! A5 [Alw) (e,) + dAT (ey)] -

T

Assim,

AT = (AT A3 [Alw) +dAT] .
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Multiplicando por (A_l)f temos

.

D = (AT)I(ATY), AL [Alwy +dA)]
(A7) (A7)

<

Portanto,
w=A"wA+ A A.

Para introduzir a préoxima proposic¢ao, relembramos que uma conexao é simé-

trica se, e somente se, o tensor de torsao
T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y]

é identicamente nulo.
Proposigao 4.2 Seja M™ uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Entao

V é simétrica se, e somente se, vale a sequinte igualdade
do? = —wé A
Prova: Para todo X,Y € X (M), temos

407+l ABH(X,Y) = X (#(V)) Y (# (X))~ (X, Y))
ol (X) 0 () — o] (V) 0 (X).

Como Vye; = w! (X)e;, teremos que

De forma analoga, teremos que
W (V) =6 (Vye;).
Dessa maneira,

A9 +w! ANOH(X,Y) = X (07(Y)) - Y (¢ (X)) — & ([X,Y])
167 (Vxe) 0 (Y) — 07 (Vye;) 0 (X).
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Agora, como

VxY = Vx (0'(Y)e)
— G(Y) Ve + X0 (Y)es.

Agora, aplicando 6/ na Equacao anterior temos
¥ (VxY) = ¢ (Qi (Y) Vxei) + X6 (Y).
Dessa maneira

(d07 +w! NO) (X,Y) = 6/ (VxY)— 0" (VyX) - ([X,Y])
= ¢ (T(X,Y)).

Portanto, sendo {#7} uma base, d6’ + w! A " = 0 se, e somente se, T = 0.

Um outro fato importante é que a compatibilidade com a métrica pode ser
descrita em fungao das formas de conexao.
Proposigao 4.3 Seja M™ uma variedade riemanniana e V uma conexao afim, com for-
mas de conexao {w;} numa vizinhanga U com respeito a um referencial ortonormal {e;}.
Entao, a conexao V € compativel com a métrica se, e somente se, wj = —wg, 15to €,
(w?) € s0 (m).
Prova: E suficiente provar em um referencial {e;} ortonormal. Usando o fato de que

(€i,€5) = 5; e a compatibilidade da conexao V com a métrica temos que

0 = ek(O";-)
= e (e, ¢€5)
= (Veeei€5) + (ei, Ve, €5)
= (Wi (exn)es, €5) + (i wj(er)es)
= wf(ek)éj + wj(ek)éf

= W(ep) + w! ().

Portanto, w!(ex) = —wi(er).
Reciprocamente, suponha que wf(ek) = —w;?(ek), entao
0 = w(ep)+ w!(ex)
= wf(ek)éj + wj(ek)éf
= wf(€k>€s,€j> + <€ivw;'(€k>es>

(
= <V€kei7€j> + <€ivv€k€j> .
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Assim,

€k<€z‘7€j> = €k(5;')

= <v€k€i>6j> + <6i>V€k6j> .

E com isso encerramos a prova.

Proposigao 4.4 (Cartan) Seja M uma variedade riemaniana, p € M, e U C M uma
vizinhanga de p. Sejam {e;} um referencial ortonormal com {6'} seu correferencial dual.

Entao, existem um tinico conjunto {w;} de 1- formas suaves satisfazendo

w;'- = —w’ (5)

Ao’ = —w! NG (6)

Prova: veja, por exemplo, Sharpe (2000).
Definigao 4.2 Seja U um aberto de M, com correferencial ortonormal {67} e formas de
conexao Levi-Civita {w;} A forma de curvatura © € A* (U, So(m)) estd definida como
seque

O=dvt+wAw

ou, em componentes.
O} = dw; + wy, A wj.

Proposigao 4.5 Seja U um aberto de M, com um correferencial ortonormal {07}, formas
de conexao Levi-Civita {w;} e forma de curvatura © € A? (U, So(m)). Entdo, variagdo

da forma de curvatura € dada por
0 =A"0A, (7)

ondee = A-e.

Prova: Usando a Equacao (4) em (7), temos

O = dw+wAw
= d(AT'wA+ ATNA) + (AT'wA + ATNA) A (ATTwA + ATHdA)
= A'OA - ATMdAATINAA+ ATVdAN ATHdA
= A '0A.
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E isto prova a proposicao.

Proposicao 4.6 Seja {Qk N0k < t} uma base para as 2-formas. Se escrevemos

©! = R0 N0, entio se verifica

e = (R (e, er) ej,€)

onde R € o tensor curvatura.

Prova: Usando a defini¢ao da forma de curvatura temos

;‘k:t = 6; (ekv et)
= (dw}+wp A wf) (ex, er)
= (R(ex,er)ej,€i)

0 que prova o resultado.

Seja ' : M™ — N" uma imersao isométrica, e fixe os indices 1 < a, b, ¢ <
n, 1 < 1,5,k <m, m+1< «pF~v < n Entdo para cada p € F(M™), existe um
referencial ortonormal {€,}, definido em uma vizinhanca U C N de p tal que, para cada
qe UNEM™), q = F(x), €(q) C F.,T,M. Denote por {gb}b o correferencial dual, e

com {wf} as formas de conex@o Levi-Civita de IV, Entao pelas equagoes de estruturas,

)

0" = -0, N
dwf = —T* N5 + O,

onde O, = gﬁzcdecwd sdo as formas de curvatura de N. Defina 6% := F*8" e wi := F*@?.

Entao,
0(e) = F*0 () = 0 (Fu(er) = 7 (&) = 0L

Dai, conclue-se que {¢?} ¢ o correferencial ortonormal em M. Note que §* = F 0.

Tomando e; o referencial ortonormal em M™, tal que F.e; = €;, temos

9a(ei) = F*EQ(BD

= 0 (F.(e:))
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Vamos provar que {w;} sao as formas de conexao Levi-Civita de M™. Temos

Wt o= F*wj.
= F(-w))
- —F@)

7
e, ainda

49 = dF*0 = F*df’
= —F*@ NG
= —F@ AT +T, A0
= —F @A) - F (@, A0
= —Fw ARG - FTAFE
— —FwAFT
= —w;. A

Assim, tem-se que {w!} sdo as formas de conexao Levi-Civita de M™.

Do anterior tem-se que #“ = 0 e, desse fato, decorre
0 = do°
= d(F*9%)
= F*(df")
= F(-wAD)
= —w*AO.
Como wj' sao 1-formas, entao existem hf; € C°(M™) tal que
wit = h%@j .

Consequentemente,

0 = heo' A6

= > (g —h%) 6 NG

1<j

Como {67 A 6"} é uma base para o conjunto das 2-formas, entao 67 A 6" #£ 0 e

consequentemente, hi; — h%; = 0, ou seja, para todo 1 <i,j <mem+1 < a <n tem-se
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a __

O tensor B = h%@z ® 07 ® e, é a segunda forma fundamental de F.

Aplicando o pull back na Equacao de dwﬁ-, tem-se que:

F*dw}

*—1

dF w;

i

dwj

wj, Awh + O}

o)

—F* (@ AT + FO), =
—F*W, A F*0Y + F*O;
—wé/\w}’—i—F*@; =

—wh /\wf — W /\wf%—F*@; =
7

—wh, Aw + F*O,

i _ 1pi pk A pt
Agora, se escrevemos O} = 5 R, 0% A ¢ teremos que

1. , 1—i -k —
SRkl N0 = —w A+ T (ﬁRﬂmﬁk " et)
a nk ant 1= M xpt
1—i
1—;
= hh%0" NG+ §Rjkt9k A6
Usando a anti-simetria em k, ¢, obtemos a igualdade das componentes e com isso, temos

a Equagao de Gauss (1) em coordenadas
tre = hihS, — hGhS, + Ry

Assim como deduzimos a Equacao de Gauss, é possivel deduzir a Equagao de

Codazzi.
dw = —wd AWl + F*O;
dh$; NG + h3de’ = —wd Aw! +©;
dhE NG — hSwl A OF + Wi AW = O]
dh$ N0 — Wl NO* + wf Awf +wi AW = O]
j j k j k B nj oY
dh$; N7 — hiswr NO® 4+ hiy0) AwP +wi ARG = ©;
j k k k j j o
dhg; A 07 — RSwh A OF — R wE NG+ hlwg AOT =,

hi0* NG = 6.

2



30

Usando o fato de que O = %Rg“e'f A 0%, temos

. 1o .
0" N0 = TRy A6

e aplicando a Equacao anterior em (e, €;) teremos

(0%

«@ a D
ijk — 'Yk — Rzkg

Analogamente, o fibrado normal {e,} tem uma conexdo compativel V+ defi-

nida por

Vie, =wl ®ep
e a forma de curvatura @g = % (RL);jk 67 A 0% esta definida de acordo com a igualdade
abaixo

@g:dw§+w$Awg:F*@g—ngwg.

Da identidade acima tem-se que

1 . RS W
é(RL)gjkeﬂ ANOF = —w Awh+ 5 Raged’ A ok (8)
1 . : 1o

SBYEG0T NS = hGhi 6! AO* + SR 60 A6, 9)

Consequentemente, aplicando a Equacao anterior em (e;, e;,), aparece a Equacao de Ricci:

Iya _ pappB apB | p°

17" ik
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5 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O objetivo desta se¢ao é provar um teorema fundamental do calculo para

grupos de Lie nao abeliano usando a derivada de Darboux.

5.1 Forma de Maurer-Cartan

Definicao 5.1 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Definimos a forma de
Maurer-Cartan invariante & esquerda como sendo wg(v) = Lg-1,(v), Vv € T,G .
Se v € T, (G), entao Ly, (v) € Tpy (G), Assim

(Lywe) (V) = wa (L (v))
= Lyt (L ()
= L1, (v)

= wg (v).

Consequentemente, wg € invariante sobre translagao a esquerda, o que explica o uso do
termo invariante a esquerda.

Proposigao 5.1 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e seja, para todo g € G,
a forma de Maurer-Cartan wg : T,G — g sobre G com valores em g. Entao, para todo
g€ G, we:T,G — g ¢ um isomorfismo.

Prova: A prova é consequéncia da definicao pois wg : T,G — g dado por Ly-1,, que é
isomorfismo.

Exemplo 5.1 Seja G = GL (n,R). A formula de Maurer-Cartan é dada por

we = (155) " (dayy).

Exemplo 5.2 Se G = (RT,), o elemento neutro de G é e = 1 entao a forma de Maurer-
Cartan € dada por w = %dm.
Exemplo 5.3 Se wg € a forma de Maurer Cartan de G e H é um subgrupo de G com

aplicagao inclusao i : H — G entao a forma de Maurer Cartan de H € dada por
Wy = i*wg.

Calculemos a derivada da forma de Maurer-Cartan wg de um grupo de Lie G.

Para isso considere X, Y dois campos invariantes & esquerda. Entao:

duog (X,Y) = X (w (V) — Y (we (X)) — wa (X, Y)).



O fato do campo X ser invariante & esquerda nos da:
Ly (X,) =Xyo Va,g€G.
Agora, aplicando Loy, €m ambos os lados, temos

L(ga)_l* (Lg* (XG«)) = L(ga)_l*(X(Qa)) <~
La71*(Xa) = L(ga)fl*(X(ga)) =
wG(Xa) = wG(X(ga)).

Concluimos que wg(X) é constante. Com isso, teremos que:
X(we(Y)) = Y(wa(X)) = 0.
Consequentemente

dwe(X,Y) = —we([X, Y]).

Como os campos X e Y s@o invariantes a esquerda entao [X, Y] também é, logo:

WG([va]g) = Lg_l ([va]g>

De onde procede

—we([X,Y]y) = —[we(X), wa(Y)].

Consequentemente

de(X, Y) + [wg(X),wg(Y)] =0.

A equagao acima pode ser escrita da seguinte maneira:
1
de + 5[&)@, (A}G] =0.

Esta recebe o nome de Equacao de estrutura.
Exemplo 5.4 Seja G = GL (n,R). Considere a formula de Maurer-Cartan

-1
wa = (ij) (dryg) .
Multiplicando a direita na equagio anterior por (x;;), tem-se

() - we = (235) - (w35) 7" (dayy)

32
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Tomando a derivada exterior
d (i) Nwe + (z45) Ndwe = d(d(z)) =0.
Assim, substituindo d (z;;) na equagdo anterior
(2i5) - wa Nwe + (z45) - dwg = 0.
por fim, multiplicando a esquerda por (xij)_l seque-se

0 = (zij) " (zg) - we Awe + (245) - (45) - dwe

= wg NA\wg + dwg.

5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Definigao 5.2 Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, wg a forma de Maurer-
Cartan sobre G com wvalores em g, M uma variedade suave e f : M — G uma aplicagao
suave. A Deritvada de Darboux (a esquerda) de f € a 1-forma denotada por wy definida
por wy = f*wg sobre M com wvalores em g. A aplicagio f é chamada de integral ou
primitiva de w.

Exemplo 5.5 Se G = GL (n,R), entio f*wg = f*(P71dP) = f~df.

Note que wy satisfaz a equacao de estrutura pois:

dog + glope] = () + 5lfwa,

= f*(de + %[WG,Wg]).

Como se verifica (10) para wg entao:

dog + 3lop, 7] = 7(0) =0

Proposicao 5.2 Sejam M uma variedade suave e G um grupo de Lie. Se as fungoes
fi, f2,h: M — G estao definidas de forma que h = fif, ', entdo:

hwe = Ad(f2) [fswe — fiwa] -
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Prova: Se G C GL(n,R), entdo:

i*weg = h7'dh
= (Af)7Hd(fif)™
= LA RS+ AT
= f(fi'dh) + (ffifi hdfy ).
Como
hfyt =1d e fdfyt =dfsf;,
temos

hWwe = faffwe)fy!
= fo(fiwg)fs ' —df2fy

= Ad(fo)(wp,) — fofs 'dfafs”
= Ad(f2)(w1) — Ad(fa2)f5 "
= Ad(fo)lwp, — faw)

= Ad(fo)lwy, —wp,]-

Proposicao 5.3 Seja M uma variedade conexa e fi, fo : M — G uma aplicagoes suaves
tais que wy, = wy,. Entao, existe uma constante C' € G tal que fo (x) = C - fi (z) para
todo x € M.

Prova: Suponha que existam fi, fo : M — G tal que wy, = wy,. Defina
h: M — G por h(z) = fo(z)fi(z)"". Dai, h*(we) = Ad(f1)(f2'we — fi'wg). Como a
ultima expressao se anula, entdo: 0 = h*(wg) = wghs temos que h, € nula e portanto h é

constante. Logo sendo h(x) = c onde c € G

fo(2) - file) " = c & fola) = ¢ fila).

Com 1isso, temos garantido que se a derivada de Darboux existe, entao ela € a tunica a
menos de translagao a esquerda por um elemento do grupo de Lie.

Teorema 5.1 (Versao Local) Seja G um grupo de Lie com dlgebra de lie g. Seja w
uma 1-forma com valores em g sobre uma variedade suave M satisfazendo a equagao de
estrutura dw + %[w,w] = 0. Entao, para cada p € M, existem uma vizinhanga U de p e
uma aplicagio suave f: U — G tal que w|y = wy.

Prova: Sejam g : G X M — G e mpy : G X M — M as projegoes canodnicas. Seja
Q=7 (w) — 75(wg) e seja D = Ker(Q2) a distribui¢ao definida a partir do kernel de

). Vejamos que © tem posto constante. Para isso, fixemos (p,g) € M x G. Considere a
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seguinte aplicacao:

TM(p.g) D) * Pp.g) — TpM.

Vejamos que esta é um isomorfismo. Em particular, isto nos dara que ker(2)
tem o posto igual a dimensao de M.

Se ma«(u,v) = 0 para algum (u,v) € D0 = {(u,v) € TyM x T,Glw(u) =
wg(v)}, teremos que u = 0 mas, entdo teremos que 0 = wg(v) e disto decorre que, v =0
e com isso concluimos a injetividade de WM*(p@)l;g(p#g).

Agora, se u € T,M, entdo (u,wz' (w(u))) € Dy, € com isso ganhamos a
sobrejetividade de Tazs(p.g)|o(p.g)-

Para ver que ® é integravel basta calcular a derivada exterior de ).

dQ = dmy(w) —drg(we)
= W}k\/[(dw) — Fé(d&)g)
= w}*w(—%[w,w]) — 5(—zwa, wal)
1 1
= (W), T W) + S (we), i (we))])

Agora substituindo 7}, (w) = 75 (wg) + €2, segue:
Q1 = __[TFG@)Q)? Q] - 5[977‘-0(("]9)] - 5[979]

Dai, dQ(X,Y) =0, onde Q(X) = Q(Y) = 0 consequentemente, Ker({2) é integravel.

Seja £ uma folha que contem o ponto (p, g) € M x G. A derivada da restrigao
de myr a £, Tars 2 Dl pg) — TpM, é um isomorfismo. Assim, my|¢ ¢ um difeomorfismo
local de uma vizinhanga U de p € M.

Tome F': U — £ a aplicagao inversa tal que 7wy F' = Idy. Entao, F tem que
ser da forma (p, f(p)) onde f: U — G. Mas,

F*(Q)=QF, =0.
Desde que a imagem de F é tangente a distribuicao a qual w se anula, temos:
0 = F* Q)
= I (my(w)) — F (g (wa))

= (muF)(w) = (meF)(we)

= w— fYwa).

Consequentemente w|y = Wwy.
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Para investigar sob quais condi¢coes podemos obter uma imersao de toda a
variedade M, precisamos definir o conceito de monodromia.

Usaremos a notagao f : (I,a) — (G, g) para denotar que f é uma funcao suave
e, alem disso, f (a) = g.
Teorema 5.2 Seja w uma 1-forma suave sobre I = [a,b] com valores em g. Entao existe
uma unica aplicacao

f:,a) —(G.9)

com deriwada de Darbouz w.
Prova: A Proposicao 5.3 garante que se f existe entao é tinica. Sendo w uma

1-forma em [ entao, por questoes dimensionais, vale
1
dw + 3 [w,w] = 0.

O Teorema 5.1 garante que cada ponto ¢ € [ esta contido em um intervalo aberto Uy,
no qual w é a derivada de Darboux de uma aplicacao de M em G. A familia U;,t €
forma uma cobertura aberta de I que por ser compacto em R admite uma subcobertura
finita. Seja {Ui,...,U,} uma subcobertura finita escolhida a partir da cobertura dada.
Para cada intervalo aberto U;, 1 = 1, .., n, w é a derivada de Darboux de alguma aplica¢ao
de M em G. Podemos assumir que U; NU; = 0, se |i — j| > 1. Tome ty = a € U; e
t; € UiNU;11, para 1 < i <n — 1 e intuitivamente escolhemos as primitivas f; : U; — G
tais que fi(a) = g e fiy1(t;) = fi(t;), para 1 < i < n — 1. Pela unicidade da primitiva
temos que fi11 = f; em U; N U;q. Dai basta considerar f(t) = fi(t), para t € U; e com
isso obtemos uma f : I — G tal que f(a) =g e f*(wg) = w.

Definicao 5.3 Sejam G um grupo de Lie com g € G e I um intervalo fechado de R com
a € I. Chamamos de primitiva de w ao longo de I comegcando em g a unica aplica¢ao
suave f: I — G tal que f(a) =g e f«(wg) = w.

Definicao 5.4 Seja um intervalo fechado I € R, M uma variedade de dimensao arbitrd-
ria, G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e w uma I1-forma sobre M com valores em
g. Dada uma curva suave por partes o : (I,a,b) — (M,p,q), tome ¢ : (I,a) — (G, g) a

primitiva da I1-forma o* (w), isto é, satisfazendo
7" (wg) = 0" (w) .

Chama-se & o desenvolvimento de w ao longo de o comegando em g.
Proposigao 5.4 Se 0,01 : (I,a,b) — (M,p,q) sao homotdpicas, entio &y (b) = &y (b).
Prova: Considere og,01 : I — (M,p,q), tome h : (I x I,a x I,bx 1) — (M,p,q) a

homotopia ligando oy a 1. h*w é uma 1-forma sobre I x I com valores em g. Além disso,

1 1
dh'w + S[h'w, h'w] = b (dw + Slw,w]) = 0.
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A 1-forma h*w sobre I x I com valores em g satisfaz a equagao de estrutura,
entao, para cada ponto de I x I existe um vizinhanca na qual h*w é a derivada de Darboux
de uma aplicacao de H : [ x I — G em G. Considerando t € [ , t X I é um conjunto
compacto e sendo assim, existe U x I, com U intervalo aberto de I contendo dito ponto tal
que h*w é a derivada de Darboux de alguma aplicacao sobre G. isto é, H : [ x I — G com
H(a,a) = ee H*wg = h*w. Como h(b,t) = q é constante V¢ € I, entdo H*wg = h*w = 0,
logo H(b,a) = H(b,b). Consequentemente o desenvolvimento de w ao longo de oy e oy

tem o mesmo ponto final em G. Dali,

e isto encerra a prova.

Corolario 5.1 A aplicacio ® : m (M,p) — G definida por ® ([A]) = (1) estd bem
definida.

Prova: A prova é imediata.

Seja M uma variedade suave e w uma 1-forma sobre M com valores em g
satisfazendo a equagao de estrutura. Tomando I = [a, b], fixando um ponto base p € M,
e a curva suave fechada \ : (I,0I) — (M,p) podemos desenvolver w ao longo de A
comecando em e com ponto final ® (A) = A (1) desse desenvolvimento sera um ponto de
G. Pode-se mostrar que, se \; e Ay sdo homotopicas, entao ® (A\;) = & (\y), portanto
dé-se origem a uma aplicagao ® : m; (M, p) — G e se mostra que ® é um homomorfismo
de grupos. Consequentemente, estd bem definida a aplicagao @, : m (M, p) — G.
Definicao 5.5 A aplicag¢io O, : 1 (M,p) — G descrita é chamada de representagdo de
monodromia e sua imdgem € chamada de grupo de monodromia.

Teorema 5.3 (Versdao Global) Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Seja
M uma variedade suave conera e w uma 1-forma sobre M com valores em g. Entao sao
equivalentes:

1. w € a deriwada de Darboux de alguma aplicagcio M — G.

2. dw+ %[w,w] =0 e a aplicagao @, : (M, p) € trivial.

Além disso, se estas condigoes sao satisfeitas, a integral de w € unica a menos
de translagao a esquerda por um elemento constante de G.

Prova: Suponha que w ¢é a derivada de Darboux para uma aplicacao f : M — G, isto &,

w = f*wg. Desse modo, tem-se

dw + %[w,w] = 0.

Pelo Teorema 5.2, A derivada de Darboux de uma aplicagao f : (M,p) — (G, g) nao se

altera quando transladamos a esquerda por uma constante em (. Nesse caso considere
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L,-1f e com isso tem-se f: (M,b) = (G, e). Seja A um lago em e. Como
Nw = \frwg

temos que

A= foA\
isto é, o desenvolvimento de w ao longo de A é f o A, e dessa forma (f o A)(1) = f(b) =e
e portanto @, ([\]) = e.

Para provar a outra implicagao, defina f : (M,p) — (G,e) pela seguinte
declaragao: f(z) é o ponto final do desenvolvimento de w iniciando em e ao longo de
qualquer caminho de p a x.

Para ver que esta bem definida, basta mostrar que f independe da escolha do
caminho que liga o ponto p ao ponto x em M. Mas, isto é consequéncia da Proposicao
5.4. Agora, Basta verificar que, w = wy. Seja g € M, escolha um caminho de p a
rog € 0 C Uum caminho de zy a x. Usando o Teorema 5.1, existem uma vizinhanca
aberta conexa de x; e uma aplicacao suave f : U — G satisfazendo fijwg = w. A
menos de translagdo a esquerda podemos assumir que fi(xg) = f(x9). Seja x € U um
caminho de 7y a x, agora, o desenvolvimento de w comegando em f(xy) ao longo de
o: (1,0,1) — (U,zo,z) acaba em fy(x), mas também acaba em f(x) por defini¢o.
Logo,

fo(x) = f(z), VeeU

sendo assim, f é suave e
* *
fTwe = fv'we = w,

para todo x em U.
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6 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS SUBVARIEDADES USANDO FOR-
MALISMO DE CARTAN

Apresenta-se nesta secao o teorema fundamental das subvariedades. Faz-se,
nesta apresentacao, uso do formalismo de Cartan junto com o teorema fundamental do
calculo para grupos de Lie. Para isso, suponha que estamos nas hipoteses do teorema
(3.1).

Descrevemos os espagos formas para os trés casos de curvatura seccional cons-
tante.

No caso em que ¢ = 0, o grupo G = E (n) age transitivamente sobre o R™

1
0 A

Note que as dlgebras de Lie de G° e G sao respectivamente

902{[2 ;],xER”,BEw(n)}
ﬁz{

No caso em que ¢ > 0, o grupo ortogonal G' = SO (n + 1) age transitivamente

com estabilizador de y = 0

,AESOM%.

0 0

0 B ,BEso(n)}.

1
sobre o S™ com estabilizador de y = 0 € S" C R,

10
0 A

As élgebras de Lie de G' e G sao respectivamente

T
glz{lo N ],xGR”,Béso(n)}
z B
0 O
0 __
90 {[O B

No caso em que ¢ < 0, a componente conexa G~! com a identidade do grupo

,AGSOM%.

,BEso(n)}.

de isometrias do grupo de Lorentz,

L c{BeGL(n+1);B" - L, -B=1,}
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age transitivamente aobre H" = {(z9,z) € R"™; -1 = — 20| + |x|2}, onde
-1 0
0 I,

1
e I, é a matriz identidade de ordem n. O estabilizador de y = ( 0 ) € H* C Lt é

1 0
0 A

e as dlgebras de Lie de G e G, ' s@o respectivamente

T

g—lz{lo v ],xeRn,Beso(n)}
z B

951={

Para o que segue agora definimos

Ilm, -

dado por

,AGSOW%

0 0
0 B

,Beso(n)}.

—1, para H"
c= 0, para R™ »,
1, para S"

e considere N como o espago forma para curvatura seccional constante c, temos que:

Ge
Nt =
© TGy

além disso,

e sua algebra de Lie

0 0
gg:{lo B],xeR",Beso(n)}.

Também, podemos definir a forma de Maurer-Cartan para tratar os trés casos

0 —c-PY
o5 Dy

@:
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A partir desta convengao de notagao podemos tratar os trés casos de uma s6 vez.
Previamente, precisamos descrever a geometria de N, isto é, daremos mé-
trica, conexao e curvatura de N em termos das componentes de ®. De fato, o teorema
funamental do calculo nao requer nada sobre a métrica mas requer informagoes sobre a
forma de Maurer-Cartan. Por outro lado, o teorema fundamental das subvariedades usa
informacgoes da métrica no espaco ambiente. Como queremos aplicar o teorema funda-
mental do célculo em G¢, precisamos relacionar a forma de Maurer-Cartan de G¢ com a
métrica de N
A forma de Maurer-Cartan ¢é invariante & esquerda, ja a métrica do N é
invariante a esquerda pela agao do grupo G°. Portanto, é razoavel buscar a métrica do
NI = G°/G§ usando as componentes da forma de Maurer-Cartan do G°.
Proposicao 6.1 Considere, em G, a forma de Maurer-Cartan ® como em (11) e seja
o:U C N — G° é uma segao local. Defina U§ = o*®§ e W = o*®¢ ¢ V) = o* D).
entdo, (, ) = Y7, Wi« WG define uma métrica globalmente definida em N
Prova: E claro que definida dessa maneira (, ) verifica as propriedades de uma métrica
em N”. Se & : U C N* — G ¢ outra secdo no ponto 7 (p) e UNU # (. Entéo, existe
k:UNU — G tal que 6 = ok. Defina ¥ = 5*®. Dessa forma

*P
g 'do
= (ok) "d(ck)
= ko ! (dok + odk)
= k! (U_ldO') k+k'dk
= kK 'WUk+ktdk.

U =

U

O conjunto imagem pela aplicacao k é descrito por

mw={ g}

;A:UﬂU—)SO(n)}.

Dessa forma,

\if—_l 0 0 —- 0 |[1 0 1 0 1 0
0 (ANt || gy 0 Ad 0 (AN || 0 dAg
o — WAl
[ (AN (AN EAY + (A d A
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Entao

Vg oWy = (A, 0w (A" o
= () () e
= (A) (AP » ue
= Ul v
= Ve

Portanto, { , ), = (, )5 em UNU. Consequentemente ( , ) esta globalmente
definida.
Proposigao 6.2 As formas de Levi-Civita da métrica ( , ) sdo dadas por {U¢}.
Prova: Para ver que {U¢} s@o as formas de Levi-Civita basta provar que elas definem
uma conexao simétrica e compativel com a métrica. Por um lado, se consideramos {¥{}

um correferencial, para um referencial dado, tem-se que

avg = d(o"df)
= o"d®;
= o (—Dy A DY)

b
= —\Ilg A \IIO_

Assim, pela Proposigao 4.2, temos que V¢ é simétrica. Usando a Proposicao 4.3 a com-
patibilidade com a métrica se expressa como ¥¢ = —Wl ¢ isto segue do fato que as
componentes ¢ da forma de Maurer-Cartan tomam valores em so(n) e sendo assim, vale

que ®¢ = —Pb. Portanto

Uy = ooy
- o)
= —o* ot

b
= —U,.
Como {U¢} verificam compatibilidade e simetria entao sdo as formas de Levi-Civita.

Proposigao 6.3 A variedade (NI, ( , )) tem curvatura 2c.

Prova: As formas de curvatura ©f de N7 sao definidas pela identidade
Oy = d¥y + Wi AUy,

0 —cd)

€geo:UCN!—= G
o5 Pp

Considere, em G°, a forma de Maurer-Cartan & =
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é uma secao local de 7. Entao, defina ¥ = ¢*®. Como a forma de Maurer- Cartan satisfaz

a equacao de estrutura, entao
AV + U AV =0"(dD+DPAP)=0

Por outro lado,

0 —clf 0 —cP? 0 —cd?
AU+ UAT = e e “
e e e e e
] 0 —¢ (-d WY 4 VI A L)
dUg +TE AT qU¢ — cUE A T) + -2 A WS
Jo 0
0 O —c. Ve

Assim,
1
O = QRZCd‘IJS AL =c-Ug A DD,

Logo, R}.; = 2c. Portanto, a curvatura de N é 2c.

Agora reenunciaremos o Teorema Fundamental das Subvariedades e daremos
a prova usando formalismo de Cartan.
Teorema 6.1 Sejam M™ uma variedade riemanniana simplesmente conexa, ™ : E —
M™ um fibrado vetorial riemanniano de posto k com uma conexao V' compativel com
a métrica de E e B uma se¢iao simétrica dos homomorfismos de fibrados Hom(T M x
TM,E). Defina, para cada segao local & de E, uma aplica¢io A¢ : TM — T'M por:

(AcX,Y) = (B(X,Y),&), X,YeTM.

Se B e V' satisfazem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de
curvatura seccional constante ¢ entdo existem uma imersao isométrica f : M™ —s N™TF
e um isomorfismo de fibrado f : E — TM?* ao longo de f tal que para todo X,Y € TM

e todas secoes locais £,m € F

(f©),fm) = (&)

f(B(X,Y)) = B(X.,Y)
FIV€) = Vaf©),

onde B e V* sdo a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f respectivamente.

Prova:
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Queremos usar o teorema fundamental do célculo para grupos nao abelianos.

Podemos escrever

R™ ge c=
N =49 S" g c=1
H", se ¢=-1

Para aplicar o teorema em N precisamos dota-lo de uma estrutura de espago homogéneo

G /Gy, onde G é um grupo de Lie e Gy um subgrupo fechado. Denotamos

E(n), se ¢=0
GC = SO(H + 1), se C = 1
SO(L”)? se €= -1

Em virtude da Proposigao 2.2, em N age o grupo G¢ transitivamente. Pela
teoria, LEE (2003),

NI~ G°/Gj

e a aplicagao 7 : G° = G°/G§ é uma submersao.

Pela Proposigao 6.1, g = > W¢ ® W& é a métrica de N. Usando a Propo-
sicao 6.2 as formas de Levi-Civita com respeito a métrica g definida anteriormente sao
definidas pelo conjunto {¥¢}. Pela Proposi¢ao (6.3) temos que (G°/G§) tem curvatura
igual a 2c.

Agora, se consideramos M™ com as hipoteses do Teorema Fundamental das
Subvariedades, para cada p € M™ existem um referencial ortonormal {e;} com correfe-
rencial dual {6’} e as formas de Levi-Civita {w! } no fibrado E tomo {£,} base ortonormal

de secoes locais. Defino as 1-formas {wg‘} da seguinte maneira:
/ o1

Denote por gg a métrica no fibrado E. Como V’ é compativel com a métrica
g entao, pela proposicao 4.3, tem-se que wg = —wg.
Por hipotese, temos uma se¢ao B cuja espressao em coordenadas pode ser

escrita como
B = b%@i ® 6 ® &q,
onde

by = (B (e ¢5)  &a) -
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Dessa forma é possivel definir um conjunto de 1-formas {w} da seguinte maneira:

o __ pang

wy, == —b3507.
Note que wf = —w!, pois,
i ij ij «a

De posse dessas informacoes, para encontrar uma imersao ¢ : M"™ — N, com
n = m + k que realiza o teorema das subvariedades, devemos encontrar uma aplicacao

f:M™ — G° que valida o teorema fundamental do calculo de forma que o diagrama

comuta.

Dessa forma, a aplicacao ¢ : M™ — N sera wo f: M™ — N

Portanto, queremos definir uma conexao de Cartan w € A (M, g°) que satis-
faga a equagao de estrutura (10). Para construi-la, usaremos as indicagoes que observamos
no caso em que ja temos uma imersao.

Observe que se ¢ : M™ — N é uma imersao isométrica e {¥¢} e {U¢}
sao, respectivamente, os correferenciais e as formas Levi-Civita de N, em virtude do
formalismo de Cartan para subvariedades 4, podemos encontrar um correferencial {67}

em M™ tal que

0 = o
0 = ¢V
AR
Wi = @'l
wi = 9"

onde wj sao as formas de conexao Levi-Civita de M™, wg sao as formas de
uma conexao compativel no fibrado normal, wi" = hi6? e his07 6" @ e, ¢ a segunda forma
fundamental.

Tomando em consideracao a forma de Maurer-Cartan de G¢, a métrica e a
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forma de Levi-Civita de de N”. Isto nos da a ideia de definir w € A’ (M™, g°) como sendo

0 —c-w) 0
w= | w w; ap
0 wi  wg
Assim,
—ctk A O —c (d67 4 0% A wh) —ct* N wj
0 = | dff +wj AOF dwl— el AYT+wi Awb +winw,  duh+wAw+wAw
| wp Ak dws + wp Awb + w? AW dw§ + wp Awh + W Aw)
0 —cdf? 0 0 —ch* 0 0 —c? 0
= | do" dwi dwy |+ |0 wp Wi | A] 6" wf wg
L 0 dw§  dw§ 0 wp W 0 wj wp
= dw+wAw,

o que segue justamente das equagoes (1), (2) e (3).
Seja ¢ = mo f a nossa imersao isométrica. Pegamos uma base {e,} para o
fibrado normal. Sabemos que as componentes da segunda forma fundamental na base

{ei, e} sdo dadas pela relagdes p* U = hi67. Porém,

P = fs
= [
«

= b6

Dai, h{; = b%.
No tocante a identificagao do fibrado E com TM+* definamos F : (R, V') —
(TM*,V*) por F(&,) = €, e assim se verifica que

Vx (F(§) = F (V,8).
Basta verificar para &, que Vte, = F (V'E,). Mas,
Ve, = o0 ® e
= wz®eg

= wj® F (&)
= F(V’Ea).

€ com isso encerramos a prova.
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7 CONCLUSAO

A construcao deste trabalho permitiu entender alguns conceitos classicos a
partir do método do referencial moével. Além disso, nos aproximou com o trabalho ela-
borado por Elie Cartan a fim de desenvolver uma prova para o teorema fundamental das

subariedades.
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