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RESUMO

O problema do sequeciamento de trabalhos, do inglés job shop scheduling problem
(JSSP), consiste em agendar n trabalhos (jobs) em m maquinas. Cada trabalho tem uma
ordem de processamento nas maquinas, podendo inclusive ser uma ordem especifica
para cada um, e um tempo de processamento em cada uma delas. Além disso, cada
trabalho ndo pode ser processado ao mesmo tempo em duas maquinas distintas, cada
maquina ndo pode processar dois trabalhos ao mesmo tempo e se um trabalho iniciou
seu processamento em uma maquina, entao tem que ser concluido sem interrupgdes.
Uma das fungdes objetivo para esse problema € minimizar a conclusédo do ultimo
trabalho a ser processado, também conhecido como makespan. Para essa fungéo
objetivo o problema é NP-Dificil para pelo menos trés maquinas e dois trabalhos e,
por isso, é importante desenvolver novos modelos para conseguir resultados mais
eficientes. Para tanto, exploramos uma modelagem de Andrade et al. (2017) para o
problema do arranjo linear minimo, do inglés minimum linear arrangement (MinLA),
e adaptamos essa abordagem para desenvolver um novo modelo para o JSSP e
denominado de (MLJ). De forma complementar, exploramos a estrutura da solugéo
do problema para desenvolver novas desigualdades validas para o JSSP com base
no tempo de processamento acumulado a priori € a posteriori da execugao de um
trabalho em uma dada maquina. Adicionamos essas desigualdades nos modelos de
Manne (1960), Liao e You (1992) e (MLJ), denominados esses novos modelos como
(M2), (L2) e (MLJ2), respectivamente, e testamos em instancias da literatura e para
um novo conjunto de instancias. Com base nos experimentos computacionais, quando
comparamos 0s modelos com desigualdades validas aos modelos originais, obtemos
uma melhora na relaxacéo linear de (M2) e (L2) para as novas instancias em cerca de
87% e conseguimos gaps tao bons quanto ou melhores em 50% delas para o modelo
(M2) e de cerca de 67% delas para o modelo de (L2). Aléem disso, melhoramos a
relaxacdo linear de (M2) em cerca de 84% das instancias da literatura e conseguimos
gaps tao bons quanto ou melhores em 80% delas. Por fim, verificamos que o modelo

(MLJ2) teve comportamento semelhante ao de (M2).

Palavras-chave: Otimizacdo combinatoria. Planejamento da producdo. Desigualdades

validas. Programacéo Inteira



ABSTRACT

The job-shop scheduling problem (JSSP) consists in scheduling n jobs on m machines.
Each job has a processing order on the machines, it can even be a specific order
for each one, and a processing time on each one. In addition, each job cannot be
processed at the same time on two different machines, each machine cannot process
two jobs at the same time, and if a job started processing on one machine, then this
processing will be completed without interruptions. One of the objective functions for
this problem is to minimize the completion of the last job processed, also known as
makespan. Thus, for this objective function, the problem is NP-Hard for at least three
machines and two jobs and, for this problem, the computational effort can be huge to
solve the problem in real instances. Therefore, it is important to develop new models
to achieve more efficient results, both in terms of the execution time and the quality of
the problem solutions. For that, we explored the model of Andrade et al. (2017) for the
minimal linear arrangement (MinLA) problem and we adapted the model for MinLA to
develop a new model for JSSP, called (MLJ). In a complementary way, we explore the
structure of the problem solution to develop new valid inequalities for JSSP based on
the accumulated processing time a priori and a posteriori of the execution of a job on a
given machine. We apply these inequalities for the models of Manne (1960), Liao and
You (1992) and (MLJ), named of (M2),(L2) e (MLJ2), respectively, and tested them on
benchmark instances from the literature and for a new set of instances. Based on the
computational experiments, when we compare the models with valid inequalities to the
original models, we obtain an improvement in the linear relaxation of (M2) and (L2) for
the new instances by about 87% and we obtained gaps as good as or better in 50%
of them for the model (M2) and about 67% of them for the model (L2). In addition, we
improved the linear relaxation of (M2) in about 84% of the instances from the literature
and achieved gaps as good as or better in 80% of them. Finally, we found that the model
(MLJ2) had a similar behavior of model (M2).

Keywords: Combinatorial optimization. Production planning. Valid inequalities. Integer

programming.
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1 INTRODUCAO

O JSSP consiste em agendar, organizar ou sequenciar um conjunto J de
n trabalhos (jobs) em um conjunto M de m maquinas, em que cada trabalho tem
um tempo de processamento para cada maquina. Além disso, na versao classica
do problema, esse sequenciamento segue quatro regras: cada trabalho tem sua
ordem de processamento nas maquinas, cada trabalho ndo pode ser processado ao
mesmo tempo em duas maquinas distintas, cada maquina nao pode processar dois
trabalhos ao mesmo tempo e considera a preempc¢ao, ou seja, se um trabalho iniciou
0 processamento em uma maquina, entdo esse processamento sera concluido sem
interrupcdo. Uma das fungdes objetivo para esse problema é minimizar a conclus@o do
altimo trabalho processado, também conhecido como makespan.

O objetivo geral deste trabalho foi desenvolver tanto uma nova modelagem
matematica para o JSSP quanto propor novas desigualdades para fortalecer a relaxacao
linear de modelos da literatura [Manne (1960), Liao e You (1992)] para o problema,
com a funcao objetivo sendo a minimizacdo do makespan. Para tanto, tomamos como
base um novo modelo proposto para o problema do arranjo linear minimo de Andrade
et al. (2017) e propriedades estruturais do JSSP para o desenvolvimento de novas
desigualdades validas. Apresentamos uma revisao sucinta dos principais trabalhos
existentes para o problema do sequenciamento de trabalhos e abordamos em detalhes
alguns dos melhores modelos de programacéo inteira para resolvé-lo. Mostramos
também o mais recente trabalho sobre meta-heuristica Greedy Randomized Adaptive
Search Procedure (GRASP) para o JSSP, desenvolvida em Bissoli (2018). Com base
nas ideias desse trabalho, empregamos um procedimento heuristico para fornecer
valores de solugéo viavel para o JSSP usados como valor de corte no Mixed Integer
Programming (MIP) solver do CPLEX.

Quanto ao JSSP, os principais modelos de programacao inteira podem ser
encontrados no survey Ku e Beck (2016). Nele estdo o modelo disjuntivo de Manne
(1960), disjuntivo de Liao e You (1992), o modelo indexado por variaveis de tempo de
Kondili et al. (1988) e um modelo baseado na ordem de Wagner (1959).

Explanamos de maneira sintetizada como combinar as meta-heuristicas
GRASP e Evolutionary Local Search (ELS) para fornecer um upper bound inicial para

0 makespan passado como valor de corte no solver CPLEX.
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Além disso, como referéncia de base do novo modelo proposto para o JSSP,
empregamos 0 modelo de Andrade et al. (2017) para o problema do arranjo linear
minimo. Precisamente, desenvolvemos um novo modelo (MLJ) adaptando restrigao de
Andrade et al. (2017) para o modelo disjuntivo de Manne (1960).

Propusemos novas desigualdades validas explorando a estrutura do pro-
blema em relagdo ao tempo de processamento acumulado antes e depois da realizacao
de um trabalho em uma dada maquina. Por fim, realizamos testes computacionais com
instancias benchmark e adaptacoes do JSSP para mostrar a efetividade das ideias
desenvolvidas neste trabalho.

Como resultados alcangados, em relagéo as desigualdades propostas, mos-
tramos o impacto delas nos modelos de Manne (1960) e Liao e You (1992) na melhora
de limites inferiores da relaxacao linear em instancias adaptadas da literatura. Com
base nesses experimentos, melhoramos a relaxacao linear do modelo de Manne (1960)
e Liao e You (1992) nas novas instancias em cerca de 87% e conseguimos gaps tao
bons quanto ou melhores em 50% dessas instancias para o modelo de Manne (1960) e
de cerca de 67% para o modelo de Liao e You (1992). Esses resultados foram objeto
de um artigo completo apresentado no LIl Simpédsio Brasileiro de Pesquisa Operacional,
2020 (ver em Cavalcante et al. (2020)).

Além disso, estudamos o impacto das desigualdades nos modelos de Manne
(1960) e (MLJ) com instancias da literatura e observamos que melhoramos a relaxagao
linear de Manne (1960) em cerca 84% das instancias da literatura com o acréscimo das
desigualdades validas e também conseguimos gaps tdo bons quanto ou melhores em
80% dessas instancias. Por fim, o modelo (MLJ) com as desigualdades validas teve o
comportamento semelhante ao modelo de Manne (1960) com as novas desigualdades.

O restante do trabalho é organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 defini-
mos e exemplificamos a versao usada neste trabalho do problema do sequenciamento
de trabalhos. No Capitulo 3 discutimos uma revisédo bibliografica das principais aborda-
gens da resolugcéo do JSSP e detalhamos mais os principais modelos de programacgao
linear inteira da literatura, bem como a mais recente meta-heuristica para o problema e
um procedimento evolucionario de busca local, assim como uma combinag¢ao destes
para obter uma meta-heuristica usada para fornecer upper bounds para o problema. No

Capitulo 4 explicamos o problema do arranjo linear minimo, a modelagem de Andrade
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et al. (2017) e por fim apresentamos um novo modelo para o JSSP baseado nesse
modelo. No Capitulo 5 apresentamos desigualdades validas para o JSSP. No Capitulo
6 discutimos os resultados obtidos a partir de instancias da literatura e de um conjunto
novo de instancias. Por fim, no Capitulo 7 apresentamos a conclusao dos resultados
alcancados neste trabalho, além de projetar novas direcées de pesquisa que podem

ser implementadas para o problema como trabalhos futuros.
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2 PROBLEMA DO SEQUENCIAMENTO DE TRABALHOS COM MINIMIZAGAO
DO MAKESPAN

De maneira geral, segundo Pinedo e Hadavi (1992), um sequenciamento,
do inglés scheduling, € um processo de tomada de decisdo que trata da alocacao
de trabalhos em maquinas, cujo objetivo é otimizar uma ou mais funcdes objetivos.
A interpretacdo de trabalho varia bastante de acordo com cada contexto, podemos
entender como tarefa, atividade, etc. O mesmo ocorre para o termo maquina, podemos
interpretar também como recurso, responsavel, etc. Como exemplos reais de sequen-
ciamento podemos pensar na alocagao de tarefas de projeto para os responsaveis,
alocacao de processamentos na CPU de um computador, alocagao dos portas de
embarque e desembarque dos voos de um aeroporto, etc.

Acerca das funcdes objetivos também sao varias possibilidades. Podemos
minimizar do tempo de término do processamento do ultimo trabalho em sua ultima
maquina; o prazo de término de processamento de cada trabalho, o atraso total, se
associarmos um peso de importancia em cada trabalho podemos minimizar o atraso
ponderado, etc.

Assumimos que as quantidades de trabalhos e de maquinas sao finitas,
e denotamos por J o conjunto de trabalhos (jobs), com |J| =n, € M 0 conjunto de
maquinas, com |M| = m. Além disso, podemos chamar de O o conjunto de operagdes,
de modo que uma operacao € descrita como um par (i,j), comiceMe jeJ. A
cardinalidade de O pode variar dependendo do tipo de problema definido. Pinedo e
Hadavi (1992) descrevem os problemas de sequenciamento com a tupla a|f]y, de
modo que « representa o ambiente das maquinas, descreveremos posteriormente
quais cenarios sao possiveis,  as caracteristicas de processamento e restricoes,
podendo ser varias configuracdes diferentes e, por fim, y a funcao objetivo associada.

Alguns tipos de ambientes possiveis representados por o sdo:

a) Single machine (1): o caso mais simples de sequenciamento, onde ha apenas
uma maquina e todos os trabalhos devem ser processados nessa maquina;

b) Flow shop (Fm): sdo consideradas m maquinas e cada trabalho deve ser proces-
sado em todas elas uma vez. Além disso, todos os trabalhos devem seguir a
mesma ordem de processamento nas maquinas, ou seja, sem perda de generali-

dade podemos dizer que todos os trabalhos sdo executados primeiro na maquina
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1, depois na maquina 2 e assim por diante, até a maquina m;

c) Job shop (Jm): sao consideradas m maquinas e cada trabalho deve ser pro-
cessado em todas elas uma vez. Além disso, cada trabalho tem uma ordem
pré-definida de maquinas em que deve ser processado;

d) Open shop (Om): sdo consideradas m maquinas e cada trabalho deve ser pro-
cessado em todas elas uma vez. Além disso, ndo ha restricao de precedéncia
dos trabalhos nas maquinas, ou seja, os trabalhos podem ser processados em
qualquer ordem nas maquinas.

Ja na perspectiva de caracteristicas de processamento, temos algumas
possibilidades de B citadas abaixo:

a) Preempcodes (prmp): significa que o processamento pode ter interrupcao. Caso
nao seja incluido em B, entao significa que se um trabalho iniciou o processamento
em uma maquina, entdo sera concluido sem interrupcao;

b) Restricdes de precedéncia (prec): representa as precedéncias de um ou mais
trabalhos, ou seja, para inciar o processamento de um trabalho € necessario o
processamento de um ou mais trabalhos. Se prec ndo aparece, entao significa
que os trabalhos sé&o independentes entre si;

c) Recirculagdo (rcrc): significa que um trabalho pode ser processado em uma
maquina mais de uma vez.

Por fim, acerca das funcdes objetivos, geralmente consideramos a minimiza-
¢ao de uma ou mais caracteristicas. Logo, podemos representar y como:

a) Makespan (C,..): 0 tempo de término do ultimo trabalho processado na ultima
maquina. Considerando C;; o tempo de término do trabalho j na maquina i, entéo
Cinax = max Cjj;

(i,j)eo

b) Atraso maximo (Lyx): sendo C; = ieMI\I%?;()EOCi j» 0 término de processamento do
trabalho j e d; o prazo para o proceséamento da atividade j, entdo o atraso
maximo pode ser caracterizado cOmo L, = r?g(cj —d,);

c) Tempo total de conclusdo ponderado (Zjejij}): sendo C; definido anteriormente
e w; um peso associado ao trabalho j € J, entdo minimizar ) w;C; significa
priorizar a concluséo de trabalho com peso maior. !

Desse modo, o problema que abordaremos neste trabalho é Jm/||Cy4y, CO-

nhecido como job shop classico. Dessa forma, consideramos que ha n trabalhos
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Ji(j=1,---,n) que devem ser processados em m maquinas M;(i = 1,--- ,m), ou seja
|O| = mn. Cada maquina pode processar um unico trabalho por vez, cada trabalho
pode ser processado em apenas uma maquina por vez e ndo ha preempgéao, entdo
se o processamento de um trabalho iniciou em uma maquina, entdo sera concluido
sem interrupcao. O objetivo € sequenciar todos os trabalhos em todas as maquinas de
modo que o tempo de conclusdo do processamento do ultimo trabalho na sua dltima
maquina seja 0 menor possivel.

Vale notar que quanto mais maquinas e trabalho tivermos, mais combinagoes
de sequenciamento s&o possiveis. Entao, surge a necessidade de métodos eficientes
para a resolugdo desse problema do sequenciamento de trabalhos. O JSSP com
funcao objetivo de minimizagao do makespan, como pode ser visto em Ku e Beck
(2016), é NP-Dificil para pelo menos trés maquinas e dois trabalhos. Assim, o esforco
computacional pode ser elevado quando da resolucao de instancias reais do problema.

Desse modo, precisamos introduzir alguns parametros para facilitar a com-
preensao dos modelos mostrados futuramente.

a) (G{, o ,G}{, e ,6,{1) representa a ordem de execucao de cada trabalho j € J nas
maquinas, sendo G,{ a h-ésima maquina em que o trabalho j deve ser executado,
1 <h<m;

b) pi; tempo de execug¢do do trabalho j € J na maquina i € M;

c) P;= Y pij € o tempo total de processamento do trabalho j € J em todas as
méqdieéuas;

Para facilitar o entendimento, apresentamos um exemplo para um dado
conjunto de parametros de entrada de uma instancia do JSSP que pode ser encontrado
em Piroozfard et al. (2016).

Em que:

Trabalho | Tempo de processamento, maquina
j1 1, ni 3, my 2, ms3
j2 8, my 5, mj 10, ms
J3 5, m 4, mj 8, my
j4 4, ms 10, nmi 6, my

a) J={Jj1,j2,J3.Ja};
b) M = {m,my,ms};

Tabela 1 — Parametros para um exemplo de instancia do JSSP.
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C) A=14342=6,P,=5+8+10=23,s=5+8+4=17€e P,=10+6+4 = 20;

d) o' = (m,my,m3), ou seja, a ordem de execucéo do trabalho j; no conjunto das
maquinas M é (m;,m;,m3). Isso quer dizer que o trabalho j; deve primeiro ser
executado na maquina m;, depois em m; e, por fim, em m3. A ordem dos trabalhos
restantes é o? = (may,my,m3), 6> = (m,m3,my) € o* = (m3,my,my).

Um sequenciamento de execugéo para esses trabalhos € apresentado na Figura 1.

1

Maquinas

3

0 5 10 15 20 25
Tempo
Figura 1 — Exemplo de sequenciamento de 4 trabalhos em 3 maquinas. Fonte: Adap-
tado de Piroozfard et al. (2016).

No exemplo acima, temos que o término de processamento do ultimo tra-
balho executado € 29 unidades de tempo do inicio das operacgdes, ou seja, Cyax = 29.
Notamos que, de fato, a ordem das maquinas de cada trabalho é respeitada e que
existe uma permutacao n™ de trabalhos para cada maquina.

a) ™ = (j3,j1,Jj2,Ja);
b) 7" = (j2,j1, 3, Ja);
C) "™ = (ja, j3, j2, J1)-

Vale ressaltar que a ordem de execugao (G{,--- ,cr,{;) nas m maquinas de
um trabalho j é diferente da ordem dos trabalhos de uma maquina. As listas ¢/
para todo j € J sdo parametros iniciais do problema. Sao ordens pré-estabelecidas
de maquinas para cada trabalho. Ja #' para todo i € M sdo permutagdes de trabalhos

encontradas para cada maquina, dada uma solugcdo do problema. Por exemplo, o
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trabalho j; deve ser executado primeiramente em m;, porém isso nao significa que j;
deva ser o primeiro trabalho de m;. Logo, podemos notar que existe diferenga entre a
ordem dos trabalhos em uma maquina m dada uma solugao, representada por 7, e a
ordem pré-estabelecida das maquinas do trabalho j, representada por o-/.

Tendo introduzido o JSSP, apresentamos a seguir o aparato metodoldgico
que usamos como base para nosso trabalho. Iniciamos por apresentar uma revisao
bibliografica sobre algumas referéncias relativas ao JSSP que nos foram uteis, incluindo
uma meta-heuristica (Bissoli (2018)) recente para o JSSP e uma meta-heuristica ELS
(Merz e Wolf (2006)) que sao combinadas para a construcdo de uma nova meta-

heuristica.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serdo explanados alguns trabalhos referentes aos problemas
de sequenciamento. Discutiremos em mais detalhes sobre modelos de programacéao
linear inteira na secdo 3.1. Além disso, na sec¢ao 3.2 citamos o trabalho heuristico mais
recente da literatura para o JSSP de Bissoli (2018) e um método heuristico ELS de
Merz e Wolf (2006) que sera adaptada para o JSSP.

Os métodos de resolucao de problemas de sequenciamento, segundo Zhang
et al. (2019), podem ser divididos de maneira mais ampla em basicamente dois tipos
de abordagem: métodos de otimizagdo exatos e métodos nao exatos.

Os métodos de otimizacao exatos, como o préprio nome ja sugere, sdo
métodos que, com o tempo e capacidade computacional necessarios, tém garantias
de encontrar a solugao 6tima. Contudo, na pratica, essas caracteristicas podem ser
grandes o suficiente para tornarem a busca por essa solugdo muito complexa de ser
realizada. De qualquer modo, esses métodos podem ainda ser divididos em abordagem
de regra eficiente, programacao matematica e métodos de branch and bound.

Algumas abordagens de programac¢ao matematica serdo descritas em de-
talhes na secédo 3.1 deste Capitulo. Descreveremos quatro modelos para o JSSP
abordados em Ku e Beck (2016): disjuntivo de Manne (1960), disjuntivo de Liao e You
(1992), indexado por variaveis de tempo de Kondili et al. (1988) e baseado na ordem
de Wagner (1959). Todos sdo modelos de programagcéo linear inteira, porém abordam
o problema por perspectivas diferentes.

Contudo, ainda sobre programacao matematica, vale citar o estudo de Oli-
veira e Carravilla (2017). O trabalho apresentou um estudo da complexidade pratica e
analisou as caracteristicas das instancias que mais impactaram na resolucao. Além
disso, comparou os modelos de programagéo linear inteira e programacao por restri-
coes.

Para abordagens de regra eficiente, em geral, limita-se o problema para
encontrar caracteristicas que auxiliem a resolucdo. Em Johnson (1954) tratou-se
do problema F||Cpax, OU Seja, 0 flow shop com duas maquinas e minimiza¢ao do
makespan. O artigo mostrou que existe um sequenciamento étimo em que o trabalho j
precede k se min{p, por} < min{ps;, pix}. Além disso, o problema pode ser resolvendo

em tempo de O(nlogn).
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Da perspectiva de métodos de branch and bound podemos citar Lomnicki
(1965), que basicamente aborda o problema J3||C,..x. O artigo utiliza uma técnica de
branch and bound baseada no artigo Little et al. (1963), que aborda o algoritmo da
perspectiva do problema do caixeiro viajante.

Com a abordagem utilizando métodos nao exatos, nao temos garantias de
que encontraremos o 6timo, contudo, geralmente, eles apresentam um comportamento
de execugao mais rapido do que em comparacao aos métodos exatos. Como exemplo
temos os métodos heuristicos, métodos de busca local e métodos construtivos.

Os métodos heuristicos geralmente sao baseados em algum processo em-
pirico ou légica adaptada de algum processo intuitivo. Zhang et al. (2019) cita que
algoritmo genético € um dos métodos heuristicos mais populares para problemas em
geral. E baseado nos mecanismos de evolugdo genética da biologia. O primeiro artigo
a utilizar essa técnica para buscar solu¢oes para o JSSP foi Davis (1985), que indicou
que a sequéncia de trabalhos para cada maquina pode ser resolvido com um algoritmo
genético.

Outro método heuristico bastante popular é o algoritmo de colénia de for-
migas. E baseado no comportamento das formigas ao sair da coldnia para procurar
comida e deixar o rastro de feroménio. Colorni et al. (1994) utilizou pela primeira vez
essa abordagem para resolver o JSSP.

Um método de busca local, segundo Zhang et al. (2019), geralmente consiste
em aplicar uma estratégia de busca, baseada em uma ou mais fungdes, em um conjunto
finito de solucdes. Podemos citar o método do simulated annealing, que também é
um meétodo heuristico. Basicamente o método € baseado no processo de annealing,
que consiste em superaquecer um material (metal, vidro, etc) e em seguida resfriar
gradualmente para que o material torne-se rigido. Laarhoven et al. (1992) prop6s a
resolucao do JSSP por este método e, de maneira geral, utilizou um grafo direcionado
a partir das maquinas e trabalhos. Aplicou também o conceito de caminho critico na
definigdo da estrutura de vizinhanca.

Por fim, segundo Zhang et al. (2019) os métodos baseados em heuristicas
como Shifting Bottleneck Process sao abordagens sofisticadas para encontrar o equili-
brio entre bons resultados em um bom tempo computacional. Esses métodos estdo

classificados no Zhang et al. (2019) como métodos aproximativos. Essa abordagem
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foi aplicada para os problemas de sequenciamento pela primeira vez em Adams et al.
(1988). No artigo os autores resolvem o problema J,,||C,..x. Basicamente o problema
€ relaxado e decomposto em subproblemas para cada maquina. A cada iteragao
escolhe-se a ordem do processamento dos trabalhos na maquina escolhida. Assim,
cada vez que uma nova maquina é sequenciada, entao é realizada uma re-otimizacao.

Com isso, na préxima serdo descreveremos em mais detalhes sobre os

principais modelos de programacao linear inteira para o JSSP.

3.1 Modelos matematicos da literatura para o JSSP

Segundo Ku e Beck (2016), no ano de 2014, para resolver problemas de
sequenciamento em geral, a programacao inteira era o principal tema dos artigos do
Journal of Scheduling, com 35% das publicacdes fazendo uso dessa técnica. Assim,
mostra a relevancia da abordagem usando métodos de programacao inteira para
a resolucéo desse tipo de problema. Com isso, tomamos como base os modelos
apresentados no survey Ku e Beck (2016) para implementar e comparar com as ideias
aqui propostas.

Existem diversos modelos de programacéo linear inteira para resolver o
JSSP. Em Ku e Beck (2016) podemos encontrar os modelos citados neste trabalho.
Para introduzir os modelos do JSSP, consideramos os parametros definidos no capitulo
anterior e definimos como big-M, um valor suficientemente grande, a constante P =
Z Z pij, Pois no pior caso todos os trabalhos serdo executados uma apds o outro,

jeJieM
sem nenhum paralelismo entre as maquinas.

3.1.1 Modelo disjuntivo de Manne (1960)

A principal caracteristica do modelo de Manne (1960) € a utilizacao de
variaveis binarias para representar a precedéncia de dois trabalhos. Tendo em vista
essas variaveis, foram criadas restricdes para garantir que se um trabalho k precede
o trabalho j na maquina i, entdo o inicio de j deve ser pelo menos o término de k na
mesma maquina. O mesmo ocorre caso j preceda k na maquina i. Vale ressaltar que

essas restricoes sdo para toda maquina e todo par de trabalhos j e k distintos, ou
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seja sdo mn(n — 1) variaveis binarias. Além disso, o0 modelo usa variaveis continuas
para determinar o valor de inicio de um trabalho em uma méaquina e uma variavel para
representar o makespan. De antemao, vale citar que a abordagem deAndrade et al.
(2017) é semelhante a abordagem de Manne (1960) , pois ambos os modelos utilizam
restricoes disjuntivas para garantir a precedéncia.
As variaveis de decisdo sao:
* x;j € Ry variavel continua que representa o tempo de inicio do trabalho j € J na
maquina i € M,
* zjx € {0,1} variavel binaria que € 1 se o trabalho j preceder o trabalho k& na
maquina i e 0 caso contrario, para todo i € M e todo j,k € J,j < k.

Com isso, pode-se apresentar 0 modelo a seguir:

(MANNE) min Cux (3.1)
s.a xG,{jZXG,{,lj—i_pG,{,lj’ VieJ,h=2,---.m (3.2)

Xij > Xig + pix — Pzije,  Vj,k€J,j<kVieM (3.3)
xikZXij—Fpij—P(l—Zijk), Vikeld,j<kNieM (34)

Cinax > xG}‘{lj +p0'r{:j’ vjedJ (3.5)

xUZO, VjEJ,Vl'EM (36)

zijk €{0,1}, VjkeJ VieM (3.7)

Cax > maxP; (3.8)

jeJ

Em que (3.1) é a funcdo objetivo que indica minimizar o makespan. O
conjunto de restricdes (3.2) representa que a precedéncia de cada trabalho seja
respeitada. Assim, um trabalho ; iniciara em o-,{ pelo menos quando terminar em o-,{_l.
Os conjuntos de restrigoes (3.3) e (3.4) sé@o as restricoes disjuntivas que garantem que
dois trabalhos ndo estejam na mesma maquina no mesmo periodo de execugéo. Ou
seja, se z;jx = 0, entdo sabemos que o trabalho « foi processado antes de j na maquina
i. Assim, o tempo de inicio de j em i sera pelo menos o término de processamento de
k emi. Caso z;x = 1, entdo sabemos que j foi processado antes de k na maquina i,
entao o tempo de inicio de k em i sera pelo menos o término de processamento de j
em i. O conjunto de restrices (3.5) garante que o makespan seja pelo menos o tempo
de término do ultimo trabalho executado em sua ultima maquina. Assim, o tempo final

de processamento total sera maior que o tempo final de processamento de todos os
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trabalhos em suas maquinas. O conjunto de restricoes (3.6) garante que o tempo de
inicio de todos os trabalhos seja sempre positivo. O dominio das variaveis z é garantido
por (3.7). Por fim, (3.8) € um upper bound trivial para o problema, visto que, no melhor
cenario nenhum trabalho ficard ocioso entre o processamento de uma maquina e outra,
ou seja, ndo havera nenhuma espera entre o processamento de um trabalho entre suas
maquinas. Logo, como nao € possivel paralelizar o processamento de um trabalho
em suas maquinas, pela definicdo do problema, entdo o makespan sera pelo menos a

soma dos tempos de processamento de cada trabalho.
3.1.2 Modelo disjuntivo de Liao e You (1992)

O segundo modelo disjuntivo € o de Liao e You (1992), que é basicamente
uma adaptacao do modelo disjuntivo de Manne (1960). Adicionam-se variaveis de folga
gijk N0 conjunto de restrigdes (3.3) e isso reduz o numero de restrigdes lineares. Assim,
trocam-se as restricdes disjuntivas (3.3) e (3.4) por uma restricdo (3.9). A variavel
de folga g;jx > 0 € continua e tem o upper bound definido na restricdo (3.10). Essa
alteracao foi diminui a quantidade de restricoes, visto que para cada par de trabalhos
em uma maquina é reduzida uma restricdo em relacdo ao modelo de Manne (1960). A
expressao (3.10) ndo contém as variaveis de decisao e P refere-se ao big-M citado no

inicio do capitulo. Entao, o modelo é representado como:

(LIAO)  min Gy
sa (3.2),(3.5)—(3.8) e
Pziji+ (xij — Xik) — pik = Gijk, V. k€T, j<kNieM (3.9)

Notamos que se z;j; = 0, ou seja, o trabalho k precede o trabalho j na
maquina i, entdo o lado esquerdo das restricdes do tipo (3.9) representa o tempo de
espera entre o término do processamento de k na maquina i € o inicio de j na mesma
maquina. Pela definicdo dos limites de g;, essa expressio sera maior que zero e
menor do que um numero suficientemente grande P. Portanto, garante que os trabalhos
n&do serdo executados ao mesmo tempo na maquina i. Caso z;x = 1, entdo podemos

manipular matematicamente o conjunto de restrigdes (3.9) e o upper bound (3.10) e
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concluiremos que o inicio de k na maquina i sera pelo menos o término de j na maquina

i. Isso também que os trabalhos n&do serdo executados ao mesmo tempo.
3.1.3 Modelo indexado por variaveis de tempo de Kondili et al. (1988)

Kondili et al. (1988) adaptou a ideia original de Bowman (1959) para propor
um modelo baseado na discretizagdo do tempo com variaveis binérias para representar
o processamento de um trabalho em uma maquina i no tempo ¢. Assim, para cada
maquina e cada trabalho temos uma discretizacao do tempo. Para o exemplo da
Figura 1 com 4 trabalhos e 3 maquinas o modelo de Kondili et al. (1988) poderia
precisar de uma discretizagao de no minimo 29 unidades de tempo. Notamos que esse
modelo pode ter uma quantidade de variaveis bastante grande em comparacao com
outros.

A abordagem indexada por variaveis de tempo de Kondili et al. (1988)
discretiza o tempo e verifica em que instante de cada maquina sera executado cada
trabalho. A discretizagdao do tempo é dividida em intervalos com a mesma duracao
e podemos enumera-los. Entdo, seja a discretizacdo do tempo H, podemos fazer
H={0,1,---,P}, ou seja discretizar de modo que o tamanho de cada intervalo sendo
igual a uma unidade de tempo. Obviamente, a discretizacao tera a duracdo de um
upper bound conhecido, no exemplo o P, mais uma unidade, pois o instante zero
€ considerado. Porém, na pratica, segundo Kondili et al. (1988), esse tamanho do
intervalo serd o maior divisor comum dos tempos de processamento, considerando que
os tempos de processamento dos trabalhos nas maquinas sao racionais. Por exemplo,
se o0s tempos de processamento s&o 15,5,10 e 20, entdo P = 50, e uma discretizacao
com tamanho de cada intervalo em uma unidade seria H = {0,1,2,--- ,50}. Por outro
lado, como o maior divisor comum € 5, entdo uma discretizagdo com tamanho de cada
intervalo sendo 5 seria H' = {0,5,10,---,50}. Ou seja, ao invés de uma discretizagao
em uma unidade, em que |H| = 51, teriamos uma discretizagdo de 5 em 5 unidades e
|H'| = 11. Podemos chamar esse tamanho do intervalo de §.

Além disso, podemos definir uma discretizagéo T;;; = {t — p;; +6,--- ,t} que
contém os tempos anteriores da execucao do trabalho j na maquina i iniciando no tempo
t, considerando um tamanho de intervalo 8. Por exemplo, se r =10, 6 = 1 e o tempo

de processamento do trabalho j na maquina i for p;; =5, entéo T;;10 = {6,7,8,9,10}.
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Assim, definimos:
* x;js € {0,1} variavel binaria que tem valor igual a 1 quando o trabalho j € J inicia o
processamento no tempo r na maquina i € M e 0 caso contrario.

Assim, podemos apresentar o modelo:

(KONDILI)  min Cpax

sa Y xjp=1, VjelVieM (3.11)
teH
Y (t4pg) )Xo, < Coaxs Vi€J (3.12)
teH
Y ) <1, VieMVieH (3.13)
JEJVET
E}“’pch’;lf)xc;{w < tgitx(y]{jt, Viedh=2,--,m (3.14)
xijp€{0,1}, VjelVieMVNtecH (3.15)

O conjunto de restricdes (3.11) garante que cada trabalho tera apenas um
tempo de inicio r de processamento em cada maquina. O conjunto de restricdes (3.12)
garante que o makespan seja maior que o tempo de inicio do processamento ¢, quando
Xl ip = 1, mais o tempo de execucao P Para todos os trabalhos e maquinas, ou seja,
0 makespan sera no minimo o término dos trabalhos em suas ultimas maquinas. O
conjunto de restricées (3.13) garante que cada maquina n&o inicie a mesmo trabalho
J em mais de uma posicao do intervalo T;;;; ou seja, no intervalo da discretizagéo, no
maximo uma variavel do conjunto x;; tera valor igual a um, logo n&o tera mais de um
trabalho executando paralelamente na mesma maquina. O conjunto de restrigdes (3.14)
garante a ordem de precedéncia em que cada trabalho é executado nas maquinas.
Ou seja, o tempo de inicio de um trabalho j mais o tempo de execucéao dele deve ser
menor que o tempo de inicio desse trabalho j na sua préxima maquina. Por fim, o
conjunto de restricées (3.15) representa o dominio das varidveis. Vale ressaltar que
esse modelo é puramente inteiro e que sua dimensao depende da discretizacdo do

tempo, o que pode gerar bastante variaveis.
3.1.4 Modelo baseado na ordem de Wagner (1959)

Wagner (1959) propés uma modelo baseado na atribuicdo dos trabalhos
nas posicdes das maquinas. Assim, cada maquina tem n posicdoes em que devem

ser alocadas os n trabalhos. O modelo contém: variaveis binarias para representar
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se um trabalho j foi atribuido na posicao k de uma maquina i; restricbes comuns para
problemas de atribuicdo, por exemplo restricbes para garantir que o trabalho j seja
alocado em uma posicao da maquina; restricdes para garantir a ordem das maquinas de
um trabalho e para calcular o makespan. Assim, considere as variaveis e parametros:
* x;jk € {0, 1} variavel binaria que tem valor 1 quando o trabalho j € J for sequenciado
na ordem k,comk=1,---,n, Nnamaquina i € M;
* hy € R, variavel que indica o tempo de inicio do k-ésimo trabalho da maquina i,
parak=1,---,neieM,
* rijx € {0,1} parametro que indica se a k-ésima operagao do trabalho j requer a
maquinai,paraie M, jeJek=1,--- n.
Para exemplificar o parametro r;;, podemos recorrer na instancia referente
a Tabela 1. Temos que r;1» = 1, pois para o trabalho j; ser executado em sua segunda
maquina, deve ter sido executado anteriormente na maquina 1. Podemos escrever o

modelo matematico da seguinte forma:

(WAGNER)  min Cpy

s.a le'jkzl, VieM,k=1,---,n (316)

jeJ

n

Y xijp=1, VjeJVieM (3.17)

k=1

hik‘i‘zpijxijkghi.,kqtla VieM,k=1,---,n (318)
jeJ

Y riphac+ Y rijpij < P(L=Y ripxie) +P(1= Y rijiixije)

ieM ieM ieM ieM

+Zrijl+lhik/; VJEJ, kvk/:17“'7n l:177m_1 (319)

ieM

hin+2pijxijk§CmaX7 VieM (3.20)
jeJ

hi >0, VieMk=1---.n (3.21)

X €{0,1}, VjelVieMk=1,-n (3.22)

O conjunto de restricdes (3.16) garante que em cada posicado de uma maquina seja
alocada apenas um trabalho. O conjunto de restri¢cdes (3.17) garante que cada trabalho
seja alocado em uma Unica posicao de cada maquina i. O conjunto de restricdes (3.18)
garante que o tempo de inicio do trabalho processado na k-ésima posicao da maquina i,
mais o tempo de processamento desse trabalho executado na mesma maquina, devera

ser menor que o tempo de inicio do trabalho que sera processado na (h+ 1)-ésima
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posicdo da maquina i. O conjunto de restricoes (3.19) garante que cada trabalho sera
executado seguindo a ordem o/. Vale ressaltar que os indices k e k' representam a
ordem de execugéo dos trabalhos nas maquinas, ou seja x;;x € a variavel binaria que
indica se o trabalho j for o k’-ésimo processamento da maquina i. O lado esquerdo da
desigualdade (3.19) é a soma do tempo de inicio mais o tempo de execucao em todas
as maquinas que sao necessarias para o [-ésimo processamento de j; ou seja, é o
tempo até o término do processamento do trabalho j na /-ésima posi¢éo de qualquer
maquina. Caso a /-ésima operacao de j tenha sido executado na ordem k em alguma
maquina e a (I + 1)-ésima operacédo de j seja executado na ordem k' em alguma
maquina, entdo esse tempo representado pelo lado esquerdo da desigualdade sera
menor que o tempo inicial de processamento do (I + 1)-€simo processamento de j na
k’-ésima ordem de uma maquina. Caso contrario, a restricdo sera redundante. Ou seja,
o trabalho j apenas sera processado na k’-ésima ordem da maquina G}{ caso tenha sido
alocado na k-ésima posicdo da maquina G}{_]. Como as restricoes valem para todas
as ordens k e k' das maquinas, para toda ordem [ =1,--- ,m — 1 dos trabalhos e todo
trabalho j € J, logo garante que todas as ordens o/ sejam respeitadas. O conjunto de
restricbes (3.20) garante que o makespan seja maior que o tempo de inicio do n-ésimo
trabalho de uma maquina; ou seja, seu ultimo trabalho mais o tempo de processa-lo.
Por fim, (3.21) e (3.22) sao restricbes que definem o dominio das variaveis de decisao
do modelo.

E interessante observar as dimensdes dos modelos apresentados anterior-
mente. Na Tabela 2, n € o numero de trabalhos, m o nimero de maquinas e 2 0 numero

de pontos da discretizacao.

Modelo Numero de restricoes | Numero de variaveis binarias
—1
Manne (1960) mn? %
242n—1 —1
Liao e You (1992) min +2 n—1) %
Kondili et al. (1988) m(2n+ h) nmh
Wagner (1959) m(n® +3n+1)—n’ n’m

Tabela 2 — Dimensdes dos modelos disjuntivo Manne (1960), time-indexed Kondili et al.
(1988) e rank-based Wagner (1959) para o JSSP.

Vale ressaltar que o modelo de Kondili et al. (1988) pode ter dimensdes

extremas se a discretizacdo do espaco for demasiadamente grande.
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Tendo apresentado os modelos mais referenciados na literatura do JSSP,
agora apresentamos a mais recente meta-heuristica para o0 mesmo, além de uma

meta-heuristica ELS e um procedimento que é a combinacao delas.

3.2 Meta-heuristica para o JSSP

Heuristicas sdo procedimentos desenvolvidos para a busca de solucdes
viaveis, preferencialmente a 6tima. Geralmente s&o inspiradas em algum conceito
empirico ou légica adaptada de algum processo intuitivo. Contudo, enquanto as
resolucdes de modelos de programacgao matematica fornecem métricas para quantificar
0 quéo longe a solugdo obtida encontra-se da solugdo 6tima ou conseguem provar
se uma solugéo é 6tima quando limites inferiores e superiores para o valor 6timo
coincidem, a utilizacdo de heuristicas nao garante que o 6timo do problema sera
encontrado e raramente fornecem uma nocao de o quao distante o 6timo esta da
solugcdo encontrada. Com essa caracteristica, um dos objetivos ao se desenvolver
uma heuristica é ter um procedimento que encontre uma solucéo viavel. Geralmente
buscamos uma solugcao que seja pelo menos um 6timo local e que seja obtida em um
tempo aceitavel para o usuario. Por isso, heuristicas sao, geralmente, bem especificas
para cada problema. Na verdade, quanto mais se agrega conhecimentos especificos
do problema para incrementar a heuristica, melhor tendem a ser os resultados. Além
disso, procedimentos mais sofisticados que combinam heuristicas, como por exemplo
uma heuristica para constru¢cdo de uma solucéo viavel e depois a aplicagdao de outros
procedimentos para realizar uma busca local nessa solugdo, sdo chamados de meta-
heuristicas.

Como ja citado, o JSSP é um problema NP-Dificil para pelo menos trés
maquinas e dois trabalhos. Dessa maneira, a resolugdo de modelos inteiros para
instancias desse problema podem ser bastante custosas do ponto de vista computacio-
nal. Uma maneira de tentar melhorar essa resolucao € obter limites superiores para a
funcéo objetivo, pois dessa maneira limitamos o espago de busca que os algoritmos
de programacao inteira exploram. Logo, a utilizagdo de heuristicas pode ser bastante
util para encontrar essas solucdes viaveis que podemos utilizar como upper bounds de
partida num resolvedor comercial, como por exemplo o IBM LOG CPLEX.

Em 3.2.3 utilizamos a combinacdo de duas meta-heuristicas que iremos
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descrever na secao. A primeira € o GRASP para o JSSP e mostramos a abordagem de
Bissoli (2018). J& a segunda é o ELS e mostramos uma abordagem baseada em Merz
e Wolf (2006). Contudo, essa abordagem nao é para o JSSP e por isso mostraremos

de maneira genérica o procedimento.

3.2.1 Meta-heuristica GRASP para o JSSP

Em Bissoli (2018) podemos encontrar uma aplicagdo da meta-heuristica
GRASP para o JSSP. Inicialmente a GRASP foi desenvolvida para o problema da
cobertura de conjuntos (do inglés set covering problem). Basicamente, em Feo e
Resende (1989) os autores adaptaram uma heuristica greedy, adicionando um fator
probabilistico. Dessa maneira, o procedimento tornou-se nao deterministico. O GRASP
genérico, ou seja para qualquer tipo de problema, informado em Bissoli (2018) pode
ser visto em no Procedimento 1 com os parametros f representando a fungao que se
deseja minimizar, num_it € N o numero de iteragoes, tam_lista € N o tamanho da lista e

r € N uma semente para geracao de numeros aleatérios.

Procedimento 1: GRASP genérico para problema de minimizacao
Entrada: f, num _it, tam_lista, r;

Saida : s*: melhor solugcédo encontrada;
Inicio
MIN = oo;

Para i de 1 até num_it faca
s <— Construir_solucao(tam_lista,r);

s < Buscar_local(s);

Se s é viavel e f(s) < MIN entao
s* < s;
MIN < f(s);

Fim

Fim

Retorne :s*;
Fim

O procedimento funciona basicamente em duas etapas: construimos uma

solugdo s, com algum fator aleatorio, e aplicamos uma busca local passando a solugéao
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construida s como ponto de partida. Caso essa solucao s seja menor do que a ultima
solugcdo conhecida s*, entdo atualizamos o valor de s*. Essas etapas sao repetidas
de acordo com o numero de iteragcdes desejado. Contudo, devemos ter atengéo para
nao utilizarmos um numero de iteracdées demasiadamente alto, visto que o tempo
de execucao da heuristica também aumentara. Vale ressaltar também que caso o
problema seja de maximizacdo, entdo devemos trocar a condicdo para atualizar a
solucao, além de alterar as fungdes de construcao da solugéo e busca local.

A fase de construcao da solucéo deve ser especifica para cada problema,
logo ha caracteristicas do JSSP que sao incorporadas na meta-heuristica. Para o
JSSP, em Bissoli (2018), utiliza-se o conceito de operacao, que basicamente é o
processamento de um trabalho em uma maquina. Ou seja, existem mn opera¢des para
um problema com n trabalhos e m maquinas. Dessa forma, para cada iteracao da fase
de construgdo adiciona-se uma operagao a solugédo de modo que ao final todas as
operacgdes sejam sequenciadas. Obviamente, a ordem em que essas operagdes sao
sequenciadas respeitam a ordem de precedéncia das maquinas de um trabalho. Com
isso, em cada iteracdo existe uma lista de operacdes que podem ser sequenciadas,
chamada lista de candidatos (LC) e representada por O.. Apés isso, € necessario
selecionar um novo trabalho para ser adicionado no sequenciamento. Para isso, Bissoli
(2018) define uma funcédo 4*(0) que retorna o makespan ao adicionar a operagao o na

solucéo s. Ademais, define-se:

o* =min(h(o’)|o € O,) (3.23)

0° =max(h(o®)|o € O.) (3.24)

Ou seja, 0® € a operacao cujo o0 sequenciamento em s tera 0 menor makespan
e o' o maior makespan. Com isso, pode-se definir um parametro o € (0,1) de modo
a restringir LC a um conjunto menor da seguinte forma: R® = {0® € O.|0® < h(0*) <
o*+ a(o* —0*)}. Dessa maneira, tem-se um conjunto menor de operagdes que se pode
ajustar de acordo com o parametro o. Dessa lista retrista de candidatos (LRC) R® sera
selecionada uma operacgao aleatoriamente. Em Bissoli (2018), todas as operagodes terao
a mesma probabilidade. Dessa forma, quando o = 0, tem-se uma selecao totalmente

gulosa, pois a operacao selecionada sera a que tera menor acréscimo na solugao,
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e quando o = 1 tem-se uma solugao totalmente aleatéria, pois todas as operacdes
que ainda nao foram sequenciadas em s podem ser selecionadas. Geralmente a é
escolhido empiricamente, mas pode variar de acordo com o interesse do usuario.
Dessa forma, basta atualizar a lista O, a cada iteragao e repetir o processo
até que todos as operacdes sejam adicionadas a solucdo. Entdo, seja M o conjunto de
maquinas, J o conjunto de trabalhos, O conjunto de operacgdes, tam_lista € N o tamanho
da lista e r € N uma semente para geragdao de numeros aleatérios, o procedimento

segue abaixo:

Procedimento 2: Construcao da solucdo do GRASP para o JSSP
Entrada: M, J, O, tam_lista, r;

Saida : s: solugdo construida;
Inicio
Inicializa O com todas as operagdes;

Enquanto O # 0 faca
O¢ + lista de operacdes que podem ser sequenciadas;

R < {0* € O.|0* < h(0*) < o'+ a(d* —0*)};
Selecionar uma operacgao o de R° com a r;

Adicionar a operacao o a solucao s;

Excluir operagéo o de O;
Fim

Retorne:s
Fim

Com uma solucao construida dessa maneira ndo ha garantias de que a
solucao seja 6tima, nem mesmo localmente, ou seja, pode ser que uma simples troca
de ordem de duas operacdes resulte em uma solucdo melhor. Logo, para tentar
melhorar solu¢des sem muito esforco computacional, pois vale ressaltar que o objetivo
da meta-heuristica € encontrar solugées em tempo computacional aceitavel, basta
realizar uma busca local para verificar se ha solugées melhores. Bissoli (2018) realiza a
busca em cima do caminho critico da solugéo, ou seja, do maior caminho entre o inicio
do processamento dos trabalhos até o término do processamento de todos os trabalhos
em todas as maquinas. Pensando na perspectiva de gerenciamento de projetos, em

que os trabalhos do projeto s&o alocados para os responsaveis (N0 nosso contexto



37

seriam as maquinas) pelo desenvolvimento, o caminho critico € entendido como o
trabalho que € um gargalo, pois mesmo que todos os outros trabalhos anteriores a ele
sejam adiantados, o projeto ndo podera ser adiantado se aquele trabalho especifico néo
for. Dessa maneira, Bissoli (2018) tenta realizar trocas em todos 0s pares consecutivos
de operacdes no caminho critico. Caso essa troca gere um makespan menor, entao
atualiza-se o caminho critico e continua-se a busca por um novo caminho critico. Caso
contrario, ou seja, ndo ha melhora na troca das operacées do caminho critico, entao
pula-se para a préxima operacao. Esse processo é repetido até se percorrer todo o
caminho critico. Entéo, seja M o conjunto de maquinas, J o conjunto de trabalhos, O o0
conjunto de operagdes, s a solugcédo construida e f: fungdo que se deseja minimizar,

segue abaixo o procedimento 3.

Procedimento 3: Busca local da solucdo do GRASP para o JSSP
Entrada: M, N, O, s, f;

Saida : s*: solugcdo apéds busca local;
Inicio

s¥ 5 5

¢ + caminho critico da solugéo s';

0. < operagoes do caminho critico c;

Para / de 1 até (numero de operacgées - 1) de o, faca
Trocar operacéo o.[i] com o.[i+ 1] em ';

Reconstruir s';

Se f(s') < f(s*) entdo
| sF s

Fim

s’ s;
Fim

Retorne :s*;
Fim

3.2.2 Meta-heuristica ELS

A ELS combina uma técnica de meta-heuristicas evolutivas e busca local em

torno de uma solucao atual. Essas meta-heuristicas evolutivas se inspiram no processo
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de evolucgao biolégica. Basicamente, h4d uma mutacao ao acaso em um individuo, se
essa mutacao for benéfica, entdo as proximas geracdes provenientes desse individuo
terdo esse beneficio também. Caso contrario, entdo eventualmente esse individuo
e as geracdes provenientes dele serdo extintas. E o principio da selecdo natural,
individuos com caracteristicas mais fortes dentre os demais tendem a perpetuar essa
caracteristica para as proximas geracdes. Pensando do ponto de vista de otimizacao,
podemos pensar em uma solugdo s como um individuo. A mutacédo ao acaso seria
gerar uma perturbacao aleatéria nessa solugéo, ou seja, realizar alteragdes aleatérias
nessa solucao s. Se a solucao gerada for melhor do que a existente, entdo deve-se
atualizar essa solugcdo com essa perturbacao encontrada. Essas perturbagées podem
ser realizadas diversas vezes e, geralmente, define-se um parametro para a quantidade
de mutagdes que devem ser realizadas. Essa perturbacéo realizada em cima de
uma solugéo inicial, para o JSSP, pode ser feita trocando a ordem dos trabalhos de
uma maquina e recalculando o tempo de inicio de cada trabalho em cada maquina,
obviamente a ordem de precedéncia das maquinas de um trabalho deve ser respeitado.

Ja o procedimento de busca local, como o préprio nome ja diz, € uma busca
em solugdes vizinhas da solugéo atual e retorna a melhor delas. Esse conceito de
solucéao vizinha é especifico para cada problema. Para o JSSP podemos utilizar o
mesmo conceito descrito em Bissoli (2018).

Entdo, basicamente dada uma solugao atual s, para um determinado numero
de iteragOes e de mutacgoes, é realizada uma duplicagcao s’ da solugao s. Dessa maneira,
para cada copia s’, uma perturbagdo aleatéria é realizada, seguida por uma busca
local para tentar melhorar s'. Entéo, se a fungéo objetivo aplicada em s’ for melhor do
que em s, entdo a solucao atual é atualizada, ou seja, s < s’. Entao, seja f: fungéo
que se deseja minimizar, num_it € N 0 numero de iteracbes, num_mt € N 0 nimero
de mutacgoes, r € N e s uma solucao viavel, uma semente para geracao de nimeros

aleatorios, podemos ver o Procedimento 4 a seguir.
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Procedimento 4: ELS
Entrada: f, num_it, num_mt, r, s;

Saida : s*: melhor solugcao encontrada;

Inicio

MIN = f(s);

Para i de 1 até num_it faca

Para j de 1 até num_mt faga

s’ s

s' < Perturbar(s',r);

s' < Busca_local(s');

Se s’ é viavel e f(s') < MIN entao
s s
MIN « f(s);

Fim

Fim

Fim

Retorne :s*;
Fim

Note que para a utilizacdo dessa meta-heuristica é necessario uma solucéao
inicial, visto que ela trabalha com uma perturbacao da solugéo corrente. Dessa maneira,
a seguir mostramos uma combinacao do GRASP e ELS, de modo que a solugao

encontrada do GRASP sera utilizada como ponto de partida do ELS.
3.2.3 Meta-heuristica GRASP-ELS para o JSSP

Na resolucdo de modelos de programacao inteira, podemos limitar superi-
ormente o espaco de busca com upper bounds para a fungao objetivo. Dessa forma,
usamos uma combinacao de GRASP com ELS, doravante chamada de GRASP-ELS,
para encontrar uma solucao viavel e utilizar esse valor como upper bound do makespan.

A estrutura do GRASP sera mantida como em 3.2.1 e no procedimento 1.
Inicialmente construiremos uma solugdo com um fator aleatorio e depois aplicaremos
uma busca local para melhorar essa solugdo. Essa solugao possivelmente melhorada

com a busca local sera a solucao inicial da meta-heuristica ELS, descrita em 3.2.2 e no
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procedimento 4. Basicamente a solucao atual é perturbada e depois é realizada uma
nova busca local. Definindo os parametros sendo f a funcao que se deseja minimizar,
num_it_grasp € N 0 numero de iteracbes do GRASP, num_it_els € N o numero de
iteracoes do ELS, num_mt € N o numero de mutacées do ELS, a € N o parametro de
aleatoridade e r € N uma semente para geracao de numeros aleatérios, entdo podemos

ver o pseudocodigo dessa combinacdo do GRASP-ELS no Procedimento 5.

Procedimento 5: GRASP ELS genérico para problema de minimizagcéo
Entrada: f, num_it _grasp, num_it_els, num_mt, o, r;

Saida : s*: melhor solucdo encontrada;
Inicio
MIN = oo;

Para i de 1 até numero_it_grasp faca
s <— Construir_solucao(Q,r);

s < Busca_local(s);
s < ELS(f,s,numero_it_els,r);

Se s é viavel e f(s) < MIN entao
s* <5
MIN <+ f(s);

Fim

Fim

Retorne :s*;
Fim

A construcao de uma solucao € uma adaptacao do procedimento de Aiex et
al. (2003) para o JSSP. E uma heuristica construtiva que comega com uma solugéo
vazia e na qual cada operagao, ou seja, processamento de um trabalho em uma
maquina, € adicionado aleatoriamente a cada iteragdao usando a LRC, até que uma
solucao completa seja obtida. Sejam O. o conjunto de operagdes que podem ser
adicionadas a solucao parcial atual s, respeitando obrigatoriamente a precedéncia das
operagdes nas maquinas; o® o acréscimo da operagao o a solugéo s; h(0*) a funcao
que retorna 0 makespan ao acrescentar a operagao o na solucao s , o* a operacao
que retorna o menor makespan quando adicionada a s, ou seja o* = min(h(o*)|o € O,);

e 0° a operagao que retorna o maior makespan quando adicionada a s, ou seja o* =
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max(h(o*)|o € O.). Entdo, a LRC é R® < {0* € O.|0* < h(0*) < o'+ a(o’ —0*)}. Ou seja,
todas as operacdes quando adicionadas a s estdo dentro da combinacéo linear de o° e
o°. Vale ressaltar que quanto menor o a 0 procedimento tende a ser guloso e quanto
maior 0 o o procedimento tende a ser aleatorio.

A busca local é baseada em Nowicki € Smutnicki (2005). O procedimento,
dada uma solugao viavel s, consiste em escanear o caminho critico de s, 0 maior
caminho entre o inicio do processamento dos trabalhos até o término do processa-
mento de todos os trabalhos em todas as maquinas, desde a Ultima operacao até a
primeira. Cada vez que um arco disjuntivo € encontrado, ou seja, dois processamentos
consecutivos de trabalhos diferentes na mesma maquina, troca-se as operagdes, uma
nova solucdo s’ é obtida e o0 makespan correspondente é avaliado. Se o0 makespan de
s’ for melhor do que o atual, ele sera atualizado e a busca local comegara novamente
a partir do final do novo caminho critico. Caso contrario, a busca local continua até
percorrer todas as operagoes.

Apo6s a construcao da solugéo e a busca local, entdo sera aplicado o proce-
dimento ELS, baseado em Merz e Wolf (2006).

No préximo Capitulo apresentamos um novo modelo para o JSSP baseado

no problema do arranjo linear.
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4 MODELO MINLA PARA O JSSP

Neste capitulo apresentamos um novo modelo para o JSSP com base em
modelagem de arranjo linear, denominado como (MLJ). Antes de introduzir esse novo
modelo, apresentamos a definigdo do MinLA e o modelo de Andrade et al. (2017).

O MinLA consiste em atribuir rétulos distintos =,,, ..., 7, a todos os n vértices
de um grafo G= (V,E),comV ={vy,...,v,} e m,, paratodo v € V, pertencente a {1, ...,n},
de forma a minimizar a soma dos pesos das arestas do grafo, sendo que o0 peso de
uma aresta {i, j} em E ¢ a diferenga absoluta |x; — ;| dos valores dos rotulos atribuidos
aos vértices i e j dessa aresta. E um problema essencialmente tedrico, porém na tese
Seitz (2010) tem-se aplicagbes como desenho de grafos, representacao de modelo de

entidade relacional e diagramas de fluxo de dados.

Definicao 4.0.1 Seja G = (V,E) um grafo simples ndo orientado, comV representando
o conjunto de vértices e E CV xV o conjunto de arestasern:V — {1,2,--- ,|V|} uma
atribuicdo de rotulos aos vértices. O problema do arranjo linear minimo MinLA é a
atribuicdo de rotulos distintos m aos nés de modo que a soma dos pesos das arestas

dada por Z |m; — ;| seja a menor possivel.
{ij}€E

Por exemplo, na Figura 2 podemos verificar em (a) um grafo simples, em (b)
uma atribuicdo de rétulos aos noés e, consequentemente, 0s pesos para suas arestas e,

por fim, em (c) podemos ver a atribuicdo 6tima.

(a) Um grafo simples G.  (b) Uma rotulagdo néo 6tima. (c) Uma rotulagao 6tima.
1 1
O—0 O —®

O &——

Figura 2 — Exemplo de um grafo G, uma atribuicdo n&o étima e 6tima para o MinLA.
Fonte: Ferreira (2016)

Cada atribuicao pode ser vista como uma permutacao dos vértices, de modo

que a posicao corresponde a seu rétulo. Por exemplo, para facilitar a verificagdo da
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atribuicao, podemos nomear os vértices do grafo (a) da Figura 2 como segue na Figura
3.

/]

Figura 3 — Grafo G. Fonte: Adaptado de Ferreira (2016)

Dessa forma, seguindo a ordem da atribuigéo 6tima vista em (c) da Figura 2,

podemos mostrar o grafo da seguinte forma:

F—C——0—0®

Figura 4 — Grafo G em outra perspectiva. Fonte: Adaptado de Ferreira (2016)

Logo, podemos ver a permutacdo my =1, g =3, i =2, ng =4 € np = 5.
Notamos que qualquer outra permutacéo gera uma atribuicédo vélida, mesmo que néao
seja a 6tima, e a permutacao simétrica np =1, ng =2, ng =3, nic =4 e my = 5 resulta
no mesmo valor da ponderacao das arestas.

O problema do arranjo linear minimo foi recentemente tratado com uma
formulacéo eficiente do ponto de vista computacional em Andrade et al. (2017). Nesse
artigo sdo apresentadas uma formulacéo nao-linear e sua versao linearizada. Esta
ultima mostrou melhor performance computacional que outras modelagens existentes

para o problema. Essa nova formulagédo tem ¢'(|V|?) restrigbes e variaveis.

4.1 Modelo do arranjo linear minimo de Andrade et al. (2017)

Para introduzir essa modelagem do MinLA, considere um grafo como o da
definicao 4.0.1. Construimos um grafo completo e orientado D = (V,A) obtido de G
com A ={uv | u,v € V,u # v}. Considere o conjunto A(E) C A de arcos de D em que
uvyvu € A(E) < {uv} € E.

Definimos: para cada v € V, uma variavel n, representando o rétulo do
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vértice v; e variaveis binarias x € {0, 1}|A‘, em que x,, € 1 se 0 arco uv pertencer a
solucao ou, equivalentemente, se n, < m,. Por fim, o peso do arco uv sera dado por
uma variavel w,, € R, para todo uv € A.

Entdo, o modelo para o MinLA de Andrade et al. (2017) é:

(Ql) min Z Wiy Xyy (41)
uveA(E)

s.aa Xy+xu=1,YuveA (4.2)
Ty, — oy < wyy +n(l—x,,),Yuy € A (4.3)

Ty — My > Wiy — (1 —x,),Yuv € A (4.4)
1<m<nVvevV (4.5)

1<wy <n—1VuveA (4.6)

xw €{0,1},Vuv € A (4.7)

Em que (4.1) é a funcao objetivo, minimizando a soma dos pesos dos arcos associados
as arestas do grafo original G, dado pelo conjunto A(E). As restrigdes (4.2) garantem
que para quaisquer dois vértices de D, entao o rotulo de um sera obrigatoriamente
maior que o rétulo do outro. As restricdes (4.3) e (4.4) garantem que se x,, pertencer a
solucéo, entao w,, = m, — m,, caso contrario essas restricoes tornam-se redundantes.
Por fim, as restricoes (4.5), (4.6) e (4.7) representam o dominio de cada variavel.

O modelo acima é quadratico. Andrade et al. (2017) mostraram como
lineariza-lo, bem como propdem varias desigualdades validas para o mesmo, obtendo
assim o seguinte modelo linear inteiro misto. A interpretacao de suas restricbes sera
feita @ medida que o adaptarmos para o JSSP mais adiante. Para mais detalhes sobre

a linearizacgao, consultar Andrade et al. (2017).
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(QZ) min 7 = Z Wyy

uveA(E)
s.aa (4.2),(4.5),4.7)e

T, — Ty < Wy, YuveA (4.8)
T, — 7, > wyy—n(l—x,), Yuv €A, (4.9)
p
2> |E|+ Y. (IVI-di+p(p+1) (4.10)
i=1
Xuy + Xk + X <2, Yuv € Ak € V\{u,v} (4.11)
VIi(lVI—-1)(|V|+4
T = MI0VI= D18 w2
UvEA
Tt Y, xw=1V], VueVv (4.13)
UvEA
Tu— Y, xu=1, YueV (4.14)
VUEA
Wiy + me§|V\, Yuv € A (4.15)
tueA
Wiy + Wiy S Wy + Wiy + Wi +wie — 1, Yuv € Ajk € V\{u,v} (4.16)
L<wy <1+(|V|=2)xy, YuveA (4.17)

Sendo p, em (4.10), o maior nimero natural tal que Y, i < |E| e p = |[E| - X7, (|[V]|—i).
Vale ressaltar que essa restricao representa um lower bound (LB) para a fungéao
objetivo.

Com base nas ideias anteriores, introduzimos a seguir o novo modelo para

0 JSSP, denominado (MLJ).

4.2 Modelo MLJ

Como no JSSP existem as permutacdes dos trabalhos nas maquinas e o
modelo do MinLA {(4.2),(4.5)-(4.17)} contém desigualdades fortes para o problema de
permutacao, entdo é razoavel adaptar essas desigualdades para o modelo disjuntivo
de Manne (1960). Dessa forma, o esperado € obter uma relaxagao linear mais forte do
modelo {(3.1) - (3.8)} e consequentemente melhorar o tempo de execucao ou diminuir
0 gap de integralidade na resolucdo de instancias do JSSP. Além disso, pode-se
desenvolver novas restricoes para melhorar os aspectos citados anteriormente.

Em particular, fazendo a conexao do JSSP com o MinLA, podemos imaginar

cada maquina como sendo um grafo completo, onde cada trabalho € um vértice.
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Nota-se que uma enumeracao dos vértices do grafo associado a cada maquina pode
ser interpretada como a ordem (permutacédo) dos trabalhos nessa maquina. Para
exemplificar, dado o problema mostrado na Figura 1, podemos representar o grafo para

a maquina 1 na Figura 5.

Figura 5 — Interpretacdo do MinLA para uma dada maquina no JSSP em relacdo ao
problema da Figura 1. Fonte: autor.

A permutagdo de trabalhos para cada maquina, a variavel z;; do mo-
delo disjuntivo para uma dada maquina i € equivalente a variavel x,, do MinLA,
desconsiderando-se o indice da maquina i. Ou seja, z;x € 1 se o trabalho j for
processado antes de k na maquina i. Assim, todas as desigualdades validas do MinLA
que utilizam a variavel x podem ser adaptadas para o JSSP.

Além disso, a variavel m,, que representa o rétulo ou a posicao do vértice u,
também pode ser estendida para cada maquina. Ou seja, 7;; € a posi¢do do trabalho j

na maquina i. Porém, utilizando a igualdade (4.14), temos que m, = 1 + Z xyu- ENtao,
VUEA
a variavel ;; pode ser substituida por:

=1+ Z Ziuj + Z (1 —ziju) (4.18)
uetlu<j uellu>j

Dessa forma, também podemos utilizar as desigualdades validas que contém
a variavel rn para fortalecer o modelo. Obviamente na implementacao das restricbes
utilizaremos a expressao acima para ndo aumentar o numero de variaveis do modelo
disjuntivo de Manne (1960). Contudo, para facilitar a notagdo e entendimento das
restricbes apresentadas, mostraremos as desigualdades com a variavel x;; ao invés
da expressao. Vale ressaltar que a substituicado acima pode ser feita pelo fato de as
restricoes (3.3) e (3.4) capturarem o valor das variaveis z. No caso do MinLA, a propria

variavel m, € utilizada para isso. Entdo ndo é necessario fazer essa substituigéo.
A variavel w,, também pode ser estendida para cada maquina, tornando-se
w;jx € representaria o nimero de trabalhos executados entre j e k na maquina i. Vale

ressaltar que no JSSP a variavel z;;; esta definida para todo i€ M e j,k € J, ou seja,
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trabalhos distintos. Logo, é necessario que nas restricoes seja utilizada essa variavel
para modelar os casos disjuntivos. Dessa maneira, temos w;j; definida para todo
i €M e j,keJ. Diferentemente do MinLA que utiliza nas restricdes a variavel x,, para
todo uv € A, no JSSP a variavel z;jx ndo esta definida para todas as combinagbes de
trabalhos, esta definida apenas para as combinacdes distintas. Logo, & necessario

garantir ambos os casos nas restricdes. Quando j precede k na maquina i, temos que:

Wiijﬂ'ik—ﬁij—PZijk, ViGM,Vj,kGJ,j<k (4.19)

Wik < T — Tj+Pziji, VieM,\Vjkel, j<k (4.20)

De maneira analoga, temos para quando k precede j na maquina i:

Wijkzﬂij_ﬂik—P(l_Zijk)a \V/iGM,Vj,kEJ,j<k (421)

Wijkgﬂij—ﬁik—i—P(l—Zijk), VieM\Vjkel j<k (422)

Mesmo sendo possivel fazer a adaptacao da variavel w, isso s6 é razoavel com o auxilio
de restricbes para abranger os casos em que j precede k na maquina i e k precede j
na maquina i. Ou seja, em um somatorio ndo seria possivel fazer essa distingdo sem
uma variavel auxiliar, 0 que elevaria a quantidade de variaveis do modelo e poderia ser
bastante pesado para sua resolug¢do. Logo, optou-se por ndo adaptar essas restricoes.
Dessa forma, com todas as variaveis devidamente transformadas, podemos analisar as
restricdes do MinLA e avaliar quais podem ser transformadas para o JSSP.

Inicialmente, temos o conjunto de restricées (4.2). Contudo, como no JSSP
a variavel z;;; € definida para trabalhos distintos, entdo a adaptagéo dessa restrigéo
n&o faz sentido. Note que a transformagao seria z;jx + (1 —z;jx) = 1 e isso, claramente,
apdés a manipulagédo nao restara variavel, logo ndo podera ser uma restricao.

Ja as restricdes (4.8) e (4.9), que sao utilizadas no MinLA para garantir o
valor de w,,, ndo serdo adaptadas ao modelo do JSSP, visto que a variavel w;;; nao
sera, de fato, utilizada.

A restricao (4.10) também nao sera adaptada, visto que € um lower bound
da funcéo objetivo do MinLA. Dessa maneira, como a funcao objetivo do JSSP é

diferente, ndo faz sentido o mapeamento da desigualdade.
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A desigualdade (4.11) também pode ser modelada, contudo vale ressaltar
que como a variavel z;;; esta definida paratodoic M e j,k € J,j <k, ou seja, trabalhos
J € k distintos, entdo é necessario modelar os casos em que a variavel u € u < j <k,
j<u<ke j<k<uparaquando j preceder k na maquina i € quando k preceder j
na maquina i. Entao, essa desigualdade modela o fato de que dados trés trabalhos
distintos, deve haver no maximo duas precedéncias, ou seja, se j precede k e k precede

u, entao obrigatoriamente u ndo pode preceder j ou k. Isso pode ser modelado como:

Ziuj+Zijk— 1 < Zjuk, ViEM,Vu,jkeJu<j<k (4.23)

Tk + (1= zije) =1 < zjwj, VieM,Vu,jkeJu<j<k (4.24)

(1—ziju) +zijg—1 < zik, VieMNu,jkel,j<u<k (4.25)

Ziuk + (1 =zije) =1 < (1 =2ziju), VieM\Nu,jkel j<u<k (4.26)

(I =ziju) +zipg—1 < (1 = zig), ViEM\Vu,jk€J,j<k<u (4.27)

(1= zig) + (1 —zijp) =1 < (1 —ziju), Vi€ MVu,j kel j<k<u (4.28)

As restricoes (4.12), (4.15), (4.16) e (4.17) n&o serdo modeladas para o
JSSP, visto que utilizam a variavel w,,, do MinLA e essa variavel nao sera definida para
o JSSP.

O conjunto de restricées (4.13) nao sera modelado para o JSSP, visto que
utilizamos uma expressao para representar as variaveis n e, dessa maneira, apos
manipulacées matematica podemos concluir que sao expressdes que resultam em uma
identidade. Note que a intepretacéo da restricao (4.13) do MinLA é que a posigcédo do
vértice u € V mais a quantidade de vértices que tem uma posi¢cao maior que u € igual
ao numero de vértices. Dessa maneira, a adaptacado ao JSSP significa que para cada
maquina i € M e j € J, entdo a posigao de execugao do trabalho j na maquina i mais a
quantidade de trabalhos que j precede em i é igual ao numero de maquinas. Portanto,
temos que:

mi+ Y, (I—zwj)+ Y ziju=n, VieMNjel (4.29)

uelu<j uelu>j
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Contudo, substituindo =;; pela expresséo de (4.18) em (4.29) temos:

1+ Z Ziuj+ Z (l_Zi_ju)+ Z (I—Ziuj)—l—ZZiju:l’l, ViEM,VjEJ (430)

uelu<j ueJu>j ueJu<j u>j
Claramente temos que a expressao (4.30) resulta em uma identidade, por isso, (4.13)
nao sera adaptada para o JSSP.

Podemos pensar de maneira analoga para a restricao (4.14). A interpretacao
dessa restricao para o MinLA é que a posi¢ao do vértice u € V subtraido da quantidade
de vértices com posi¢cdes menores que u sera um. Note que no JSSP essa restricdo
significard que para todo trabalho j € J e toda maquina i € M, a posigéo do trabalho ;
em i subtraida de todos os vértices que antecedem j em i sera um, ou seja:

mj— Y, zwi— ), (I—zp)=1 VieMVjeJ (4.31)

uellu<j uel|u>j

Substituindo x;; definida em (4.18) em (4.31), vemos que:

I+ Y zuj+ Y, (I=zij)— Y, zj— Y, (I—ziju)=1, VieMVjel (4.32)

uellu<j ucl|u>j uclJlu<j ucllu>j

Temos claramente que a restricao resultara em uma identidade. Portanto, também nao
sera utilizada no JSSP.

As expressoes (4.33) para quando o trabalho j precede k na maquina i e
(4.34) para quando o trabalho k precede j na maquina i sao suficientes para definir
uma permutacao na nossa adaptacao do MinLA para o JSSP, visto que as expressdes
garantem que a diferenca de rétulos seja no minimo igual a 1 pelo fato de o grafo ser

completo.

—n-(1 —Zijk)+1 <y —mj, VieM\NVjkel j<k (4.33)

_nZi_jk+1§7Tij_7tika VieM\Njkeld j<k (4.34)

Ainda adaptando conceitos do MinLA para o JSSP, podemos modelar Z T
jel
para toda maquina i € M. Note que m;; € a posi¢cdo de execugéo do trabalho j na

maquina i, entao sera sempre, independente da ordem, o somatério de uma progressao
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aritmética com o primeiro elemento sendo 1 e a razdo sendo 1. Dessa maneira, temos

que:

Y =" vicw (4.35)
jeJ
Pode-se observar que a restricdo acima é valida para n > 3. De qualquer modo, isso
nao € um problema, pois para uma quantidade inferior de trabalhos o JSSP é um
problema trivial.
Logo, apds testes preliminares selecionamos as restricoes que de fato
ajudam na melhora da relaxacéao linear. Entdo, com base nas ideias anteriores, introdu-

zimos a seguir o0 novo modelo para o JSSP, denominado (MLJ).

(MLJ)  min Cpyy

s.a  (3.2)—(3.8),(4.23) — (4.28),(4.33) — (4.35) (4.36)

Podemos adicionar ao modelo acima desigualdades validas, assim como
nos demais modelos da literatura, para melhorar a sua relaxagao linear. No proximo
capitulo descrevemos uma abordagem da estrutura do JSSP para a construgao de

desigualdades validas.
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5 NOVAS DESIGUALDADES VALIDAS PARA O JSSP

Como uma das contribuicdes deste trabalho, nesta se¢éo introduzimos novas
desigualdades validas para os modelos disjuntivos do JSSP.

Inicialmente apresentamos definicbes de novos paradmetros usados nas
desigualdades. Em seguida, introduzimos novas desigualdades validas para o problema
com base na estrutura 6tima de sua solugdo. Mais precisamente, no acumulo dos
tempos de processamento a priori e a posteriori da execucao de um trabalho em uma
dada maquina.

Antes de desenvolvermos as novas restricbes é necessario introduzir novos
parametros para ajudar no seu entendimento. Definimos ol (i) uma fung&o que retorna
a posi¢do da maquina i em o;j, ou seja, a posi¢éo de execugdo da maquina i para o
trabalho j. Por exemplo, seja 6/ = (m3,m;,my). O trabalho j executara primeiro na
maquina ms, depois na m; €, por fim, na m,. Entéo, ol (my) =2, pois a maquina m; €
a segunda maquina em que o trabalho j deve ser executado, ou seja azj =m;. Nesse
caso,

o '()=heof =i
Entao, podemos definir novos parametros.
* P representa a soma dos tempos de processamento do trabalho j na maquina i

e em todas as maquinas que antecedem i:

N0
Fj = Zrl Pojj
r=

. P;jf representa a soma dos tempos de processamento do trabalho j na maquina i

e em todas as maquinas que sucedem i:

Para um melhor entendimento, ilustramos a ideia desses parametros na

Figura 6.
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Figura 6 — llustragao de F;; e F;;. Note que P;; + P — pij = P;.

Para exemplificar, dado o problema da Tabela 1, podemos ver que:

* P, € a soma do tempo de processamento do trabalho 4 na maquina 1 e em
todas as maquinas anteriores. Pela Tabela 1 vemos que o trabalho 4 deve ser
executado anteriormente somente na maquina 3, 10go Py, = p3s + p1a = 14;

* P, ¢ a soma do tempo de processamento do trabalho 4 na maquina 1 em todas as
maquinas posteriores. Pela Tabela 1 vemos que o trabalho 4 deve ser executado
posteriormente somente na maquina 2 Pﬁ4 = P14+ p2s = 16;

* P,; de maneira analoga aos exemplos acima, € a soma do tempo de processa-
mento do trabalho 3 na maquina 2 e em todas as anteriores. Vemos na Tabela
1 que esse trabalho deve ser processamento anteriormente em 1 e 3, entédo
Pyy = pi3+p33+p =17,

* P;; é a soma do tempo de processamento do trabalho 3 na méaquina 2 somente,
visto que a maquina 2 ¢ a Ultima maquina, entéo P = py3 = 8

No desenvolvimento das desigualdades vélidas para o JSSP a seguir, res-
saltamos que a variavel z; x do modelo Manne (1960) e Liao e You (1992) esta definida
para pares de trabalhos distintos e sempre com j < k.

Note inicialmente que a expresséo P((n+1)(1 —z;jx) + (mx —m;— 1)) € 0 se
o trabalho j preceder k na maquina i e se k for consecutivo a j em i. Caso contrario,
€ um numero suficientemente grande. Notamos que caso k preceda j em i, entao
(1 —zj) =1 e a expressdo se resume em P((n+ 1)+ (my — m;; — 1)). Como my e m;
representam as posicoes dos processamentos dos trabalhos nas maquinas, entao,
obrigatoriamente, no pior cenario possivel, considerando que k precede j em i, a
diferenca entre eles sera de 1 —n. Esse cenario ocorre quando k € o primeiro trabalho
executado em i e j € o Ultimo (n-ésimo). De qualquer modo, no minimo essa expressao

resultara em P(n+1+1—-n—1)=P. Caso j preceda k em i, entdo (1 —z;jx) =0e
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existem dois cenarios. O primeiro cenario possivel € quando j e k ndo sao consecutivos
em i e dessa maneira a diferenca de posi¢cdes dos trabalhos sera maior que um. Dessa
forma, a subtragdo de m; e 7;;, sera no minimo um numero maior ou igual a 1. Logo,
no minimo a expressao resultara em P((n+1)0+ 1) = P. O segundo cenario possivel
€ quando j e k sdo consecutivos em i, ou seja, a diferenca das posicoes deles é
exatamente um. Dessa forma, temos que (7 — m;; — 1) = 0 e, consequentemente, a
expressdo resultaria em P((n+1)0+0) = 0.

Com essa expressao, podemos definir upper bounds para os tempos de
inicio de cada trabalho, representados pelas variaveis x. Considerando que o trabalho
k esteja na sua primeira maquina de execugao, ou seja of, e seja executado logo apds
J nessa mesma maquina, logo o tempo de inicio de k seréa igual ao tempo de término
de j. Isso é verdade, pois k ndo esta sendo processado em nenhuma outra maquina,
entdo ndo havera tempo de espera. Podemos formular matematicamente esse fato

para quando j precede k ha maquina i como:

Xopp S P((n+1)(1 =260 5) + (Tgpe = Tt ;= 1)) + Xk + Dot js - Vik€T,j<k  (5.1)

Modelando o caso disjuntivo de maneira analoga, ou seja, quando k precede

J na maquina i, temos:

X i'SP((n+1)ZG{jk+(ﬂGi'_ﬂ jk_l))+x6{k+p61]'7k7 Vikeld, j<k (5.2)

o1J i o

Um novo conjunto de restricdes pode ser construido, baseado em (5.1) e
(5.2), de modo que seja valido para qualquer maquina o}, com2<h<me k€ J. Seja
um trabalho k na sua h-ésima maquina of, entdo ha duas situagdes: ou k comega logo
apos o trabalho anterior terminar na mesma maquina; ou k comeca logo apés k ser
processado na sua maquina anterior o}_,. Assim, se o trabalho  for consecutivo a j
em of, entdo o tempo de inicio de k em o} dado por Xok ; devera ser o maximo entre o
tempo de término de j na maquina o}j, representado pela variavel Xgkj> €0 tempo de
término de k na maquina o} _,, representado pela variavel Xk e Caso j preceda k em
i, entdo a expressao é modelada de maneira analoga. Matematicamente, podemos

formular essa ideia como:

Xoip < P((n+1)(1 =251 50) + (Tt = Tt ; = 1))

-l—max{xc/;j+pc}/§j,xa};:_lk+p6};f_lk}, h=2,--- - m\NjkelJ j<k (5.3)
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xGI{j < P((n—l— I)ZG}{jk—'_ (71'0_}{ . — ncr,{k — 1))

+max{x65j+pcgj,xogilk+pclilk}, h=2,--- mVNjkel j<k (5.4)

Podemos linearizar as restrigoes acima com o uso de variaveis auxiliares y ;i

1
€ ygi; que indica o maximo entre {xclfd.+p6}1;7j,x6]1;717k+p6£717k} e {xc}ﬁj—l—pcgj,xoﬁilk—l—
Pot 1k}, respectivamente. Logo, os conjunto de restricées (5.3) e (5.4) podem ser

reescritos como:

xc,’fk SP((I’Z—l—l)(l _Zagjk>+<no}’:k_7ra;[‘j_ 1)>+y0;f’<’ h= 27 ,m,VJ,kGJ,j <k
(5.5)

X j'SP(<n+1)ZGj'k+(7rj T Jk_l))+y J h:277m7v]7k€‘]7.]<k (56)
2 o

Oy J Gj,J O}, i’

Para o vetor de variaveis y capturar o valor de max{xc}i(7j + Pot Xk kT
po,’;,l,k}’ devemos garantir que Yotk seja maior que ambos os termos, quando k for
consecutivo a j na maquina c{j, para todo j € J tal que j < k. Por conseguinte, para
garantir que Yokt seja maior que Xok j —i—pG/;J apenas quando k for consecutivo a j,
utilizamos um numero suficientemente grande positivo P, definido anteriormente, de
modo que quando nao for consecutivo, y, ; estara ilimitado inferiormente, tornando
a restricao redundante. De maneira analoga para Vol Matematicamente, podemos

formular como:

ycj..Z)cG}/fj—FpG];;j—Pz h=2,---.m, VjkelJ j<k (5.8)

i G,{jk’
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Para garantir que y i, seja maior que o término do trabalho £ na maquina
h

h— 1 néo precisamos modelar o caso disjuntivo (y _;.), visto que ao fazer a restricao

Vol
nt
paratodo h=2,--- ,m e todo k € J ja contemplamos esse caso. Entdo, temos que:

Yok Zx6§,1k+p6/‘,1k’ h=2,--- mVjkel j<k (5.9)

Por fim, para garantir que y, € Yol sejam, de fato, o maximo, devemos
h h
forgar que na solugao 6tima sejam o menor valor viavel. Para isso, podemos associar
as variaveis ao cyqx:

yo}/fkgcmax, h=2,--- mNkel (5.10)

Observe que o inicio do processamento de cada trabalho k € J/ em uma
maquina i, representado por x;, devera ser pelo menos o tempo de processamento de
todo trabalho j € J, j # k executado antes de k na maquina i. Note que para identificar se
Jj foi processado antes de k na maquina i, temos que verificar dois casos de indexagao
de variavel: j <k ou k < j. Assim, para j < k temos que a variavel z;j; = 1 caso j
preceda k na maquina i. Por outro lado, caso k < j, entdo a variavel z;; = 0 caso j
preceda k na maquina i. Dessa forma, basta unir os dois casos da indexagao dessas

variaveis em uma unica expressao:

x> Y, zppii+ Y, (I—zij)pij, VieM\NkelJ (5.11)

jedlj<k JeJ|j>k
Agora, suponha que o trabalho k seja executado apds j na maquina i.
Assim, o inicio de k em i, representado por x;, devera ser pelo menos o tempo de
processo de j em todas as maquinas onde j executou antes de i, incluindo i. Vale
notar que F;; (definido anteriormente) representa exatamente a soma desse tempo
de processamento. Por fim, o caso em que o trabalho k£ n&o precede j em i pode ser

modelado de maneira analoga. Logo, temos:

Xk > zijkb, VieM\Nj kel j<k (5.12)
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xij> (1 —zijp)Py, ViEeMNjkeld,j<k (5.13)

Podemos também criar lower bounds para o makespan. Suponha que o
trabalho k seja executado apds j na maquina i. Entdo, no melhor cenario possivel, o
makespan sera o término de j em i, ou seja x;; + p;;, mais o tempo de processamento
de k em todas as maquinas posteriores a i, adicionando seu processamento em .
Note que Pl.z (também definido anteriormente) representa essa soma dos tempos de
processamento. O caso em que j nao precede k em i pode ser formulado de maneira

analoga.

Coax > Xij+ pij+ziplPy, VieMNjel, j<k (5.14)

Cmax>xik+pik+(1_zijk)Pi_]"_7 VZGM,V‘]EJ,]<I€ (515)

Por fim, o0 makespan sera pelo menos o tempo de inicio de um trabalho ;
em uma maquina i mais o tempo de processamento de j em todas as suas maquinas
posteriores a ela, adicionando seu processamento em i. Nota que quando i = o,
teremos o conjunto de restrigcdes (3.5). Logo, podemos substituir essas restricdes por:

Cimax > Xij+ P, VieM,jeJ (5.16)

ijo

Com isso, finalizamos a introducao de diversas desigualdades validas para
o problema. Contudo, apds testes preliminares observamos que apenas as restricdes
(5.11) a (5.16) foram uteis para alguma melhora dos modelos. O acréscimo das demais
restricoes néo trouxe melhoras significativas na relaxagao linear ou tornaram a busca
por solucdes viaveis bastante demorada. Dessa maneira, ndo compensa adiciona-las
aos modelos.

Assim, incorporamos de forma satisfatoria apenas as restricées citadas
acima, (5.11) a (5.16), nos modelos anteriores de Manne (1960), Liao e You (1992) e

(MLJ) com o intuito de melhorar suas relaxacgdes lineares.
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O modelo abaixo (M2) é o modelo de Manne (1960) com o acréscimo das
desigualdades validas (5.11) a (5.16).

(M2)  min Cpgy
sa (3.2)—(3.8),(5.11) —(5.16)

O modelo abaixo (L2) é o modelo de Liao e You (1992) com o acréscimo

dessas desigualdades.

(L2)  min Cpay
sa  (3.2),(3.5)—(3.10),(5.11) — (5.16)

Por fim, o modelo abaixo (MLJ2) é o modelo (MLJ) com o acréscimo das
desigualdades validas (5.11) a (5.16).

(MLJ2)  min Cpgy
sa  (3.2)—(3.8),(4.23) — (4.28),(4.33) — (4.35),(5.11) — (5.16)

Para incorporar as novas desigualdades vélidas nédo foi necessario adicionar
nenhuma nova variavel. Logo, todos os modelos tém o mesmo numero de varia-
veis. Com isso, podemos comparar as dimensdes dos modelos com e sem essas

desigualdades validas.

Modelo # Restricoes # Variaveis Binarias | # Variaveis Continuas
(MANNE) mn’ mn(n—1) mn+1
(M2) m(2n?+2n—1) @ mn+1
24+2n— —1 1)+2
(LIAO) m(n +22n 1) mn(r; ) mn(n—; )+
m(3n® +4n—3) mn(n—1) mn(n+1)+2
(L2) 2 2 2
_ 2 _
(ML) 6n(n 1)+mn(l; +3n+2)+6m mn(112 1) N
_ 2 _
(MLJ2) on(n—1)+mn(n"+9n+ 14) mn(n—1) S

6 2
Tabela 3 — Dimensodes dos modelos.
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6 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

O ambiente para a realizagdo dos testes foi um computador Intel Computer
Core i7-7700, CPU 3.60 GHz com 32 Giga bytes de RAM executando em Linux 18.04
LTS/64 bits. O solver usado para resolver os modelos é o CPLEX verséo V12.10, por
ter sido o mais eficiente em Ku e Beck (2016) e ser um dos principais do mercado.
Para a construcdo dos modelos foi utilizada a linguagem Python, versdo 3.6.7, com a
biblioteca docplex. O tempo maximo de execucao para cada instancia foi configurado
para 7200 segundos e uma tolerancia de gap do CPLEX de 1075.

Para as métricas de avaliagdo dos modelos iremos definir alguns parametros.
Inicialmente, seja o conjunto de instancias /. Entdo, seja UBjuy moa O Upper bound
do modelo mod na instancia inst € RLj,u mq @ relaxagéo linear do modelo mod na
instancia inst. Entédo, UB,,,; representa a média dos upper bounds do modelo mod,

matematicamente:
Z UBinst,mod

ﬁmod — instel |I| (6_1)

Além disso, RL,,,, representa a média das relaxagdes lineares para o modelo mod,

matematicamente:
Z RLinst,mod
RLyoq =" (6.2)

]

Entao, a primeira métrica para comparar dois modelos é a variacado da
média das relaxagdes lineares. Para essa métrica, quanto maior a variacdo entao
consideramos que mod1 obteve um desempenho melhor em relacdo as relaxacdes
lineares do que mod2. Matematicamente podemos escrever como:

R_Lmod 1 — ﬁmodZ
RLmodZ

VRLm()dl,m()dZ - (63)

A segunda métrica € a variagdo da média dos upper bounds dos modelos.

Podemos descrever matematicamente:

UBjoat —UBumoa
VUBmodl,modZ = moU_B e (64)
mod?2

Para ‘cpu(s)’, ‘RL e ‘UB’ vamos construir novas medidas denominadas ‘%

cpu(s)’, ‘% RL e ‘% UB’, respectivamente. O intuito é obter métricas que estardo na
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mesma escala para todos os modelos e, dessa forma, evitar distor¢cdes nos graficos.
Ent&o, sendo cpu(s)inst moa © tempo de execugéo para resolu¢éo do problema de progra-
magao linear inteira do modelo mod € {( MANNE),(M2),(Liao),(L2)} com a instancia
inst € modelos = {( MANNE),(M2),(Liao), (L2)}, temos que:

Cpu(s)inst,mod

max cpuls);
mod’Emodelos{ p ( )msumod’}

%Cpu (S) inst,mod — 100%

RLinst ;mod

max {RLinst,mod’ }
mod' €modelos

%RLinst,mod = 100%

UBinsumod

max {UBinst,mod’}
mod' €modelos

%UBinst,mod =100%

Ou seja, para cada instancia e modelos dividimos cada métrica pela maior
métrica entre os modelos. Dessa maneira, garantimos que os valores estarao entre 0 e
100%.

Foram definidos dois conjuntos de testes. O primeiro, denominando como I,
e com os resultados descritos na se¢éo 6.1, foi preliminarmente usado para comparar
a performance dos modelos de (MANNE) com (M2) e (LIAO) com (L2). As instancias
utilizadas foram adaptag6es das instancias de Taillard (1993). A adaptacgéo foi realizada

da seguinte forma. Seja um arquivo da instancia de Taillard (1993):

Times
897
6 75
761
421
Machines
312
321
213
231

Entdo, temos que n =4, m = 3, a matriz Times contém uma linha para

cada trabalho com os tempos de processamento e a matriz Machines com cada
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linha representando a ordem das maquinas de cada trabalho. Além disso, o tempo
de processamento de Times é referente a ordem em Machines, ou seja, 0 primeiro
elemento de Times indica o tempo de processamento do trabalho 1 na maquina do
primeiro elemento de Machines. Dessa maneira, no exemplo acima, temos p;; = 9,
p12=17,p13=28, -+, pra=1, pra =4 € p34 = 2. A adaptacao que realizamos é considerar
o tempo de processamento tal qual € mostrada em Times, entdo o primeiro tempo
de cada linha representa a maquina 1, o segundo tempo a maquina 2 e assim até
0 m-ésimo tempo representando a maquina m. A ordem seria a mesma descrita em
Machines. Dessa forma, no exemplo acima, a ordem € p;; =8, pi2=9, pi3=17, -+,
pa=4pu=2€epy=1

Dessa forma, foram 10 instancias com 15 trabalhos e 15 maquinas, 10
instancias com 15 trabalhos e 20 maquinas e 10 instancias com 20 trabalhos e 20
maquinas, adaptadas de Taillard (1993).

O segundo conjunto de teste sao instancias benchmark da literatura, de-
nominado como I, e com os resultados descritos na se¢ao 6.2, avalia o impacto das
desigualdades nos modelos de (MANNE) e (MLJ) empregando como valor de corte
(solugao viavel) o upper bound encontrado pela meta-heuristica GRASP-ELS. Devido
ao fator aleat6rio da meta-heuristica GRASP-ELS, cada execugéo dela pode encontrar
um valor de makespan distinto. Logo, para evitar distor¢des nas comparacdes dos
modelos, executamos a meta-heuristica uma vez e utilizamos os valores encontrados
de makespan para cada instancia em todos os modelos. Dessa forma, garantimos que
todos 0s modelos terdo os mesmos upper bounds para o makespan. Foram utilizadas
43 instancias, sendo 3 de Fisher (1963), com prefixo ft, 20 de Lawrence (1984), com
prefixo la, e 20 de Taillard (1993), com prefixo ta. As dimensdes de todas as instancias
podem ser vistas na Tabela 4 juntamente com a quantidade de instancias para cada
dimensao.

Nas proximas segdes 6.1 e 6.2 apresentamos os resultados para os dois
conjuntos de instancias I; e I, respectivamente. Os resultados da se¢édo 6.1 permitem
comparar os modelos de Manne (1960) e Liao e You (1992) com base nas novas
instancias do conjunto I;. A finalidade € mostrar que o primeiro modelo é de fato melhor
que o segundo como € de conhecimento da literatura. Assim, justificamos o motivo pelo

qual usamos apenas os modelos (MANNE), (M2) e (MLJ2) com as instancias bench-



61

|J| | |M| | # Instancias
6 [6 |1

105 |5

10|10 | 6

15|5 |5

15115 | 10

205 |6

20 | 15 | 10

Tabela 4 — Quantidade de instancias para cada combinacao de dimensao.

mark da literatura na secéo 6.2. Isso, por conta do expressivo tempo computacional
necessario para realizar esses testes computacionais para as 43 instancias do conjunto

I, com esses 3 modelos e usando um limite de tempo de 2 horas para cada instancia.

6.1 Resultados computacionais para novas instancias de teste com modelos
Manne (1960) e Liao e You (1992)

Os resultados para o conjunto de instancias I; estdo descritos nas Tabelas
5 e 6 para os modelos originais e fortalecidos de Manne (1960) e Liao e You (1992),
respectivamente. Esses resultados obtidos preliminarmente foram apresentados em
Cavalcante et al. (2020).

A legenda dessas tabelas é como segue. A quantidade de trabalhos e
de maquinas sdo dadas por |J| e |M|, respectivamente. Para distinguir instancias
com mesmo numero de trabalhos e maquinas, usamos um identificador ‘ID’ para cada
instancia. Para cada modelo e sua variante, o valor da melhor solucdo viavel encontrada
pelo CPLEX é denotado por ‘UB’. O tempo de execugao de cada modelo € dado na
coluna ‘cpu(s)’, em segundos, com o limite maximo de 7200s. O gap retornado pelo
CPLEX, que é a diferenca relativa em porcentagem entre um limite inferior para a
solugéo da instancia e o valor UB, é dado por ‘gap’. O valor da solu¢ao da relaxacao
linear de cada modelo é dado por ‘RL e serve para observar o impacto das novas
desigualdades propostas para o problema quando sao acrescidas ao modelo original.
O tempo de execugédo para obter a solu¢do da relaxacao linear de cada modelo é dado
na coluna ‘cpu-rl(s)’, em segundos. Utilizamos o simbolo asterisco ("*’) nas colunas
de UB e cpu(s) para identificar resultados obtidos a partir do log do CPLEX quando
houve estouro de memoria, ou seja, os ultimos resultados encontrados pelo modelo

nos respectivos logs. Por fim, destacamos em negrito o valor do ‘UB’ quando for
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estritamente menor do que em comparagao ao outro modelo da tabela e o valor da ‘RL

quando for estritamente maior.

Instancia (MANNE) (M2)
ID V] M| UB cpu(s) gap% RL cpu-rl (s) UB cpu(s) gap% RL cpu-rl (s)
1 15 15 1210 238.2 0.00 963.000 0.019 1210 457.3 0.00 982.47 0.083
2 15 15 1177 978.0 0.00 942.000 0.024 1177 45021 0.00 945.625 0.123
3 15 15 1197 25389 0.00 921.000 0.026 1197 4593.7 0.00 947.846 0.094
4 15 15 1172 5906.5 0.00 911.000 0.020 1172 2190.3 0.00 911.000 0.095
5 15 15 1232 7200.0 6.10 940.000 0.024 1243 7200.0 8.10 975.694 0.097
7 15 15 1162 1578.6 0.00 849.000 0.027 1162 1828.1 0.00 915.057 0.108
7 15 15 1243 2958 0.00 935.000 0.021 1243 688.56 0.00 979.433 0.086
8 15 15 1181 51.8 0.00 963.000 0.016 1181 60.8 0.00 963.000 0.079
9 15 15 1293 7200.0 5.60 982.000 0.024 1293 7200.0 5.80 1012.376 0.101
10 15 15 1206 7200.0 7.90 896.000 0.022 1206  629.7 0.00 988.883 0.097
11 15 20 1382 7202.0 16.90 949.000 0.043 1447 7200.0 24.80 992.180 0.290
12 15 20 1440 7200.0 22.60 1012.000 0.050 1479* 4791.8* EM 1031.464 0.285
13 15 20 1367 7200.0 15.30 919.000 0.046 1379 7200.0 19.20 1057.76 0.239
14 15 20 1341 7201.0 19.90 990.000 0.054 1398 7200.0 23.40 1004.136 0.282
15 15 20 1406 7200.0 22.90 880.000 0.042 1442 7200.0 21.30 1053.151 0.248
16 15 20 1464 7200.0 25.30 932.000 0.052 1471  7200.0 16.50 1141.346 0.238
17 15 20 1457 7200.0 20.40 979.000 0.056 1487 7200.0 6.40 1106.498 0.288
18 15 20 1470 7200.0 26.00 900.000 0.098 1529 7200.0 26.80 1027.487 0.284
19 15 20 1371 7200.0 22.90 920.000 0.054 1392* 4270.3* EM 1026.778 0.279
20 15 20 1397 7200.0 21.80 928.000 0.084 1436 7200.0 20.90 1026.908 0.305
21 20 20 1604 7200.0 15.10 1217.000 0.068 1627 7200.0 20.20 1218.974 0.337
22 20 20 1616 7200.0 15.40 1223.000 0.085 1624 7200.0 18.40 1223.000 0.287
23 20 20 1643 7200.0 17.60 1164.000 0.079 1665 7200.0 20.70 1212.621 0.291
24 20 20 1652 7200.0 19.10 1151.000 0.097 1665 7200.0 20.70 1216.473 0.323
25 20 20 1687 7200.0 18.10 1170.000 0.110 1745 7200.0 20.80 1298.272 0.283
26 20 20 1647 7200.0 17.90 1207.000 0.085 1669 7200.0 15.70 1276.443 0.269
27 20 20 1699 7200.0 15.00 1291.000 0.079 1724 7200.0 16.30 1291.000 0.282
28 20 20 1614 7200.0 11.30 1221.000 0.071 1581 7200.0 11.50 1246.331 0.331
29 20 20 1692 7200.0 16.70 1227.000 0.077 1654 7200.0 13.00 1253.470 0.351
30 20 20 1654 7200.0 16.10 1212.000 0.087 1640 7200.0 15.80 1275.337 0.246

Médias 142253 5906.4 13.20 1 026.47 0.050 | 1438.11 5676.9 12.37 1 086.70 0.220

Tabela 5 — Resultados para os modelos (MANNE) e (M2).
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RL Manne e RL M2 por ID % RL Manne e % RL M2 por ID
ORL Manne ®RL M2 ©®9% RL Manne @% RL M2
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Figura 7 — Resultados da RL para os modelos de (MANNE) e (M2) para o conjunto de
instancias 1.

Analisando a relaxacgo linear na Tabela 5 verificamos VRLy manne = 5,86%,
0 que nao significa uma melhora muito consideravel, contudo (M2) obteve valores de
relaxacao linear estritamente maiores do que de (MANNE) para 26 das 30 instancias.
A Figura 7 apresenta os graficos da RL e %RL para cada instancia.Dessa maneira,
podemos verificar que o modelo (M2) obteve, como esperado, um comportamento

dominante em relacdo ao modelo de (MANNE), principalmente nas instancias 12 a 20,

~—

onde vemos uma maior distancia entre as proporgoes.
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Figura 8 — Resultados do cpu(s) para os modelos de (MANNE) e (M2) para o conjunto
de instancias 1.

Analisando a Tabela 5, podemos verificar que para a maioria das instancias
o tempo limite foi atingido, evidenciando a dificuldade para resolvé-las. Em apenas sete
das 30 instancias o modelo de (MANNE) néo o atingiu, enquanto para o modelo (M2)
foram oito instancias. Para duas instancias houve um estouro de memaria (EM) para
(M2). A Figura 8 apresenta os resultados em graficos de barras. O gréafico da esquerda
com os valores absolutos para cada instancia e o gréafico da direita com os valores
proporcionais. Dessa forma, notamos que o comportamento do tempo de execugéo foi
semelhante, principalmente pelo fato de na maioria das instancias o limite de tempo
ser atingido. Porém, em algumas instancia € o tempo de execugéo do modelo (M2) é

evidentemente maior do que comparado ao modelo (MANNE), como na instancia 2 e

~—

3. Contudo, nas instancias 4 e 10 o comportamento foi o inverso, o modelo (M2) que

teve ‘cpu(s)’ bem menores em relagdo ao modelo de (MANNE).
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Figura 9 — Resultados do UB para os modelos de (MANNE) e (M2) para o conjunto de

instancias 1.

Observamos na Tabela 5 que para metade das instancias o modelo (M2)

obteve um gap tdo bom quanto o modelo de (MANNE). Além disso, o0 modelo (M2)
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obteve em 12 das 30 instancias um makespan tao bom quanto do modelo de (MANNE),

sendo trés estritamente menores. Contudo, VU B2 manne = 10.95%, ou seja, o modelo
de (MANNE) puro foi melhor do que o (M2) em relagao ao upper bound. Na Figura 9

podemos identificar os resultados do UB e %UB. Constatamos visualmente que, de

fato, o comportamento foi bem semelhante.
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GAP Manne e GAP M2 por ID
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Figura 10 — Resultados do gap para os modelos de (MANNE) e (M2) para o conjunto
de instancias 1.
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Vemos na Tabela 5 que a média do gap do modelo (M2) foi de 12.37%,
ligeiramente menor que a média do gap do modelo de (MANNE) que foi de 13.20%,
sendo que para 8 instancias o gap foi estritamente menor. Na Figura 10 podemos
verificar o comportamento do gap para cada instancia. Notamos que em algumas
instancias, por exemplo a 11, o gap do modelo de (MANNE) foi bem menor do que o

do modelo de (M2). Contudo, vemos na instancia 17 que o inverso ocorreu.
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Instancia (LIAO) (L2)

ID | |M| UB cpu(s) gap% RL cpu-rl (s) UB cpu(s) gap% RL cpu-rl (s)
1 15 15 1214 7200.0 11.10 963.000 0.008 1210 2034.8 0.00 982.470 0.083
2 15 15 1184 7200.0 9.80 942.000 0.008 1191 7200.0 10.70 945.625 0.095
3 15 15 1198 7200.0 11.40 921.000 0.009 1199 7200.0 11.30 947.846 0.130
4 15 15 1181 7200.0 13.40 911.000 0.008 1184 7200.0 12.30 911.000 0.073
5 15 15 1247 7200.0 17.50 940.000 0.008 1269 7200.0 17.60 975.694 0.070
6 15 15 1175 7200.0 9.20 849.000 0.008 1168 7200.0 6.70 915.057 0.126
7 15 15 1243 7200.0 9.90 935.000 0.008 1243 2236.0 0.00 979.433 0.082
8 15 15 1181 2521 0.00 963.000 0.008 1181 184.6 0.00 963.000 0.078
9 15 15 1317 7200.0 16.50 982.000 0.008 1327 7200.0 16.20 1012.376 0.092
10 15 15 1240 7200.0 16.10 896.000 0.008 1206 4182.8 0.00 988.883 0.080
11 15 20 1504 7200.0 28.60 949.000 0.017 1529 7200.0 29.80 992.180 0.588
12 15 20 1419 7200.0 25.00 1012.000 0.016 1568 7200.0 27.70 1031.464 0.525
13 15 20 1409 7200.0 25.70 919.000 0.016 1423 7200.0 22.10 1057.760 0.669
14 15 20 1376 7200.0 26.20 990.000 0.016 1447 7200.0 26.30 1004.136 0.559
15 15 20 1464 7200.0 29.70 880.000 0.021 1529 7200.0 25.30 1053.151 0.588
16 15 20 1546 7200.0 31.30 932.000 0.016 1489 7200.0 19.70 1141.346 0.563
17 15 20 1475 7200.0 26.80 979.000 0.016 1553 7200.0 19.70 1106.498 0.600
18 15 20 1560 7200.0 38.20 900.000 0.018 1581 7200.0 32.00 1027.487 0.635
19 15 20 1458 7200.0 30.40 920.000 0.017 1414 7200.0 24.20 1026.778 0.600
20 15 20 1441 7200.0 30.90 928.000 0.017 1515 7200.0 28.10 1026.908 0.548
21 20 20 1642 7200.0 21.40 1217.000 0.026 1739 7200.0 26.20 1218.974 0.857
22 20 20 1637 7200.0 22.30 1223.000 0.033 1719 7200.0 24.80 1223.000 1.179
23 20 20 1659 7200.0 23.50 1164.000 0.026 1677 7200.0 21.10 1212.621 0.792
24 20 20 1687 7200.0 24.60 1151.000 0.026 1775 7200.0 27.60 1216.473 1.192
25 20 20 1791 7200.0 27.50 1170.000 0.026 1747 7200.0 23.20 1298.272 0.769
26 20 20 1681 7200.0 22.70 1207.000 0.028 1741 7200.0 22.30 1276.443 0.754
27 20 20 1724 7200.0 20.40 1291.000 0.024 1843 7200.0 25.10 1291.000 0.725
28 20 20 1649 7200.0 17.80 1221.000 0.028 1721  7200.0 20.20 1246.331 0.813
29 20 20 1711 7200.0 20.60 1227.000 0.026 1729 7200.0 18.70 1253.470 0.817
30 20 20 1715 7200.0 23.80 1212.000 0.024 1663 7200.0 19.20 1275.337 1.611

Médias 145760 6968.5 21.08 102647 0.020 | 1486.00 6528.0 18.60 1086.70 0.540

Tabela 6 — Resultados para os modelos (LIAO) e (L2).
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RL Liao e RL L2 por ID % RL Liao e % RL L2 por ID
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Figura 11 — Resultados da RL para os modelos de (LIAO) e (L2) para o conjunto de
instancias 1.

Analisando a relaxagao linear na Tabela 6, notamos que VLR;5 1ia0 = 5,8%,
contudo o modelo (L2) também obteve valores de relaxacao linear estritamente maiores
as dos modelos originais de (LIAO) para 26 das 30 instancias foram. Verificando a Fi-
gura 11 notamos a dominancia da RL de (L2) em rela¢@o a RL de (LIAO), principalmente

nas instancias 15 a 20.
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Figura 12 — Resultados do cpu(s) para os modelos de (LIAO) e (L2) para o conjunto

de instancias I;.

Na Tabela 6 podemos constatar que o modelo de (LIAO) nao atingiu o
tempo maximo de execugao para apenas uma instancia, enquanto (L2) néo o atingiu
em quatro instancias. Dessa maneira, podemos ver na Figura 12 que nas instancias
que (L2) ndo atingiu 0 maximo, obteve um tempo consideravelmente menor do que
(LIAO). Inclusive, se verificarmos a instancia 8, que ambos os modelos n&o precisaram
do tempo maximo de execuc¢ao, podemos ver que houve uma diferenca de cerca de
25% entre (L2) e (LIAO), ou seja, podemos dizer que em geral os modelos tiveram

tempos de execucao semelhantes, mas o modelo de (L2) obteve resultados melhores

em algumas instancias.
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de (L2

Figura 13 notamos que o comportamento foi bem semelhante.
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Figura 13 — Resultados do UB para os modelos de (LIAO) e (L2) para o conjunto de

Analisando a Tabela 6 podemos ver que em sete instancias o makespan

~—

foi menor que o modelo de (LIAO), tendo VUB; 1iqa = 19,48%. Contudo, pela
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Figura 14 — Resultados do gap para os modelos de (LIAO) e (L2) para o conjunto de
instancias 1.

Pela a Tabela 6 podemos ver que o modelo (L2) obteve uma média de gap
de 18.60%, menor que o do modelo de (LIAO) de 21.08%, sendo que em 19 das 30
instancias foi estritamente menor. Pela Figura 14 vemos que o comportamento em
algumas instancias foi bem diferente, por exemplo na instancia 18 e 30, o modelo de

(L2) obteve gaps consideravelmente menores do que o modelo de (LIAO).
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gap por modelo e ID
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Figura 15 — Resultados do gap em grafico de caixa para os modelos de
(MANNE),(M2),(LIAO) e (L2) para o conjunto de instancias I;.

Por fim, podemos comparar os gaps de todos os modelos entre si. A Figura
15 representa um grafico de caixa dos gaps. Podemos notar que os modelos de
(MANNE) e (M2) tiveram o comportamento em geral menor do que (LIAO) e (L2).
Inclusive, 0 modelo de (LIAO) teve um comportamento com os maiores gaps, tendo a

maior média e mediana, e o modelo (M2) obteve a menor média e mediana.

6.2 Resultados computacionais para instancias da literatura para os modelos
Manne (1960), (M2) e (MLJ2)

Para os testes realizados para as instancias da literatura, escolhemos o
modelo de (MANNE), por ter tido um comportamento melhor do que o de (LIAO) em
relacao aos upper bounds. Dessa maneira, testamos o conjunto de instancias I, com
(MANNE), (M2) e (MLJ2).

Para obtencao dos upper bounds a meta-heuristica GRASP-ELS foi execu-
tada com 200 iteragdes do GRASP, o = 0.6, 100 iteragbes do ELS e 20 permutagdes.
Esses parametros foram encontrados de maneira empirica e, vale ressaltar, que diver-
sas avaliacboes poderiam ser feitas para estima-los de maneira mais eficiente, assim
como obter mais analises acerca dos valores encontrados pela meta-heuristica. Con-

tudo, o objetivo do trabalho ndo € analisar a qualidade da meta-heuristica. Entao,
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focamos no comportamento dos modelos de programacao linear inteira para resolugcéao
do problema do sequenciamento e ndo abordaremos essas questdes referentes a
meta-heuristica com mais profundidade. Dessa forma, 0 ¢;,,, Obtido em cada instancia
foi utilizado como upper bound nos 3 modelos. A Figura 16 abaixo representa o tempo

de execucao para cada instancia.
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Figura 16 — Tempo (em segundos) para obtencédo das solu¢des de partida usando a
meta-heuristica GRASP-ELS para cada insténcia do conjunto 1,.

Notamos que, em geral, o tempo de execucédo foi baixo, sendo o maior
de aproximadamente 125 segundos e a média de cerca de 47 segundos. Também
observamos claramente que as instancias de Taillard (1993) sdo mais demoradas do
que as demais, visto que tiveram os maiores tempos de execuc¢ao.

Os resultados da execucédo dos modelos estdo descritos na Tabela 7. A
legenda dessa tabela € a mesma das tabelas anteriores, sendo que HEUR indica
o valor de UB obtido pela GRASP-ELS. Esse valor pode nao ser o melhor valor de
solugéo viavel conhecido da literatura. Quando coincidir, o valor estara em negrito na
coluna HEUR. Além disso, a RL do modelo (MLJ2) estara em negrito quando for maior

que a RL de (MANNE) e (M2).
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Instancia (MANNE) (M2) (MLJ2)

ID |J| |M| HEUR UB gap% cpu(s) RL cpu-rl(s) UB  gap% cpu(s) RL cpu-rl(s) UB  gap% cpu (s) RL cpu-rl(s)
ftoé6 6 6 55 55 0.00 0.01 47.00 0.00 55 0.00 0.01 47.00 0.00 55 0.00 0.01 47.00 0.00
ft10 10 10 930 930  0.00 30.11  655.00 0.00 930 0.00 19.43 741.58 0.01 930 0.00 37.25 74158 0.03
f20 20 5 1165 7200.00 387.00 0.01 7200 744.02 0.08 7200.00 744.05 0.33
la0t 10 5 666 666 0.00 289 413.00 0.00 666 0.00 2.66 541.70 0.01 666 0.00 240 541.70 0.03
la02 10 5 655 655  0.00 2.56 394.00 0.00 655  0.00 239 484.12 0.01 655 0.00 2.85 484.12 0.02
la03 10 5 597 597  0.00 0.84  349.00 0.00 597  0.00 0.89 44164 0.01 597  0.00 0.55 442.26 0.02
la04 10 5 590 590 0.00 0.37  369.00 0.00 590 0.00 0.32  463.44 0.01 590 0.00 0.35 463.44 0.03
la05 10 5 593 593  0.00 21.08  380.00 0.00 593  0.00 18.05 453.18 0.01 593  0.00 10.25 453.18 0.02
la06 15 5 926 926 29.00 7200.00 413.00 0.00 926 32.00 7200.00 667.85 0.03 926 30.00 7200.00 667.85 0.09
la07 15 5 890 890 25.00 7200.00 376.00 0.00 890 22.00 7200.00 630.94 0.03 890 27.00 7200.00 630.94 0.09
la08 15 5 863 863 23.00 7200.00 369.00 0.00 863 23.00 7200.00 602.52 0.05 863 23.00 7200.00 603.34 0.17
la09 15 5 951 951 22.00 7200.00 382.00 0.00 951 21.00 7200.00 666.24 0.04 951 23.00 7200.00 666.30 0.14
lato 15 5 958 958 31.00 7200.00 443.00 0.00 958 31.00 7200.00 684.63 0.09 958 32.00 7200.00 684.64 0.11
lat1 20 5 1222 | 1222 49.00 7200.00 413.00 0.01 1222 48.00 7200.00 820.85 0.08 | 1222 46.00 7200.00 820.89 0.34
lai2 20 5 1039 | 1039 31.00 7200.00 408.00 0.01 1039 35.00 7200.00 720.41 0.09 | 1039 34.00 7200.00 720.79 0.36
lai3 20 5 1150| 1150 41.00 7200.00 382.00 0.01 1150 42.00 7200.00 762.04 0.10 | 1150 40.00 7200.00 762.19 0.37
lai4 20 5 1292 | 1292 52.00 7200.00 443.00 0.01 1292 53.00 7200.00 860.48 0.10 | 1292 51.00 7200.00 860.59 0.32
lai5 20 5 1207 | 1207 51.00 7200.00 378.00 0.01 1207 48.00 7200.00 824.84 0.09 | 1207 46.00 7200.00 824.92 0.34
lai6 10 10 945 945  0.00 270 717.00 0.00 945  0.00 249 758.18 0.01 945  0.00 271 758.18 0.03
lai7 10 10 784 784  0.00 4.02 646.00 0.00 784  0.00 266 651.51 0.01 784  0.00 227 651.51 0.03
lai8 10 10 848 848  0.00 0.73  663.00 0.00 848  0.00 0.38 667.38 0.01 848  0.00 0.30 667.38 0.03
lat9 10 10 842 842  0.00 0.65 617.00 0.00 842  0.00 0.74 652.67 0.01 842  0.00 1.86 652.67 0.03
la20 10 10 902 902 0.00 0.45 756.00 0.00 902 0.00 0.32 756.00 0.02 902  0.00 0.44  756.00 0.03
ta01 15 15 1242 | 1231 0.00 1488.63 963.00 0.02| 1231 0.00 1291.97 963.00 0.10 | 1231 0.00 768.90 963.00 0.21
ta02 15 15 1249 | 1244 0.00 3446.75 942.00 0.02| 1244 0.00 3665.86 942.00 0.10 | 1244 6.00 7200.00 942.00 0.17
ta03 15 15 1233 | 1218 0.00 601.59 921.00 0.02| 1218 0.00 819.94 921.00 0.14 | 1218 0.00 1084.27 921.00 0.20
ta04 15 15 1196 | 1175 0.00 1295.83 911.00 0.02| 1175 0.00 659.79 972.23 0.08| 1175 0.00 1244.89 97223 0.17
ta05 15 15 1237 | 1235 7.00 7200.00 940.00 0.02| 1235 8.00 7200.00 966.28 0.10| 1231 500 7200.00 966.28 0.18
ta06 15 15 1252 7200.00 849.00 0.02 7200 969.85 0.11 7200.00 969.85 0.20
ta07 15 15 1228 | 1227 0.00 3494.16 935.00 0.02| 1227 0.00 2801.10 950.47 0.09 | 1227 0.00 3581.36 950.47 0.16
ta08 15 15 1221 1217 0.00 1362.06 963.00 0.02| 1217 0.00 1342.27 963.00 0.10| 1217 0.00 535.37 963.00 0.20
ta09 15 15 1299 | 1274 0.00 1447.40 982.00 0.02| 1274 0.00 2142.06 982.00 0.11 1274 0.00 1970.99 982.00 0.20
tal0 15 15 1265| 1241 0.00 1625.30 896.00 0.02| 1241 0.00 168559 975.35 0.10| 1241 0.00 328243 97535 0.20
tatt 20 15 1428 7200.00 949.00 0.04 7200.00 1061.12 0.23 7200.0 1061.12 0.81
tat2 20 15 1414 7200.00 1012.00 0.07 7200.00 1076.21 0.26 7200.0 1076.26 0.76
tal3 20 15 1395 7200.00 919.00 0.04 7200.00 1041.92 0.28 7200.0 1041.93 0.84
tal4 20 15 1356 7200.00 990.00 0.05 7200.00 1015.15 0.23 7200.0 1015.15 0.76
tal5 20 15 1410 7200.00 880.00 0.04 7200.00 961.93 0.26 7200.0 962.06 0.93
tal6 20 15 1408 7200.00 932.00 0.06 7200.00 1061.21 0.27 7200.0 1061.21 0.74
tal7 20 15 1496 | 1496 22.00 7200.00 979.00 0.04 7200.00 1053.58 0.30 7200.0 1053.58 0.93
tal8 20 15 1463 7200.00 900.00 0.06 7200.00 1067.60 0.22 7200.0 1067.60 0.83
tal9 20 15 1399 7200.00 920.00 0.05 7200.00 1019.38 0.29 7200.0 1019.39 0.86
ta20 20 15 1394 7200.00 928.00 0.04 7200.00 1052.59 0.29 7200.0 1052.60 0.84

Médias 983.22 11.97 4196 677 0.02 | 966.68 11.71 4187.42 806.03 0.11 | 966.55 11.71 4309.99 806.08 0.31

Tabela 7 — Resultados para os modelos (MANNE), (M2) e (MLJ2) para as instancias
do grupo I,
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Figura 17 — Resultados da RL para os modelos de (MANNE), (M2) e (MLJ2) para o
conjunto de instancias £,.
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Podemos ver na Tabela 7 que os modelos (M2) e (MLJ2) obtiveram um
aumento consideravel na relaxagéo linear € VRLy2 manne = V RLyMLI2 Manne = 19.06%, ou
seja, um aumento da média do valor da relaxacéo linear em 19.6%. Pela Figura 17
notamos que em algumas instancias pontuais, como em [al5, o valor da relaxagéo

linear dos modelos (M2) e (MLJ2) mais que dobrou em relagcdo ao de (MANNE). Em

~—

cerca de 84% das instancias o modelo (M2) e (MLJ2) tiveram relaxagdes lineares
estritamente maiores do que o modelo de (MANNE). Além disso, na comparacao de
(M2) com (MLJ2) ndo notamos grande diferenga nos valores avaliados. Contudo, a
relaxacao linear de (MLJ2) é ligeiramente maior para 15 das 43 insténcias. Dessa
forma, para esses experimentos computacionais, 0 modelo (MLJ2) mostrou-se mais
apertado que (MANNE) e (M2), sendo que a prova formal da validade ou ndo dessa

afirmacao para o caso geral ndo foi tratada neste trabalho.



76

cpu(s) Manne, cpu(s) M2 e cpu(s) MLJ2 por ID Instancia % cpus(s) Manne, % cpus(s) M2 e % cpus(s) MLJ2 por ID Instancia

@ cpu(s) Manne ®cpu(s) M2 ® cpu(s) MLI2 @9 cpus(s) Manne @% cpus(s) M2 ®% cpus(s) MLI2

106 | t06
ft10 | ft10
120 120
1201 1201
1a02 la02
1a03 1203
1204
1205
1a06

1204
1205
1a06
1207
1208
1209
la10
la11
la12
la13
la14
la15
la16
la17
la18

1a07
1208
1a09
la10
la11
la12
la13
la14
la15
la16
la17
la18

1a19
la20
@01
ta02

1a19
1a20
ta01
ta02

ID Instancia
ID Instancia

ta03
ta04
ta05
ta06
a07
ta08
ta09
tal0
tall
tal2
tal3
tal4
tals

ta03

ta04
ta05
ta06
ta07
ta08.
ta09
tal0
tall
tal2
tal3
tal4
tals
tal6
tal7?
tal8
tal19
ta20

tal6
tal7
ta18
tal9
ta20

N
5]
=

m

©
&g
=
S
g
=

i

o
ES

4 Mil 8 Mil 0% 40% 60%
cpu(s) Manne, cpuls) M2 e cpuls) MLJ2 % cpus(s) Manne, % cpus(s) M2 e % cpus(s) MLJ2

Figura 18 — Resultados do cpu(s) para os modelos de (MANNE), (M2) e (MLJ2) para
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Podemos verificar na Tabela 7 que os modelos de (MANNE), (M2) e (MLJ2)
atingiram o tempo limite de execugcao em 23 das 43 instancias, ou seja cerca de
metade das instancias. Além disso, em 10 das 43 instancias, ou seja 25%, o modelo
de (MANNE) ndo conseguiu achar pelo menos uma solugéo viavel. Ja os modelos
(M2) e (MLJ2) ndo conseguiram encontrar solu¢do viavel em 11 instancias. Pela
Figura 18 notamos que em algumas instancias, por exemplo 1a90, ta02, ta03 e tal0, 0
modelo (MLJ2) obteve um tempo de execugao bem superior, quando comparado aos
modelos de (MANNE) e (M2). Isso evidencia a dificuldade de resolugéo das instancias,
principalmente para o conjunto de instancias de Taillard (1993), pois em metade dessas

instancias o0 modelo de (MANNE) nao encontrou uma solugao viavel.
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Figura 19 — Resultados do UB para os modelos de (MANNE), (M2) e (MLJ2) para o
conjunto de instancias £,.
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Vemos na Tabela 7 que para o modelo (MANNE) o CPLEX encontrou uma
solucdao com mesmo makespan do upper bound da meta-heuristica para 31 das 43
insténcias. Para o modelo (M2) isso ocorreu em 27 instancias e para o modelo (MLJ2)
para 28 instancias. Vemos na Figura 19 que, quando os modelos encontraram solugdes,
0 upper bound foi igual em praticamente todas as instancias, com exce¢éo da instancia
ta05 que o modelo (MLJ2) encontrou um valor de makespan um pouco menor que 0s

demais modelos.



78

gap Manne, gap M2 e gap MLJ2 por ID Instancia

®gap Manne ®gap M2 ®gap MLI2

t06
ft10
1201
1a02
1a03
1a04
1a05
1a06
1a07
1208
1a09
1a10
la11
la12
la13
la14

la15

ID Instancia

la16

la17

la18

la19

1220

ta01

ta02

ta03

H

ta05

ta07

ta08

ta09

ta10

tal7

10% 20% 30% 40% 50%
gap Manne, gap M2 e gap MLJ2

1)
=

Figura 20 — Resultados do gap para os modelos de (MANNE), (M2) e (MLJ2) para o
conjunto de instancias £,.

Analisando a Tabela 7 temos que para o gap, em geral, todos os modelos
tiveram valores muito proximos. Contudo, considerando as 33 instancias em que o
modelo de (MANNE) encontrou pelo menos uma solugao viavel, em 27 delas o modelo
(M2) e (MLJ2) encontraram um gap pelo menos tdo bom quanto o de (MANNE). De
fato, em 4 dessas 27 instancias os modelos (M2) e (MLJ2) tiveram gaps estritamente
menores. Pela Figura 20 observamos que os valores de gap dos trés modelos para as

instancias [a06 a lal16 foi bem semelhante.
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Figura 21 — Resultados do gap em grafico de caixa para os modelos de (MANNE),
(M2) e (MLJ2) para o conjunto de instancias 1.

Por fim, ficou evidente que a melhora significativa na qualidade dos lower
bounds nao se refletiu na obtencao de melhores solugdes viaveis ou para provar a
otimalidade das solug¢des obtidas pelo CPLEX. Contudo, vemos no grafico de caixa
da Figura 21 que a média dos gaps dos modelos (M2) e (MLJ2) foram um pouco
inferiores quando comparadas a media do modelo de (MANNE). Além disso, em
relagdo aos upper bounds da literatura, ndo tivemos éxito em encontrar solucoes
melhores. Esse ponto carece de mais estudo para descobrir como tirar proveito das

novas desigualdades que fortaleceram as relaxagdes lineares dos modelos testados.
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7 CONCLUSAO

Abordamos neste trabalho o problema do sequenciamento de trabalhos com
minimizagao do makespan. Desenvolvemos um modelo baseado em arranjo linear
denominado (MLJ), bem como desigualdades véalidas com base em propriedades
estruturais do problema. O objetivo foi fortalecer a relaxacao linear de alguns dos
principais modelos matematicos para o JSSP disponiveis na literatura. Precisamente,
as novas desigualdades possibilitaram obter melhores lower bounds para as variaveis x
de inicio de processamento das trabalhos nas maquinas e na variavel de makespan C,,, .
Conforme observado em experimentos computacionais preliminares em Cavalcante et
al. (2020), assim como nos novos experimentos, de fato as desigualdades propostas
melhoram a qualidade do valor da solucao da relaxacéo linear dos modelos testados.

De uma forma geral, os modelos (M2) e (MLJ2) foram eficazes na reso-
lucdo de nossas instancias quando comparados ao modelo (MANNE). A melhora
na relaxacao linear foi bem superior com (M2) e (MLJ2), chegando a melhorar as
médias dos valores da relaxacao linear em cerca de 19% em relacdo ao modelo original
de (MANNE) sendo que em cerca de 84% das instancias os modelos desenvolvidos
testados tiveram relaxagdes lineares estritamente maiores. Dessa forma, evidenciando
a eficacia das novas restricdes desenvolvidas para o JSSP. Por outro lado, infelizmente
nao fomos capazes de fazer com que esses modelos tirassem proveito da melhora de
suas relaxagoes lineares. Ainda assim, espera-se que tais resultados abram uma nova
diregéo para o desenvolvimento tedrico do problema quanto ao estudo do fortalecimento
desses modelos como trabalhos futuros.

Existe a possibilidade de aproveitar familias exponenciais de desigualdades
validas para o modelo de arranjo linear em um algoritmo de branch-and-cut (B&C)
do MIP CPLEX que sabidamente fortalecem o modelo MinLA que n&o usamos neste
trabalho. Igualmente, ja que algumas das desigualdades propostas tornaram pesada,
em termos de tempo de execucao, a resolugdo dos modelos para o JSSP aqui testados,
é possivel explora-las em um algoritmo de B&C como cortes pré-definidos em user-cut-
callbacks do CPLEX a medida que forem sendo violadas ao longo da arvore de busca
do CPLEX.

Além disso, como trabalhos futuros também podemos pensar em adaptar

essas desigualdades validas para a perspectiva de programacao por restricdes, testar
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o modelo (MLJ) e (MLJ2) com outras fun¢des objetivos para o sequenciamento, estu-
dando dessa maneira o impacto das desigualdades nas funcdes objetivos, e utilizar a

ideia da adaptacao do modelo MinLA como geragéo de colunas do JSSP.
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