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RESUMO

O objetivo deste trabalho € investigar as mudangas decorrentes das modificagdes no arranjo
dos cristais fondnicos unidimensionais onde os materiais constituintes sao espacialmente or-
ganizados de acordo com as sequéncias quasiperiddicas espelhadas de Fibonacci simétricas e
anti-simétricas. Neste trabalho, estudamos quasicristais fonénicos compostos por dois materiais
distintos, chumbo e epdxi, envolvidos por duas camadas semi-infinitas compostas por um terceiro
material, o aluminio. Esses cristais possuem propriedades que podem ser ajustadas de acordo
com o empilhamento de seus componentes, podendo dar origem a bandgaps acusticos. Por isso,
a fondnica € atualmente um campo de pesquisa altamente atrativo e possui diversas aplicagdes,
principalmente em sensores, filtros, isoladores acusticos, entre outras dreas. Aplicando as condi-
coes de continuidade nas interfaces, os espectros de transmissdo da onda sonora incidente foram
calculados numericamente, empregando-se o0 método de matriz de transferéncia. Estudamos os
efeitos do angulo de incidéncia e do arranjo espacial da estrutura. Nossos resultados mostram que
a propagacdo de ondas actsticas longitudinais (ou p) e transversais (ou s) sdo quase semelhantes
porque a velocidade da onda para o modo longitudinal € apenas cerca de metade da velocidade
da onda transversal. Além disso, alguns efeitos sdo obtidos variando-se o angulo de incidéncia e
a quasiperiodicidade, que tem origem nas correlacdes de longo alcance dos arranjos simétricos e
antissimétricos da sequéncia espelhada de Fibonacci. E possivel observar alguns aspectos que
destacam o potencial de aplica¢des tecnoldgicas demonstrado pela estrutura, como a presenca de
bandgaps fondnicos amplos, para aplicagdo em sistemas de bandgap ultra-largo, e multipicos de

transmissao em regides de bandgap sem a necessidade de introdugdo de defeitos.

Keywords: Fononica. Quasicristais. Fibonacci convencional e espelhado. Bandas fondnicas

proibidas. Método da matriz de transferéncia.



ABSTRACT

The goal of this work is to investigate the changes resulting from the modifications in the
arrangement of the one-dimensional phononic crystals where the constituent materials are
spatially organized according to the symmetric and anti-symmetric mirrored quasiperiodic
Fibonacci sequences. In this work, we study phononic quasicrystals composed of two different
materials, lead and epoxy, surrounded by two semi-infinite layers composed of a third material,
aluminum. These crystals have properties that can be adjusted according to the stacking of
their components, and can give rise to the acoustic bandgaps. Because of this, phononics are
currently a highly attractive research field and have several applications, mainly in sensors, filters,
acoustic insulators, among other areas. By applying continuity conditions at the interfaces, the
transmission spectra of the incident sound wave were calculated numerically by employing the
transfer-matrix method. We studied the effects of the incidence angle and the spatial arrangement
of the structure. Our results show that the propagation of longitudinal (or p) and transversal (or
s) acustic waves are almost similar because the wave speed for longitudinal mode is only about
half the wave speed of the transversal one. Besides, some effects are obtained by varying the
incidence angle and the quasiperiodicity, which has origin on the long-range correlations of the
arrangements symmetric and antisymmetric of the mirrored Fibonacci sequence. It is possible to
observe some aspects that highlight the potential for technological applications demonstrated
by the structure, such as the presence of wide phononic bandgaps, for application in ultra-wide
bandgap systems, and transmission multi-peaks in bandgap regions without the need to introduce

defects.

Keywords: Phononics. Quasicrystals. Conventional and mirrored Fibonacci. Phononic band-

gaps. Transfer-matrix method.
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1 INTRODUCAO

As vibracdes derivadas da perturbacdo de ruidos ambientais, as ocasionadas por
cargas de impacto de colisdes, as induzidas por fluxo turbulento ou pelo préprio motor em
aeronaves e, até mesmo, ondas de ultrassom aplicadas na inspe¢do de estruturas ou do corpo
humano s@o apenas alguns das muitas aplicagdes de ondas vibro-acusticas e cargas dinamicas;
exemplifica Hedayatrasa (2018b). Diante da observacdo de tamanha influéncia, o autor ressalta a
necessidade de projetos apropriados e otimizagao das estruturas constituidas para comportamento
vibro-acustico, desde pequenos transdutores ultrassonicos até grandes pegas automotivas.

Cristais fondnicos (PnCs, do inglés phononic crystals), sio materiais que, nos ultimos
anos, t€ém ganhado inimeras aplicagdes no tratamento de ondas mecanicas por serem estruturas
cujas propriedades actsticas podem ser manipuladas a partir da configuracdo de suas camadas,
de acordo com sua geometria e as propriedades mecanicas dos materiais que os constituem
(KUSHWAHA et al., 1993; SIGALAS; ECONOMOU, 1993; LU et al., 2009).

Dos vérios estudos que estdo sendo realizados acerca deste novo material, muitas
aplicagdes em engenharia, por exemplo, no design de dispositivos acuisticos como filtros, sensores,
isoladores de vibracdes e supressores de ruido (ALY; MEHANEY, 2012a; XIAO et al., 2013;
BARKAT; MAMRI, 2018; KHATEIB et al., 2020) t€ém sido desenvolvidas com base no potencial
de bandas proibidas. Isto é devido a capacidade destes cristais poderem apresentar a chamadas
bandas fononicas proibidas (PBGs, do inglé€s phononic bandgaps).

Em sistemas unidimensionais, o nimero de camadas e suas espessuras sao fatores
que tornam possivel a calibragem da largura desses PBGs, tanto da largura quanto da posic¢ao.
Naio obstante, as bandas de passagens existentes nos intervalos entre bandas proibidas podem ser
introduzidas através da aplicacao de camadas de defeito ou da utilizagdo de designs quasiperiddi-
cos como base para as estruturas (AYNAOU et al., 2005; ZHANG et al., 2012; ALY et al., 2017,
ALY et al., 2019).

Diante da vasta aplicabilidade deste novo tipo de estrutura e do anseio de promover
avancos no desenvolvimento deste tipo de estruturas, percebe-se a necessidade de avaliar os
efeitos que a quasiperiodicidade implica na propagacdo de ondas transversais e longitudinais
em quasicristais fondnicos unidimensionais (1D-PnQCs, do inglés one-dimensional phononic
quasicrystals) de Fibonacci. Portanto, quais os novos resultados que poderdo ser obtidos a
partir do estudo da propagacdo de ondas acusticas através de PnCs unidimensionais de estrutura

baseada na sequéncia quasiperiddica de Fibonacci espelhada simétrica e antissimetricamente?
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Dessa forma, o objetivo geral do presente trabalho € estudar os efeitos da utilizacdo
das estruturas quasiperiddicas de Fibonacci simétrica e antissimetricamente espelhadas como
base para configuragdo de cristais fon6nicos em uma dimensao. Para tanto, foram delineados os
seguintes objetivos especificos: observar e comparar os resultados obtidos para os espectros de
transmissao das ondas propagadas de modo longitudinal e transversal; investigar a influéncia do
angulo de incidéncia em relacdo ao eixo normal ao plano de incidéncia, do niimero de periodos da
sequéncia adicionados ao cristal e, também, destacar as principais caracteristicas e divergéncias
da utilizacao de simetria e antissimetria no espelhamento das configuracdes investigadas.

Parte-se da hip6tese de que, devido ao grau de desordem caracteristico, as estruturas
quasiperiddicas que, por sua vez, tem seus comportamentos amplificados ou atenuados por conta
da condicao de espelhamento, para que assim seja possivel observar os comportamentos que
podem vir a ser explorados em engenharia, tais como modos localizados de onda e faixas de
frequéncia completamente proibidas, com base no potencial destas bandas proibidas.

No Capitulo 2, fazemos uma breve introducdo aos cristais fononicos evidenciando
suas principais propriedades, abordando sobre os comportamentos e vantagens de cada uma das
suas configuracdes de periodicidade em uma, duas e trés dimensdes e destacando algumas das
principais aplicagdes do material j4 estudadas em trabalhos realizados, que foram utilizados
como base bibliogréfica para este trabalho.

No Capitulo 3, abordou-se algumas das ferramentas utilizadas para as simulagdes
realizadas no cristal fondnico e, também, das utilizadas como base para o design dos mesmos.
Discutimos sobre a quasiperiodicidade, a sequéncia de Fibonacci e das condi¢des de simetria e
antissimetria espelho; apresentamos as equagdes que regem a propagacao das ondas mecanicas;
descrevemos, em detalhes, o método da matriz de transferéncia, que se utiliza das condi¢des de
continuidade nas interfaces, que foi aplicado para obten¢do dos valores de transmissao.

No Capitulo 4, apresentamos os nossos resultados do calculo numérico, discutindo
quanto a influéncia da quasiperiodicidade, a condi¢ao de espelhamento e do grau de desordem
da estrutura, além, das influéncias dos modos de propagacao normal e transversal, faixas de
frequéncias e angulo de incidéncia. Além disso discutimos os principais resultados obtidos.

Por fim, no Capitulo 5 apresentamos as principais conclusdes do trabalho desenvol-
vido, dentre as quais destacamos: a presenca de uma banda fondnica proibida muito larga e de
picos ou multipicos nesta regido, e as principais aplicagdes tecnoldgicas do sistema considerado.

Além disto, apresentamos ideias de trabalhos que poderdo ser desenvolvidos futuramente.
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2 CRISTAIS FONONICOS

Neste capitulo realizamos uma breve introducao aos cristais fononicos evidenciando
seu conceito, suas principais propriedades e abordando sobre os comportamentos que estes pro-
porcionam. Também foi reservado um espago para tratar das suas configuracdes de periodicidade
em uma, duas e trés dimensdes e algumas caracteristicas de cada uma. Por fim, foram listadas e
discutidas algumas das aplicacdes do material j4 estudadas em trabalhos realizados por diversos

autores e outras que demonstram seu potencial para futuras inovagdes.

2.1 O que saos Cristais Fononicos

Khelif e Adibi (2015) define PnCs como sendo um novo tipo de estrutura periddica
sintético com capacidades promissoras de manipulagdo da propagacao de ondas elasticas (ou
actisticas). E, em seu conceito, uma estrutura em rede heterogénea composta pelo arranjo
periédico de dois ou mais materiais com certo contraste entre si, ou formando inclusdes de vazios
em um unico material (DEYMIER, 2013b; HEDAYATRASA, 2018a).

PnCs apresentam novas caracteristicas ndo encontradas em materiais sélidos, como
por exemplo, a capacidade de dar origem a intervalos de frequéncia em quais nao é permitida a
propagacgao de ondas actsticas através de sua estrutura. Este fendmeno, conhecido como PBGs,
pode ser explicado com base na natureza periddica dos PnCs (KHELIF; ADIBI, 2015).

Deymier (2013b), Khelif e Adibi (2015) exemplificam outra propriedade de mani-
pulacdo de ondas, citando que, em decorréncia da adicao de qualquer tipo de defeito a cristais
perfeitos ou alterando os recursos de algumas poucas células adjacentes, podemos obter efeitos de
modos localizados de ressonancia dentro das bandas proibidas, permitir o design de dispositivos
como guias de onda e cavidade para controle de propagacao.

E, entdo, extremamente importante controlar e otimizar as bandas proibidas, em
termos de largura e localiza¢cdo, com base no interesse de aplicacio, ajustando as propriedades do
material. A eficiéncia dos cristais € definida principalmente pelas configura¢des das suas unidades
de repeticao (célula unitaria), como geometria, topologia, composicdo e periodicidade, podendo
ser em uma, duas e trés dimensdes (ver Figura 1) criando bandas proibidas unidirecionais, no
plano e omnidirecionais (HEDAYATRASA, 2018a).

Em 1995, pesquisas mostraram a capacidade de atenuar fortemente ondas acusticas a

certas frequéncias por meio da utilizacio da escultura minimalista de Eusebio Sempere, exibido
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Figura 1 — Representacdo de exemplos de cristais fondnicos com periodicidade em uma,
duas e trés dimensoes.

Z (T 77 7
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Fonte: Elaborada pelo autor.

a céu aberto em um parque em Madrid (ver Figura 2). As pesquisas dirigidas pelo Instituto de
Ciéncia dos Materiais de Madrid resultaram na primeira mensuracio experimental de atenuagao

de som Deymier (2013a), Khelif e Adibi (2015), Hedayatrasa (2018a).

Figura 2 — Um exemplo de cristal fondnico bidimensional: a peca de arte moderna de Eusebio
Sempere consiste de uma escultura composta de cilindros de ago de 2.9 cm de didmetro arranjados
em uma malha quadrada e com perlodo de 10 cm.
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Fonte: (KHELIF; ADIBI, 2015)



18

Segundo Deymier (2013a), este efeito € causado ndo devido a absor¢do advinda da
rigidez do arranjo de tubos de aco no ar, mas pode ser justificado devido a multiplas interferéncias
das ondas sonoras. O autor ainda afirma que o arranjo periddico € o verdadeiro responsavel
pelo fendmeno por conta da capacidade de gerar essas interferéncias construtivas e destrutivas,
sendo esta segunda responsavel pela atenuacdo da amplitude das ondas transmitidas. Além
dos cristais artificiais que tem seus designs sendo investigados e entdo produzidos pela ciéncia,
podemos encontrar na natureza estruturas de capacidade semelhante a dos cristais. Um conjunto
de arvores urbanas arranjadas periodicamente, como apresentado na Figura 3, pode apresentar
um comportamento similar ao de um cristal fondnico natural em larga escala.

Hoje, usando o PnC, novos dispositivos (filtros acusticos, ressonadores, fontes de
luz e lentes) com excelentes indicadores de desempenho podem ser realizados. Além disso, ao
utilizar-se dessas estruturas para formar metamateriais acusticos, pode-se descobrir novos efeitos,
como refracdo negativa, invisibilidade acustica ou hiperlentes. Espera-se que, em um futuro
proximo, o impacto do PnC apareca em aplicagdes como comunicagdo sem fio, sensoriamento,
processamento de sinal acustico e imagem de ultrassom (KHELIF; ADIBI, 2015).

O exemplo da Figura 3 tem base em estudos que comprovaram, através de simula-
¢des computacionais em um modelo tridimensional e verificacdo experimental, resultados que
averiguaram a validade das bandas proibidas geradas (HUANG et al., 2019). Segundo o autor, o
crescente estudo com enfoque nas capacidades de proibi¢ao da propagacdo de ondas permitidas
nos cristais foi a responsavel pela abertura de novas perspectivas que buscam esclarecer o meca-
nismo efetivo, ecolégico e econdmico de redugdo de vibracao e controle de ruidos propiciados

pela vegetacdo urbana.

2.2 Cristais em 1, 2 e 3 Dimensoes
2.2.1 PnCs em uma dimensdo

A Figura 4 exemplifica uma estrutura de multicamadas com periodicidade em apenas
uma dimensdo que tem ganhado destaque e grande importancia na ciéncia. Este tipo de material,
também chamado de super-rede, geralmente tem em sua composicdo a presenga de dois ou
mais materiais dispostos em camadas repetidas em uma determinada sequéncia (BOUDOUTI;
DJAFARI-ROUHANI, 2013; SANCHEZ-DEHESA; KROKHIN, 2016).

O aspecto mais caracteristico dessas heteroestruturas € a capacidade que possuem,
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Figura 3 — Arvores urbanas como cristal fondnico natural em larga escala. (a) Arvores fondnicas.
(b) Layout do experimento de vibragdo nas arvores fondnicas. (c) Esquema representando o
arranjo periddico das arvores fononicas e do ruido e ondas de Rayleigh originadas devido a
vibracdo do trifego.
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Fonte: Adaptado de Huang et al. (2019).

diferentemente dos materiais sélidos, de possibilitar a existéncia de bandas de frequéncia
proibidas devido a diferenga entre os parametros acusticos de seus materiais constituintes
(KRIEGEL; SCOTOGNELLA, 2017; ALAMI et al., 2019). Sédnchez-Dehesa e Krokhin (2016)
mencionam também que, neste caso particular, podemos obter de maneira fechada a relagdo de
dispersdo e, ainda, temos que hé propagacdo independente das ondas de polarizag¢do longitudinal

e transversal no caso do vetor de Bloch estar direcionado na mesma dire¢do do eixo da super-rede:

Apesar do problema de ondas actsticas em materiais sélidos e fluidos terem
sido estudados intensivamente desde o inicio do dltimo século, este campo
de pesquisa continua atraindo a atengdo de estudos por conta do alto nivel de
qualidade de controle e perfei¢do alcancado no desenvolvimento de técnicas
de micro e nanoestruturas, mas também devido técnicas de experimentacio
sofisticadas usadas para provar diferentes modos desses sistemas em diferentes
dominios de frequéncia. Em adicéo, esses sistemas podem apresentar diversas
aplica¢des guiando, proibindo e filtrando ondas. (BOUDOUTI; DJAFARI-
ROUHANI, 2013, p. 90, tradug@o nossa).

Algumas demonstragdes tedricas e experimentais vem sendo realizadas nos tltimos

anos com a finalidade de comprovar o comportamento de reflexdo omnidirecional que as estrutu-
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Figura 4 — Diagrama estrutural de um cristal unidimensional
(1D) de bandas de passagem ajustaveis devido a presenga
de uma camada piezoelétrica como defeito. O coeficiente
de transmissdo da onda varia como fun¢ao de x devido ao
contraste das propriedades mecanicas das camadas subse-

quentes.
Z A
dp | da dc
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X
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Fonte: (WANG et al., 2014).

ras de apenas um grau de periodicidade também podem apresentar, como € o caso do exposto por
Manzanares-Martinez et al. (2004 apud BOUDOUTI; DJAFARI-ROUHANI, 2013) que atestou
essa capacidade em super-redes compostas de alguns periodos de chumbo e ep6xi sanduichados
entre substratos de Nylon. Este comportamento consiste da reflexdo total, independentemente do
angulo de incidéncia e da polarizacdo das ondas acusticas.

Boudouti e Djafari-Rouhani (2013) destaca, ainda, que devido a facilidade para
execucao de seus designs e dos calculos empregados, analiticos e numéricos, para este tipo de
material é requerido apenas ferramentas relativamente simples. Este fato é também uma notdvel
vantagem desses sistemas em uma dimensdo, que possibilita uma compreensio mais aprofundada

das bandas proibidas e a relagdo destas com as propriedades fisicas deste tipo de estrutura.

2.2.2 PnCs em duas dimensaoes e trés dimensoes

Devido a sua periodicidade podemos observar no cristal 2D - estruturas que apre-
sentam periodicidade em dois eixos € homogeneidade no terceiro - € 3D - cuja caracteristica
periddica das estruturas se estendem aos trés eixos - apresentam comportamentos ndo comumente

encontrados nas estruturas em uma dimensao abordados na subsecao anterior.
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Quanto aos métodos de confec¢do destes materiais, Sukhovich et al. (2013) afirma
que estes sao geralmente construidos, para realizacdo de estudos tedricos e experimentais,
utilizando-se de cilindros, no caso de estruturas 2D que sdo comumente considerados simples-
mente como secdes vazadas e preenchidas por ar. De maneira similar para os cristais 3D, que
faz uma cldssica analogia a cristais naturais, esferas sdo comumente utilizadas como unidade de
repeticao.

Embora existam muitas maneiras diferentes de se obter cristais fononicos tedrica
e experimentalmente (pela variacdo do material das unidades de repeticao
e da matriz em que se baseia a estrutura), algumas condi¢des sdo sempre
observadas: o tamanho caracteristico da unidade de repeti¢do (cilindro ou
esfera) e a condi¢do da constante de rede ser sempre em fungdo do comprimento
de onda da radiag@o incidente para garantir que as caracteristicas cristalinas

decorrentes de sua regularidade afetem a propagacdo da onda através do cristal.
(SUKHOVICH et al., 2013, p. 96, traducao nossa).

Fazendo uma breve comparagdo entre os cristais em duas e trés dimensdes, podemos
destacar em primeiro momento a maior capacidade que os cristais 3D tem de apresentar um
comportamento particular de corte de onda eldstica omnidirecional e, evidentemente por analogia,
maior capacidade de exibir zonas proibidas de frequéncia em relagdo aos de menor ordem
(ASSOUAR et al., 2016).

Outra diferenca entre os cristais 2D e 3D € que, ha para este segundo hd uma maior
dificuldade e uma maior delicadeza, geralmente, exigida na sua fabricacio (HENDERSON et
al.; KINRA; KER; MASLOV et al., 2001, 1983, 2000 apud ASSOUAR et al., 2016). Todavia,
Assouar et al. (2016) destaca que, ainda assim, cristais fononicos em trés dimensdes continuam
sendo fabricados e experimentados em macroescala e estudos recentes em nanoestruturas tem
sido possibilitados por conta de novas técnicas quimicas e com métodos de mensuracao nao
destrutivos.

Por fim, apesar da grande variedade de implementacdes possiveis aos cristais fond-
nicos que Sukhovich ef al. (2013) expde - isolamento de som, guias de ondas, ressonadores e
filtros com fundamento na existéncia de bandas proibidas e refragdo negativa, que ocorre quando
a velocidade e vetor da onda s@o antiparalelos no material - ele afirma que estas propriedades
podem sempre ser descritas por meio das interferéncias construtivas ou destrutivas das ondas

acusticas ou eldsticas originadas das reflexdes de Bragg.



Figura 5 — Cristais 2D retangular (a) e prismatico (b) usados em experimentos de Yang et
al. (2002), Sukhovich et al. (2004), Yang et al. (2004), Sukhovich et al. (2008), composto
de hastes de aco inoxiddvel mantidas no lugar por duas placas de policarbonato, imerso e

preenchido por dgua. PnC 3D usado em experimentos de Yang et al. (2002), Yang et al.

(2004), Page et al. (2004), Biest et al. (2005), montado em dgua, composto de esferas de
carboneto de tungsténio em camadas empilhadas. Em (d) temos uma imagem aproximada
da superficie do cristal tridimensional.
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2.3 Aplicacoes

Mohammadi et al. (2016) reforca que estruturas de cristais fondnicos possuem uma
grande variedade de aplicacOes possiveis utilizando-se de vérios padrdes para configuracdo
destas e diante dos intervalos de frequéncia que podem atuar. O autor faz ainda mencao a futuros
desenvolvimentos em diversas dreas onde se encontra um grande potencial para aplicagdes
e pesquisas acerca de cristais fondnicos e metamateriais, de onde destacamos e discutimos

brevemente sobre algumas destas.
2.3.1 Sensores

A utilizacdo das estruturas de cristais fondnicos para aplicagdes de sensoriamento
tem se demonstrado como uma drea com grande potencial para pesquisas futuras, embora
sua exploragdo tenha sido iniciada recentemente. Para aplicacdo no design de biossensores, 0
desejavel € sua utilizacdo junto a meios gasosos ou liquidos, sendo assim mais interessante o
projeto e analise de estruturas para detec¢cdo de objetos alvos neste tipo de meio. A perda advinda
da atenuacao nos liquidos pode ser minimizada ao se utilizar de modos apropriados a estrutura.

(LUCKLUM; LI, 2009 apud MOHAMMADI et al., 2016)
2.3.2 Refracdo negativa e superlente

Mohammadi et al. (2016) cita, como potenciais aplicacdes de metamateriais acusti-
cos, a protecdo contra terremotos € tsunamis, lentes compactas para uso em testes médicos € nao
destrutivos. Este ramo de pesquisas vem sendo uma das dreas mais ativas nos estudos de cristais
fondnicos e metamateriais. Estas aplicagdes se tornam possiveis devido a efeitos de refracao
negativa (ZHANG:; LIU, 2004 apud MOHAMMADI et al., 2016), lentes eficientes e compactas
(WU et al., 2011 apud MOHAMMADI et al., 2016), e camuflagem utilizando-se da capacidade
dessas estruturas de modificar grandemente as caracteristicas de dispersao da propagacao de

ondas.
2.3.3 Controle de ruido e isolamento aciistico

A partir da atenuagdo sonora observada em esculturas periddicas publicadas hd
alguns anos (MARTfNEZ—SALA et al., 1995 apud MOHAMMADI et al., 2016), estruturas

de cristal fononico t€m sido utilizadas para controle e isolamento de ruido (WEN et al., 2005
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apud MOHAMMADI et al., 2016) e embora seja conhecido experimentalmente que estruturas
periddicas podem isolar vibragdes, com surgimento da andlise de cristais fononicos tornou-se
mais sistematica a observacdo. As principais aplicagdes além do controle de som e acustica
podem incluir isolamento de vibrac@o e mesas livres de vibracdo em aeronaves, como continua

Mohammadi et al. (2016).
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo abordamos brevemente sobre PnCs 1D e explicamos como construi-
los um de acordo com a sequéncia quasiperiddica de Fibonacci. Em seguida, reservamos espago
para discutir as propriedades mecénicas dos materiais, apresentar a equacdo da onda mecénica, o

método da matriz de transferéncia e algumas de suas propriedades.

3.1 Sequencias quasiperiodicas

Albuquerque e Cottam (2004) citam o rdpido desenvolvimento de técnicas altamente
sofisticadas de crescimento como sendo uma das razdes da recente viabilidade da pesquisa de
superficie e interface; e um maior desenvolvimento dessas tecnologias devido a sua aplicacdo na
industria. Os autores reforcam também que o desenvolvimento da tecnologia de crescimento
de cristal tornou os materiais cientificos mais versateis e os avancos na fabricacdo de materiais
multicamadas permitiram revelar as novas caracteristicas dessa estrutura.

Eles permitem também uma intrigante nova classe de materiais artificiais perio-
dicos (ou super-rede) e de camadas quasiperiddicas, onde neste suas proprieda-
des macroscdpicas estdo prontamente sujeitas a projeto ou controle por meio
da variacdo da espessura ou composicédo dos filmes constituintes. Na verdade,
algumas dessas propriedades podem ser tnicas a estrutura de multicamadas

e fornecem o potencial para aplicagdes de dispositivos (JAROS, 1989 apud
ALBUQUERQUE; COTTAM, 2004, p. 25, tradugdo nossa).

Do ponto de vista tedrico, os espectros de muitos tipos de excitagdes elementares
em estruturas quasiperiddicas foram extensivamente estudadas por varios grupos. Ja do lado
experimental, foi a partir dos trabalhos de Merlin e colaboradores (MERLIN et al., 1985; TODD
et al., 1986; BAJEMA; MERLIN, 1987), que, através da técnica de crescimento epitaxia por
feixe molecular (MBE, do inglés molecular beam epitaxy), relataram a constru¢do da primeira
super-rede quasiperiddica seguindo a sequéncia de Fibonacci (ALBUQUERQUE; COTTAM,
2004; COELHO, 2010).

Para este trabalho, as estruturas quasiperiddicas investigadas foram desenvolvidas
com base na sequéncia de Fibonacci, um exemplo de sequencias conhecidas como sequéncias
substitucionais. Albuquerque e Cottam (2004), Coelho et al. (2010) descrevem essas sequéncias
como sendo obtidas a partir de regras de substitui¢ao e destacam o fato destas serem objetos
frequentes de estudos em diversas dreas, tais como a Matemdtica (DEKKING, 1976; DEKKING,
1977; CHRISTOL et al., 1980), Computacio (COBHAM, 1969; COBHAM, 1972), além da
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Fisica. Essas sequéncias sio caracterizadas pela natureza de seu espectro de Fourier (QUEFFE-
LEC, 1987), como citam os autores, podendo ser singular continuos (sequéncia de Thue-Morse
e periodo duplo), ou a tratada neste trabalho, dense pure point (sequéncia de Fibonacci).

Com a finalidade de apresentar uma breve defini¢do de sequéncia substitucional
consideremos & um conjunto infinito chamado alfabeto (onde & = A, B, por exemplo, sendo A
e B dois blocos constituintes diferentes), € o conjunto de todas as "palavras"de comprimento
finito (como AABAB) que podem ser escritas com base no alfabeto serd denotado por £*. Agora
definimos £, que atua nestas palavras substituindo cada letra (por exemplo, A) dela por sua
imagem correspondente, denotada por §(A), servindo como um mapa de & a £*. Por fim, se uma
sequéncia se mantém invaridvel quando cada letra da sequéncia € substituida pela sua imagem
em §, ou seja, é um ponto fixado de {, esta é dita como sendo uma sequéncia substitucional
(ALBUQUERQUE; COTTAM, 2004).

Uma vez que se define a sequéncia quasiperiddica que serd investigada, € feita a
associagcdo com a superposi¢do dos blocos de constru¢do que constituem a célula unitaria do
sistema fisico quasiperiddico. Os blocos de constru¢@o associados conterdo informagdes fisicas

sobre os tipos de materiais usados no sistema em estudo.

3.2 Sequencias de Fibonacci convencional e espelhadas simétrica e antissimétrica

Em primeiro lugar, deve-se construir a sequéncia de Fibonacci, aqui denominada
de Fibonacci convencional, que pode ser obtida por um processo iterativo ou por uma regra
de substitui¢do que é: dada uma cadeia de duas letras A e B e come¢ando com uma letra B
como uma semente, substitui-se todas as letras A e B na cadeia por AB e A, respectivamente,
ou, resumidamente, A — AB e B — A. Mais especificamente, considerando N como o nimero
da geragdo e comecgando Fy = [B], as proximas cadeias de letras sdo F| = [A], F» = [A|B],
F3; = [A|B|A], Fy = [A|B|A|A|B], Fs = [A|B|A|A|B|A|BJA], e assim por diante. Alternativamente,

pode-se obter as sequéncias de Fibonacci por uma regra geral de inflacao
Fy=Fy_1Fy-» (forN >2), (3.1

com Fp =Be F; = A (COSTA et al., 2017). A Figura 6 (a) apresenta as primeiras geragoes da
sequéncia de Fibonacci convencional.
As sequéncias de Fibonacci espelhadas simétrica e antissimétrica podem ser obtidas

a partir da convencional. Partindo do caso espelhado simétrico, obtém-se este inserindo um
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Figura 6 — Sequéncias de Fibonacci (a) convencional, e espelhadas (b) simétrica, e (c) antissimé-
trica.

(a) (b) (©)
B B|B B|A
PN PN PN
A AlA AlB
P ~ ~ — ~
AB A B|B A A B|A B
Pd N e ~ — ~
ABA ABAJABA ABA|IBAB
ABAAB ABAABBAABA ABAABABBAB

Fonte: Elaborada pelo autor.

espelho no final da sequéncia e considerando o seu reflexo. Por exemplo, vamos considerar a
terceira geragdo da sequéncia convencional de Fibonacci F3 = [A|B|A], a sequéncia simétrica
espelhada € obtida justapondo-a com sua sequéncia espelhada [A|B|A] e o resultado € a terceira
geragdo da sequéncia simétrica de Fibonacci espelhada Fy = [A|B|A|A|B|A]. Da mesma forma,
a sequéncia antissimétrica é obtida da estrutura simétrica correspondente trocando A por B
e vice-versa apenas na parte espelhada. Continuando com o exemplo anterior, a sequéncia
espelhada antissimétrica é [B|A|B] e justapondo-a depois de F3, temos a terceira geracdo da
sequéncia antissimétrica de Fibonacci, que é F{* = [A|B|A|B|A|B]. Em geral, as regras de inflacio

das sequéncias espelhadas simétricas e antissimétricas sdo, respectivamente,

FjS = FyFy (3.2)
€

onde Fy, Fy e FAT, sdo a N-ésima geragdo das sequéncias de Fibonacci convencional e espelhadas
simétrica e antissimétrica, respectivamente. Observe que as condicdes iniciais para as duas
sequéncias espelhadas permanecem as mesmas da convencional. Nos rétulos (b) e (c) da Figura
6, apresentamos as primeiras geragdes das sequéncias de Fibonacci espelhadas simétrica e

antissimétrica, respectivamente. A linha s6lida vermelha representa o espelho.
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Figura 7 — Um esquema ilustrativo do 1D-PnQC com arranjo de acordo com a quarta
geracdo das sequéncias de Fibonacci espelhadas (a) simétrica e (b) antissimétrica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 Modelo Fisico e Equacio de Propagacao de Ondas

Agora, para descrever a geometria do sistema fondnico, na Figura 7, apresentamos
um esquema ilustrativo onde as camadas espacialmente dispostas na dire¢do z e com interfaces
no plano xy. As estruturas consideradas neste trabalho sao compostas por camadas de dois tipos
de materiais distintos, denominadas A (camada amarela) e B (camada azul), as quais foram
dispostas de acordo com as sequéncias quasiperiddicas de Fibonacci espelhada simétrica (a)
e espelhada antissimétrica (b). Como exemplo, a quarta geracdo das sequéncias espelhadas
de Fibonacci simétricas e antissimétricas (ver Figura 6). A superficie vermelha simboliza o
espelho. Como estamos interessados em investigar a propagacao (ou, mais especificamente, a

transmissdo) de ondas mecanicas em um sistema de multicamadas finitas, ele deve ser circundado
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por um meio incidente e emergente, denominado C (regides verdes). Os meios A, B e C sdo
todos materiais s6lidos isotrépicos e nao dispersivos. O parametro geométrico € a espessura da
camada d, enquanto os parametros fisicos (ou mecanicos) sdo a constante de Lamé A ;, médulo
de cisalhamento i}, coeficiente de Poisson v;, densidade de massa p; e médulo de Young E;
(j=A,Be().

Para a onda actistica se propagando na direcdo z através de um cristal fondnico da
esquerda para a direita, o deslocamento em um meio j pode ser escrito pela seguinte equacdo

(ROSE, 2014)

- 1 d%g;
Vig, = — I 3.4
q)n’ V?Y 8[2 ’ ( )

onde Y= p ou y = s para ondas longitudinais (ou p) e transversais (ou s), @;, (x,y,t) € @; (x,y,)
sao as componentes dos deslocamentos ao longo das dire¢des z e x, respectivamente, e V2
€ o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas (MALDOVAN; THOMAS, 2009). A

velocidade da onda vy tem duas expressdes, a saber,

(3.5)

Vi = %, (3.6)

para ondas longitudinais e transversais, respectivamente.

Propondo a propagacao de ondas planas na dire¢do z para um meio j, com um vetor
de onda k: = (kyj,0,k;;) e um angulo de incidéncia 6}, a solugdo para o deslocamento neste
meio pode ser expressa como (para simplificar, omitimos o indice Y em algumas expressoes a

partir de agora)
0) (x,2,1) = ¢ (2) ko =27f1), (3.7)

onde ¢;(z) é a amplitude do deslocamento, k,; = k;sin 0; = kyc = k¢ sin O¢ é a componente x do
vetor de onda k j enquanto 6¢ € o angulo de incidéncia (ver Figura 7). Darelacdo @ =27 f = vk},
segue que kc = @/ve = 2nf/ve, onde @ é a frequéncia angular, f é a frequéncia e v¢ € a
velocidade da onda no meio C.

A amplitude dos deslocamentos ¢;(z) tem duas contribui¢des: uma para uma onda

que se propaga da esquerda para a direita e outra que se propaga na dire¢ao oposta com suas
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respectivas amplitudes desconhecidas. Para cada um dos trés meios, ¢;(z) pode ser escrito da

seguinte forma,

9a(z) = Ae A Ao, (3.8)
05(z) = Be'*#* 4 Be~ k7 (3.9)
€

Ce'kct 4 Ce=*k«c*  (para o meio incidente),
¢c(z) = | (3.10)
Cekc? (para o meio emergente),

onde k;; = kjcos6; € a componente z do vetor de onda k j que pode ser desenvolvida, como
mostrado a seguir, resolvendo a Equacdo 3.4 através do operador de Laplace e da derivada parcial

de segunda ordem de ¢, como se segue abaixo:

9%,

55 = —kesin’ 6cgy: G-1D
2. 2

88Z(§J _ %ei(kcsin Ocx—27ft) (312)

c

529,

obtemos a expressao

dZ ) . 2 2
_Ksin 6, + d_;gez(kcsmecx—ant) _ tzf) 0. (3.14)
J

Substituindo a Equacdo 3.7 na Equacao 3.14 obtemos a expressao,

: d*¢ (2mf)?
2 2 _
—k¢sin” 6c; + a2 ‘% ;. (3.15)

e dai

24 2
C;j;j =- [(27:{ L sin? 9c] 9; (3.16)

Vi
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sendo parte do segundo termo da equacgdo, entre os parénteses,

2nf)?  (2nf)?
K2 = (”{) y ”zf) sin2 6 | . (3.17)
Vj VC

que pode ser reescrita como

2 2
k=2 (V—C> — sin2 6. (3.18)

ou

2
ke :kc\/<v—c7) —sin® 6. (3.19)
Viy

Portanto, substituindo as Equagdes 3.8 a 3.10 na Equacao 3.7, para o respectivo

meio, tem-se a solucao geral da equagdo de onda na Equacao 3.4.

3.4 Método de Matriz de Transferéncia

A metodologia utilizada neste capitulo baseia-se principalmente na apresentacao
realizada por Markos e Soukoulis (2008) sobre método de matriz de transferéncia que, para siste-
mas unidimensionais, torna possivel a andlise de propaga¢ao de ondas, como eletromagnéticas,
acusticas, eldsticas, etc. O autor refor¢ca que, uma vez desenvolvida a técnica para um tipo de
propagacdo, pode-se facilmente adaptar a aplicacdo para outros tipos de onda.

Em geral, faz-se a andlise do espalhamento da propagacdo de onda através de
determinado meio descrevendo a amplitude de uma onda do lado esquerdo em relagdo ao do
direito deste, sendo que a onda em ambos os lados possui duas componentes uma se movendo
para direita e outra a esquerda. Esta relacdo define a matriz de transferéncia M que, devido as
componentes da onda, ¢ uma matriz 2 X 2 e por meio desta pode-se facilmente obter os valores
de amplitude de transmissao e reflexdo (MARKOS; SOUKOULIS, 2008).

Infere-se do que € dito por Markos e Soukoulis (2008) que, calcular analiticamente
a matriz de transferéncia para investigar a propagacdo por através de "n"meios € relativamente
descomplicado a partir da extensdo do cdlculo para um primeiro meio. Com o aumento do
nimero de camadas as ondas passam a dar origem as bandas proibidas e bandas de passagem;
comportamento caracteristico da propagacdo de ondas por através de meios periddicos. O método
¢ de extrema utilidade no célculo de reflexao e transmiss@o de ondas incidindo em sistemas de

estrutura periddica, quasiperiddica ou randomica.
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3.4.1 Definicdao de Matriz de Transferéncia

Para uma explicacio geral sobre o método da matriz de transferéncia, considere uma
fun¢do de onda y(7,t) = y(x,y,z,t), onde ¥ = xX + yy + zZ é o vetor posi¢do e ¢ € o tempo, e que
¢ solucdo da seguinte equacdo de onda

= 1 %y
Viy =5 — 3.20
onde V2 = 92/9x* + 92 /dy* + 92 /dz* é o operador Laplaciano.

Figura 8 — As ondas incidentes quf € Y, sdo espalha-
das pela amostra. As ondas saindo, Yy e l//;)r consis-
tem da reflex@o e transmissdo devido as propriedades
da amostra. As ondas no meio externo a amostra pode
ser descritas pelas Equacgdes 3.21 e 3.22.

+
Ve 78
— —
Ve v,
D
Amostra

T T : X
0 |
Fonte: Adaptado de Markos e Soukoulis (2008).

O fendmeno de dispersao, significa a interagdo da onda com o meio, podendo dar
origem ao comportamento de reflexdo ou transmissao devido a propagac¢do através da amostra.
As amplitudes de transmissao ¢ e de reflexdo r podem ser calculadas e partindo destes valores
obtidos pode-se prever as propriedades fisicas da amostra.

Assumimos que as equacoes de onda antes de incidir sobre a amostra e logo apds ter
se propagado por através desta sdo conhecidas e podem ser escritas como sendo uma superposi¢ao
de ondas planas:

VE(x,1) = yg (1) +yg (x), x<0, (3.21)

Wp(x,1) =y (x,0) + yp (x),  x>1.

A posicio da onda em relagdo a amostra € indicada pelos subscritos D (direita) e E (esquerda) e
a direcao da propagacdo € determinada pelos sobrescritos +(-) de maneira que + significa que

a propagacao da onda se da na direcao positiva (da esquerda para a direita) e - significa que a
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propagacdo ocorre na direcdo negativa (direita para a esquerda). Por exemplo, a onda incidente,
indicada por ‘VE , € descrita pela equagao de onda a esquerda da amostra que se propaga para a
direita, se aproximando da amostra (ver Figura 8).

As componentes da equacdo de onda podem ser expressas por:

kx —ikx
9

V(o) =ad®, g (or) = be
1 ik'x ik x

v (x,1) = d'e™™, v, (x,1) =ble

(3.22)

onde k € o vetor de onda.

A fim de relacionar as amplitudes das ondas a esquerda e a direita da estrutura,
faz-se necessario o uso de condi¢des de contorno nas interfaces em x = 0 e x = /. Em geral,
tais condi¢des de contorno envolvem a continuidade da fun¢ao de onda e de suas derivadas (em
geral, € a primeira derivada) nas interfaces. Supondo que a continuidade seja na funcdo e na sua
primeira derivada, da exigéncia da continuidade da funcio de onda e sua derivada nos limites da

amostra obtemos

d d
vele=0) = g(x=0), T _ 20 (3.23)
x=0" x=0t
na extremidade esquerda da amostra, e
d d
Yplx=1") = d(x=1"), ";L)fx) - ‘gff) (3.24)
x=It x=I-

na extremidade da direita, onde ¢ (x) é a solu¢do da equac@o que descreve a onda se propagando
dentro da regido da amostra 0 < x < [.

Desde que a equacdo de onda consista apenas da superposicao de ondas planas,
como discutido nas Equagdes 3.21 e 3.22, a resolucao deste problema se torna muito simples.
Conhecendo o lado direito das quatro Equacdes 3.23 e 3.24 pode-se estimar os coeficientes que
descrevem completamente as propriedades de dispersio da amostra; a, a’, b e b’ definidos nas
Equacdo 3.22.

Em geral, as relacdes lineares entre as ondas chegando e saindo da amostra pode ser

escritas como

Tx=1,t T(x=0,t
v ( ) Y VE ( ) (3.25)
vp(x=11) Vg (x=0,1)
que define a matriz de transferéncia M, que relaciona os coeficientes da fun¢@o de onda do lado
direito da amostra em termos dos coeficientes da fun¢do de onda do lado esquerdo. A matriz de

transferéncia € mais apropriada para andlises de sistemas unidimensionais.
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As matrizes de transferéncia possuem parametros complexos que podem ter seu ni-
mero reduzido ao se utilizar de simetrias fisicas. Discutiremos duas dessas simetrias: conservagao

das amplitudes e simetria de reversao temporal.
3.4.1.1 Conservacdo das amplitudes

Podemos introduzir uma relacdo entre os elementos da matriz de transferéncia M a
partir dos resultados que comprovam que amplitude das ondas incidindo na amostra de um lado
devem ser iguais em magnitude ao das que saem da amostra no outro lado, de modo que

? (3.26)

el + v " = i |+ o
onde |y|> = y*y e y* é a conjugada complexa de .

E simples verificar que a Equagdo 3.26 pode ser reescrita em forma vetorial como

P— 1 0 V/+ . —x 1 0 \//+
(Ve v ™) =) ° (3.27)
—1 Yy 0 -1 /5
Utilizando a defini¢do de matriz de transferéncia, Equacdo 3.25, e sua forma conju-
gada
(w5 ") = (v vy M’ (3.28)
obtemos
. . [1 o0 v . 1 0 v
(Wi wg™) B =wgrvp M| (3.29)
-1 Yy 0 -1 v,

Uma vez que esta relacdo deve ser vdlida para qualquer funcdo de onda I/IE e Vg,

obtém-se a relacao

M’ =M , (3.30)
0 —1 0 —1

que em sua forma explicita € dada por

M;, M; 1 0 My My 1 0
11 M2 _ (3.31)
e por sua vez, implica que os elementos da matriz de transferéncia satisfazem as seguintes
relagdes:
My |* = Moy P = 1, Moo |” — [Mya|* = 1

(3.32)
MTIMlz—MSIMZZZO, MikzM]] —MikzMZ] :0
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3.4.1.2 Simetria de reversdo temporal

Existe outra simetria para sistemas fisicos que sdo simétricos no que diz respeito a
inversdo de tempo, que reduz ainda mais o nimero de parametros independentes na matriz M.
Se o sistema possui simetria de reversdo temporal e se Y(z) é uma solugio para a

equacdo de onda, entdo y*(z), conjugada complexa, também é solugdo. A conjugada complexa

da equacao

¥(z) =™ (3.33)
é a onda

yi(z) =e ™, (3.34)

cuja propagacido € dada no sentido oposto. Isso faz com que, neste caso, as ondas que adentram
a amostra sdo Yz * e Y} * e as que saem dela sdo Y7 * e y,*, mantendo ainda o mesmo sistema

fisico de antes. Como a matriz de transferéncia relaciona as ondas que entram com as que saem

obtemos
o) o (VE ) (3.35)
vy v

A equacgdo acima segue o modelo da Equacgdo 3.25, que € a definicdo da matriz de

transferéncia M, e pode ser reescrita como

0 1 — 0 1 -
Vo) _ Ve (3.36)
10} \yp* 10/ \y”

A conjugada complexa da Equacdo 3.25, por outro lado pode ser descrita como

+x +%
o) e [V (3.37)
— % —%
Yp Ve
No caso de simetria de reversao temporal, pela comparagdo das duas tltimas equa-
coes pode-se observar que a matriz de transferéncia satisfaz a relacao
0 1 0 1
M
10 10

= M*. (3.38)

Com o uso de simetria (Equacg@o 3.38) obtemos que, para sistemas com simetria de

reversao temporal, a matriz de transferéncia tem a seguinte forma

My M
M= 11 12 (3.39)
My My,
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e que
det[M] = 1. (3.40)

Da Equagdo 3.39 também se obtem que Tr[M] = M| + My, = My; +M{; é um
numero real quando a simetria de reversdao temporal € preservada.

Reduzimos o nimero de elementos independentes na matriz de transferéncia para
trés por meio da aplicacdo dos dois requisitos para conservacio do fluxo de probabilidade e
simetria de reversdo temporal. M é dada por dois nimeros complexos M| € M};, ou por quatro
numeros reais, que determinam as partes real e imaginaria de M| e M,, na verdade. Como a

restri¢do para que det[M] = 1, os quatro niimeros ndo sdo independentes.
3.4.2 Amplitudes de transmissdo e reflexdo

De modo a encontrar o significado fisico dos elementos da matriz de transferéncia
M retornamos ao experimento de dispersdao descrito na Secdo 3.4.1. Considere uma onda se
propagando pela esquerda na dire¢do da amostra. Como nenhuma onda se propaga vindo pela

direcdo da direita, temos
v, =0. (3.41)

e Equacdo 3.25 passa a ser

T(x=1 My M T(x=0
vy (x=1) _ 11 12 Vi (x=0) (3.42)
0 My, My Vg ()C = 0)
donde obtemos,
Wi (r = 1) = My v (x = 0) + Miay (x = 0) (3.43)
e
0= lel//E ( )+M221//E (x = 0) (3.44)

Por definicao, os coeficientes de transmissdo e de reflexdo sdo definidos como sendo a
razdo entre as amplitudes das ondas incidente e transmitida, e incidente refletida, respectivamente.

Logo, das Equagées anteriores, obtemos

T — ‘WD(X—_Z ‘ (3.45)
yg (x = M)
c
W2 2
R=|YE (r=0)|" _|Ma (3.46)
Ve (x=0) M)
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3.4.3 Multiplicacdo de Matrizes de Transferéncia

Consideremos um experimento mais complexo em que a onda ird se propagar através
de duas amostras individuais (ver Figura 9), sendo a primeira amostra localizada em (a < x < b),
e a segunda amostraem (b < x < ¢).

Podemos utilizar as matrizes de transferéncia M| e M;, que determinam as proprie-
dades fisicas de cada uma das amostras, ou podemos considerar as propriedades equivalentes
ao intervalo a < x < ¢ e usar uma matriz de transferéncia correspondente My, para solucionar o
problema de transmissao e reflexdo. Os resultados obtidos por esses dois métodos devem ser 0s
mesmos.

Percebemos, entdo, que os elementos das matrizes de transferéncia M e M, podem
ser utilizados para determinar completamente a matriz de transferéncia Mj;. Afim de chegarmos

a relacdo entre as matrizes de transferéncia expressamos a fun¢ao de onda em trés regioes:
VE() =g () +yp(x), x<a,
vix=b)=vy"(b)+y (b), x=b, (3.47)

vp(x) =y (x) +yp (x), x>c.

Entdo, a partir da defini¢do do matriz de transferéncia M, Equagdo 3.25, temos

+(p +
vrb)) _ | VE (@) (3.48)
v (b) g (@)

e

+ +(p
@)\ _,, (v 5.9
vp (¢) v (b)

Da combinacio das Equagoes 3.48 e 3.49, obtemos

+ +
vp (c) — MoM, Vg (a) (3.50)
vp (¢) g (@)

Podemos considerar. como discutido previamente, todo o sistema sendo representado

pela transferéncia matriz M;,. Entdo podemos escrever

vple)) _ M, v (a) | (3.51)
vy (c) Vg (a)

da comparagao entre as Equagdes 3.50 e 3.51 é que obtemos a lei da composicao

M, = MyM;. (3.52)
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Figura 9 — Explicacdo esquematica do cdlculo da transmissdo através de duas
barreiras. As amostras sdo separadas para que se possa exibir alguns caminhos da
propagacdo da onda. Na representacdo, ¢ € a transmissao e r € a reflexdo.

2]

M o1 > 2 g
11571t >

g — 2 g

! 14

ti1r, 1Tty >

" > > 2 >

L >
} } } » X
a b C

Fonte: Adaptado de Markos e Soukoulis (2008).

Figura 10 — Transmissao de uma onda se pro-
pagando através de um sistema consistindo de
duas amostras 1+ 2.

t12

1+2

1 1 »
T T »

a C
Fonte: Adaptado de Markos e Soukoulis (2008).

Podemos, entdo, determinar as amplitudes de transmissao e reflexdo para todo sistema
(Figura 10) em termos dos elementos das matrizes de transferéncia dos sistemas constituintes,
uma vez que a matriz M1, € a matriz de transferéncia de todo o sistema.

A relacdo de composicdo (Equagdo 3.52) pode ser facilmente generalizada para o

caso de N barreiras, resultando na matriz de transferéncia M dada por

M = MyMy_, - - MaM,. (3.53)
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3.5 Matriz de Transferéncia para PnC 1D de Fibonacci com simetria e antissimetria

espelho

Para calcular numericamente o coeficiente de transmissao das ondas mecanicas
em 1D-PnQCs, deve-se relacionar as amplitudes da onda emergente com a incidente e, aqui,
empregamos o método de matriz de transferéncia (TMM, do inglés transfer-matrix method), que
€ de uma abordagem muito simples e poderosa para solucdo destes tipos de problemas. Existem
dois tipos de matrizes: a matriz de transmissdo, que conecta as amplitudes em uma interface, e a
matriz de propagagdo, que conecta a onda em propagacdo em um meio homogéneo.

Ao aplicar as duas condi¢des de contorno nas interfaces, a continuidade da funcao
de onda ¢ e os componentes de tensdo, dados por (ZHENG; WEI, 2009; ALY; MEHANEY,
2012b)

d
T, =1T,=(A+2u) a—f (para ondas longitudinais), (3.54)
e
d
T = Ty = “8_;0 (para ondas transversais). (3.55)

A fim de desenvolver um método geral de matriz de transferéncia para ondas longitu-

dinais e transversais, para simplificar, também definimos o componente de tensdo como sendo

@y

TVZAYa_Za

(3.56)

onde A, = A +2u e Ay =, paray = p e Y = s, respectivamente.
Considerando que a onda atravessa a interface em z = 0 de um determinado meio o
para outro 3 (@ e B sdo A, B ou (), a partir da continuidade da func¢do de onda e do componente

geral de tensdo, Equagdo 3.56, temos

(PB (X,O,t) = (Pa (X,O,t) ) (357)
€
76,(0) = Tay(0). (3.58)

Ao substituir as Equacdes 3.7, 3.10 em 3.57 e 3.58, obtemos

B+B=a+a, (3.59)
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5 Aaykzoc _
B-B=——(a—a) (3.60)
Apykep
A partir dessas duas ultimas equagdes, temos
1 AOC)/kZOC 1 A(XYkZOC —
ﬁ:—<1—|- )a—{——(l— . (3.61)
2 Apgyk.p 2 Agykp
e
- 1 Aok 1 Aok
ﬁ=—<1——A‘” w)a+-(1+—‘” )a (3.6
2 Brkzp 2\ Apykep

Podemos escrever as Equacdes 3.61 e 3.62 em forma matricial de afim de obtermos

B a
5l Map | ] (3.63)
a
onde
Aa?’kza Aaykza
1 (150, =& %
= — By*zp ByzB
MaB 2 _ Aaykza 1 + Aayk;a ’ (3.64)
Apykzp Apyk.p

¢ a matriz de transmissao de uma onda mecénica que cruza a interface de a para 3. Observe

que, para um meio idéntico, a Equacdo 3.64 se reduz a matriz identidade, como deveria ser.
Agora, para uma onda que se propaga dentro de uma camada o com espessura dy, €

que tem vetor de onda k,y, como ndo hd interface, pode-se obter a matriz de propagacdo apenas

pela aplicacdo da continuidade da fun¢do de onda na regido 0 < z < dy, ou seja,

(POC (xydOC?t) = q)OC (X,O,l), (365)

que resulta em

—tkade — o | g, (3.66)

Otleikzo‘d‘x + d’e

onde (@', @') sdo as amplitudes da onda em z = dy. Essa equag¢@o também pode ser escrita em

forma matricial, que é dada por

o o
= My BE (3.67)
o (04

onde

My = , (3.68)
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¢ a matriz de propagacdo para uma onda mecanica em um meio Q.

Conhecendo as formas das matrizes de transmissdao e propagacgdo, dadas pelas
Equacdes 3.64 e 3.68, respectivamente, somos capazes de calcular numericamente o coeficiente
de transmissao de uma onda acustica em um 1D-PnQC de acordo com uma dada cadeia de letras A
e B cercado pelo meio incidente e emergente, rotulado como C, apenas multiplicando as matrizes
correspondentes da estrutura considerada. Considerando, por exemplo, a segunda geracao das

sequéncias de Fibonacci convencionais, simétricas e antissimétricas, que sdo, respectivamente

F, = [A|B], (3.69)
F5 = [A|B|B|A] (3.70)
c

F5' =[A|B|A|B] 3.71)

(ver Figura 6), a matriz de transferéncia para essas sequéncias sao

My = McaMaMapMpMpc, (3.72)
M3 = McaMaMagMpMgMpaMyMac (3.73)
e

M3 = McaMaMypMpMpsMsMagMpMpc . (3.74)

Assim, em geral, qualquer que seja a sequéncia da estrutura fondnica, sua matriz de
transferéncia M correspondente terd uma forma 2 x 2, e relaciona as amplitudes da onda no meio

emergente com as amplitudes no meio incidente como segue abaixo

(o C My M C
-y _ 11 12 : (375)

0 C My M»y C

a partir do qual obtemos o coeficiente de transmissao € dado por

2

) (3.76)

'
r=|S
C

2_‘ 1
M

lembrando que, devido ao principio de conservacao de energia, o determinante da matriz de

transferéncia é igual a 1, ou seja det[T| = M1 My — M1,M>) = 1.
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3.6 Espelhos de Bragg

A partir da alternancia de materiais com alto contraste em suas propriedades eldsticas
na composicao de estruturas periddicas que se obtém os efeitos dos mecanismos de Bragg, que
se baseia nas interferéncias destrutivas das ondas espalhadas pelas camadas. Este fenomeno é
que da origem aos comportamentos de bandas proibidas e sua primeira ocorréncia se dd a uma
frequéncia que pode ser aproximada pela fra¢do v/a, sendo a velocidade tipica do som v, e a 0
periodo da estrutura (PENNEC; DJAFARI-ROUHANI, 2016).

Um caso especifico deste tipo de estruturas de Bragg, € a condi¢do de }1 de compri-
mento de onda, que consiste na aplicacdo de camadas que possuem espessura igual a um quarto
do comprimento de onda no qual se deseja maxima refletividade (COTTA, 2004 apud LEITE,
2013). Nesta pesquisa utilizou-se de camadas periddicas cujas espessuras correspondem a um
quarto do comprimento da onda sonora incidente.

d= 1 (3.77)

onde Ay é o comprimento de onda central.

Leite (2013) cita ainda que devido as interferéncias construtivas que afetam as
reflexdes de cada camada para este comprimento de onda especifico, esta constru¢do permite
produzir, de modo proporcional a quantidade de pares de camadas periddicas e o contraste das
propriedades eldsticas destas, espelhos com alta reflectividade.

As demonstracdes e estudos de cristais fonOnicos que tem como base os espelhos
de Bragg tem sido mais comuns e tem se expandido em um ritmo ainda mais acelerado nos
dias de hoje MOHAMMADI; ADIBI, 2016). Este fato pode ser justificado pelo fato de que
as condig¢des aplicadas intensificam os comportamentos esperados da configuracdo do cristal,

proporcionando, também, maiores funcionalidades aos dispositivos fononicos.
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4 RESULTADOS

Nesta secdo, apresentamos os resultados dos espectros de transmissao calculados
numericamente de ondas acusticas longitudinais e transversais em um cristal fonénico 1D
quasiperiddico.

As estruturas de PnCs, exemplificadas na Figura 7, sdo compostas por dois materiais
s6lidos diferentes, chumbo e epdxi, denotados pelas letras A e B, respectivamente. A escolha dos
materiais baseia-se no fato de serem de facil obten¢cdo e manuseio, podendo assim ser feito um
estudo experimental com muito menos dificuldades. O sistema multicamadas é cercado por um
terceiro material semi-infinito, aluminio, rotulado como C.

Consideramos que as camadas, individualmente, satisfazem a condi¢do de um quarto
de comprimento de onda (MARKOS; SOUKOULIS, 2008), pois, de acordo com trabalhos
anteriores (STEURER; SUTTER-WIDMER, 2007), esperamos que as correlacdes de longo
alcance, induzidas pelas regras de inflagdo das sequéncias substitucionais, fagcam com que os
efeitos quasiperiddicos sejam mais eficazes. Por exemplo, uma vez que a condi¢do de um quarto
de comprimento de onda ¢ satisfeita, os resultados apresentardo espectros simétricos em relagao
a frequéncia central fy = 10° Hz, neste trabalho (BRANDAO et al., 2015; SILVA et al., 2019).

Esta condigdo garante as espessuras d; = v;/(4fo) (j = A, B), entdo fazendo
ds/va = dp/vp. As propriedades mecénicas, as velocidades de onda, assim como as espes-
suras dos materiais usados na simula¢do numérica estao listadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Constantes dos materiais considerados
neste trabalho.

Material Onda Chumbo Epéxi Aluminio
(Simbolo) 62 (A) (B) ©)
pj (x10° kg/m?) 11.4 1.18 2.699
Aj (x10'° N/m?) 3.3 0.443 6.1
pj (x10'° N/m?) 0.54  0.159 2.5
E; (x10'9 N/m?) 1.536  0.435 6.752

‘ 3 p 1.96 2.54 6.413
vj (107 m/s) s 0688  1.161  3.043
' 4 p 4.9 6.35
d; (<107 m) s 1721 29

Fonte: Adaptado de Aly e Mehaney (2019).

A investigacdo numérica foi realizada para duas situacdes diferentes: na Se¢do 4.1,

apresentamos o coeficiente de transmissao para ondas normalmente incidentes longitudinais e
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transversais; e na Secdo 4.2, apresentamos a transmissao para ondas incidentes obliquas. Em am-
bos os casos, os resultados para sequéncias de Fibonacci espelhadas simétricas e antissimétricas

sdo comparados com a sequéncia de Fibonacci convencional.

4.1 Caso de Incidéncia Normal

Os resultados obtidos para ondas acusticas normalmente incidentes em uma estrutura
Fibonacci convencional sdo mostrados na Figura 11 para: (a) quarta, (b) quinta, (c) sexta e (d)
sétima geragdes, nela plotamos a transmissdo 7' em funcéo da frequéncia reduzida f/fy. O caso
de incidéncia normal é importante porque os resultados mostram apenas os efeitos de sequéncia
substitucional, geracdo e tipos de ondas (s ou p). Ao longo desta se¢do, as linhas solidas azuis e
tracejadas vermelhas significam ondas longitudinais (ou p) e transversais (ou s), respectivamente.

A partir desta figura, pode-se observar que a transmissdo para as ondas p € s sao
similares por conta da constante de Lamé A ser menor que o coeficiente do Poisson v (ver
Tabela 1) e, consequentemente, por conta de que das Equagdes 3.5 e 3.6, a velocidade da onda
longitudinal é apenas cerca de metade da velocidade da onda transversal.

Ainda da Figura 11, em todas as geracdes consideradas, notamos o surgimento de
uma banda fondnica proibida larga, com frequéncias de borda de, aproximadamente, 0,5 a 1,5,
que tém aplicagdes muito importantes em materiais com bandas proibidas muito largas para
frequéncias da ordem de MHz (MARTINEZ et al., 2021). Além disso, para frequéncias reduzidas
inferiores a 0,5 e superiores a 1,5, tém-se regides de alta probabilidade para propagacao de ondas,
ou seja, sdo bandas permitidas.

Para frequéncias reduzidas em torno do intervalo médio ou frequéncia central f/ fo =
1, pode-se notar a presenca de picos de transmissd@o muito localizados, especialmente para a
quarta e sétima geragdes, rétulos (a) e (d), respectivamente, que apresentam transmissao maxima.
Para a sexta e sétima geragdo, os rotulos (c) e (d), respectivamente, outros dois picos de
transmissao aparecem € uma estrutura cujos espectros de transmissdo podem ter aplicagdes em

filtros acusticos (LEE; JEON, 2020).
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Figura 11 — Transmissdo 7" em funcéo da frequéncia reduzida f/ f para incidéncia
normal em um 1D-PnQC com arranjo baseado em multicamadas quasiperiddicas de
Fibonacci convencional para: (a) quarta, (b) quinta, (c) sexta e (d) sétima geracao.
As linhas sélidas azuis e vermelhas tracejadas significam ondas longitudinais (ou p)
e transversais (ou s), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para estruturas de Fibonacci espelhadas simétricas, os resultados da transmissao de
ondas acusticas sdo mostrados na Figura 12. Como na Figura 11, o surgimento de picos de
transmissao em torno da frequéncia central f/fy = 1 também é observado, mas, aqui, a maioria
dos picos tem alto coeficiente de transmissdao. Um espectro muito interessante € observado na
Figura 12(a), que € a quarta geracao, e apresenta trés picos bem espagados e de transmitancia
méxima (7 = 1,0) em torno da frequéncia reduzida 1,0, situagdo ideal para aplica¢des de filtros.
Também como ocorreu na sequéncia convencional de Fibonacci, a banda proibida esta localizada
em uma faixa de frequéncia reduzida de 0,5 a 1,5, e bandas permitidas para f/fy < 0,5 e
f/fo>1,5.

Para a quinta e sexta geragdes, rotulos (b) e (c), respectivamente, o pico central de

transmissao tem valor mdximo, ao contrdrio do que acontecia na sequéncia convencional, pois as



46

duas camadas B no meio da estrutura funcionam como um camada defeituosa (ver Figura 6). Ja
para a sexta e sétima geracoes, rotulos (c) e (d), respectivamente, os espectros de transmissao
sdo bastante semelhantes, apresentando um pico central em torno da frequéncia reduzia 1,0 e
mais dois picos menores.

Os resultados para 1D-PnQCs de acordo com a sequéncia antissimétrica de Fibonacci
sdo apresentados na Figura 13. Com excecao da quinta geracao, rétulo (b), pode-se observar
que o pico de transmissao, nos rotulos (a) e (d), ou picos, no rétulo (c¢), surgem em torno da
frequéncia central f/fy = 1. Mas, na Figura 13(d), o pequeno pico de transmissdo no meio da
lacuna aparece apenas para ondas transversais.

Ao contrério da Figura 12(a), uma estrutura com multipicos ndo é encontrada na
sequéncia antissimétrica. Também € notado que os picos de transmissdo no caso simétrico sao,
em geral, maiores do que no caso antissimétrico. Novamente, a regido da banda larga proibida é
a mesma que nas sequéncias convencionais e simétricas: a faixa de frequéncia reduzida é de 0,5

al)s.
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Figura 12 — Assim como na Figura 11, mas para sequéncia de Fibonacci espelhada
simétrica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Esses picos mostram a existéncia de estados localizados (HLADKY-HENNION;

BILLY, 2007; CASTRO-ARCE et al., 2010; CASTRO-ARCE et al., 2018), que t€m aplicacdes
extremamente importantes no design de filtros (BARKAT; MAMRI, 2018; LEE; JEON, 2020),

filtros polarizadores (ZHU et al., 2010), portas de demultiplexacdo de comprimento de onda
(BENCHABANE et al., 2005), ressonadores (ZHOU et al., 2012; YU et al., 2017; BELI et al.,
2018) e modos topologicamente protegidos (MOUSAVI et al., 2015; KIM et al., 2017).
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Figura 13 — Assim como na Figura 11, mas para sequéncia de Fibonacci espelhada

antissimétrica.
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A presenca desses picos de transmissao estd relacionada a uma das propriedades
mais interessantes das sequéncias quasiperiddicas: criar modos de propagacdo em regides de
banda proibida sem a necessidade de introduzir defeitos na estrutura (COSTA; VASCONCELOS,
2013). Este é um comportamento mais comumente obtido através da aplicacao de camadas
defeituosas na composi¢do da estrutura cristalina (ALY et al., 2019; KHATEIB et al., 2020;
MEHANEY; AHMED, 2020).

Este fendmeno, onde € possivel simular a interferéncia na transmissdo das ondas
de forma semelhante ao uso de um terceiro material na constru¢cao do quasicristal, deve-se ao
fato de que os arranjos baseados na sequéncia de Fibonacci com simetria espelhada causaram
regides de frequéncia localizadas dentro das regides de banda proibida (COELHO et al., 2010).
Como consequéncia, sequéncias de pelo menos duas vezes a espessura de uma unica camada
sdo criadas rotineiramente e sdo interrompidas por outra camada, criando o mesmo efeito que

ao adicionar uma camada de defeito. Ora, € interessante notar que, apesar do maior grau de
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desordem, esse efeito também pode ser observado em estruturas antissimétricas, embora com

menores valores de transmissao.

4.2 Caso de Incidéncia Obliqua

A fim de investigar a influéncia do angulo de incidéncia na propagagdo de ondas
mecanicas em 1D-PnQCs, apresentamos graficos de superficie do coeficiente de transmissio 7T
em fungdo da frequéncia reduzida f/ fy e do angulo de incidéncia 6¢. A cor branca (preta) no
mapa de cores significa transmissdo 0 (1).

Os resultados para sequéncias de Fibonacci convencionais e espelhadas simétricas
e antissimétricas sao apresentados nas Figuras 14, 15 e 16, respectivamente. Para todas essas
figuras e para um determinado rétulo, a transmissdo para ondas longitudinais (ou p) e transversais
(ou s) sdo plotadas a esquerda e a direita, respectivamente. Além disso, nos rétulos (a), (b), (c) e
(d), plotamos os espectros para a segunda, terceira, quarta e quinta geragdes.

Em geral, pode-se observar que o amplo PBG € fortemente afetado pelo angulo
de incidéncia. Como esperado, as bandas de transmissdo desaparecem a medida que o angulo
de incidéncia e, consequentemente, a componente paralela do vetor de onda k, aumentam.
Além disso, para todas as sequéncias investigadas, observamos que a transmissao para o caso
antissimétrico € menor devido ao maior grau de desordem que esta estrutura apresenta, €
proporciona uma propriedade que pode ser explorada no desenvolvimento de isolantes acusticos

(XIA etal., 2017; YU et al., 2019; LI et al., 2021).
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Figura 14 — Transmitincia (T') em funcdo da frequéncia reduzida f/fy e do angulo de
incidéncia 6 em um 1D-PnQCs com arranjo baseado na multicamada quasiperiddica de
Fibonacci convencional para: (a) segunda, (b) terceira, (c) quarta e (d) quinta geragdes.
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Figura 15 — Assim como na Figura 14, mas para sequéncia de Fibonacci espelhada
simétrica.
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Figura 16 — Assim como na Figura 14, mas para sequéncia de Fibonacci espelhada
antissimétrica.
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Nas Figuras 14(c), 15(c) e 16(c), pode-se notar os picos de transmissdo em torno
da frequéncia central f/fy = 1 que, em geral, ndo se apresenta como sendo fortemente afetado
pelo angulo de incidéncia. Do ponto de vista das aplicagdes, a situacdo mais interessante esta
presente na Figura 15(c), que € a quarta geragdo da sequéncia simétrica € mostra os trés picos
bem definidos, que podem ser explorados em avangos no design do filtros.

Finalmente, mas ndo menos importante, temos que, a medida que o nimero de
geracdo aumenta, a probabilidade de transmissdo da onda vai a zero e as regides de bandas

proibidas tornam-se bem definidas porque o nimero de camadas na estrutura também aumenta.
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Esse comportamento pode ser melhor observado em estruturas antissimétricas devido a maior
desordem neste tipo de arranjo. Isso pode ser notado pela sibita mudanca de cor do preto para o
branco. Nos gréficos de segunda geracao, Figuras 14(a), 15(a) e 16(a), a mudancga de cor € mais
suave.

Também é importante notar que o comportamento de auto-similaridade, que € uma
assinatura de um espectro fractal e encontrado em vdérias outras sequéncias substitucionais
(COELHO et al., 2010; COELHO et al., 2011; COSTA; VASCONCELOS, 2013; COSTA
et al., 2017), ndao é observado em todas as sequéncias investigadas, mesmo para o Fibonacci
convencional. Isso mostra que um espectro auto-similar tem origem nao apenas na sequéncia

substitucional, mas também no modelo fisico do sistema.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Em resumo, usamos o método da matriz de transferéncia para estudar a propagacao
de ondas mecénicas em cristais fondnicos unidimensionais quasiperiddicos onde as multicamadas
sdo compostas de dois tipos de blocos sélidos, a saber, chumbo (bloco A) e epdxi (bloco B),
e construidos de acordo com as sequéncias de Fibonacci convencional e espelhadas simétrica
e antissimétrica. Calculamos numericamente o coeficiente de transmissdo para investigar a
propagacdo de dois modos distintos, a saber, longitudinal (ou p) e transversal (ou s), os efeitos
do angulo de incidéncia e a quasiperiodicidade das sequéncias substitucionais no sistema fisico.

Para ondas que incidem normalmente as superficies das camadas, os resultados
mostraram que a transmissao para as ondas p e s sdo similares porque a velocidade da onda para
o modo longitudinal € apenas cerca da metade da velocidade da onda transversal. Os espectros
também apresentam o surgimento de uma larga banda fondnica proibida, com frequéncias de
borda de, aproximadamente, 0,5 a 1,5 MHz, e que tém aplicacOes muito importantes em materiais
com bandas proibidas muito largas, principalmente aqueles que trabalham em frequéncias na
faixa de MHz. As bandas permitidas estdo localizadas em regides de frequéncia abaixo de 0,5
MHz e acima de 1,5 MHz, mostrando que o sistema também pode ser muito util para dispositivos
ultrassOnicos na faixa de poucos MHz.

Quando se considera o caso da incidéncia obliqua, nota-se uma maior influéncia do
angulo de incidéncia apenas para frequéncias superiores a 1 MHz, com maior énfase no fato
de que, a medida que o angulo de incidéncia aumenta, pode-se observar um deslocamento para
frequéncias mais altas da borda superior da banda proibida e na banda permitida superior.

Pode-se notar também o surgimento de picos de transmissdo em torno da frequéncia
central fp = 1 MHz que, em geral, ndo apresentam ser fortemente afetados pelo angulo de
incidéncia e tais sistemas podem ser explorados no desenvolvimento de filtros acusticos, modos
localizados, ressonadores, entre outras aplicagdes tecnoldgicas muito interessantes. Em relacao
as aplicagOes para filtros acusticos, de todas as estruturas consideradas, a quarta geracdo da
sequéncia de Fibonacci simetricamente espelhada, Figura 12(a), mostra-se como sendo o arranjo
mais adequado por apresentar trés picos de alta transmissao e bem espacados.

A presenca desses picos de transmissao estd relacionada a uma das propriedades
mais fascinantes das sequéncias quasiperiodicas: criar modos de propagacdo em regioes de
banda proibida sem a necessidade de introduzir defeitos na estrutura. Verificamos também que

a presenca de simetria e antissimetria de espelho no crescimento da estrutura quasiperiodica é
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capaz de amplificar sua propriedade de gerar modos localizados.

A utilizacao de outros materiais e de outros métodos de simulacao computacional,
além de estruturas arranjadas de acordo com outras sequéncias substitucionais e quasicristais em
2D e 3D sio sugestdes para trabalhos futuros. E importante notar que todos os resultados fisicos
apresentados neste trabalho podem ser reproduzidos experimentalmente (HLADKY-HENNION;
BILLY, 2007; WALKER et al., 2014; KHATEIB et al., 2020), e esperamos que esses resultados

surpreendentes possam incentivar grupos de pesquisa experimental a investigé-los.
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