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RESUMO 
 

Este artigo foca no uso de informações regionais na estimativa de quantis de cheia com a distribuição de Valores 
Extremos Generalizada (GEV). Estudos anteriores mostram que os estimadores de quantis, baseados no método da Máxima 
Verossimilhança (ML), são muito instáveis quando aplicados a amostras de tamanho pequeno e moderado, usualmente 
encontradas na prática, principalmente em países em desenvolvimento. A razão da instabilidade dos estimadores ML obser-
vada em amostras pequenas está na alta incerteza da estimativa do parâmetro de forma κ, que pode resultar em  valores 
absurdos de quantis. Por causa disso, estimadores baseados em momentos lineares (MOM-L) são frequentemente empregados. 
Este artigo mostra que o uso de uma distribuição a priori informativa para κ, através do procedimento de Máxima Verossi-
milhança Generalizada (GML),  resolve este problema. Resultados baseados em Simulação Monte Carlo mostram que o esti-
mador GML é mais preciso que o estimador MOM-L quando -0,4 ≤ κ ≤ 0. O artigo apresenta ainda um procedimento, ba-
seado em regionalização hidrológica, para derivar uma distribuição a priori de κ ainda mais informativa com intuito de 
aumentar a precisão dos estimadores de quantis de cheia. 
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INTRODUÇÃO 
 
 
 

Muitos problemas em recursos hídricos re-
querem a identificação de uma relação de freqüên-
cia. Estas relações são usualmente definidas pelo 
ajuste de um conjunto de dados a uma distribuição 
probabilística, que fornece uma representação 
compacta e suave da distribuição de freqüência. 
Uma vez ajustada a distribuição, podem-se obter 
estimadores de quantis de interesse, associados a 
probabilidades de ocorrência, muitas vezes menores 
do que as freqüências amostrais de excedência obti-
das do conjunto de dados. 

Entretanto, a estimativa destes quantis está 
sujeita a importantes fontes de incerteza, que inclu-
em erros de medição, escolha do modelo de proba-
bilidades, e ajuste dos parâmetros. O comprimento 
dos registros de uma estação restringe a precisão dos 
estimadores locais, o que aumenta a importância do 
uso de métodos eficientes para a estimativa de pa-
râmetros e quantis, e a necessidade de utilização de 

informações regionais e/ou históricas, quando dis-
poníveis (Jin e Stedinger, 1989; Reis e Stedinger, 
2005). Este estudo apresenta uma metodologia para 
incorporar informação regional à analise estatística 
utilizando como exemplo o estudo de cheias.  

O modelo utilizado aqui para descrever a 
distribuição de cheias é a distribuição de Eventos 
Extremos Generalizada (GEV), introduzida por Jen-
kinson (1955). Esta distribuição tem sido muito em-
pregada em hidrologia e áreas afins. Ela foi reco-
mendada para análise de freqüência de cheias na 
Grã-Bretanha (Natural Environment Research 
Council, 1975), precipitação nos EUA (Willeke et 
al., 1995), e ondas do mar (Haan e de Ronde, 1998). 
A distribuição GEV recebeu atenção especial na aná-
lise regional de freqüência desde a introdução do 
procedimento index-flood, baseado nos momentos de 
pesos probabilísticos (PWM) de Wallis (1980), Greis 
e Wood (1981), e Hosking et al. (1985b). Vários es-
tudos de freqüência regional empregaram a distri-
buição GEV (Hosking et al., 1985b; Wallis e Wood, 
1985; Lettenmaier et al., 1987; Hosking e Wallis, 
1988; Chowdhury et al., 1991; Stedinger e Lu, 1995; 
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Madsen et al., 1997b; Hosking e Wallis, 1997). A ori-
gem física de máximos de variáveis ambientais suge-
re que suas distribuições podem ser de um dos tipos 
representados pela distribuição GEV (EV tipos I, II, 
e III). A distribuição GEV é muito atrativa porque 
sua inversa possui solução analítica, e seus parâme-
tros podem ser facilmente estimados pelos métodos 
dos momentos e momentos-L (MOM-L)(Hosking et 
al., 1985a; Hosking, 1990). 

Hosking et al. (1985a) mostraram, para a 
distribuição GEV, que os estimadores PWM, ou seu 
equivalente MOM-L, são melhores, em termos de 
viés e variância, do que os estimadores de máxima 
verossimilhança (ML) para amostras de tamanho 
(n) entre 15 a 100. Madsen et al. (1997a) mostrou 
que o estimador da vazão com tempo de retorno de 
100 anos, baseado no método dos momentos 
(MOM), tem menor raiz do erro quadrático médio 
(REQM), para -0,25 < κ < 0,30, do que aqueles base-
ados em MOM-L e ML para 10 ≤ n ≤ 50 anos. Esti-
madores ML são preferíveis somente quando � > 0,3 
e n ≥ 50. Uma preocupação é entender porque os 
estimadores ML se comportam tão pobremente em 
relação a outros estimadores, em especial para a-
mostras pequenas. 

O comportamento dos estimadores ML em 
amostras pequenas pode ser explicado pela alta in-
certeza na estimativa do parâmetro de forma �, que 
acaba por resultar em estimativas absurdas de quan-
tis. Isto explica o comportamento instável dos esti-
madores ML de quantis em amostras pequenas 
(Hosking et al., 1985a). Em contraposição aos esti-

madores ML, os estimadores MOM restringem κ̂  a 
valores maiores que —1/3, enquanto que os estima-
dores MOM-L restringem κ̂  a valores maiores que -1 
(Coles e Dixon, 1998). Ambos estimadores MOM e 
MOM-L incorporam implicitamente alguma restri-
ção nos valores de κ no procedimento de estimativa 
dos parâmetros da distribuição, enquanto que o es-
timador ML não o faz.  

O foco deste estudo é na incerteza paramé-
trica causada pelos erros amostrais nos valores esti-
mados do parâmetro de forma κ da distribuição 
GEV. Uma estrutura Bayesiana é empregada na aná-
lise ML para restringir os valores de κ a uma faixa de 
variação razoável do ponto de vista estatístico e físico 
para séries de vazões  máximas anuais. Esta faixa de 
variação de κ é descrita por uma distribuição infor-
mativa a priori, que associa pesos a diferentes valores 
de κ dentro da faixa permitida. Este estudo demons-
tra que tal distribuição a priori, combinada com os 
dados do local de interesse, resulta em estimadores 
de quantis mais precisos do que os estimadores 

MOM e MOM-L para amostras de tamanho peque-
no e moderado. O novo estimador é aqui denomi-
nado de estimador Máxima Verossimilhança Gene-
ralizada (GML). O artigo também apresenta o uso 
dos estimadores GML com uma distribuição a priori 
de κ mais informativa, obtida através de regionaliza-
ção hidrológica baseada em modelos de regressão. 
O método para obtenção da priori mais informativa 
para κ é aplicado às bacias dos rios Muskingum (U-
SA, Ohio) e Tibagi (Paraná), e diversas bacias no 
Estado do Ceará. 
 
 
 
A DISTRIBUIÇÃO GEV: MODELO 
E ESTIMATIVA DE PARÂMETROS 
 
 
 

A distribuição GEV incorpora as distribui-
ções Tipo I de Gumbel (κ = 0), Tipo II de Frechet (κ 
< 0) e Weibull ou Tipo III (κ > 0). A função de pro-
babilidade acumulada é dada por:  
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em que ξ + α/κ ≤ x < ∞  para κ < 0, - ∞ < x < + ∞ para 
κ = 0, e —∞ < x ≤ ξ + α/κ para κ > 0. Aqui 
ξ, α  e  κ são os parâmetros de posição, escala e for-
ma, respectivamente. Os quantis da distribuição 
GEV são dados em termos dos parâmetros e da pro-
babilidade acumulada p: 
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Os métodos considerados aqui para estima-
tiva destes parâmetros são apresentados na Tabela 1: 
MOM-L (Landwehr et al., 1979; Hosking,1990), 
MOM (Stedinger et al., 1993; Madsen et al., 1997a) 
e ML (Hosking, 1985; Hosking et al., 1985a; MacLe-
od 1989; Martins e Stedinger, 2000).  
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Tabela 1 - Estimativa dos parâmetros da distribuição GEV. 

 
Método Equações 
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onde os x(i) são observações ordenadas de uma amostra de tamanho n {x(1) ≤ x(2) ≤ … ≤ 
x(n)}, e λ1 = β0,   λ2 = 2β1 − β0, ε λ3 = 6β2 − 6β1 + β0. 

 
 
Método dos Mo-
mentos 
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onde Sign( κ̂ ) é mais ou menos 1 dependendo do sinal de κ̂ , Γ(.) é a função gama, e 
µ̂ , σ̂ e γ̂  são a média, desvio padrão e assimetria amostrais, respectivamente. O mo-
mento de ordem r da distribuição GEV existe somente se

r
1κ̂ −> . A equação da assime-

tria requer uma solução iterativa. 
 
 
 
 
 
 
Máxima Verossi-
milhança 

A função verossimilhança para uma amostra de n observações {x1, x2, …, xn }de uma dis-
tribuição GEV é 
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estimadores de máxima verossimilhança de ξ,α, e κ podem ser identificados resolvendo 
o sistema de equações: 
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MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA 
EM AMOSTRAS PEQUENAS 
 
 
O método de máxima verossimilhança possui uma 
série de propriedades ótimas baseadas na Teoria de 
Grandes Amostras, entretanto, seu desempenho em 
amostras pequenas e moderadas não tem sido muito 
bem estudado (Hosking et al.,1985a). Resultados de 
Hosking et al. (1985a) indicam que quantis basea-
dos em MOM-L são tendenciosos, mas preferíveis 
aos correspondentes estimadores ML, porque estes 
últimos são mais variáveis. O reexame do compor-
tamento dos estimadores ML em amostras pequenas 
demonstra que valores absurdos do parâmetro de 

forma κ da GEV podem ser obtidos. Para ilustrar o 
problema, considere a amostra gerada aleatoria-
mente e apresentada na Tabela 2. 
 

Tabela 2 - Amostra (n = 15) da GEV(ξ=0, α=1, κ = -0.20) 
 
-0,4154 -0,3999 -0,3973 -0,3397 -0,3094 
-0,0997 0,1546 0,4539 1,0572 1,4462 
1,4480 2,3660 2,4663 2,8629 4,6820 

 
As estimativas ML dos parâmetros da GEV 

são: ξ̂ = -0,26, α̂ = 0,33 e κ̂ = -2.00. O valor popula-

cional do quantil 0,999 (ξ=0, α=1, κ = -0,20) é 14,9, 
enquanto que o valor estimado ( ξ̂ =-0,26, α̂ =0,33 e 
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κ̂ = -2,00) é da ordem de 1x105. A Figura 1 compara 
a distribuição verdadeira e a estimada para esta pe-
quena amostra. 
 

 
Figura 1 - Distribuição verdadeira (κ = -0,20) e “estimada” 

( κ̂ = -2,00) para uma pequena amostra de tamanho n = 15 
(valores amostrais indicados por quadrados). 

 
 
ESTIMADORES DE MÁXIMA VEROSSIMI-
LHANÇA GENERALIZADA 
 
Uma distribuição a priori para �  
 

Suponha que o conhecimento que se tem 
do verdadeiro parâmetro κ da distribuição GEV, 
com função densidade de probabilidade f(x|ξ,α,κ), 
pode ser representado por uma distribuição a priori 
(π(κ)) no intervalo [κL, κU]. A experiência hidroló-
gica indica que o intervalo —0,30 ≤ κ ≤ 0 é o mais 
provável para κ. Muitos estudos mostram que cheias 
parecem ter caudas de distribuição mais pesadas 
(κ < 0) do que a de uma distribuição Gumbel (κ = 0) 
(Farquharson et al., 1992; Madsen e Rosbjerg, 1997). 
Adicionalmente, um exame das funções de densida-
de de probabilidade (fdp) da GEV revela que for-
mas razoáveis são obtidas para κ entre [—0,3; +0,3]. A 
Figura 2 mostra fdps da distribuição GEV para dife-
rentes valores de κ. Nesta figura, com κ = -0,1 e -0,3, 
ambas as fdps possuem uma assimetria positiva com 
uma longa cauda superior, como pode-se esperar 
para picos de cheia e fenômenos similares estrita-
mente positivos como, por exemplo, precipitação 
máxima anual. Além disso, a distribuição GEV pos-
sui variância finita somente quando κ > -0,5, e assi-
metria finita quando κ > -1/3. Para κ < 0, a EV Tipo 
II tem uma cauda tipo Pareto, tal que F(x) = 1- [1 + 
|κ|/α.(ξ−ξ)]−|1/κ| à medida que x  ∞. Para κ > 0, a EV 
Tipo III tem uma cauda polinomial, tal que F(x) = 1- 
[(κ/α).(ξ+α/κ−ξ)]1/κ à medida que x  ξ+α/κ.  De 

modo geral, uma distribuição a priori para o fator de 
forma κ, no caso de cheias máximas anuais, parece-
ria com a fdp apresentada na Figura 3.  
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Figura 2 - FDPs da distribuição GEV para κ = -0,3, -0,1 e  

+0,3  (onde  ξ =10  e  α = 2,6). 
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Figura 3 - Priori Geofísica para o parâmetro de forma da 

GEV. Distribuição Beta com média = -0,10 e var = (0,122)2. 
 
 

A distribuição a priori empregada na Figura 
3, chamada aqui de priori Geofísica, é uma distribui-
ção Beta, π(κ) = (0,5 + κ)p-1(0,5 + κ)q-1/B(p,q), entre 
[-0,5; +0,5], com p=6 e q=9, onde B(p,q) = 
Γ(p)Γ(q)/Γ(p + q). Ela possui E[κ] = -0,10 e Var[κ] 
= (0,122)2. A escolha da distribuição Beta, e respec-
tivos parâmetros, se justifica pela conformidade com 
as características descritas no início desta seção. 
Maiores detalhes sobre esta escolha podem ser en-
contrados em Martins e Stedinger (2000). Embora 
não seja evidente a partir da Figura 3, esta priori é 
relativamente suave em  -0,30 ≤ κ ≤ 0,15, que é o 
intervalo de interesse (ver Figura 8). Informações de 
cheias provenientes de outras estações na região 
podem ser utilizadas para desenvolver uma priori 
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mais informativa para κ (Madsen e Rosbjerg, 1997), 
conforme apresentado mais adiante neste artigo, 
podendo trazer melhorias nos estimadores de quan-
tis extremos (probabilidade de excedência ≤ 1%). 
 
O Estimador Máxima Verossimilhança Generalizado 
 

A função verossimilhança generalizada é ob-
tida por GL(ξ,α,κ|x)=L(ξ,α,κ|x)π(κ). Poder-se-ia ser 
mais rigoroso e incluir também uma priori conjunta 
para � e �, mas isto não foi feito. Um procedimento 
Bayesiano completo para análise de freqüência de 
cheias é apresentado por Kuczera (1999). Tal pro-
cedimento seria apropriado se tivéssemos informa-
ções sobre os parâmetros de posição e escala da dis-
tribuição, o que não é o caso. 

Os estimadores GML de ξ, α e κ são obtidos 
pela maximização da função log-verossimilhança 
generalizada, que corresponde à moda da distribui-
ção a posteriori dos parâmetros (Berger, 1985, p. 
133). Aqui, o máximo da função foi obtido através 
do método Newton-Raphson. 

Com os estimadores GML, à medida que o 
tamanho da amostra aumenta, a informação contida 
na verossimilhança deve dominar a informação pro-
vida pela priori (Robert, 1994; p. 138), de modo que, 
assintoticamente, os estimadores ML e GML possu-
em as mesmas propriedades. Em geral, os estimado-
res GML terão as mesmas propriedades ótimas dos 
estimadores ML caso a função de verossimilhança e 
a distribuição a priori satisfaçam umas poucas condi-
ções de regularidade (Lehman e Casella, 1996). 
Com a priori geofísica, nosso estimador GML irá 
herdar as propriedades ótimas assintóticas do esti-
mador ML para —0,5 < κ < 0,5.  
 
Resultados Monte Carlo com informação local  
 

Estudos com base em simulação Monte Car-
lo foram realizados para avaliar a eficiência de dife-
rentes estimadores. Foram geradas amostras com 
tamanhos entre 15 e 100, com ξ = 0, α = 1 e       -0,4 
≤ κ ≤ +0,4. Para cada distribuição populacional e 
extensão da série, foram geradas 10.000 amostras 
que serviram de base para o cálculo de viés, variân-
cia e REQM dos estimadores dos quantis    0,001 - 
0,999 com base em quatro métodos: ML, MOM-L, 
MOM e GML.  

Problemas no algoritmo Newton-Raphson 
para estimativa ML são bem documentados na lite-
ratura (Hosking, 1985; Madsen et al., 1997a). Nas 
simulações aqui realizadas estes problemas também 
foram identificados, a saber: a não convergência do 

algoritmo Newton-Raphson para estimadores ML e a 
geração de quantis muito extremos em amostras 
pequenas. A obtenção de estimativa de quantis mui-
to extremos estava associada a valores muito negati-
vos de κ, resultando em estimativas instáveis da 
REQM para o estimador MV. O uso do método 
GML eliminou estes problemas.  

As Figuras 4 e 5 apresentam, respectivamen-
te, os valores de REQM dos estimadores de quantis 
0,99 e 0.999 para diferentes valores do parâmetro de 
forma e amostras de tamanho 25. Para κ < 0, o esti-
mador GML possui o melhor desempenho dentre os 
estimadores avaliados em termos de REQM. O 
REQM de todos os estimadores decresce à medida 
que o tamanho da amostra aumenta, mas o desem-
penho do GML ainda é o melhor.  

Embora não seja aqui apresentado, (veja 
Martins e Stedinger, 2000), é interessante ressaltar 
que: (1) O estimador GML tem no mínimo um de-
sempenho tão bom quanto os estimadores MOM-L e 
MOM, e tem a menor REQM para p ≥ 0,98, e p ≤ 
0,01; (2) Para os quantis estudados (0,001-0,999), os 
estimadores GML são relativamente não tendencio-
sos. Os estimadores MOM, que possuem a segunda 
menor REQM para p ≥ 0,98, exibem um grande viés 
negativo. Nestes casos, os estimadores GML possuem 
o menor viés e a menor RMSE; (3) À medida que o 
tamanho da amostra aumenta, os estimadores pas-
sam a ter desempenho semelhante.  
 
 

 
Figura 4 - REQM dos estimadores do quantil 0,99 para 

amostras com tamanho 25. 
 
 

A Figura 6 ilustra, também com base em si-
mulação Monte Carlo, como distribuições a priori 
mais informativas influenciam a precisão de estima-
dores de quantis de cheia para amostras com distri-
buição GEV. Verifica-se que os estimadores de quan-
tis tornam-se mais precisos à medida que a variância 
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da priori de κ decresce. Deste modo, espera-se que o 
uso de prioris mais informativas, obtidas através de 
regionalização hidrológica com base em modelos de 
regressão, possam trazer benefícios adicionais à pre-
cisão destes estimadores. De forma a ilustrar esta 
idéia, a Figura 6 apresenta três linhas verticais que 
indicam o desvio padrão da priori de κ. As duas mais 
à esquerda representam a raiz quadrada da variância 
média de predição dos modelos de regressão regio-
nal de κ para as bacias dos rios Muskingum e Tibagi, 
enquanto que a linha à direita representa o desvio 
padrão da priori Geofísica. 
 

 
Figura 5 - REQM dos estimadores do quantil 0,999 para 

amostras com tamanho 25. 
 
 

 
 
Figura 6 - REQM dos estimadores GML dos quantis 0,99 e 
0,999 para desvio-padrão da priori variando entre 0 e 0,15 
(n=50). As primeiras duas linhas verticais indicam os resul-

tados correspondentes à aplicação do procedimento de 
regionalização de κ para Muskingum e Tibagi. A terceira 
linha corresponde à priori Geofísica. σ(π(κ)) = 0 indica 

que o valor de κ é sempre -0,10, portanto o REQM reflete 

somente a incerteza em ξ̂ e α̂ . 

 
 
ESTIMADORES DE REGRESSÃO REGIONAL 
 

Como foi dito anteriormente, um estudo de 
regionalização hidrológica pode ser utilizado para 

gerar uma distribuição a priori para ���mais in-
formativa do que a priori Geofísica. 

Esta seção do artigo apresenta uma metodo-
logia baseada em modelos de regressão para obter o 
valor esperado e a variância regional do parâmetro 
de forma κ, de forma a derivar uma distribuição a 
priori mais informativa baseada na distribuição de 
probabilidades Beta. 
 
Introdução 
 

Muitos estudos têm mostrado o valor da in-
formação regional na análise de freqüência de chei-
as (NERC, 1975; Lettenmaier e Potter, 1985; Hos-
king et al., 1985b; Lettenmaier et al., 1987; Fill, 1994; 
Stedinger e Lu, 1995; Madsen e Rosbjerg, 1997; Fill 
e Stedinger, 1998). Um dos métodos empregados é 
o Index-flood, cuja premissa básica é que as cheias 
numa dada região, quando divididas por uma “cheia 
índice” local, são igualmente distribuídas (Dalrym-
ple, 1950) (ou próximo disso). Usualmente utiliza-se 
a média da amostra local como “cheia índice” (Ste-
dinger et al., 1993). As vazões máximas anuais, trans-
formadas pela média amostral, são chamadas de 
“cheias normalizadas”. 

Admitir que as cheias normalizadas são i-
gualmente distribuídas equivale a dizer que tanto o 
coeficiente de variação (CV), quanto a razão dos 
momentos de alta ordem, são iguais na região. Su-
põe-se, portanto, que as diferenças observadas nos 
dados são o resultado de erros amostrais. O Index-
flood pode ser adequado para regiões homogêneas, 
onde as cheias possuem características similares. 
Entretanto, dados coletados em várias regiões do 
mundo mostram que o CV depende das característi-
cas das bacias. Por exemplo, CVs normalmente de-
crescem com um acréscimo na área de drenagem 
(Thomas e Benson, 1970). Isto sugere que a estima-
tiva de variáveis hidrológicas regionais, tal como CV, 
deva levar em conta as características fisiográficas 
das bacias. O mesmo pode ser feito para estimadores 
de razão entre momentos de mais alta ordem (ou 
dos parâmetros que os controlam).  

Tasker e Stedinger (1986) utilizaram regres-
são WLS (Mínimos Quadrados Ponderados) para 
estimar o coeficiente de assimetria como função das 
características fisiográficas da bacia. Madsen e Robs-
jerg (1997b) fizeram o mesmo para o parâmetro de 
forma κ da distribuição GEV usando a regressão 
GLS (Mínimos Quadrados Generalizados). 

Hosking e Wallis (1988) examinaram o im-
pacto da correlação espacial de vazões no método 
regional Index-flood e verificaram que o efeito é a 
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redução da precisão dos estimadores de quantis de 
cheias obtidos pela análise regional. A variabilidade 
regional dos parâmetros dos modelos, tal como o 
parâmetro de forma κ da distribuição GEV, pode ser 
descrita pelo uso do modelo de regressão GLS 
(Madsen e Rosbjerg, 1997b), que considera a hete-
rogeneidade da variância amostral e a correlação 
cruzada dos resíduos do modelo de regressão. Isso 
pode melhorar o resultado do modelo para o parâ-
metro de forma κ, e conseqüentemente pode refi-
nar a precisão dos estimadores de quantis de inte-
resse. Para correlação espacial pequena e moderada, 
os modelos de regressão WLS e GLS são similares 
(Stedinger e Tasker, 1986ab).  
 
 
MÍNIMOS QUADRADOS GENERALIZADOS 
 
Estimativa da distribuição a priori 
 

Dados de outras estações na região podem 
ser utilizados para estabelecer uma relação empírica 
entre o parâmetro de forma κ e as características 
físicas das bacias através de análise de regressão re-
gional. Esta análise fornece, para o local de interes-
se, uma estimativa regional de κ, e respectiva incer-
teza, que podem ser utilizadas para definir uma dis-
tribuição a priori mais informativa de κ.  
 
Modelo de regressão GLS para o parâmetro de for-
ma κ 
 

Considera-se que o valor amostral de κ em 
um dado local i, iκ̂ , pode ser descrito como uma 
função linear das características físiográficas da ba-
cia, 
 

∑
=

η+β+β=κ
p

1j
iijj0i Aˆ         i = 1, 2, …, M estações (3) 

 
onde Aij (j=1…p) são as características físicas utiliza-
das no modelo de regressão e δ+ε=η ii  a soma do 

erro do modelo δ com os erros amostrais εi. A matriz 
de covariância dos erros Λ  é dada por: 
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onde 2
iεσ  é a variância do erro amostral do estima-

dor local iκ̂ , 2
δσ  é a variância do erro do modelo e 

ijερ  é o coeficiente de correlação do erro amostral 

devido à correlação espacial entre as vazões máximas 
anuais das estações i e j. 

Em notação matricial, tem-se: 
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O estimador GLS de β é determinado por 

 
KX)XX( 1T1T −− Λ=βΛ  (6) 

 
O estimador de 2

δσ  baseado no método dos 

momentos é obtido pela solução conjunta de (6) e 
(7) dado que 2

δσ ≥0 (Stedinger e Tasker, 1985)  

 
1pM)ˆXK()ˆXK( 1T −−=β−Λβ− −  (7) 

 
O valor de 2

δσ  pode ser entendido como 
uma medida de heterogeneidade da região (Madsen 
e Rosbjerg, 1997a). Os modelos WLS e OLS (Míni-
mos Quadrados) podem ser visualizados como casos 
particulares do modelo GLS. Quando )ˆ,ˆ(ˆ ji κκρ  = 0 

para qualquer par de estações (i,j), GLS reduz-se a 
WLS. Quando a matriz de covariância apresenta ze-
ro nos elementos fora da diagonal e apenas 2

δσ  na 

diagonal, o modelo GLS reduz-se ao modelo OLS. 
Para uma bacia em particular, com um vetor de ca-
racterísticas físiográficas xo = {1, xo1, xo2, …, xop}, a 
variância de predição da variável de interesse κ0 em 
relação a sua estimativa β̂xo  é dada por: 
 

T
o

11T
o

22
oo x)XX(x])ˆx[(E −−

δ Λ+σ=β−κ  (8) 
 

A estatística proposta por Tasker e Stedin-
ger (1986) para avaliar o desempenho do modelo 
numa dada região é a variância média de predição 
(VMP),  
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onde o segundo termo é a variância média amostral 
(VMA). 
 
Estimando a matriz covariância amostral 
 

A fim de aplicar o procedimento GLS é ne-
cessário estimar 2

εiσ  e )ˆ,ˆ(ˆ ji κκρ . Seguindo Tasker 

(1980) e Madsen e Rosbjerg (1997a), um estimador 
de 2

εiσ  que é aproximadamente independente de iκ̂  

pode ser obtido por: 
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Aqui [ ]AA N|ˆvar κ  é a variância do erro amos-

tral do estimador local, calculada usando a média 
regional de iκ̂  e o número médio de observações 
NA.  

Martins e Stedinger (2002) demonstraram 
que o coeficiente de correlação espacial de κ̂  pode 
ser expresso em termos do coeficiente de correlação 
espacial de vazões, ijρ , através da seguinte expressão: 

 
δρ=κκρ ijji )ˆ,ˆ(ˆ  (11) 

 
onde δ depende do valor regional para κ, de acordo 
com a Tabela 3, proposta pelos mesmos autores. 
 
Tabela 3 — Estimativa dos valores de δ para experimentos 

Monte Carlo com a distribuição GEV 
 

κ GEV 
∆ 

-0,3 2,4 
-0,2 2,6 
-0,1 2,8 
0,0 2,9 
0,1 3,1 

 
 

O uso de estimadores amostrais de ρij pode 
resultar em uma matriz covariância (Λ) que nem 
sempre é positiva definida devido às incertezas e 
variações na extensão de dados concomitantes (Tas-
ker e Stedinger, 1989). Tasker e Stedinger (1989) 
propuseram o uso de função suavizada entre ρij e a 
distância entre as estações (dij). Portanto, em vez de 

utilizar a estimativa amostral de ρij, emprega-se o 
seguinte estimador:  
 

δρ=κκρ )]d(ˆ[)ˆ,ˆ(ˆ ijji  (12) 

 
Se a relação correlação-distância para as es-

tações não é clara, pode-se assumir uma estrutura 
correlacional homogênea ( ρ=ρ̂ ), onde ρ  é o coe-
ficiente de correlação regional médio, 
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ESTIMADOR REGIONAL PARA T-ANOS 
 
 

Com o valor estimado de β, pode-se calcular 
o valor esperado e a variância de predição de κi:  
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onde T

ix  é a linha i em X e 11T ]XX[]ˆ[Var −−Λ=β  é a 
matriz de covariância dos parâmetros do modelo 
regional. Estes dois momentos são utilizados para 
estimar os parâmetros da distribuição a priori para κ. 
Os parâmetros p e q da distribuição Beta são deter-
minados resolvendo o seguinte sistema de equações: 
 

( )( )2
2

qp1qp

pqˆ5,0
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+

= κκ σµ  (15) 

 
As estimativas GML dos parâmetros da GEV 

para cada local de interesse são obtidas através da 
maximização da função verossimilhança generaliza-
da, GL(ξ,α,κ|x)=L(ξ,α,κ|x)π(κ), que mostra a rela-
ção entre a função verossimilhança generalizada e a 
verossimilhança. As informações regionais (sistemá-
ticas ou históricas) são transmitidas através da priori 

)(κπ . Os quantis de interesse para estação i são en-
tão calculados pela equação (16), onde p é a proba-
bilidade acumulada, 
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APLICAÇÃO 
 
 

Esta seção ilustra a aplicação do método de 
regionalização hidrológica, baseado no modelo 
GLS, para derivar distribuições a priori mais informa-
tivas do parâmetro de forma k da GEV. 

O procedimento foi aplicado para as bacias 
dos rios Muskingum (EUA, Ohio) e Tibagi (Brasil, 
PR), com séries de dados entre 23 e 93 anos, e 15 e 
65 anos, respectivamente, e para as bacias do Estado 
do Ceará, com séries entre 10 e 63 anos.  

As seguintes variáveis explanatórias foram 
utilizadas nos estudos de regressão das bacias dos 
rios Muskingum e Tibagi: Área de drenagem (A), 
comprimento do talvegue (CT) e declividade (D). 
Para as bacias do Estado do Ceará foram ainda em-
pregadas: precipitação média anual(P), comprimen-
to total de drenagem (CTD), densidade de drena-
gem (DD), capacidade de armazenamento do solo 
(CAD), curve number médio (CN), índice de compa-
cidade da bacia (Kc), direção dominante do rio 
principal (Dir), porcentagem da bacia situada no 
cristalino (Cr) e a razão (L) entre a área de lagos 
naturais ou artificiais e a área da bacia. 
 
Correlação espacial de � 
 

Na bacia do Rio Muskingum, a distância en-
tre as estações não explica a variação da correlação 
espacial das vazões máximas anuais. Portanto, ado-
tou-se uma estrutura de correlação homogênea 
( ρρ̂= =0,26). Deste modo, o modelo empregado 

para a correlação espacial de κ é  
 

δρρ=κκρ ).(sign).cf()ˆ;ˆ(̂ ijji  (17) 

 
onde )nn)(nn(/ncf jijiijijij ++=  (nij é o período 

comum de dados, ni e nj são as observações extras do 
período para as estações i e j, respectivamente). O 
valor médio de κ na região é de -0,15, de modo que 
δ=2,7 (Ver Tabela 3). O valor médio da correlação 
espacial de κ é )ˆ;ˆ(ˆ ji κκρ = 0,02, um valor modesto. 

Situação semelhante ocorre nas bacias do 
Estado do Ceará, onde também adotou-se uma es-
trutura correlacional homogênea com coeficiente 
de correlação médio de 0,01. O valor médio de κ é 
igual a -0,153, portanto, δ=2,7. Neste caso, )ˆ;ˆ(ˆ ji κκρ  

= 0,008, um valor muito pequeno. 
A Figura 7 mostra que a correlação espacial 

das vazões máximas anuais para o Rio Tibagi varia 

linearmente com a distância entre estações, 

ij1ij d1ˆ β+=ρ . O modelo empregado é dado por 
δρρ=κκρ ijijijji ˆ).ˆ(sign).cf()ˆ;ˆ(̂ , onde ijρ̂  é definida 

pela equação de regressão acima. O valor médio de 
κ na região é de -0,10, portanto, δ = 2,8. 
 
Resultados 
 

O estudo de regionalização do parâmetro � 
para a três regiões levou em consideração todas as 
combinações possíveis das variáveis explanatórias 
listadas anteriormente. Estas variáveis foram trans-
formadas para o espaço logarítmico, e centralizadas 
por suas respectivas médias. A fim de ilustrar as dife-
renças entre as análises de regressão, OLS, WLS e 
GLS, as mesmas foram empregadas para cada uma 
das combinações de variáveis explanatórias. 
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Figura 7 - Correlação espacial das vazões (nij ≥ 25) da ba-

cia do Rio Tibagi em função das distâncias entre estações. 
 
 

O critério de seleção dos melhores modelos 
incluiu a variância média de predição (VMP) e a 
significância dos parâmetros do modelo. Apesar do 
número relativamente elevado de variáveis explana-
tórias utilizadas, pelo menos no caso do Estado do 
Ceará, o melhor modelo para as três regiões foi a 
média regional, independente da análise utilizada, 
OLS, WLS ou GLS.  

Cabe esclarecer que a média regional obtida 
pelas análises WLS e GLS é diferente da média arit-
mética dos valores amostrais de κ. Isto porque essas 
análises levam em consideração os erros amostrais 
em cada estação e a correlação espacial dos estima-
dores de κ, no caso GLS. 

Estes resultados podem causar a falsa im-
pressão de que a média regional (empregando aná-
lise GLS) é sempre a melhor opção. Contudo, vale 



Uso de Informação Regional na Estimativa de Quantis de Cheia GEV 

 136

mencionar dois estudos em andamento, um na ba-
cia do Rio Illinois, e um outro nas bacias da Korea, 
onde, em ambos os casos, o melhor modelo regional 
de κ inclui características das bacias.  

As Tabelas 4, 5 e 6 mostram as característi-
cas dos melhores modelos regionais de κ para as 
bacias do Muskingum, Tibagi e do Ceará, respecti-
vamente. O desvio-padrão da constante do modelo 
encontra-se entre parêntesis.  

Os resultados de cada região mostram que 
não há muita diferença entre as estimativas da mé-
dia regional de κ  obtidas pelas análises OLS, WLS e 
GLS. As diferenças são mais importantes na estima-
tiva do desvio-padrão da constante do modelo regi-
onal, na VEM, VMA e VMP. A estimativa da VMP é 
de suma importância nesta análise, pois ela será uti-
lizada para representar a incerteza do estimador 
regional na obtenção da distribuição a priori mais 
informativa para κ. Deste modo, o emprego de uma 
metodologia que forneça uma estimativa precisa e 
realista da VEM, VMA e VMP do modelo regional é 
imprescindível para o correto emprego do procedi-
mento GML. 
 
 

Tabela 4 - Bacia do Muskingum: Regressão de 100.κ  
 

Modelo 
Coeficiente 

VEM VMA VMP
Constante 

OLS -15,3 (1,13) 56,5 1,3 57,8
WLS -14,9 (1,27) 0 2,0 2,0 
GLS -14,8 (1,68) 0 3,1 3,1 
 
 

Tabela 5 - Bacia do Tibagi:  Regressão de 100.κ  
 

Modelo 
Coeficiente 

VEM VMA VMP 
Constante 

OLS -10,5 (1,31) 29,3 1,7 31,0 
WLS -11,1 (2,25) 0,0 5,1 5,1 
GLS -10,9 (3,70) 0 13,7 13,7 
 
 

Os resultados mostram que a análise OLS 
fornece valores muito maiores para a VEM, e conse-
quentemente para a VMP, como observado antes 
por Stedinger e Tasker (1985). Isto se deve ao fato 
da análise OLS não fazer qualquer distinção entre a 
variância oriunda dos erros amostrais e a variância 
do erro do modelo propriamente dita. Portanto, a 
análise OLS não fornece uma representação ade-
quada dos dados. 
 

Tabela 6 - Bacias do Estado do Ceará:  Regressão de 
100.κ  

 

Modelos 
Coeficientes 

VEM VMA VMP
Constante 

OLS -15,4 (1,18) 34,8 1,2 36,0
WLS/GLS -16,5 (1,96) 0 4,0 4,0 
 
 

A única diferença entre as análises WLS e 
GLS é que a última leva em consideração a correla-
ção espacial entre os estimadores de κ. No Estado 
do Ceará está correlação é muito baixa, de modo 
que os resultados das análises WLS e GLS são idênti-
cos. No caso do Muskingum, embora a correlação 
espacial de κ seja pequena, não é desprezível. A 
VMP obtida pela análise GLS é em torno de 50% 
maior do que aquela obtida pela análise WLS, muito 
embora as duas sejam pequenas. Já no caso do Rio 
Tibagi, a correlação espacial de κ é bem expressiva, 
justificando as diferenças significativas encontradas 
em termos de desvio-padrão da média regional e 
VMP. A VMP obtida pela análise GLS é quase três 
vezes maior do que aquela obtida pela análise WLS.  
Como a análise GLS representa melhor os dados 
hidrológicos, tendo em vista que leva em considera-
ção não apenas a variância amostral dos estimadores 
locais, mas também a correlação espacial que por 
ventura exista na região, a sugestão é de que ela seja 
utilizada para a derivação da distribuição a priori 
para κ.  

É interessante notar que as análises WLS e 
GLS obtiveram zero para a variância do erro do mo-
delo nas três regiões estudadas. Reis et al. (2005) 
apresentam uma discussão sobre este fato. Existe a 
possibilidade de ocorrer uma superestimativa da 
precisão do estimador regional. Reis et al. (2005) 
desenvolveram uma abordagem Bayesiana para re-
gressão hidrológica que evita este potencial proble-
ma. 

A Tabela 7 mostra a média e a variância da 
distribuição a priori para κ, e os parâmetros p e q da 
distribuição Beta. As características da priori Geofísi-
ca também são apresentadas para servir de base de 
comparação com as prioris obtidas através de mode-
los de regressão Observe que para cada uma destas 
três regiões, existe uma única distribuição a priori. 
Isto só acontece porque o melhor modelo de � é a 
média regional. Se o modelo regional incluísse al-
guma característica da bacia, como por exemplo, 
sua declividade média, a distribuição a priori de � 
seria específica da estação de interesse, já que tanto 
o valor esperado de κ, quanto a variância de predi-
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ção do modelo, seriam dependentes da característi-
ca da bacia em questão (ver eq. 14).  
 
Tabela 7 - Média e variância da priori Regional para Mus-

kingum, Tibagi e Estado do Ceará. 
 

Parâmetro 
Priori 
Geofísica Muskingum Tibagi Ceará 

iκ
µ̂  -0,100 -0,15 -0,11 -0,16 

2
κi

σ̂  (0,122)2 (0,013)2 (0,023)2 (0,020)2

p 6 259 68 186 
q 9 476 105 370 
 
 

A comparação entre as distribuições a priori 
pode ser feita visualmente através da Figura 8. Ob-
serva-se claramente que as prioris com base em mo-
delos de regressão são mais informativas que a priori 
Geofísica, o que deve promover uma redução na 
incerteza dos estimadores de quantis de cheia, con-
forme ilustrado na Figura 6. 
 

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
0

5

10

15

20

π(
κ)

κ

Muskingum
Tibagi
Ceara
Geofisico

 
 
Figura 8 - Distribuições a priori obtidas através de modelos 

de regressão e a priori Geofísica. 
 
 
CONCLUSÃO 
 
 

Esse artigo compara, através de simulação 
Monte Carlo, o desempenho dos estimadores de 
quantis GML, ML, MOM e MOM-L para a distribui-
ção GEV. Estimadores ML podem produzir estimati-
vas absurdas do parâmetro de forma κ para amostras 
pequenas, o que explica o seu fraco desempenho 
para estimativa de quantis. 

O uso do procedimento GML, baseado nu-
ma análise Bayesiana, emprega uma distribuição a 

priori que restringe os valores de κ a uma faixa factí-
vel, tanto do ponto de vista físico das cheias quanto 
do ponto de vista estatístico, eliminando o problema 
que o estimador ML tem em amostras pequenas. O 
estimador GML de quantis utiliza uma distribuição a 
priori Beta para κ com p=6 e q=9 entre [-0,5;0,5], de 
forma que E[κ]=-0,10 e Var[κ]=0,015. Esta distribui-
ção foi denominada de priori Geofísica. O estimador 
GML de quantis, baseado na priori Geofísica, obteve 
um desempenho melhor que os estimadores MOM e 
ML para κ≤0, que é a região de interesse. Se κ é 
completamente positivo em uma dada região, uma 
priori mais apropriada pode ser adotada. 

Os resultados deste estudo indicam que os 
estimadores de quantis GEV/GML devem ser em-
pregados para análises locais no lugar dos estimado-
res MOM-L e MOM. Havendo a disponibilidade de 
dados fluviométricos de outros postos na região, é 
possível incorporar esta informação à análise de fre-
qüência de cheias através do uso de uma distribui-
ção a priori mais informativa de κ, obtida através de 
modelos de regressão. 
 O artigo apresenta um procedimento, 
baseado em regionalização hidrológica, para obten-
ção de distribuições a priori mais informativas para o 
parâmetro de forma κ. Este procedimento é baseado 
em modelos de regressão, que definem uma relação 
empírica entre os valores de κ e as características 
climáticas e fisiográficas da bacia. O valor esperado e 
a variância de predição destes modelos de regressão 
regional são utilizados para derivar uma priori mais 
informativa para κ baseada na distribuição Beta, que 
pode ser então utilizada com o procedimento GML 
para obtenção de quantis de cheias mais precisos. 

Modelos regionais de κ foram desenvolvidos 
para bacias dos rios Muskingum e Tibagi e do Esta-
do do Ceará. Como forma de ilustrar a importância 
de se considerar a variância amostral dos estimado-
res de κ, assim como a correlação espacial entre eles, 
os modelos regionais foram obtidos com o emprego 
das análises OLS, WLS e GLS. As diferenças encon-
tradas nos resultados destas análises foram discuti-
das. 

Os resultados do estudo de regionalização 
hidrológica foram utilizados para obter distribuições 
a priori mais informativas para κ. Com base na vari-
ância de predição destes modelos regionais, pode-se 
perceber que as prioris obtidas neste estudo, basea-
das em modelos de regressão, são mais informativas 
do que a priori Geofísica sugerida por Martins e Ste-
dinger (2000), o que deve proporcionar um aumen-
to na precisão dos estimadores GML de quantis de 
cheias. 
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Use of Regional Information to Estimate GEV Flood 
Quantiles 
 
ABSTRACT 
 

This paper focuses on the use of regional informa-
tion in GEV flood quantiles estimates. Previous studies 
show that the Maximum Likelihood (ML) estimator is very 
unstable when applied to small and moderate samples, 
often found in practice, especially in developing countries. 
The reason for this instability is the high uncertainty in the 
shape parameter (κ) estimate, which may lead to absurd 
flood quantile estimates. Because of this, L-moment estima-
tors are often preferred. This paper shows that the use of a 
prior informative distribution using a Generalized Maxi-
mum Likelihood (GML) procedure can solve the instability 
problems in MLE. Results based on Monte Carlo simula-
tion show that the GML estimator is more precise than 
MOM-L estimators for -0,4 ≤ κ ≤ 0. This paper also intro-
duces a procedure, based on regionalization of hydrologic 
variables, to derive even more informative prior distribu-
tions in orderto improve the precision of flood quantile es-
timates.  
Keywords: Flood quantile estimates; GEV 
 
 
 




