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RESUMO

Cascas sao estruturas de grande interesse nas engenharias, pois possuem vastos campos de
aplicagdo, os quais podemos citar aplicacdes civis, aeronduticas, mecanicas, automobilisticas e
navais. Associados aos materiais comp0sitos, essas estruturas adquirem propriedades melhoradas,
como maior rigidez e resisténcia especifica. Dentre os materiais compdsitos, merecem destaque
os materiais laminados refor¢cados por fibras e os materiais com gradac¢ao funcional. Sob o
ponto de vista da engenharia, € fundamental determinar o comportamento das estruturas, como
as cascas de materiais compdsitos, de forma a projeté-las e utiliza-las de forma econdmica e
segura. Com esse objetivo, diversas teorias foram propostas, sendo as teorias de cascas cilindricas
consideradas bons modelos de partida para formulagdes mais complexas. Dentre elas, por sua
eficiéncia e simplicidade, se destaca a teoria ndo linear de Donnell, sendo objeto de varios
estudos. O método escolhido para realizar o estudo foi a andlise isogeométrica, uma vez que €
um campo recente e aberto a muitas possibilidades, apresentando vantagens como representacao
exata da geometria do problema e facilidade no refinamento, em especial quando comparado ao
MEEF. O presente trabalho se propde a contribuir com o avango da andlise de cascas cilindricas
de MGF sujeitas a carregamentos mecanicos utilizando uma abordagem isogeométrica. Para
isso, foi inicialmente desenvolvida uma formulagdo de elemento finito isoparamétrico baseado
na teoria nao linear de Donnell adaptada, adicionando-se termos de cisalhamento transversal,
implementado no programa FAST. Posteriormente, essa formulacao foi estendida para um
elemento isogeométrico. As propriedades efetivas dos materiais foram determinadas através de
uma rotina externa ao FAST, sendo lida posteriormente como input ao programa. Exemplos da
literatura e comparacdes com software comercial foram realizadas com o intuito de validar a
implementacao, utilizando refinamentos e diversos esquemas de integracdo. Em todos os testes o
elemento apresentou excelentes resultados, validando a implementa¢do da formulacio e da rotina
externa para a determinacao das propriedades efetivas. Foi proposta uma analise do caminho
pos-critico de painéis cilindricos MGF sujeitos a carga transversal e a compressao uniaxial.
Foram determinados pontos importantes no caminho de equilibrio. Os resultados confirmam o
previsto na literatura, onde a resposta da estrutura MGF se encontra intermedidria a respostas de

seus constituintes isolados.

Palavras-chave: Anadlise Isogeométrica. Cascas Cilindricas. Teoria de Donnell. Materiais

Compdsitos. Material com Gradagdo Funcional.



ABSTRACT

Shells are structures of great interest in engineering and present a wide range of applications,
among which we can mention civil, aeronautical, mechanical, automotive and naval applications.
Associated with composite materials, these structures offer improved properties, such as increased
stiffness and specific strength. Among the composite materials, fiber-reinforced laminated
materials and functionally graded materials deserve particular attention. From the engineering
point of view, it is essential to determine the behaviour of structures, such as the composite
shells, in order to provide safe and economical design. For this purpose, several theories have
been proposed, being the theories of cylindrical shells considered good starting models for more
complex formulations. Among them, due to its efficiency and simplicity, Donnell’s nonlinear
theory stands out, being the object of several studies. The method chosen to carry out the study
was the isogeometric analysis, since this is a recent and open field to many possibilities with
great advantages such as the exact representation of the geometry of the problem and the easy
refinement, especially when compared to the MEF. The present work aims to contribute to the
advancement of the analysis of FGMs cylindrical shells subjected to mechanical loading using
an isogeometric approach. To that end, an isoparametric finite element formulation based on
Donnell’s nonlinear theory was adapted by adding transversal shear terms and implemented in a
program named FAST. Thereafter, this formulation was extended to an isogeometric element.
The effective properties of the materials were evaluated using an external routine to FAST and
later read as input to the program. To validate the implementation, numerical examples found in
the literature and results obtained by commercial software were compared to the ones found here
use of refinements and different integration schemes. In all tests, the element presented excellent
results, validating the implementation of the proposed formulation and the external routine for
the effective properties determination. An analysis of the FGMs cylindrical panels subjected to
transverse load and uniaxial compression was proposed. The postbuckling response was studied.
The results confirm the behaviour predicted in the literature, where the response of the FGM

structure is between the responses of its isolated constituents.

Keywords: Isogeometric Analysis. Cylindrical Shells. Donnell’s Theory. Composite Materials.

Functionally Graded Materials.
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1 INTRODUCAO

Cascas sdo estruturas de grande interesse nas engenharias, pois possuem vastos
campos de aplicagdo, os quais podemos citar aplicacdes civis, aeronduticas, mecanicas, automo-
bilisticas e navais. Nesses setores, busca-se aliar a essas estruturas propriedades como elevada
rigidez especifica, resisténcia a fadiga e isolamento térmico.

Com esse objetivo, os materiais compdsitos ganham espaco, pois buscam a melhoria
de diversas propriedades quando comparados aos seus constituintes isolados. Dentre eles,
podemos destacar dois tipos, que sdo os laminados refor¢ados por fibras e os materiais com
gradacdo funcional.

Por sua versatilidade e capacidade de unir resisténcia e rigidez, os laminados refor-
cados por fibras s@o explorados em varios estudos (DANIEL et al., 1994; BARBERO, 2017;
REDDY, 2004). No Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizacao (LMCV) ha di-
versas contribui¢des nesse campo (TE()FILO, 2010; SILVA, 2012; ROCHA, 2013; MORORO,
2013; JUNIOR, 2014; BARROSO, 2015; BARROS, 2016 ; D’ AGUIAR, 2017), consolidando o
tema e abrindo espacos para a investigacao de novos materiais.

Devido as dificuldades dos laminados tradicionais em respostas envolvendo gradien-
tes de temperatura elevados e concentragdes de tensdo, os Materiais com Gradacdo Funcional
(MGF) (Functionally Graded Materials — FGM) ganharam destaque. Seu conceito foi proposto
por cientistas japoneses na década de 80, inicialmente para problemas envolvendo barreiras
térmicas em estruturas aeroespaciais e reatores de fusdo. Uma andlise historica de seu desenvol-
vimento no Japao pode ser encontrada em Koizumi (1997). Desde entdo, os MGF vém recebendo
uma grande atencdo por pesquisadores do mundo todo.

Sua principal caracteristica € a variacdo continua e suave de seus componentes
ao longo de uma dire¢do preferencial, o que evita descontinuidades expressivas como as dos
laminados. Além dessa vantagem, possui diversas outras, dentre as quais podemos citar uma
melhor distribui¢ao de tensdes residuais e maior tenacidade a fratura (BIRMAN; BYRD, 2007).

Para a utilizacdo de cascas de material compdsito de forma econdmica e segura,
€ necessdria a utilizacdo de técnicas que permitam determinar seus comportamentos, como
deslocamentos, deformagdes e tensdes. Diversas teorias foram propostas e utilizadas ao longo do
tempo para descrever o comportamento estrutural de cascas. Entre elas estdo as teorias de cascas
cilindricas, como as apresentadas por Donnell, Flugge, Sanders e Koiter, consideradas um bom

modelo de partida para a compressdao de modelos mais complexos (BRUSH; ALMROTH, 1975).
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Virios trabalhos foram realizados explorando as respostas mecanicas dessas estrutu-
ras quando sujeitas a carregamentos mecanicos e térmicos. Uma revisao desses estudos pode ser
encontrada nos trabalhos de Jha et al. (2013) e Swaminathan et al. (2015).

Por conta de sua elevada esbeltez, as cascas sdo estruturas sensiveis ao colapso por
perda de estabilidade, sendo necessédria uma investigacao criteriosa sobre sua carga critica, modos
de flambagem e caminho pds-critico. Para isso, sdo necessdrias anélises ndo-lineares, nas quais a
consideragdo de grandes deslocamentos é fundamental.

Shen (2003) estudou o comportamento pds-critico de cascas MGF sujeitas a pressao
externa e efeitos térmicos utilizando um campo de deformag¢des baseado na teoria de Donnell.
Shahsiah e Eslami (2003) apresentaram um estudo de estabilidade de cascas cilindricas sujeitas a
carregamentos térmicos. Zhao e Liew (2007) estudaram o comportamento ndo-linear de painéis
feitos com MGF compostos de metal e ceramica utilizando um campo de deformacdes baseado
na teoria de Sanders. Liew ef al. (2012) determinaram o estudo do caminho pés-critico de cascas
cilindricas MGF sujeitas a compressao axial e carregamentos térmicos. Huang et al. (2014)
estudaram o comportamento pds-critico de cascas MGF com material elastoplastico sujeitos a
carregamento axial. Rezaiee-Pajand et al. (2019) apresentam uma andlise da estabilidade de
cascas MGF sujeitas a carregamentos térmicos € mecanicos baseados em uma formulagdo de
casca geral.

Existem inimeros métodos de anélise que podem ser utilizados na modelagem desses
problemas, sendo o Método dos Elementos Finitos (MEF) o mais utilizado atualmente. Entre-
tanto, apesar de consolidado, o MEF apresenta algumas limitagdes inerentes a sua formulacao,
entre os quais podemos citar a dificuldade em se obter elevacao de grau e continuidade em suas
funcgdes base e a representacao aproximada da geometria.

A anélise isogeométrica (AIG), proposta por Hughes et al. (2005), por sua vez, é
um método que utiliza B-Splines e NURBS (Non-Uniform Racional B-Splines) como funcdes
de forma. Essas funcdes sdao as mesmas utilizadas em programas CAD (Computer Aided
Design). Assim, a geometria do problema € representada de forma exata, independente do grau
de discretizacao adotado.

Dessa forma, eliminasse o erro na geometria, o que possui um potencial muito grande
quando levado em conta que estruturas de cascas possuem sensibilidade as imperfei¢cdes. Além
dessa vantagem, o método permite a utilizacdo de trés métodos de refinamento: refinamento

p, equivalente a elevacdo de grau do MEF, o qual possui limitagdes em sua aplicacdo no MEF
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devido a dificil implementacdo. O refinamento A, equivalente ao refinamento de malha no
MEEF. Por fim, o refinamento k, que nao possui equivalente no MEF, que se apresenta como a
combinacdo dos anteriores e promove uma elevag@o na continuidade entre elementos (HUGHES
et al., 2005; COTTRELL et al., 2009).

A andlise isogeométrica vem sendo explorada no contexto de placas MGF em vdrios
trabalhos recentes (BARROS, 2016; PRACIANO, 2018). Tran et al. (2013) estudaram o
comportamentos de placas MGF utilizando uma formulacdo AIG baseada em uma teoria de
cisalhamento de primeira ordem, obtendo bons resultados. Yin et al. (2014) estudou o travamento
em placas MGF utilizando uma formula¢do AIG baseada em uma teoria de cisalhamento de
primeira ordem. Yu et al. (2015) apresentaram uma andlise ndo linear isogeométrica de placas
MGTF, realizando diversos estudos paramétricos. Tran ef al. (2016) apresenta uma andlise de
estabilidade de placas MGF sujeitas a carregamentos térmicos € mecanicos. Do et al. (2019)
apresentam uma andlise isogeométrica da estabilidade de placas MGF sujeitas a diversos tipos de
gradientes de temperatura. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre quando se trata de andlise de cascas
cilindricas com abordagem isogeométrica.

Assim, a andlise isogeométrica de cascas de MGF e laminados reforcados com
fibras apresenta varias vantagens. Como se trata de uma abordagem recente, faz-se necessario
o desenvolvimento de pesquisas, buscando ampliar e aprofundar o conhecimento sobre este

assunto.

1.1 Objetivos e contribuicoes

Este trabalho tem como objetivo contribuir para o avanco da anélise de cascas cilin-
dricas de MGF sujeitas a carregamentos mecanicos utilizando uma abordagem isogeométrica.

Deste modo, foi desenvolvida inicialmente uma formulagdo de um elemento finito
1soparamétrico de casca cilindrica no programa FAST (Finite element AnalySis Tool), baseado
na teoria ndo linear de Donnell com inclusdes de termos de cisalhamento transversal. Esta
formulacao foi estendida para a andlise isogeométrica.

Quanto ao material, foram desenvolvidas rotinas para a determinacao de suas pro-
priedades efetivas através da Lei das Misturas. As matrizes constitutivas foram calculadas
externas ao programa FAST e lidas posteriormente como um input ao programa. Também foram
modeladas cascas de compositos laminados, utilizando rotinas ja implementadas anteriormente

no programa.
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Devido ao fato da AIG nio eliminar o travamento causado pela integracdo numérica,
foram utilizados algumas técnicas de integracdo reduzida, alternativos a proposta cldssica
utilizada no MEF. Foram observados os efeitos dessas técnicas ao buscar eliminar ou aliviar o
efeito de travamento.

A formulagao foi utilizada no estudo do comportamento estrutural de cascas e painéis
cilindricos, através de comparagdes com exemplos da literatura e resultados obtidos no software

comercial ABAQUS.

1.2 Organizacao da dissertacio

O presente trabalho foi dividido em seis capitulos. No Capitulo 2 sao apresentados
os materiais compositos reforcados por fibras e materiais com gradacao funcional, seus principais
conceitos e classificacdes. Nesse capitulo também sdo apresentadas as relagdes constitutivas e as
teorias e modelos utilizados para determinar as propriedades efetivas desses materiais.

No Capitulo 3 € feita uma breve discussao sobre teorias de cascas, destacando-se
as teorias de cascas cilindricas, optando-se pela teoria ndo linear de Donnell para o presente
trabalho. E apresentada a formulagio cinemdtica da teoria, as adaptacdes utilizadas no trabalho
e, por fim, a determinacdo dos esforcos internos para laminados e MGF.

No Capitulo 4 € apresentada uma breve revisao sobre andlise isogeométrica, curvas
B-Splines e NURBS. Sao explorados seus tipos de refinamento, o conceito de superficie NURBS
e a estratégia de multiplos patches. E apresentada uma formulagio isogeométrica de casca
cilindrica baseada no modelo cinemaético apresentado no Capitulo 3. Também sdo revisados
conceitos de andlise nao linear geométrica e estabilidade de estruturas.

No Capitulo 5 estdo os exemplos numéricos da dissertacao, onde sdao estudadas
cascas cilindricas isotrépicas, laminadas e MGF, avaliando-se deslocamentos, cargas criticas e
caminhos pos-criticos. Para isso, sdo utilizados exemplos clédssicos do Shell Obstacle Course,
além de outras referéncias da literatura. Em seguida, € apresentado o estudo de painéis cilindricos
de MGF, determinando o comportamento pds-critico para diferentes fracdes de volume.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes da dissertac@o e sugestdes para traba-

lhos futuros.
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2 MATERIAIS COMPOSITOS

Neste capitulo serdo apresentados os materiais compdsitos refor¢ados por fibras e os
materiais de gradagdo funcional (MGF), suas principais caracteristicas e propriedades.

Os materiais compdsitos s@o sistemas constituidos da combinagdo de dois ou mais
materiais, também chamados de fases, de forma a gerar um tnico material que proporcione
um desempenho melhor quando comparados aos seus constituintes atuando de forma isolada
(REDDY, 2004).

Essas fases sao, em geral, chamadas de refor¢o e matriz, sendo as propriedades do
composito sensiveis a diversos fatores relacionados a elas, como sua distribui¢do, propriedades
isoladas e geometria. Como exemplo, a distribui¢do desses reforcos pode determinar o quao
heterogéneo é o compdsito. Ja sua geometria e orientacao influem diretamente sobre a anisotropia
do sistema. Os materiais compdsitos, ilustrados na Figura 1, podem ser classificados como
(DANIEL et al., 1994):

1. Compésitos particulados;

2. Compésitos fibrosos;

3. Comp6sitos laminados;

Figura 1 — Materiais compdsitos.

a) Compésito particulado.
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b) Compésito fibroso. ¢) Compésito laminado.

Fonte: PRACIANO, 2018

O reforco comumente se apresenta descontinuo, rigido e resistente. Por outro lado,
a matriz se apresenta continua, sendo menos rigida e resistente que o reforco, sendo a fungao

de cada um dependente do tipo e da aplicacdo do compdsito. No caso de compdsitos com
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alta performance estrutural, por exemplo, os refor¢os sdo responsaveis por fornecer a rigidez e
resisténcia necessdrias para responder as solicitagdes, enquanto a matriz desempenha a fungao
de transferir as tensdes, assim como proteger e dar suporte aos reforgos.

Dentre as propriedades comumente melhoradas, podemos destacar, sob a perspectiva
estrutural, a elevada rigidez especifica e a elevada resisténcia especifica. Outros aperfeicoamentos
importantes podem ser obtidos em relacdo a resisténcia a fadiga, resisténcia a corrosao e
condutividade térmica (BARBERO, 2017). E importante ressaltar que esses materiais permitem
um maior nimero de varidveis de projeto no uso de técnicas de otimizagdo, sendo uma vantagem
sob o ponto de vista de engenharia. Entre as desvantagens, podemos citar o maior grau de
complexidade por se tratarem de materiais heterogéneos, ortotropicos (compdsitos reforcados
com fibras) e sua caracteriza¢do também demandar um nimero mais elevado de parametros.

Embora as primeiras referéncias sobre esses materiais ndo sejam recentes, sendo
vastamente utilizados ao longo da histéria, houve um expressivo crescimento em seu desenvolvi-
mento durante o século XX, em especial nas indistrias aerondutica e naval, com a aplica¢do, por
exemplo, das fibras de vidro e carbono.

Na década de 80 houve uma expansao na aplicacdo de fibras com alta rigidez
e, ja recentemente, a énfase dada as pesquisas nesse campo estdo sobre os compdsitos de
metal-ceramica e nanotubos de carbono, com aplicagdes aeroespaciais, automotivas, navais e
biomecanicas. Dentre esses materiais, dois tipos merecem destaque, sendo eles os materiais

compositos refor¢ados por fibras e os materiais com gradagao funcional.

2.1 Materiais Compositos Reforcados por Fibras

Os compdsitos reforcados por fibras sao compostos por fibras curtas, longas ou
continuas dispersas em uma matriz. As fibras podem ser unidirecionais, bidirecionais, trancadas
ou aleatdrias. Elas podem ser inorgénicas, sendo mais utilizados vidro, carbono, ceramicas e
metais, mas podem ser também organicas, utilizando-se polimeros. No caso da matriz, sao
normalmente compostas por polimeros, embora seja possivel encontrar compostas por metais ou
ceramicas (BARBERO, 2017).

Esses compositos podem se organizar em forma de laminas, com materiais € es-
pessuras que podem ser diferentes ou iguais, que sdo empilhadas e unidas entre si, formando
os compdsitos laminados, sendo, no presente trabalho, abordados os laminados compostos por

laminas unidirecionais.
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Figura 2 — Esquema de Laminacao.
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Fonte: Autor.

orientacdo e sequéncia de empilhamento de suas laminas, sendo essa configuracdo chamada de
esquema de laminacdo (layup). Um esquema de laminagdo pode ser representado da seguinte
maneira: [a/B/y/.../®], onde a, B, Y e ® sdo angulos de orientacdo das fibras da primeira,
segunda, terceira e ultima camada, como ilustrado na Figura 2.

Suas principais classificacdes sdo relativas aos angulos de orientacdo das fibras e da
simetria das laminas em relacdo a superficie média do laminado. Quanto a orientacdo das fibras,
podemos citar duas classificagdes:

1. Laminados Cross — ply: Apresentam angulos de laminacao iguais a 0° ou 90°;

2. Laminados Angle — ply: Apresentam angulos de laminagdo de qualquer valor,

desde que um deles seja diferente de 0° ou 90°.
Sdo exemplos de cross — ply e angle — ply, respectivamente, os seguintes esquemas: [0°/90°/0°/90°]
e [30°/-30°/30°/-30°].

Em relacdo a simetria, os laminados podem receber as seguintes classifica¢des:

1. Laminados Simétricos: Possuem simetria de espessura, material e orientagdo das

fibras em relagdo a superficie média;

2. Laminados Balanceados: Possuem uma lamina com orientac¢io - para cada

lamina com orientacdo o diferente de 0° e 90°, mantendo o mesmo material e a
mesma espessura;

3. Laminados Balanceados e Simétricos: Apresentam de forma simultinea as

caracteristicas apresentadas nos itens anteriores;

4. Laminados Anti-Simétricos: Possuem simetria em relacdo a espessura, mas sao
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anti-simétricas em relacdo as orienta¢des das fibras;
5. Laminados Assimétricos: Caso genérico, onde ndo existe qualquer simetria em
relacdo a superficie média.
Sdo exemplos de laminados simétricos, anti-simétricos e assimétricos, respectiva-
mente: [0°/-45°/45°/45°/-45°/0°], [0°/30°/-30°/30°/-30°/0°], [45°/90°]. No primeiro caso, além

de simétrico, o laminado também € balanceado.
2.1.1 Relagoes Constitutivas

O comportamento mecanico de uma lamina pode ser descrito através de duas abor-
dagens, sendo elas a abordagem micromecénica e a abordagem macromecanica.

No primeiro caso, os constituintes da lamina, ou seja, a matriz e a fibra, sdo analisadas
de forma separada, sendo observada a interacao entre elas. No segundo caso, a lamina se torna
uma combinacdo homogénea da matriz com as fibras. Nos compdsitos laminados abordados no
presente trabalho, serd dado enfoque a abordagem macromecanica.

A lamina, como sistema isolado, é considerada ortotrépica, uma vez que hd uma
grande diferenca entre a rigidez das fibras e da matriz. Essa rigidez depende da dire¢do con-
siderada, sendo definido um sistema local com eixos coincidentes aos planos de ortotropia da
lamina. Neste sistema, as dire¢des 1, 2 e 3 sdo, respectivamente, a dire¢do das fibras, a direcdao

perpendicular as fibras e a dire¢do perpendicular para fora plano, como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Eixos locais e globais da 1amina ortotrépica.

Z=X3

Fonte: TEOFILO, 2010

Seu comportamento antes da falha pode ser considerado elastico-linear, sendo des-

crito através da Lei de Hooke Generalizada para materiais anisotropicos. No estado plano de
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tensdes, adotando as condi¢des de ortotropia das fibras e simetria da matriz, temos:

(o] Onn Q12 O €
o1=Q¢ = 0 (=012 O O ) (2.1)

T12 0 0 Q| | N2

onde Q € a matriz constitutiva da lamina em seu sistema local (x;, x», x3), representado pelo

subscrito 1, onde os valores dos coeficientes Q;; sdo:

E; Va1 E| E
on=—"—- Opn="—"-—"—"— On=—"—""— Qe6 = G12 (2.2)
1 —viava 1 —vip o 1 —viava
As tensoes de cisalhamento transversais sao dadas por:
713 Qu O N3
nw=Qn = = (2.3)
3 0 Oss| | 123
onde Q44 € Os5 sao:
Qs =G3 Q12 =Go3 (2.4)

Como as equacgdes de equilibrio para a andlise estrutural sdo determinadas no sistema
global, enquanto as equagdes acima sao determinadas no sistema local da lamina, € necessario

realizar uma conversao entre os sistemas através de uma matriz de rotacao:

€ cos26 senZ6 senBcosO &

& = sen”6 cos?0 —senBcosb & (2.5)

Y2 —2senfcosH 2senfHcosO cos’O —sen’H Yey

cos@ —senB

N3 _ Yaz (2.6)

123 senf cos6 Yz
Na forma compacta:
g =Te

(2.7)

n="Tsy

Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais, pode-se realizar a seguinte transfor-
macao de tensoes:
o=T" o]

(2.8)
T=T{p
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Dessa forma, a relag@o constitutiva para o sistema global € dada por:

c=T'QTe = o0=0Q¢

_ (2.9
T=TIQTyy = ©=Q,y
sendo:
011 012 Qi O O
Q=01 On 0% Q= _44 _45 (2.10)
_ _ _ Q45 QOss
O16 Q26 Oes
onde:

Q11 = cos* 0 011 +2sen? 0¢cos?0(Q12 +20¢6) + sen* 6 0

012 = (011 + Q2 — 4Q¢g )sen® 6 cos? 0 + (sen* 6 + cos* 0) 01,

Q16 = (Q11 — Q22 — 2Q66)sen O cos’ 8 + (Q12 — Q22 +2Qgs)sen’ Bcos O

02 = sen* 0 Q11 +2(012 4 20¢6) sen® 6 cos? 6 + cos* 6 0y

026 = (Q11 — Q12— 2Q¢6) sen’ Bcos 8+ (Q12 — Q22 +2Qg6) sen 6 cos” O (2.11)
Qg6 = (Q11 + Q22 — 2012 — 2Q¢6) sen” 6 cos” O + (sen* 6 + cos* 6) Ogs

Qus = cos® 6 Qus + sen” 0 Oss

Qs = (Qs5 — Qua) sen 6 cos 6

Oss = sen” @ Qus + cos” 6 Oss

Para combinar o efeitos das laminas, com objetivo de modelar o comportamento
mecanico, existem duas abordagens: as Teorias de Lamina Equivalente (Equivalent Single Layer)
e as Teorias de Laminas Discretas (Layerwise). No presente trabalho, a teoria utilizada para
modelagem dos laminados pertence ao primeiro grupo, sendo a hipétese de compatibilidade nas
deformacdes do laminado utilizada para transformar o problema tridimensional em bidimensional,
permitindo que a contribuicdo de cada lamina seja entdo somada.

As matrizes Q e Qg, apresentadas, respectivamente, nas Equagdes (2.10) e (2.3),
dependem das propriedades dos materiais de cada lamina e da orientacdo das fibras, podendo
variar em cada uma delas. As tensdes, portanto, também podem variar e se tornar descontinuas,
mesmo que haja continuidade entre as deformagdes, como apresentado na Figura 4.

Devido a descontinuidade das tensdes nos laminados, podem ser observadas con-
centracOes de tensdes que surgem na transi¢do entre camadas, principalmente em elevadas
temperaturas, onde a variagdo do coeficiente de dilatacdo térmica pode gerar altas tensoes

residuais, tendo como consequéncia fraturas e delaminacdes.
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Figura 4 — Variacdo de deformacdes e tensdes ao longo da espessura de acordo com uma teoria
de Lamina Equivalente.

Z Z V4

a) Material laminado.  b) Variacdo de deformacdes.  c) Variagdo de tensdes.
Fonte: Adaptado de REDDY, 2004

2.2 Materiais com Gradacao Funcional

Os Materiais com Gradacdo Funcional (MGF) sdo materiais compdsitos constituidos
por duas ou mais fases. Sua principal caracteristica € uma variagdo continua e suave de sua

composi¢do em sua espessura, como apresentado na Figura 5.

Figura 5 — Materiais com Gradagao Funcional.
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Fonte: Autor.

Dentro dessa proposta, muitas possibilidades de misturas podem ser realizadas utili-
zando diversos componentes, sendo comumente classificados como metal-ceramica, ceramica-
ceramica, ceramica-plastico, entre outros (UDUPA et al., 2014). No caso dos metais, podemos
citar como exemplo o magnésio, titinio, aluminio e aco, enquanto nas ceramicas podemos
citar a zirconia, alumina e o carboneto de silicio, entre outros (SHEN, 2016). E possivel en-

contrar na literatura estudos detalhados sobre diversos MGF, como o caso dos compostos por
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zicOrnia-alumina (ZrO,-Al,03), entre outros (SHANMUGAVELAYUTHAM; KOBAYASHI,
2007; YONGMING et al., 2003; HONG et al., 2008; ZHANG et al., 2013).

Seu desenvolvimento tem inicio a partir da década de 80, no Japao, com pesquisas
envolvendo materiais que apresentassem boas respostas a problemas abrangendo grandes gradi-
entes de temperatura. Nas ultimas duas décadas, o nimero de publicacdes cientificas na drea
vem crescendo, assim como o interesse da comunidade mundial em seu desenvolvimento, como

indicado na Figura 6.

Figura 6 — Numero de publicacdes cientificas na area de MGF entre os anos de 1980 a 2016.
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Fonte: Adaptado de NAEBE; SHIRVANIMOGHADDAM (2015)

Assim como os laminados, esses materiais possuem propriedades melhoradas em
relacdo aos seus constituintes isolados. Entretanto, quando observados efeitos térmicos relativos
as concentracoes de tensoes, tensdes residuais e fraturas, os MGF apresentam vantagens, uma

vez que eles ndo apresentam descontinuidades ou variagdes abruptas, como mostrado na Figura

7.

Figura 7 — Resposta ao carregamento térmico.
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Fonte: Adaptado de GUPTA; TALHA (2015)

Suas desvantagens estdo no elevado custo para sua preparacao, assim como a necessi-
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dade do desenvolvimento de mais pesquisas na drea, como modelos mais robustos para predi¢dao
de seu comportamento ou técnicas mais precisas de controle de sua composi¢ao na fabricacao
(UDUPA et al., 2014). Entretanto, apesar das bases matematicas e das técnicas necessarias para
sua fabricacdo serem recentes, sdo inimeros os exemplos desses materiais na natureza, como sao
os casos do bambu, da pele e dos 0ssos.

Quanto as aplicacdes modernas dos MGF, exemplificadas na Tabela 1, deve-se desta-
car a sua utilizacdo na industria aeroespacial, onde foram inicialmente desenvolvidos. Também
€ possivel observar sua participacdo em equipamentos industriais, meios de comunicagdo e
aplicacdes biomecanicas, como préteses biomecanicas (JHA et al., 2013).

Mais recentemente, no inicio da década de 90, o desenvolvimento e utiliza¢ao de
compdsitos que unem baixo peso com alto desempenho vém ampliando os estudos sobre MGF
cujos componentes sdo micro e nanoparticulas. Nesses estudos, vale destacar o espaco dado aos
nanotubos de carbono (NTC) como refor¢co (COLEMAN et al., 2006).

Quanto ao seu processo de fabricagdo, dois merecem destaque: a técnica de metalur-
gia em po e o processamento por fusio, apresentados na Figura 8. Detalhes sobre os processos
podem ser encontrados nos trabalhos de Kieback et al. (2003) e Naebe e Shirvanimoghaddam

(2016).

Tabela 1 — Exemplos de aplicacdes de MGF em diversas dreas.

Area Exemplos
Nuclear Parede de plasma para reatores de fusdo e pastilha de combustivel.
Comunicagdes Fibras opticas, lentes e semicondutores.
Aeroespacial Componentes de foguetes e estruturas de avides espaciais.
Medicina Ossos artificiais, pele e odontologia.
Energia Geradores termoelétricos, c€lulas solares e sensores.
Diversos Materiais de construgdo, artigos esportivos e vidracarias.

Fonte: Adaptado de GUPTA; TALHA, 2015.

2.2.1 Propriedades Efetivas

Em uma escala microscépica, todos os materiais sdo heterogéneos, ainda que apa-
rentem ser homogéneos em escala macroscopica. Essa heterogeneidade pode se apresentar de
vdrias formas, como fraturas, vazios, particulas, laminas e fibras, entre outras. No caso dos MGF,
essa heterogeneidade acontece devido a presenga da matriz e do reforco.

Outro importante fator nos MGF, em especial devido a sua relacdo com problemas
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Figura 8 — MGEF fabricados com os métodos de metalurgia em p6 e processamento por fusio.
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Fonte: Adaptado de NEMAT-ALLA et al. (2011) e KIEBACK et al. (2003)

de gradiente térmico, € a influéncia da temperatura, podendo as propriedades dos materiais serem
consideradas dependentes ou independentes da mesma. A relacdo entre as propriedades dos
materiais e a temperatura pode ser descrita utilizando a férmula de Touloukian (TOULOUKIAN,

1967), sendo:
_ P 2 3
P(T) =Py T—i—l—i—PlT—i—PzT + P3T (2.12)

onde T é a temperatura em Kelvin e Py, P.; Py, P, e P3 sdo coeficientes unicos de cada
constituinte.

Dessa forma, surge a necessidade de investigar a influéncia desses fatores no com-
portamento dos materiais. O comportamento microscopico do material pode ser descrito através
do estado mecanico de um ponto material a nivel macroscépico pelas chamadas propriedades
efetivas.

Existem vérios modelos analiticos que buscam determinar essas propriedades (REI-
TER et al., 1997; GASIK, 1998), sendo a resposta das estruturas influenciada diretamente por
sua escolha e suas limitacoes (AKBARZADEH et al., 2015; ZUIKER, 1995).

Determinadas as propriedades efetivas, a relagdo constitutiva € andloga a apresentada
nas Equacdes (2.10) e (2.3), sendo os MGF considerados isotrpicos, variando suas propriedades

na direcdo z. Dessa forma, os termos da matriz Q sao dados por:

5 E@) E(z)v(z) . E@
Q“—Q22—Tz(z) T—v2(2) Q44—Q55—Q66—m

2.2.1.1 Leidas Misturas

O = (2.13)

A lei das misturas ¢ um modelo simples e utilizado na maior parte das anélises feitas

em estruturas de MGF. Ela consiste em uma média ponderada das propriedades dos constituintes,
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onde cada um deles contribui com sua fracdo de volume.
Dessa forma, as propriedades do material nos pontos ao longo da espessura podem

ser calculadas pela seguinte expressdao (SHEN, 2016):
Pr= '21 P;Vy (2.14)
J:

onde Py sdo as propriedades efetivas do material, P; e V; sdo as propriedades e a fragdo de
volume do constituinte j, sendo nc o nimero de constituintes. A fracdo de volume expressa a
quantidade relativa de cada um dos constituintes em relagao ao volume total do sistema. Sendo
assim:

nc

Y V=1 (2.15)
j=1

Dessa forma, utilizando o exemplo dos MGF compostos por metal e cerdmica, temos:

E(z) = (Em— E¢) Vin(2) + Ec (2.16)

V(Z) = (Vm - VC) Vm(z) + Ve

onde m e ¢ denotam, respectivamente, metal e ceramica.
2.2.1.2 Método de Mori-Tanaka

O método de Mori-Tanaka € um modelo aplicado em materiais com gradacao cuja
microestrutura possui uma matriz bem definida. Ele leva em consideracdo os efeitos da vizinha a
inclusdo e a interacao entre os constituintes (SHEN, 2016).

As propriedades efetivas do material, para particulas isotrépicas distribuidas aleatdri-

amente em uma matrix também isotropica, sdo dadas por (SHEN, 2016):

V.
K<Z) = Km + 1 - V
m
K. — Ky * k. 4 3Gm
" 3 (2.17)
m

+
GC - Gm Gm + f M
onde K € o médulo volumétrico e G é o mddulo de cisalhamento. O parametro f,, é dado por:

G (9K, + 8Gyy)
6(Kn +2Go)

Jfm = (2.18)
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2.2.2 Fragdo de Volume

Como visto anteriormente, as propriedades efetivas do MGF sao influenciadas pela
variacdo continua de sua composi¢do. Dessa forma, € necessario determinar como as fases

constituintes se distribuem ao longo de uma coordenada.

Figura 9 — Variacao da fracdo de volume ao longo de uma secao.
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Na literatura, € possivel encontrar trés modelos usuais para a varia¢ao da fracdo de
volume. A Figura 9 apresenta a distribuicao de fracdo de volume proposta por esses modelos.
A forma mais utilizada para descrever essa distribuicado € a lei da poténcia (P-MGF), dada pela

expressao:

2z—|—h)n

Vi = Vi + (Vs —Vfb)< > (2.19)

onde Vy, e V, sdo, respectivamente, as fragdes de volume da inclusdo no topo (z = +//2) e na
base (z = —h/2), sendo n um fator de ndo homogeneidade e & a espessura da estrutura. Outra

opcdo ¢ a distribui¢do sigmoéide (S-MGF), dada por:

1 (h—2z\" h
Vfb+(Vft_Vfb)(1_§( A ))7 OSZSE

fi— n (2.20)
1 /h+2z h
Vfb+(Vﬁ_Vfb)(§( A ) >, _ESZSO

e a distribui¢cdo exponencial (E-MGF), dada por:
1 Vi \ (22+h\"
"y P ) (2.21)

Para Vy, =1 e Vg =0, ou seja, com apenas a presenga de um dos componentes no

ij = ﬁe

topo e na base, a expressdo P-MGF apresentada € reduzida a lei da poténcia classica apresentada

em diversos trabalhos.
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3 TEORIA DE CASCAS CILINDRICAS

As cascas, no ambito da engenharia estrutural, sdo definidas como elementos onde
uma dimensao, no caso a espessura, € muito inferior as demais dimensoes. Elas se diferem das
placas pelo fato de ndo serem necessariamente planas, podendo possuir uma curvatura inicial.

Dessa forma, um dos principais objetivos das teorias de cascas € transformar um
problema que € tridimensional, em um problema bidimensional. Essa transformagao € possivel
devido ao uso de hipdteses simplificadoras feitas em relacdo aos campos de deslocamentos e
tensoes. Estas hip6teses acarretam em erros que dependem da espessura da casca e da magnitude
dos deslocamentos.

Em todas as teorias que serdo discutidas, considera-se que os deslocamentos de todos
os pontos da placa em sua espessura podem ser escritos em funcio dos deslocamentos de uma
superficie de referéncia. Sao considerados que as deformagdes normais ao plano da casca sao
nulas, ou seja, & = 0 e as tensdes também despreziveis, sendo assim o, = 0.

As teorias de cascas variam entre si devido a suas hipéteses, em especial devido a
consideracdo do cisalhamento transversal. Nelas se destacam a teoria de Kirchoff-Love, a teoria
de Reissner-Mindlin e as teorias de alta ordem.

Nesse contexto, a teoria de Kirchoff-Love, também conhecida como teoria classica,
¢ a mais simplificada entre elas, uma vez que as deformacdes de cisalhamento transversal
sao desprezadas. Isso acontece devido a hipétese que as linhas retas e normais a superficie
de referéncia permanecem retas e normais apds a deformacgdo. Por conta desta hipétese, sua
utilizacdo € limitada as cascas finas, onde o efeito do cisalhamento pode ser desprezado sem
maiores prejuizos a andlise.

A teoria de Reissner-Mindlin, também chamada de Teoria de Deformagdes de
Cisalhamento de Primeira Ordem, considera uma deformacdo de cisalhamento constante ao
longo da espessura da casca. Sua hipdtese € que as secdes retas e normais a superficie de
referéncia permanecem retas, mas nao necessariamente normais apés a deformacao. A Teoria
da Elasticidade apresenta como solugdo exata uma variacdo quadrética para a deformacgdo de
cisalhamento (TIMOSHENKO; GERE, 1985), sendo uma limitac¢ao dessas teorias, fazendo-se
necessario utilizar um fator de correcdo que serd discutido posteriormente (REDDY, 2004).

As teorias de alta ordem, que utilizam expansao em séries dos termos do campo de
deslocamentos, buscam aprimorar a consideragdo do efeito de cisalhamento melhorando, dessa

forma, sua precisd@o. A mais conhecida delas € a teoria de deformagdes de cisalhamento de
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terceira ordem, desenvolvida por Reddy (1984).

Um importante membro da familia das cascas s@o as cascas cilindricas, sendo uma
de suas configura¢Ges mais comuns para fins estruturais, como tanques de armazenamento, tubos,
colunas e pecas aeroespaciais e navais. Assim, diversas teorias foram desenvolvidas para a
andlise de cascas cilindricas, sendo seu estudo considerado um importante ponto de partida para
modelos gerais mais complexos (BRUSH; ALMROTH, 1975).

Donnell (1934) apresentou uma teoria para cascas cilindricas baseada em andlises
experimentais da flambagem torcional de tubos de paredes finas. Devido a diferencas entre os
resultados experimentais e tedricos tornou-se necessdria a inclusao de termos nao-lineares a
teoria, equivalentes a teoria de von Kdrman. A teoria de Donnell é baseada nas seguinte hipéteses
(YAMAKI, 1984):

1. A casca € fina:

h/R < 1, h/L < 1 (3.1)

2. As deformagdes € sdo suficientemente pequenas (¢ < 1) e a lei de Hooke é
valida;

3. As linhas retas e normais a superficie média permanecem retas e normais apos a
deformacao;

4. A tensdo normal que atual na direcdo normal a superficie média € desprezivel
em comparagdo a tensao nas demais diregdes;

5. Os deslocamentos longitudinal e circunferencial, u e v, respectivamente, sao

infinitesimais, enquanto w é da mesma ordem da espessura da casca:
lu| < h, v| < h, lw| = O(h) (3.2)

6. As derivadas de w s@o pequenas, mas seu quadrado e seus produtos sdo da mesma

ordem das deformacdes e, por isso, consideradas. Dessa forma:

ol )
dx | |dy

() e () o

7. As mudancas na curvatura sdo pequenas e as influéncias de u e v sdo desprezadas,

bl

awa_w (3.3)

ox dy

sendo, assim, funcdes lineares que dependem apenas de w.
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Suas principais hipdteses sao equivalentes as propostas por Kirchoff-Love. Dessa
forma, as deformacdes de cisalhamento transversais sdo desconsideradas, sendo limitada a
andlise de cascas de pequenas espessuras. Pela simplicidade e precisdo € a teoria mais utilizada
em estudos nao-lineares (SILVA, 2008), sendo amplamente utilizada em andlises de cascas e
painéis cilindricos (BRUSH; ALMROTH, 1975; YAMAKI, 1984; JONES, 2006; LIEW et al.,
2007; ZHAO et al., 2007; LIEW et al., 2012; ZHANG et al., 2014a; ZHANG et al., 2014b;
SHEN, 2016; ESLAMI et al., 2018).

A teoria de Donnell, entretanto, possui limitagdes, principalmente quando a casca
cilindrica apresenta deslocamentos no plano da mesma ordem de grandeza da deflexao (YAMAKI,
1984). Dessa forma, algumas alternativas foram propostas de forma a superar as limitagcdes
impostas por essas hipéteses, na qual podemos destacar as apresentadas por Fliigge, Sanders e
Koiter.

Fliigge (1932) utilizou as mesmas expressoes de flambagem que Donnell, porém néo
considerou as aproximagdes de cascas abatidas. Entretanto, por ndo considerar os efeitos das
deformagdes de flexdo antes da flambagem, os resultados ndo foram suficientemente precisos
(YAMAKI, 1984). Sanders (1963) prop6s um conjunto de equacdes para deformagdes finitas
em cascas cilindricas de paredes finas, mais complexas que as de Donnell e mais simplificadas
que as de Fliigge, sendo aplicdvel a cascas ndo abatidas. Koiter (1960) apresentou de forma
simultanea as expressodes obtidas por Sanders, porém na forma tensorial. Dessa forma, essa
teoria também pode ser denominada Sanders-Koiter. As hipoteses adotadas por essa teoria sao
(ARGENTA, 2013):

1. A casca € esbelta:
h <L, h <R (3.4)

Essa condicdo é garantida, em aplicagdes pratica, para 2/R < 1/20 (AMABILI,
2008);

2. O deslocamento radial w é da mesma espessura da casca € pequeno comparado
as dimensodes L e R;

3. As rotagOes sdo pequenas:

ow

ox

J
<1, '—W‘ <1 (3.5)
dy

4. As desformacdes sdo pequenas, sendo possivel aplicar a teoria da elasticidade

linear;
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5. As hipéteses de Kirchhoff-Love sdo garantidas.

Embora mais simplificada que as demais teorias envolvendo cascas cilindricas,
a teoria de Donnell apresenta bons resultados para diversas situagdes, superando limitagdes
observadas em teorias de cascas abatidas, como a apresentada por Marguerre (CRISFIELD,
1991) e discutida em trabalhos como Rocha (2013), Barros (2016) e Praciano (2018), sendo,

portanto, abordada no presente trabalho.

3.1 Teoria Nao Linear de Cascas Cilindricas

No presente trabalho foi adotado um sistema de coordenadas (x,y,z), onde x é a
coordenada longitudinal, y é a coordenada circunferencial e z € a coordenada radial, como
apresentados na Figura 10, sendo L o comprimento longitudinal da casca cilindrica e R o seu

raio.

Figura 10 — Sistema de coordenadas de uma casca cilindrica.
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X, u

Y

v

L
a) Secdo transversal. b) Perfil Longitudinal.

Fonte: Autor.

O campo de deslocamentos em um ponto qualquer da casca € dado por:

ue(x,y,2) = u(x,y) +2Bx

uy(x,,2) = v(x,) + 2By (3.6)
uz(x,y,2) = wix,y)

onde u, v e w sdo os deslocamentos na superficie média da casca nas direcdes x, y e z, respectiva-

mente, e f3; e B, sdo as rotagdes normais aos planos xz e yz.
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Dessa forma, a partir do campo de deslocamentos apresentado na Equacgdo (3.6), as

deformagdes no plano de um ponto qualquer na casca sdo dadas por:

& el Ky

€= ¢& =4 &"p+zq k, p=¢€"+2zK, (3.7)
y y
Yay Yoy Kxy

As deformagdes em um ponto da superficie média da casca (&', €)', 1;y) sdo dadas,

de acordo com a teoria de Sanders-Koiter por (ARGENTA, 2013):

I , 1 «\2
exm:ux+iw7x+§(v>‘;_u’y)
w 1 /v=* 2 1] 2
&=tz +3 (g o) +505-) o

As mudangas na curvatura, segundo a mesma teoria, sao dadas por:

Ky = ﬁx,x
Vy
Ky = PByy+ (f) (3.9)
3vi uj;
Koy = By + Bya+ R OR

Considerando pequenas as rotacdes em relacdo a dire¢do normal a superficie da
casca e admitindo o comprimento de onda das deformagdes pequenos em relacio ao raio de
curvatura principal minimo (KYRIAKIDES; CORONA, 2007), alguns termos (x) da Equacao
(3.8) podem ser desprezados. Neste caso, o campo de deformagdes dado pela teoria de Donnell

(SILVA, 2008) ¢ dado por:

m 1 2
& :uﬂf—'_iw,x
w 1 ,
8)’]?1:\)7},+E+—W7y (310)

Yoy = Uy TVt waw,

As mudangas na curvatura, dessa forma, sdo dadas por:

Ky = Bx,x

Ky = Byy (3.11)
Key = Bry + By

As teorias cldssicas de Sanders e Donnell ndo trazem consigo termos relativos ao

cisalhamento transversal, pois assumem as hipéteses de Kirchoff-Love. Entretanto, nas analises
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realizadas no presente trabalho, esses termos foram adicionados aos campos de deformacgao
apresentados na Equacao (3.7), sendo similares aos termos de presentes na teoria de Reissner-

Mindlin (ZHANG et al., 2013):

Yaz = ﬁx+w,x
(3.12)

v
Yo =By tw,y— R

Dessa forma, a partir das Equacdes (3.7), (3.8) e (3.12) as deformagdes de um ponto
qualquer na casca sdo obtidos. As deformag¢des de membrana sdo a soma de parcelas lineares e

ndo lineares representadas, respectivamente, pelos sobrescritos 0 e L:

4 1 2 3\
U 2"
gh—gngpen=0, WAL (3.13)
0 L ,y R 2W7y
Uy T Vx (WaWyy

Os termos de flexdo e cisalhamento transversal sdo dados por:

ﬁxx
7 ﬁx + Wy
k= B, v y (3.14)
ﬁy + W7y
Bx7y + ﬁ)@x

Quando R — o as relacdes apresentadas nas Equacoes (3.10) e (3.11) sdo equiva-

lentes a teoria de von Karman:

8;” =Uy + szx
1
&' :v,y+§w?y (3.15)

Yo =uy+vetwow,

Como abordado anteriormente, outras teorias podem ser utilizadas para incluir as
deformacgdes de cisalhamento nas andlises. Simitses e Anastasiadis (1991) investigaram a
influéncia dessas teorias na determinag@o da carga critica de cascas cilindricas laminadas, onde
concluiram que as teorias de Primeira Ordem e Alta Ordem possuem resultados muito proximos
quando consideradas cascas de espessura fina ou moderada, desde que na teoria de Primeira
Ordem seja utilizado um fator de corre¢ao adequado.

No presente trabalho, optou-se pela utilizacado da teoria de Primeira Ordem por sua
continuidade C°, o que possibilita a utilizacdo de miiltiplos patches na Analise Isogeométrica e
que serd abordada com mais detalhes posteriormente, assim como por sua simplicidade e boas

aproximagoes.
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3.2 Esforcos Internos

Nas cascas, as equagdes de equilibrio, importantes para o estudo de estabilidade,
serdo determinadas de forma mais simples através de seus esforcos internos.

Como discutido anteriormente, € importante ressaltar que os compdsitos refor¢cados
por fibras, em seu esquema de laminag¢ao, serdo considerados homogéneos e ortotrépicos em cada
lamina. Ja os MGF serdo considerados isotropicos, mas ndo homogéneos, com suas propriedades

variando ao longo da espessura.

3.2.1 Compositos Laminados Reforcados por Fibras

A partir da Equacao (2.9) é possivel obter os esforcos a partir da integracao das

tensoes em cada lamina:

N
* h/2 Zk+1 -
N={n, :/W s, dz_z/z dz (3.16)
Nyy Txy
M o.
' w2 | a e
M=ty o= [ S o pade= Y [ Qe (3.17)
h/2 k=1"%
My Txy
Vi h/2 | 1, noorzgn
v=y | dz=Y [ k@ (3.18)
Vyz —h/2 | 1y k=1"%

onde n/ é o nimero de 1aminas, sendo z a coordenada de cada lamina, representadas por k. E
utilizado um fator de correcdo ks, adotado como 5/6, devido as hipéteses de Reissner-Mindlin.
Dessa forma, separando as deformagdes de membrana, flexdo e cisalhamento, a

relagc@o constitutiva pode ser escrita como:
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( x Ay A A B B2 Big 0 0 (8;71\
Ny Ay Ap Ay Bio Bn By 0 0 | |¢gf
Nyy Alg Ay Aes Bis By Bes 0 O Exy
Mi | _|Bu Bz Bie D Dz Dig 0 0| )& (3.19)
M, Bia By By Dio Dy Dy 0 0 Ky
M,y Big Bxs Bes Dis Dy Deg 0 0 Kyy
Viz 0 0 0 0 0 0 G Gys Y
(vie] [0 0 0 0 0 0 Gs Gs||%]

De forma compacta, podemos escrever:

N A B 0]
M,=|B D 0 K (3.20)
Q 0 0 G Y

sendo as matrizes dadas por:

nl Zk+1 _ I’ll Zk-H _
A=Y / QWaz B=Y /Z QWzdz

k=1 %k k=1

nl Th+1 _ nl Zk+1
D= Z/ ’ Q(k)zzdz G= Z/ " stgk)dz
k=172 z

k k=1" %

(3.21)

Sendo A, B, D e G, respectivamente, as matrizes de rigidez extensional, de acoplamento
membrana-flexdo, flexional e de cisalhamento. As matrizes podem ser determinadas através de

integracdo analitica, quando considerada em regime eléstico:

nl nl
= (k 1 = (k
Aij=Y Qz(j)(zk-‘rl — 2k) Bij = 3 Y ng)(2%+1 —27)
! - (3.22)
1 nl X nl ~ (k
Dij=3 Y Q) —3) Gij=), kSQl(j)(Zk+l — 2)
k=1 k=1

As matrizes A, B e D sdo dadas por i, j = 1,2, 3, enquanto a matriz G é dada por i, j = 4,5.

A avaliacdo das matrizes ABDG € importante para compreender o comportamento
das estruturas laminadas, em especial devido ao acoplamento membrana-flexao, representado pela
matriz B. Quando ndo nula, as estruturas podem apresentar comportamentos termo-mecanicos
indesejdveis e necessitarem de andlises complexas (DANIEL ez al., 1994). Esse comportamento
acontece em laminados ndo simétricos. Ja no caso dos laminados simétricos, os termos da matriz

B sdo nulas, eliminando esse acoplamento.
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3.2.2 Materiais com Gradagdo Funcional

A partir das Equacdes (2.10) e (2.3) € possivel obter os esforcos a partir da integragdo
das tensdes ao longo da espessura. Como o material é considerado isotrépico, a matriz de rotacio

T apresentada na Equacdo (2.5) ndo € necessdria. Dessa forma, os esfor¢os sao dados por:

o,
h/2 h/2
N=t Ny o= [ 36 pde= [ QEed (323)
“h)2 “h)2
Nyy Txy
Mx X
w2 | © h/2
M=q M, r= / oy (zdz= / Q(z)ezdz (3.24)
)2 —h)2
M, Txy
v, w2 (1, n2
vy el / dz = / ke Qy(2) ydz (3.25)
V. /2| g, —h/2

As relagdes constitutivas dos MGF sdo dadas de forma analoga as Equagdes (3.19) e
(3.20), sendo as matrizes dadas por:
h/2 h/2 h/2 h/2
A= Q(z)dz B= / Q(z)zdz D= / Qx)z%dz G = / ksQs(z)dz  (3.26)
~h/2 ~h/2 ~h/2 ~h/2
Assim como nos laminados, os termos das matrizes apresentados na Equacgdo (3.26) podem ser
calculados de forma analitica ou numérica. No presente trabalho, as matrizes foram integradas
numericamente utilizando a quadratura de Gauss, sendo o numero de pontos de Gauss escolhido
de acordo com o fator de ndo homogeneidade n apresentado na Equacdo (2.21).
Devido a assimetria na distribuicdo do material, os termos da matriz B sdo nao
nulos, gerando o acoplamento membrana-flexdo. Este acoplamento tem impacto significativo no

comportamento estrutural e na estabilidade de cascas. As discussdes sobre este assunto serdao

feitas com mais detalhes na Secao 3.2.1.



38

4 ANALISE ISOGEOMETRICA

Proposta por Hughes et al. (2005), a Anélise Isogeométrica, utiliza fun¢des de base B-
Splines, NURBS e, mais recentemente, 7-Splines (BAZILEVS et al., 2010). O grande potencial
dessas fungdes consiste na representacdo exata de diversas geometrias, sendo amplamente
utilizadas em softwares do tipo CAD (Computer Aided Design). Dessa forma, utilizando o
conceito isoparamétrico, as mesmas fungdes sdo utilizadas para a modelagem geométrica e para
a representacao do campo de deslocamentos. Essa aproximacdo entre a modelagem geométrica e
o método de anélise pode gerar beneficios em diversos problemas, dentre as quais podemos citar
a estabilidade de cascas que s@o amplamente conhecidas por sua sensibilidade a imperfei¢oes
(COTTRELL et al., 2009).

Outras vantagens apresentadas pelo método sdo suas possibilidades de refinamento,
como, por exemplo, a maior facilidade na elevacdo do grau dos polindmios da base, o que supera
as limitacdes do Método dos Elementos Finitos devido a utilizacido dos polindmios de Lagrange,
sendo também possivel elevar a continuidade entre elementos simultaneamente, algo que nao
€ possivel no MEF. Com isso, € possivel trabalhar com diversas teorias consagradas e que
exigem nas funcdes de base continuidades distintas, como € o caso das teorias de Kirchoff-Love
(KIENDL et al., 2009), Reissner-Mindlin (BENSON et al., 2010) e Alta Ordem (TRAN et al.,
2016).

4.1 NURBS

Os recentes avangos nas andlises de engenharia, assim como das ferramentas compu-
tacionais de alta-performance vem propiciando um ambiente de mais precisdo € maior integracao
entre os processos de modelagem e andlise. Do ponto de vista da engenharia, as funcdes NURBS
sdao mais utilizadas no processo de modelagem geométrica.

Suas maiores vantagens estdo em abranger a representacdo de secdes conicas, no
geral, podendo representar com exatiddo circunferéncia, cilindros, esferas, assim como for-
mas livres. Além disso, hd muitos algoritmos eficientes e estdveis para gerar esses modelos
(COTTRELL et al., 2009).

Do ponto de vista matemético, também oferecem propriedades importantes, como,
por exemplo, a particdo da unidade e propriedades relacionadas a sua continuidade, que sdo

muito importantes para a andlise estrutural e serdo discutidas com mais detalhes posteriormente.
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Dessa forma, as NURBS sdo um ponto de partida natural ao tratarmos de Anélise Isogeométrica.
4.1.1 B-Splines

Para construir o conceito das NURBS (Non Uniform Rational B-Splines), é necessa-
rio, inicialmente, discutir-se as B-Splines que as constituem. As curvas B-Splines sao obtidas a

partir da combinagdo linear entre os pontos de controle p; e fungdes de base N; ,( )

n
C(&) =X Nip(&)p @.
onde n é o nimero de fungdes de base, p é o grau da curva e & é a coordenada paramétrica da
curva.

As B-Splines sdo caracterizadas pela capacidade de descrever varios segmentos
diferentes ao longo de um mesmo espago paramétrico, sendo obtidas através da limitacao da
atuacdo das funcoes de base em regides desse espago. Essas regides sao chamadas na literatura
de knot spans, sendo definidas por um vetor de valores paramétricos chamado vetor de knots.
Esse vetor é dado por um conjunto de valores paramétricos [&y, ... , £, p41] ndo-decrescentes e
nao-negativos dentro do intervalo onde a curva foi definida.

A partir de um vetor de knots & = [}, &, ... , &,y p1], as fungdes de bases sdo

definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL; TILLER, 1997):

17 gi < 5 < €i+1
Nio(§) =

0, caso contrdrio (4.2)

Nip(&) = 225 N, () + 25 v g

“E,-& et~

Os valores paramétricos podem ser repetidos no interior do vetor de knots, sendo o
numero de repeticdes conhecido como multiplicidade do knot. Esse conceito € importante, pois
tem consequéncias na continuidade dentro do knot span que, nas B-Splines, possui continuidade
CP-! em seu interior. Caso haja uma multiplicidade m em um determinado knot, a continuidade
da curva € CP"" em sua coordenada paramétrica, como ilustrado na Figura 11.

Os vetores também podem ser classificados como uniformes quando seus valores
paramétricos variam com uma mesma razdo. Os vetores de knots & =1[0, 0, 0.5, 1, 1] e E = [0, O,
0,0.25, 0.5, 0.75, 1, 1, 1] s@o uniformes, enquanto = = [0, 0, 0, 0.3, 0.5, 1, 1, 1] ndo é.

Os knots nos extremos do vetor de knots sdo interpoladores quando possuem mul-

tiplicidade m = p + 1. Em geral, na Andlise [sogeométrica sdo utilizados vetores com essa
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Figura 11 — Fungdes de base B-Splines e suas continuidades no interior dos spans de um vetor
de knots £=10,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5].

¢! c? c? ¢ c? &

0.090.0.0 1 22 333 4444 5.5,5,5.5

Fonte: Cottrell et al. (2009).

caracteristica, classificados como vetor de knots abertos, garantindo que os pontos de controles
inicial e final sejam interpolados. No caso dos knots internos, os mesmos serdo interpolados
quando possuirem multiplicidade m = p.

Cada base N;;, contribui ao longo do intervalo paramétrico [&;, &y p+1], sendo o
numero de bases ndo nulas em cada knot span sempre igual a p + 1, como apresentado na Figura
12. O nimero de bases pode ser calculado em fun¢do do tamanho do vetor de knots e pelo grau

da curva, onde:
n=ks—p—1 4.3)
onde n é o numero de bases, ks é o tamanho do vetor de knots e p é o grau da curva.

Figura 12 — Funcgdes de base B-Splines p = 2 e vetor de knots £ =1[0,0,0, 1,2,3,4,5,5, 5].

ir N . A ]
*\1.2 N, N "\6.2 ‘\/'8.2
N. 3.2 42 N.
<39 =52
N

7.2

0
0 1

Fonte: Cottrell et al. (2009).
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N

Como principais caracteristicas das B-Splines, podem ser listadas:

1. Nao-negatividade:
Nip(§) =0 (4.4)
2. Parti¢do da unidade:

Y Nip() =1 (4.5)
i=1
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3. Suporte compacto: as fung¢des de base N;,(§) sdo nulas se & estiver fora do
intervalo [&;, &y pi1];

4. Dado um knot span, p + 1 funcdes de base sao nao nulas neste intervalo;

5. Todas as derivadas de N;, existem no interior dos knot spans. Nos knots, as

bases sdo diferencidveis p - m vezes, sendo m a multiplicidade do knot.
4.1.2 Refinamentos

Quanto aos processos de refinamento utilizados nas B-Splines, sdo possiveis trés
tipos: insercdo de knot, elevacdo de grau e refinamento k. Nos dois primeiros casos, existem
refinamentos semelhantes no MEF, porém, no tltimo tipo, ndo existe processo semelhante, sendo
essa uma das vantagens apresentadas pelo AIG.

No refinamento por insercdo de knot, ilustrado na Figura 13, um novo knot &; é
inserido no vetor =, gerando uma nova base e um novo ponto de controle, sem alterar a geometria
da curva. Em relacdo a andlise estrutural, esse refinamento proporciona uma elevagdo no nimero

de graus de liberdade, sendo semelhante ao refinamento h realizado no MEF.

Figura 13 — Refinamento por insergdo de knots.

1 B-spine Bass 1 5.spine Basis 1 B-spine Bass

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6 \ /

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2

0 0 0

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

==40,0,1,1} =2={0,0,051,1} =2=4{0,0,1/3,2/3,1,1}

Fonte: Autor.

No refinamento por elevagdo de grau, ilustrado na Figura 14, acontece a elevagao do
grau da curva ao elevar a multiplicidade do knot em 1 dentro do intervalo paramétrico, mantendo
sua continuidade. Em relacdo a andlise estrutural, esse refinamento proporciona funcdes de
forma de ordens mais elevadas, sendo uma melhoria do ponto de vista numérico, semelhante ao
refinamento p realizado no MEF.

No refinamento k, ilustrado na Figura 15, é realizada a combinacao dos dois processos
acima, acontecendo, portanto, a elevacao do grau do polindmio e a elevagdo da continuidade

entre os knots.
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Figura 14 — Refinamento por elevacdo de grau.

s o ol I
06 0 |\ oel\ | I\ |
0.4 0.4 [ 0.4 \ﬂ ' /

oz |1 O /D)
V | LN

- 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
==1{0,0,0.5,1,1} ==1{0,0,0,05,05,1,1,1} ==4{0,0,0,0,0.5,0.50.5,1,1,1, 1}

0.2 0.2

Fonte: Autor.

E importante ressaltar que ndo € possivel realizar esse refinamento no MEF devido a

limitagGes impostas pelas fungdes de forma que o método utiliza.

Figura 15 — Refinamento £.

1

1
0.8 0.8 \ / 0.8 \ /
0.6 0.6 / 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 / 0.2
0 ] 0 0 Z_/><
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 2 04 06 08 1
==1{0,001,1,1} = =4{0,0,005,1,1,1} =={0,0,0,0,05,1,1,1, 1}

Fonte: Autor.

0
0

Mais detalhes sobre as implementacdes computacionais utilizadas para os processos

de refinamento descritos podem ser obtidos no trabalho de Piegl & Tiller (1997).
4.1.3 B-Splines Racionais

Apesar de sua flexibilidade, as B-Splines sdo incapazes de representar curvas nao
polinomiais, como circulos e elipses. As NURBS, que sdo B-Splines racionais com vetores nao
uniformes, foram desenvolvidas para resolver este problema.

Uma curva NURBS € representada por uma base racional H;;, e pontos de controle

p: através da expressao:

(&) =i§1 H; p(E)p; 4.6)

onde p € o grau da curva NURBS e n é o numero de bases da curva. As fun¢des de base racional
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sdo dadas por:

Nip(S)wi _ Nip(&)wi _ A(S)
Hip(8) =~ 4 _p _ .
p £ VOV

N; p (&) sdo fungdes de base B-Splines e w; sdo os pesos relativos a cada ponto de controle.

A Figura 16.a ilustra o efeito do peso sobre uma curva NURBS. E possivel observar
que, variando-se 0s pesos, varias curvas distintas podem ser representadas através dos mesmos
pontos de controle. A Figura 16.b ilustra uma semicircunferéncia modelada com NURBS e o

arco de 180° modelado com uma B-Spline nao racional.

Figura 16 — O efeitos dos pesos e a comparagao com curvas NURBS e B-Splines na representa-
¢do da geometria de uma semicircunferéncia.
- B-Spline curve

127 m

-1 08 06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1
X

a) Efeito dos pesos. b) Comparagdo entre curvas.
Fonte: Adaptado de Barroso (2015).

E importante ressaltar que as funcdes de base racional herdam as caracteristicas apre-

sentadas anteriormente para as fungdes de base B-Splines, incluindo os processos de refinamento.
4.1.4 Superficies NURBS

Uma superficie NURBS definida por um produto tensorial é obtida através do produto
de duas bases univariantes NURBS. Dessa forma, uma superficie S € definida por um tensor de
pontos de controle P (nxm), onde dada uma curva NURBS de grau p na dire¢io & com vetor de

knots E = [y, &, ..., Enypt1] € outra curva NURBS de grau ¢ na diregdo 1 com vetor de knots
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Q =[N, N2, ..., Mutp+1), a superficie pode ser determinada por:

n

SEm=%

H;j(&,n)pij (4.8)
j=1li=1

onde a fungdo de base racional bivariante H; ;(§,n) é dada por:

Nip(S)Njq(M)wij Nip(E)Njq(M)wij
Hij(E,n) = ——1F Jd j_ _Nip Jq J (4.9)
' Y XN, (E)N; (m)ws; Wis.m)

1

=
I

1

~o
Il

sendo W(&,n) a fungdo peso bivariante, N; ,(&) e Nj 4(1n) as fungdes de base B-Splines e wyj 0s

pesos relativos a cada ponto de controle.

Figura 17 — Superficies NURBS.

2nR

a) Superficie cilindrica NURBS. b) Representacao do cilindro em coordenada cincunferéncial.

Fonte: Autor.

A Figura 17.a apresenta uma superficie cilindrica modelada por NURBS. E impor-
tante ressaltar que no sistema de coordenadas apresentado na Figura 10 todos os pontos na
superficie do cilindro estdo em uma mesma coordenada z em relacdo ao seu eixo. Dessa forma,
esses pontos podem ser modelados em um plano, como na Figura 17.b, sendo adotados pesos

w;; constantes e unitarios, semelhante aos modelos de placas NURBS.

4.1.5 Multiplos Patches

Em caso de AIG com estruturas de geometrias complexas, € possivel utilizar modelos
compostos por varias entidades NURBS (curvas, superficies, s6lidos), chamadas patchs, de
forma conjunta, onde cada uma delas terd atributos, como materiais e condi¢des de contorno,
distintos, contribuindo para a representacdo adequada do modelo. A Figura 18 apresenta a

utilizacdo dessa estratégia.
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No entanto, apesar de oferecer beneficios em situa¢des expostas acima, € importante
observar que a utilizagdo da estratégia de varios patches leva a uma reducdo na continuidade em
suas fronteiras para C”, podendo resultar em resultados inesperados em problemas que exijam
continuidade maior. A teoria de Reissner-Mindlin facilita a utilizagdo dessa estratégia, uma vez

que também possui continuidade C?, contribuindo na conexao entre os vérios patches.

Figura 18 — Muiltiplos patchs em placa com geometria complexa.
Patch 4

Patch 1 Patch 3

Patch 2
a) Patch. b) Mdltiplos Patches.

Fonte: Autor.

4.2 Analise Nao Linear Geométrica

Embora apresente bons resultados e ofereca simplicidade em sua utilizacdo, a anélise
linear possui limitagdes quando as estruturas apresentam grandes deslocamentos ou seu material
sai do regime eldstico. De uma forma mais ampla, as estruturas apresentam um comportamento
ndo linear quando estdo préximas ao colapso.

Essa ndo linearidade pode se apresentar de trés formas, sendo elas a ndo linearidade
fisica, de contato e geométrica. No presente trabalho, serd dada énfase a nao linearidade
geométrica.

A nio linearidade geométrica inclui os efeitos dos grandes deslocamentos sobre
comportamento estrutural. Ao serem submetidas a um carregamento, as estruturas naturalmente
se deformam em busca de uma configuracdo de equilibrio. A nao linearidade, nesse caso, expde

a diferenca entre a configuragdo inicial, antes da aplicacdo do carregamento, chamada também
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de indeformada, em relacdo a sua configura¢do deformada.

Entre os efeitos da consideracao dos deslocamentos moderados e grandes nas estru-
turas estdo o enrijecimento de vigas e placas, nesse ultimo sendo mais acentuado, e o estudo da
estabilidade dessas pegas, onde seu equilibrio € analisado, obrigatoriamente, em sua configuracao
deformada.

E importante ressaltar que, apesar das consideracdes sobre os deslocamentos, as
deformacdes, ainda assim, sdo consideradas pequenas em funcdo da limitacdo nos materiais, pois
0s mesmos ndo suportariam deformagdes excessivas sem comprometer a seguranga do projeto.

Nas analises realizadas através de métodos numéricos, como no MEF e na AIG, os
deslocamentos moderados e grandes sdo incorporados através de termos de deformacdes ndo
lineares. Como formulag¢des utilizadas para esse intento, podemos citar a Lagrangiana Total,
Lagrangiana Atualizada e Corrotacional.

Na formulac¢ao Lagrangiana Total, as deformagdes sdo determinadas através dos
termos de Green-Lagrange e as tensOes compativeis sdo determinadas pelos termos de Piola-
Kirchoff II. Nela, a referéncia serd a configuracao indeformada, sendo o trabalho virtual integrado
em seu volume inicial. Sua utilizacdo em andlises ndo lineares € extensa, pois produz expressoes
mais simples em relacdes a outras medidas de deformacdes.

Para a resolucdo das equacdes de equilibrio ndo lineares, serdo apresentados métodos
numéricos apropriados, importantes para o tracado do caminho de equilibrio, determinacao dos

pontos limites e caminhos secunddarios, fundamentais para o estudo da estabilidade.

4.3 Elemento de Casca Cilindrica

Nesta secdo serd apresentada a formulagdo isogeométrica para andlise de cascas
cilindricas. Esta formulag@o € baseada no campo de deformacdes apresentadas no Capitulo 3.

Na Anélise [sogométrica, utilizando uma formulag@o isoparamétrica, os deslocamen-
tos da estrutura sdo interpolados utilizando as funcdes que descrevem sua geometria, sendo estas,
como ja apresentadas, as NURBS.

Desde modo, para as cascas cilindricas, a geometria serd representada da seguinte

forma:
nn nn nn
i=1 i=1 i=1

onde H; sdo as fungdes de forma definidas pela Equacdo (4.7) e nn é o nimero de nds.
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Os deslocamentos do modelo sdo aproximados a partir dos deslocamentos dos pontos

de controle:
nn nn nn nn nn

u:ZH,-ui V:ZH,'V,' WZZH,‘W,’ Gx:ZHiexi Ox:ZHiey,- (4.11)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

sendo u, v e w os deslocamentos de membrana e transversal, respectivamente, 6, € 6, as rotagdes

relacionadas a flexdo. Utilizando uma notag¢do matricial:

u=Hu, (4.12)
sendo a contribui¢do em cada né:

H; = H;I55 4.13)

onde I € a matriz identidade.

A relacdo ndo linear de deformagdo-deslocamento € dada em termos da componente
do deslocamento da superficie média da casca na Equacao (3.7), apresentadas no Capitulo 3.
O vetor de deformacgdes e o vetor de deslocamentos nodais se relacionam através da matriz B

descrita abaixo:

e &y’ g’
£€=4 Kk =1 kK ¢+{ 0 p=Bu, (4.14)
14 14 0

Onde as deformagdes de membrana sdo a soma de parcelas lineares e ndo lineares representadas,
respectivamente, pelos subscritos 0 e L. As matrizes foram determinadas separadamente para

cada termo apresentado na Equacgdo (4.14). O termo de deformagdes de membrana lineares €

dado por:
Uy Hi, 0 0 00
0=yvotz (=Biuw = B§| 0 Hy, - 00 (4.15)
u’y—i_v’x th Hi7'x 0 O 0

onde R ¢ dado pela Equacdo (4.10). J4 o termo de deformag¢des de membrana nao lineares € dado

por:
1 " o 1
W x
m__ — 2 _ 7 —
& = 5 w5 =5 0 Wy = 2A(;llg (4.16)
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00 H; Wy 00
1 1
e’L”ZEAGueziB’L”ue = B'=(0 0 H; W, 00 (4.17)
0 0 HixW,+H;,W, 0 0
onde:
wy O
nn nn / 00 Hi.x
Wy=Y H; xw; Wy, = ) H; yw; A=1]0 Wy G, = / (4.18)
n=1 n=1 00 Hy, 00
W)y W_‘x

Nas matrizes B relativas a flexao e ao cisalhamento transversal, 3, e By sdo dados em termos das

rotagdes cartesianas, como 1lustrado na Figura 19:

Figura 19 — Rotacdes cartesianas.
_ ' Bx= 'Oy
u 'ZBxf-\ Y\/‘\
e

zZ,W \"F" |

(a) Planox—z

Fonte: Rocha (2013).

Dessa forma,

BX,X 9)’7)‘
K= By = —6y (= B{u,
Bry+Byx Oyy — Orx
B +w, 0, +w
ﬁy+w,y—§ _Qx‘l‘wy—l_e
000 0 Hy
B{=[0 00 —H, 0 B}

() O 0 _Hi’x Hl7y

2 P=0
V=B
—n\‘ I-(—\\
Z,W /F.’ ‘ | i
RERE
\! \
W
XU
(b) Plano y—z
=Bju,
0 0 Hy, 0 H
0 _El Hiy —H; 0

(4.19)

yav

(4.20)

4.21)

(4.22)
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Portanto, a Equacdo (4.14) pode ser reescrita da seguinte forma:

0 | By |
&€= Bg U, + E 0 |u= <B0 + EBL> U = Bue (423)
0 0

A partir do campo de deformacdes apresentado na Equacgao (4.14), as equacdes de
equilibrio do sistema podem ser obtidas através do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV).

Aplicando o PTV, temos:

SVVint - 5Wext (424)
onde:
O Win, = / 8’ 6aV, = / (8™)"NdAo + / (6%)"MdAg+ | (87)"VdA (4.25)
Vo Ao Ao Agp
n
SWeyi = / Sulbdv,+ / Su’qdAo+ Y ufp;=5u’t (4.26)
Vo Ay i=1

onde 6 Wiy e 0 Wy sd0 as variagdes do trabalho interno e externo, respectivamente. Devido a
formulacdo Lagrangeana Total, as integrais sdo feitas na drea e volume inicial, representados,
respectivamente, por Ag e V(, sendo ¢ o vetor de tensdes, b, q e p;, respectivamente, as forcas
de corpo, superficie e concentradas, assim como f é o vetor de forgas externas.

Para relacionar os incrementos de deformacdo d€ com os incrementos de desloca-

mentos nodais due, faz-se necessdria a matriz B, obtida da seguinte forma:

ogy' og
de={ 8x »+{ 0 »=Bdu, 4.27)
oy 0

Os termos da Equagao (4.27) podem ser reescritos como:
5¢' = B{'du, = B{ Su,
1 1 _
ogl' = -6(AG)u, + -AGou, = AGbu, = B} ou, = B} du,
2 2 (4.28)
Sk = BS Su, = B} Su,

8y =B} éu, = B) du,
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Sendo reescrita, portanto, como:

By B}
de={ B, s8u+{ 0 36u, = (Bo+BL)Su, =Bdu. (4.29)
3 0

Aplicando na Equacgdo (4.25), tem-se:

SWip = Su’ { / (B)'NdAo+ | (B®)"MdAq+ (BS)TVdAO} = su’ / B'6dA,  (4.30)
Ap Ao Ap Ag
Aplicando o PTV e compactando as expressdes, tem-se:
su’ < BT 6dA, —f> =0 = gu)=[ B'6dA, (4.31)
Ag Ao
sendo g(u) o vetor de forgas internas. Pelo PTV, admite-se um incremento du arbitrério e

cinematicamente admissivel, dessa forma € possivel obter-se a condi¢do de equilibrio do sistema:
r=gu)—f=0 (4.32)

Para a solugdo das equacdes de equilibrio nao lineares serdo utilizados algoritmos
incrementais-interativos discutidos posteriormente. Neles, serd aplicado o método de Newton-
Raphson que, por ser baseado na linearizacao das equagdes de equilibrio, utiliza a matriz de

rigidez tangente da estrutura:

d d —f] d _ 06 oBT
K —or_ oWl _Jgw _ [ gro6,, / o> 8dAy =K.+ Ky (4.33)
du Ju Jdu A, Ou 4, Ou
Observando a primeira parcela da Equacgao (4.33), € possivel obter-se:
_ 06 _ .06 de o
B dag= | BTS2S4a =  K,= [ B'CBdA, (4.34)
A, Ju A, O0€ du Ao

onde K; € a parcela da matriz de rigidez que incorpora os termos geometricamente lineares e nao
lineares do modelo, assim como as consideragdes sobre o comportamento do material através da
matriz constitutiva tangente C;.

A segunda parcela, por sua vez, apresenta a derivada parcial da matriz B em relagio
aos deslocamentos nodais. Entretanto, sabe-se que a tnica parcela que depende dos deslocamen-
tos € B}, sendo os esforgos de membrana N, portanto, os tinicos de interesse. Assim, a expressao
pode ser escrita como:

oB” aBmT’
/ P> GdAy = / IBL) NaAy=Ky, = Kodu= [ d(BMNdA (4.35)
A, Ou Jdu Ao
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Da Equacao (4.16), obtém-se:

Kgdu = / (d(AG))"NdA) = GTdATNdAO:( GTSGdAo) du (4.36)
Ap Ao Ao

Dessa forma, obtém-se a Matriz de Rigidez Geométrica K4, dada por:

Ks = [ GISGdA, (4.37)
Ao
onde:
N, N.
S=| " (4.38)
ny Ny

4.4 Estabilidade das Estruturas

De uma forma geral, o colapso das estruturas pode se dar através da perda de resis-
téncia do material ou através da perda de sua estabilidade, sendo possivel também a combinagao
desses dois processos.

A falha por perda de estabilidade ocorre em estruturas comprimidas e estd relacionada
com a rigidez e esbeltez dessas pecas (CEDOLIN et al., 2010). Ela pode ser caracterizada
como uma grande varia¢do no deslocamento de uma peca devido a uma pequena variagao no
carregamento aplicado (GALAMBOS; SUROVEK, 2008), acontecendo, muitas vezes, de forma
repentina.

O estudo da estabilidade das estruturas possui diversos objetivos, como a determina-
¢do de sua carga critica, modos de flambagem e caminho p6s-critico. O estudo do comportamento
pos-critico € fundamental em cascas, pois determina fatores como sensibilidade as imperfei¢oes
iniciais e reserva de carga no regime poés-critico, além do tipo de perda de estabilidade, sendo
feito através das curvas carga-deslocamento, também chamados de caminhos de equilibrio. Essas
curvas sdo obtidas pelos pares de solucdo (u,A) do sistema de equacdo de equilibrio da estrutura,

dado por:
r(u,1) =g(u)—A1q (4.39)

onde r € o vetor de residuos, u € o vetor de deslocamentos, € a carga de referéncia e A é o fator

de carga, que controla o nivel de carregamento aplicado a estrutura.

f=12Aq (4.40)
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Existem dois tipos de perda de estabilidade, sendo eles por bifurcacido ou por ponto
limite. A perda de estabilidade por bifurcacdo acontece quando dois ou mais caminhos de
equilibrio se cruzam, sendo o caminho inicial chamado de caminho primério e os demais de
caminhos secunddrios ou pés-criticos, como ilustra a Figura 20. O ponto critico, nesse caso, €

chamado de ponto de bifurcacao.

Figura 20 — Perda de estabilidade por bifurcagao.

Direciio 2

Caminho S dari
aminho Secundario Ponto de Bifurcagiao

- Caminho Secundario
Ponto Limite
Diregéo 1

Caminho Primario Caminho Primario

a) Deslocamentos pré-criticos nulos. b) Deslocamentos pré-criticos nao nulos.

Fonte: Autor.

J4 a perda de estabilidade por ponto limite se d4 quando a tangente a curva € nula,
como ilustra a Figura 21, sendo o tipo mais comum em estruturas reais. Em ambos os casos,

porém, a matriz de rigidez tangente K; é singular. Dessa forma:

detK;(u,A) =0 (4.41)

Figura 21 — Perda de estabilidade por bifurcagao.

Ponto Limite

Ponto Limite

Fonte: Autor.
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O ponto critico também pode ser identificado usando a condi¢@o do autovalor nulo:
K;(u,1)¢ =0, com| ¢ [|=1 (4.42)

onde o modo de flambagem é representado pelo autovalor ¢. A partir das Equacdes (4.39) e

(4.42) é possivel montar o sistema nao linear estendido (WRIGGERS; SIMO, 1990):

r(u,A)
K;(u,A)9|=0 (4.43)
el —1
sendo o par de solug¢des do (u., ,A ) do sistema apresentado na Equagéo (4.43) um ponto critico.
Para a classificacao quanto ao tipo de flambagem, € realizada uma avaliacdo posterior ao calculo
do ponto critico, sendo avaliado o modo de flambagem associado, de tal forma que (PARENTE
et al., 2006):

¢"f#£0 = ponto limite
(4.44)

¢"f=0 = ponto de bifurcacio
onde f = -I 3, sendo f = f quando a estrutura é sujeita apenas a carregamentos mecAnicos.
Quando os deslocamentos pré-criticos sdo pequenos, a matriz de rigidez Ky, dada
na Equacdo (4.34), pode ser obtida através de uma andlise linear, uma vez que os termos nao
lineares da matriz B sdo despreziveis. A matriz de rigidez geométrica, por sua vez, € proporcional

ao carregamento aplicado. Substituindo a Equacdo (4.33) na Equacao (4.42), tem-se:
(Ko+2AKg)¢ =0 (445)

onde Ky € a rigidez inicial, obtida através de uma andlise linear, A é a carga criticae ¢ é o
modo de flambagem. Essa anélise é conhecida como estabilidade linear (eingenvalue buckling) e
oferece boas aproximacdes para a carga critica de estruturas que sofrem perda de estabilidade
com deslocamentos pré-criticos despreziveis, como na Figura 20.

Entretanto, apesar de permitir o cdlculo da carga critica, o método nao permite obter
informagdes sobre o caminho pds-critico, cuja importancia pode ser evidenciada no caso dos
materiais compoésitos. Shen (2002), baseado nas contribuicdes de Leissa (1986) e Qatu e Leissa
(1993), relata equivocos cometidos nas andlises de estabilidades realizadas em estruturas com
MGF.

Nessas andlises, é considerado que as placas com MGF sujeitas a carregamentos de

compressao no plano e simplesmente apoiadas sofrem bifurcagcdo. Essa situacao nao € possivel,
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uma vez que o comportamento dessas estruturas € similar ao de placas laminadas cross-ply
assimétricas, sendo possivel somente nos casos em que todos os lados estdo engastados, pois
os termos de acoplamento membrana-flexdo da matriz ABDG sao ndo nulos, causando a flexao
desde o inicio da compressdo centrada. Resultados em concordancia com o exposto foram

obtidos utilizando o software FAST, como apresentados na Figura 22.

Figura 22 — Caminho poés-critico de placas de MGF.
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Fonte: Autor.

Dessa forma, ele conclui que as andlises de estabilidade realizadas simplesmente
como problema de autovetor podem ser incorretas, sendo necessdrio uma boa compreensao
prévia do fendmeno. Portanto, é fundamental o conhecimento do comportamento pds-critico, a
fim de evitar equivocos.

Para isso, serdo utilizados métodos numéricos apropriados, como os métodos de



55

tracado do caminho de equilibrio (path-following methods) e branch-switching, discutidos a

seguir.
4.5 Tracado do Caminho de Equilibrio

Como abordado anteriormente, com os pares de solugdo (u, A) do sistema apre-
sentado na Equacgdo (4.39) € possivel obter uma curva carga — deslocamento que representa
o comportamento da estrutura, sendo, para seu tracado, utilizados alguns métodos numéricos,
conhecidos como métodos de tracado do caminho de equilibrio (path-following methods). Esse
topico € baseado nas contribui¢des de Parente Jr. e Souza Jr. (2014) e Parente Jr. et al. (2006).

Para a solucdo do sistema de equacdes, por serem nao lineares, também € necessario
um método apropriado, sendo o mais utilizado, como mencionado anteriormente, o método de

Newton-Rapshon. A partir dele, a Equagado (4.39) € linearizada:
K;0u—qéA = —r; (4.46)

onde K, ¢ a matriz de rigidez tangente do problema. Vale ressaltar que uma das principais razdes
para a utilizacdo do método de Newton-Raphson estd na sua convergéncia quadratica. De uma

forma geral, € considerado que o processo convergiu quando:

x|l
LS Y (4.47)
max(1, || £1])

onde tol é uma tolerancia adotada.

Como € possivel observar, o sistema de equacdes apresentado na Equacgdo (4.46)
possui 7 + 1 incognitas e n equacdes, nao sendo possivel, portanto, resolvé-lo. Para isso, sao
necessarios os métodos de tracado do caminho de equilibrio, como o método do controle de
carga, controle de deslocamento e comprimento de arco (BATOZ; DHATT, 1979; WEMPNER,
1971; RIKS, 1979; CRISFIELD, 1981; RAMM, 1981).

O método do Controle de Carga € o mais simples entre eles, sendo o primeiro a
ser desenvolvido. Nele, o incremento de deslocamentos é calculado mantendo um fator de
carga constante, atualizando, assim, os deslocamentos nodais, que sdo utilizados para o cdlculo
dos vetores de forgas internas e do residuo, como apresentado na Equacdo (4.39). O processo
interativo permanece até a tolerancia, como na Equacio (4.47).

Apesar de ser intuitivo e de facil utilizacdo, o método do Controle de Carga é

limitado, ndo sendo capaz de tragar caminhos de equilibrio para estruturas que apresentem
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pontos limite. A principal consequéncia disso € o surgimento de um fendmeno chamado salto

dinamico (snap-through), como ilustrado na Figura 23.

Figura 23 — Fendmeno snap-through.

Snap Through

Fonte: Autor.

Essa limitacdo acontece devido ao fator de carga ser mantido constante durante
as interacdes. Para permitir sua variacdo, € necessdrio adicionar uma equacgdo de restri¢ao
ao sistema apresentado na Equacgdo (4.46), com objetivo de limitar os incrementos de carga e

deslocamento calculados nas iteragdes (PARENTE et al., 2006). Dessa forma:

r(u,1)
a(Au,AL)

=0 (4.48)

onde a(u,d) é a restricdo associada aos deslocamentos e ao fator de carga. Dessa forma, o
sistema possui n + 1 equacdes e n + 1 incognitas. Portanto, esse sistema pode ser resolvido,
desde que a matriz dos coeficientes ndo seja singular.

Dados os valores de du e A, os proximos passos da interag¢do sdo calculados:

u; 1 =u;+ou

(4.49)
Aiv1 =Ai+0A
Os incrementos acumulados podem ser determinados por:
Aujp g =u;p—0

(4.50)

Adiv1 = Aip1 — A

Batoz e Dhatt (1979) apresentaram o método do Controle de Deslocamentos. Nele,

o deslocamento em um grau de liberdade é controlado, sendo seu incremento prescrito a cada
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interacdo. Apesar dos avangos em relacdo ao salto dinamico e serem métodos bastante intuitivos,
uma vez que seus incrementos sdo em grandezas com um significado fisico muito presente
nas andlises, os métodos citados nao oferecem suporte para problemas cujo comportamento
da estrutura € complexo, como mostra a Figura 24. Para isso, foi desenvolvido o método do

Comprimento de Arco.

Figura 24 — Comportamento complexo de uma estrutura.

Snap Through

Snap Under

Fonte: Autor.

O método do Comprimento de Arco possui como parametro um critério geométrico,
no caso a distancia entre dois pontos sucessivos na curva de equilibrio, em contrapartida aos
métodos anteriores, cujos parametros eram fisicos (carga e deslocamento) e mais intuitivos.

Esse método foi proposto por Wempner (1971) e Riks (1979), tendo como objetivo o
tracado completo dos caminhos de equilibrio de estruturas que apresentassem comportamentos
complexos. Posteriormente, outras formulagdes para o método foram propostas, na qual se
destaca o método do Comprimento de Arco Cilindrico, proposto por Crisfield (1981) e Ramm
(1981), os quais serdo utilizados no presente trabalho. Mais detalhes sobre o método e sua
implementagdo podem ser encontrados em Crisfield (1991).

Em andlises realizadas por softwares comerciais, como o ABAQUS (SIMULIA,
2013), as respostas pds-criticas sdo obtidas através da introducdo de pequenas imperfei¢oes
iniciais a estrutura. Entretanto, existem dificuldades para escolher a magnitude dessas imperfei-
coes e a forma na qual elas sdo aplicadas, fazendo com que essas aproximagdes nao sejam uma
representacdo completa do fendmeno.

Os pontos limites, nesse caso, sdo calculados indiretamente utilizando incrementos

no caminho de equilibrio determinados por técnicas de comprimento de arco, sendo necessarios



58

incrementos muito pequenos, o que € computacionalmente oneroso.

Embora importante no tracado dos caminhos das estruturas, em especial de estruturas
com comportamento complexo, o método do Comprimento de Arco possui a limitacdo de capturar
apenas o caminho primdrio das estruturas, ndo sendo capaz de tracar o caminho secundério no
caso de estruturas que apresentam bifurcacgao.

Dessa forma, para além das abordagens numéricas utilizadas no tracado do caminho
de equilibrio, faz-se necessdria a determinacao de pontos criticos e caminhos pds-criticos. Para
Battini et al. (2003) uma avaliacdo precisa dos pontos de bifurcacdo é necessdria por dois
fatores. O primeiro é que esses pontos frequentemente estabelecem condi¢des criticas para o
funcionamento da estrutura. O segundo, quando o caminho secunddrio precisa ser investigado,
€ necessdrio isolar esse ponto para que seja executado o tragcado do caminho secundério. Os
métodos utilizados para esse tracado s@o chamados na literatura de branch-switching.

Existem vérios métodos de branch-switching. Parente et al. (2006) discute dois
desses métodos. No primeiro, € utilizada uma adaptagdo do método do comprimento do arco
cilindrico, porém utilizando comprimentos de arco diferentes, uma vez que no caminho pré-
critico os passos dependem fundamentalmente do carregamento, enquanto no pds-critico os
termos dependem do deslocamento. No segundo caso, € utilizado o método do controle dos
deslocamentos, sendo o controle feito sobre o grau de liberdade do maior componente do
autovetor. Mais detalhes sobre a aplicacdo do método podem ser encontrados na referéncia.

Zhou et al. (2015) afirmam que, apesar dos grandes progressos feitos nos tragcados
desses caminhos, algumas caracteristicas das respostas pos-criticas continuam despercebidas.
Alguns exemplos consagrados na literatura foram revisitados, mostrando que neles haviam cargas
criticas superestimadas e falsos modos de flambagem. O caminho secundario foi tracado a partir
de uma perturba¢do no caminho primadrio, utilizando a dire¢do do autovetor e um fator de escala
adotado. Praciano (2018) obteve resultados semelhantes a Zhou et al. (2015) através dos procedi-

mentos numéricos apresentados por Parente et al. (2006), também utilizados no presente trabalho.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

5.1 Exemplos de Validacao

5.1.1 Cilindro Fino Submetido a Pressdo Interna

O presente exemplo foi obtido no trabalho de Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1959) e consiste na determinacdo dos deslocamentos radiais ao longo do comprimento de um
cilindro de paredes finas sujeito a uma pressdo interna. A geometria, carga e condicdes de
contorno do problema sao mostradas na Figura 25. O problema foi discretizado em 5 malhas
distintas, sendo numeradas de 1 a 5, utilizando, respectivamente, 10, 40, 80, 160 e 320 elementos
(e.g. 5 x 2), como mostrado na Figura 26, sendo dada preferéncia a discretiza¢do ao longo do

eixo longitudinal, em especial nas regides proximas as extremidades.

Figura 25 — Geometria, carregamento e condicdes de contorno do Exemplo 5.1.1.
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Fonte: Autor.

A solucdo analitica do problema € dada por (TIMOSHENKO; WOINOWSKY-
KRIEGER, 1959):

PR? L
u(x) = T (1 — CysenBxsenhfx — CrcosPBxcoshfx) X € {—— —} (5.1)

onde:

seno.cosha — cosasenho
senhoccosha + senqcoso

1

cosasenho + senocosho
2 p—
senhoccosha + senqcoso

ER3 En WY
P=naov p= (4R2D) ’ “=

(5.2)

|2
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Figura 26 — Malhas utilizadas no Exemplo 5.1.1.

a) Malha 1.

b) Malha 5.

Fonte: Autor.

Na Equacao (5.1), o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson sdo subs-

%
e . As propriedades do material sio E =1 - 10° e

tituidos respectivamente por
p p 1—v2 1—v

v=0.2.

O problema € solucionado através de uma Analise Isogeométrica, sendo utilizada
a condicao de simetria, de forma que um quarto do cilindro foi modelado. Os resultados
apresentados na Figura 27 foram obtidos utilizando bases de diversos graus (p) e foi utilizado
em todos os casos uma quadratura de Gauss completa. E vilido ressaltar que na Andlise
Isogeométrica as malhas sdo definidas pelos knots spans.

Através da Equacdo (5.1) foram obtidos os valores dos deslocamentos radiais no
centro e seu valor madximo ao longo do comprimento, sendo, respectivamente, w, = 0.960 na
coordenada x = 0 e wy,, = 1.000 na coordenada x = —2.25. A Figura 28 e as Tabelas 2 e 3
apresentam a relacdo entre esses valores e os valores obtidos pelas andlises. Os valores sdo dados

por w/we € W/ Wiax-

Tabela 2 — Relagdo w/w,.

Grau (p) Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malha$

2 0.957 1.021 1.003 1.001 1.001
3 0.925 0.992 1.000 1.001 1.001
4 1.042 0.988 1.002 1.001 1.001
5 1.058 1.013 1.001 1.001 1.001

Fonte: Autor.



Figura 27 — Deslocamentos radiais considerando diferentes bases.
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Tabela 3 — Relacdo w/wyqy.
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Y
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—— Analitico Malha 3
—— Malhal —— Malha4
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. | | |
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b) Cubica.
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—— Malha2 —— Malha$5
L ]
-3 -2 -1 0 1 3
L (m)

d) Quintica.

Grau (p) Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malhas
2 0.360 0.580 0.947 1.024 1.003
3 0.405 0.843 1.045 1.001 1.002
4 0.572 1.022 1.010 1.001 1.002
5 0.700 1.046 1.008 1.002 1.002

Fonte: Autor.

Observa-se que os resultados obtidos pelo modelo apresentam boa concordancia

com a solugdo analitica. A utilizacdo de elementos de grau mais elevados fez com os resultados
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Figura 28 — Deslocamentos radiais no centro w, € no ponto de deslocamento maximo wy, .
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obtidos ficassem mais préximos a solucao analitica com malhas menos refinadas.

350

Fixou-se uma malha de 40 elementos (Malha 2) de funcdes de base quadratica

e variou-se a espessura do cilindro de forma a verificar a relagdo w/w, para cada espessura

adotada. Os resultados sdao apresentados na Figura 29, onde é possivel observar que ao aumentar

a espessura do cilindro, ha uma melhor aproximacao dos resultados.

Figura 29 — Relagdo w/w, para diversas espessuras.

Fonte: Autor.
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Figura 30 — Geometria, carregamento e condi¢des de contorno do Exemplo 5.1.2
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Fonte: Autor.

5.1.2 Cilindro de paredes finas com carga concentrada no centro

O presente exemplo foi obtido no trabalho de Belytschko ef al. (1985) e consiste
de um cilindro de paredes finas submetido a cargas concentradas de modulo igual, situadas em
pontos opostos e localizadas no centro de seu comprimento. Este problema teste faz parte do Shell
Obstacle Course, que sdo problemas teste de grande importancia em andlise de cascas, sendo
explorado em diversos trabalhos e considerado um de seus mais severos testes (BELY TSCHKO
et al., 1985).

A geometria, carga e condi¢cdes de contorno do problema sao mostrados na Figura
30. Ele foi discretizado em 4 malhas distintas, numeradas de 1 a 4, utilizando, respectivamente,
16, 64, 256 ¢ 1024 elementos, sendo todas malhas uniformes (e.g. 4 x 4).

Na solucao numérica realizada é considerada a simetria do problema, de forma que
apenas um oitavo do cilindro foi modelado. O cilindro € feito de um material isotropico e suas
propriedades sdo E = 3.0-10% e v = 0.3. Os resultados apresentados na Figura 31 foram obtidos
utilizando bases de diversos graus e trés esquemas de integracao distintos, sendo eles completa,
RmEer e Rajg. Eles foram comparados com os resultados de Belytschko et al. (1985), cujo valor
da deflexdo radial obtida no ponto de aplicaco da carga foi wyer = —1.8248 - 1077,

E possivel observar que, para uma mesma malha, ao elevar o grau das fungdes de
base o resultado melhora significativamente, como apresentado na Tabela 4. Com o refinamento
do modelo, todos os esquemas de integragdo convergiram para o valor obtido pela referéncia.
E possivel observar também que embora apresente uma convergéncia mais lenta em relacio a

integracdo Rajg, a integracdo Rygr apresenta um comportamento mais estdvel, em especial



Figura 31 — Deslocamentos radiais no centro w e no ponto de aplicac¢do da carga.
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na base quadrética, onde o esquema proposto por Adam et al. (2015) fornece resultados mais

flexiveis em relac@o ao valor de referéncia.
5.1.3 Casca cilindrica com carga distribuida (Scordelis-Lo)

O presente exemplo foi obtido no trabalho de Belytschko ef al. (1985) e consiste

de uma casca cilindrica carregada por uma carga vertical de peso proprio. Este problema teste,
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Tabela 4 — Rela¢do w/wy. s para uma mesma malha utilizando graus distintos.

Quadratica Cibica Quartica

Malha Completa Rvmer  Raig Completa Rmer  Raig Completa Rmer  Raig

1 0.41 0.81 1.43 0.38 041 0.53 0.75 0.75 0.86
2 0.87 1.02 1.14 0.84 0.87 0.92 0.97 0.97 1.00
3 0.98 1.02  1.07 0.98 099 1.01 0.98 1.00 1.02
4 1.00 1.02  1.06 1.00 1.00 1.01 1.00 1.00 1.02

Fonte: Autor.

Figura 32 — Geometria, carregamento e condi¢des de contorno do Exemplo 5.1.3.
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Fonte: Autor.

assim como o anterior, faz parte do Shell Obstacle Course.

A geometria, carga e condi¢cdes de contorno do problema sao mostrados na Figura
32. O problema foi discretizado em 4 malhas distintas, sendo numeradas de 1 a 4, utilizando,
respectivamente, 16, 64, 256 e 1024 elementos, sendo todas malhas uniformes (e.g. 4 x 4).

Na solucao numérica realizada é considerada a simetria do problema, de forma que
apenas um quarto da casca cilindrica foi modelada. A casca € feita de um material isotrépico e
suas propriedades sdo E = 3.0-10° e v = 0.3. Os resultados apresentados na Figura 33 foram
obtidos utilizando bases de diversos graus e trés esquemas de integracao distintos, sendo eles
completa, Rper € Rajg. Eles foram comparados com os resultados de Belytschko ef al. (1985),

cujo valor da deflexao vertical no ponto A indicado na Figura 32 foi ws = —0.3024.



Figura 33 — Relag¢ao w/wyf para diferentes malhas e fungdes de base no Exemplo 5.1.3.
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Fonte: Autor.

Observa-se que os resultados apresentaram uma rapida e boa convergéncia com 0s

resultados da referéncia. Quando comparado com o Exemplo 5.1.2, € possivel observar uma

convergéncia mais rdpida. Isso se deve a presencga da carga concentrada no exemplo anterior, que

provoca uma consideravel descontinuidade ao problema, enquanto isso ndo ocorre no presente

exemplo devido a a carga ser distribuida.

E possivel observar que ao elevar o grau das fungdes de base o resultado melhora

significativamente para uma mesma malha, como apresentado na Tabela 4. Com o refinamento
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do modelo, todos os esquemas de integracdo convergiram para o valor obtido pela referéncia.

Assim como no exemplo anterior, a integracdo Rygr apresenta um comportamento mais estavel,

em especial na base quadratica.

Tabela 5 — Relagdo w/wy.r no Exemplo 5.1.5.

Quadratica Cubica Quartica
Malha Completa Rmpr  Raig Completa Rympr  Raig Completa Rymper Raig
1 0.869 0.999 1.038 1.002 1.002  0.997 1.002 1.002  0.995
2 0.989 1.002 1.025 1.003 1.003 1.011 1.003 1.003 1.011
3 1.002 1.003 1.013 1.004 1.004 1.011 1.004 1.004 1.011
4 1.004 1.005 1.016 1.005 1.005 1.009 1.005 1.005 1.008

Fonte: Autor.

5.1.4 Painel curvo Submetido a Compressao Uniaxial

Figura 34 — Geometria, carregamento e condi¢cdes de contorno do Exemplo 5.1.4.

E =10 Msi
v=10.33

R =60 in.
W= 145in.
L=1475
h=0.125in.

Fonte: Autor.

O presente exemplo foi baseado no trabalho de Thornburgh e Hilburguer (2005) e
consiste de um painel curvo isotropico sujeito a compressao uniaxial. Este problema também foi

analisado por Liew et al. (2014) e Macias et al. (2017).

A geometria, carga e condi¢des de contorno do problema sdo mostrados na Figura 34.
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Ele foi discretizado em 3 malhas distintas, sendo numeradas de 1 a 3, utilizando, respectivamente,
64, 256 e 1024 elementos, sendo todas malhas uniformes (e.g. 8 x 8).

As condi¢Oes de contorno indicadas na Figura 34 s3o:

Laterais 1 e 3 (Simplesmente apoiadas) : wy = 6, = 0;
(5.3)
Laterais 2 e 4 (Engastadas) : vo = wp = 6y = 6, =0

Inicialmente, o material considerado € o aluminio, cujas propriedades sdo E = 10 Msi
e v = 0.33. Os resultados foram obtidos utilizando bases de diversos graus e trés esquemas
de integracdo distintos, sendo eles completa, Rygr € Rajg. Eles foram comparados com os
resultados obtidos no ABAQUS utilizando uma malha 80 x 80 elementos quadraticos do tipo
S8R. Inicialmente, foi realizado um estudo da carga critica, onde P = g - W, cujos resultados
sdo apresentados na Figura 35. A escolha da utilizagdo do software se deu por possibilitar a
comparagdo entre condi¢cdes de contorno idénticas em ambos os modelos. No ABAQUS, o valor
obtido foi P, = 23.57 kips.

Os resultados mostram que todos os esquemas de integragdo convergiram para o
valor obtido pela referéncia, sendo possivel observar uma melhora na resposta com a utiliza¢do

de bases de grau mais elevado.

Tabela 6 — Relagdo PA/S /PMEF para o Exemplo 5.1.4.

Quadratica Cubica Quartica
Malha Completa Rmpr  Raig Completa Rmper  Raig Completa Rmper  Raig
1 1.249 1.116  0.964 1.035 1.029 1.005 0.996 0.996 0.988
2 1.035 1.006  0.990 0.997 0.997 0.996 0.998 0.998 0.995
3 1.003 1.000 0.997 1.000 1.000 0.999 0.990 0.990 0.990

Fonte: Autor.

Na sequéncia, foi realizado o estudo do caminho pds-critico. Para isso, utilizou-se
um modelo de base ctibica e uma malha de 256 elementos (16 x 16). Foi utilizada no ABAQUS
a mesma malha do estudo anterior. Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 36.a. Em
ambos o0s casos, aplicou-se uma carga concentrada no centro da casca, com o objetivo de gerar
uma imperfei¢do que possibilitasse sua bifurcacao.

O resultado obtido também foi comparado com as demais referéncias sendo apre-
sentado na Figura 36b. Thornburgh & Hilburguer (2005) obtiveram o resultado por ensaio
experimental e por uma andlise de elementos finitos, onde as condi¢des de contorno foram
consideradas através de sub-rotinas baseadas nas imperfei¢des medidas na casca e nos apoios

aplicados, ambas medicdes foram realizadas com instrumentos adequados. Liew et al. (2014)
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Figura 35 — Relagio PA’6 /PMEF para diferentes malhas e funcdes de base no Exemplo 5.1.4.
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Fonte: Autor.

utilizaram o método de Ritz. Macias et al. (2017) realizaram a analise de elementos finitos
através do software ANSYS e compararam seus resultados aos obtidos pelas duas referéncias
anteriores, frisando que, embora seu resultado pré-critico seja similar ao obtido por Thornburgh
e Hilburguer (2005), seu resultado pds-critico apresenta diferencas. Quando comparado ao
resultado de Liew et al. (2014), ha diferencas em ambas as etapas. O trabalho justifica que as
diferencas se dao devido as diversas teorias adotadas.

O resultado obtido no caminho pré-critico € proximo aos obtidos por Thornburgh
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Figura 36 — Caminho pés-critico para o Exemplo 5.1.4.
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Fonte: Autor.

e Hilburguer (2005) e Macias et al. (2017), embora haja diferencas nos caminhos pés-criticos.
Quando comparado ao resultado obtido por Liew et al. (2014), h4 diferencas em ambas as etapas.
Todavia, em todos os casos o comportamento qualitativo das curvas sao similares, refor¢cando

que as diferencas se ddo devido as teorias adotadas e as condi¢Oes de contorno utilizadas.
5.1.5 Casca abatida submetida a carga concentrada

O presente exemplo foi obtido no trabalho de Sze et al. (2004) e consiste de uma
casca cilindrica submetida a uma carga concentrada no centro, sendo um benchmark analisado
por vdrios autores, sendo inicialmente analisado por Sabir e Lock (1972).

A geometria, carga e condi¢des de contorno do problema sdo mostrados na Figura 37.
Ele foi discretizado em 3 malhas distintas, sendo numeradas de 1 a 3, utilizando, respectivamente,

256, 1024 e 2304 elementos, sendo todas malhas uniformes (e.g. 16 x 16).

Tabela 7 — Propriedades do material compdsito utilizado no Exemplo 5.1.5.

Ey (MPa) E;(MPa) vi2 Gio=G13(MPa) Gy (MPa)
3000 1100 0.25 660 440

Fonte: Autor.

Inicialmente, sdo realizadas andlises para cascas de material isotrépico, cujas propri-
edades sdo E = 3102.75 MPa e v = 0.3, e material compdsito, cujas propriedades sdo descritas

na Tabela 7, sendo a direcdo 0° das fibras paralelas ao eixo x.
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Figura 37 — Geometria, carregamento e condicdes de contorno do Exemplo 5.1.5.

R = 2540 mm
L = 508 mm
6= 0.1rad

Fonte: Autor.

Foram consideras duas espessuras distintas, sendo elas 7 = 6.35 mm e h = 12.7
mm. Para 7 = 6.35 mm a estrutura apresenta um comportamento complexo nos trés casos,
onde € possivel ver a presenca de fendmenos como snap-through e snap-back. Na Figura 38
foram utilizadas fun¢des de base cubicas variando o nimero de elementos. Em ambos os casos
anteriores, sdo utilizadas os esquemas de integracdo completa e Rajg.

Na Figura 39 foi fixada uma malha 16 x 16 e utilizadas func¢des de base quadréticas,
cubicas e quarticas. Na Figura 40 sao utilizadas malhas 16 x 16 e funcdes de base cibicas, com
integracao Rajg.

Os resultados para as malhas mais refinadas (16 x 16 e 24 x 24) sdo quase idénticos,
assim como para as funcdes de base cubica e quértica. Observa-se maiores diferencas entre as
curvas obtidas por AIG e a curva obtida por Sze et al. (2004) apenas quando os deslocamentos
sdo superiores a 30 mm. O resultado mostrado na Figura 41 apresenta o ponto de bifurcacao
presente no caminho primdrio da estrutura.

Ja para h = 12.7 mm a estrutura apresenta um comportamento mais simples que

o anterior. Os resultados apresentados na Figura 42 foram obtidos utilizando malhas 16 x 16
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Figura 38 — Curvas carga-deslocamento das cascas isotrpicas e laminadas (h = 6.35mm) utili-

zando refinamento h.
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Fonte: Autor.
Figura 39 — Curvas carga-deslocamento das cascas [0/90/0] (h = 6.35mm) utilizando refina-

mento K.
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Fonte: Autor.



Figura 40 — Curvas carga-deslocamento das cascas isotrépicas e [90/0/90] (h = 6.35mm).
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Fonte: Autor.

Figura 41 — Curvas carga-deslocamento da casca isotrépica (h = 6.35mm).
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Fonte: Autor.
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e fun¢des de base ctibicas e estdo muito préximos a referéncia, sendo, portanto, considerados

satisfatorios.

Arciniega & Reddy (2007) obtiveram resultados para laminacdes angle-ply. Os



Figura 42 — Curvas carga-deslocamento das cascas isotrépicas e [90/0/90] (h = 12.7mm).
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Figura 43 — Curvas carga-deslocamento das cascas laminadas angle-ply (h = 12.7mm).
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resultados obtidos pela AIG sdo comparados com a referéncia na Figura 43, utilizando malhas

16 x 16 e fungdes de base cubicas com integracdo Redajg. Os resultados obtidos s@ao muito
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proximos e, portanto, considerados satisfatorios. O exemplo também pode ser encontrado no
trabalho de Payette & Reddy (2014). O Método dos Elementos Finitos foi utilizado em ambas as

referéncias.

5.1.6 Cilindro de paredes finas com carga concentrada no centro - Ndao Linear

Figura 44 — Geometria, carregamento e condicdes de contorno do Exemplo 5.1.6.
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Fonte: Autor.

O presente exemplo foi obtido no trabalho de Sze et al. (2004) e consiste na andlise
nao-linear de um cilindro de paredes finas submetido a cargas concentradas de médulo igual,
situadas em pontos opostos e localizadas no centro de seu comprimento. A geometria, carga e
condi¢des de contorno do problema sdo mostrados na Figura 44. O problema foi discretizado em
uma malha uniforme de 1600 elementos (40 x 40), fun¢des de base ctbicas e integragdo Raig.
O cilindro é de um material isotrépico de propriedades E = 30 - 10° e v = 0.3. Os resultados
obtidos sdo apresentados na Figura 45 e comparados com os resultados obtidos por Sze et
al. (2004), que utiliza o elemento quadritico S8R de um modelo de casca geral do software
ABAQUS.

E possivel observar que o elemento utilizado apresentou boa aproximagio até uma
relacdo em torno de w/R = 0.3. Entretanto, quanto maior a relagdo w/R, maiores serdo as
diferencas. Esse comportamento era esperado, uma vez que ao utilizar a teoria de Donnell,

adotam-se simplificagdes e alguns termos nao-lineares sdo desprezados, como visto nas Equacdes
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Figura 45 — Caminho de equilibrio do Exemplo 5.1.6.
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Fonte: Autor.

3.8 € 3.10. Apesar disso, o alcance do elemento foi considerado satisfatério, uma vez que, dentro

de seus limites, contempla a ordem de grandeza que envolvem problemas de estabilidade.

5.2 Exemplos de Aplicacao
5.2.1 Estudo de Painéis de MGF sujeitos a carga concentrada transversal

Este exemplo corresponde a uma casca de material com gradacdo funcional com
geometria, carregamento e condi¢des de contorno idénticas as do Exemplo 5.1.5 (Figura 37). Ele
foi discretizado em uma malha uniforme de 16 x 16 subdivisdes elementos com base cibica e
integracdo RAIG.

Mars et al. (2017) realizaram o estudo considerando uma espessura de h = 12.7mm.

Para isso, utilizaram uma distribui¢c@o de fracdo de volume dada por:

Vi(2) = {1—a(%+%)+b<%+%>cr (5.4)

Quando adotados a =1, b = 0 e ¢ = 0 a Equagao (5.4) é equivalente a Equacao (2.21), quando
Vip =0e Vs = 1. A Tabela 8 apresenta as propriedades dos materiais utilizados.

A Figura 46 apresenta os resultados obtidos pela AIG utilizando o Método do
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Tabela 8 — Propriedades do material MGF utilizado no Exemplo 5.1.5.

E,(GPa) Vv, E.(GPa) v, a b ¢
70 0.3 168 03 10 05 20

Fonte: Autor.

Figura 46 — Curvas carga-deslocamento das cascas MGF (h = 12.7mm).

400.00

o Ceramica- Mars et al. (2017) ——  Ceramica - AIG

o N=0.6-Marsetal 2017) —— N=0.6-AlG

o N=10-Marsetal 2017) —— N=10-AIG

o N=20-Marsetal 2017) —— N=20-AIG

300001 | * N=50-Marsetal (2017) —— N=50-AIG
’ o N=200-Marsetal (2017) —— N=20.0-AIG
¢ Aluminio - Mars et al. (2017) ——  Aluminio - AIG

P (kN)

200.00 /

=\
=)

e\
0.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00  35.00
-w (mm)

100.00

T

W

Fonte: Autor.

Comprimento de Arco. Os valores obtidos apresentaram excelente concordancia com os obtidos
por Mars et al. (2017).

Os valores do expoente N foram variados, onde € possivel observar que os resultados
estdo entre o material mais rigido (Ceramica - N = 0) e o material mais flexivel (Aluminio -
N — o), embora todas as curvas apresentem uma forma geral parecida. O exemplo analisado
pode ser encontrado de forma semelhante nos trabalhos de Arciniega & Reddy (2007), Payette &
Reddy (2014) e Frikha & Dammark (2017). Em todos os estudos, os MGF apresentam respostas
intermedidrias entre seus componentes de origem, como apresentado pelo presente exemplo.

No presente trabalho, o estudo foi estendido para uma casca cilindrica de MGF com
espessura i = 6.35mm, utilizando as mesmas propriedades do estudo anterior € a mesma variacao
de fracdo de volume apresentada na Equagdo (5.4). Os resultados obtidos para os caminhos de
equilibrio estao apresentados na Figura 47.

Wardle (2008) constatou a existéncia uma bifurcagdo no caminho primadrio dessa
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Figura 47 — Curvas carga-deslocamento das cascas MGF (h = 6.35mm).
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estrutura, como apresentado na Figura 41. Praciano (2018) encontrou resultado semelhante
utilizando o programa FAST e utilizando um elemento de casca abatida com formulacao AIG.
Para isso, foi utilizado o método do comprimento de arco combinado a técnicas de tracado do
caminho secundério (branch-switching), onde foi encontrada uma bifurcagdo a uma carga 11.43%
abaixo do relatado por Sze et al. (2004). Um procedimento andlogo foi adotado utilizando o
elemento de casca cilindrica apresentado neste trabalho. Devido ao comportamento observado
no Exemplo 5.1.5, buscou-se expandir a investiga¢do da ocorréncia de um ponto de bifurcagcao
no caminho de equilibrio dessa estrutura. Os resultados apresentados nas Figuras 48 e 49.

E possivel observar que realmente hd uma perda de estabilidade por bifurcagdo. A
diferenca entre os valores da carga no ponto limite e no ponto de bifurcacdo estdo apresentados
na Tabela 9, sendo, em todos os casos, a carga de bifurcacdo inferior a carga de ponto limite. E
importante frisar que no exemplo, ao limitar a anélise da estrutura ao seu caminho primério, se
torna contrdria a seguranca, uma vez que a perda de capacidade de carga da estrutura ocorre de
forma muito mais abrupta, como observado nas Figuras 48 e 49.

E possivel observar, devido ao coeficiente de Poisson ter se mantido constante,
que a relacdo entre os pontos de bifurcacio apresentados no caso da ceramica e do metal sdo

proporcionais a relagdo entre seus modos de elasticidade (E./E,;,).



Figura 48 — Caminhos primdrios e secunddrios das cascas MGF (h = 6.35mm).
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Figura 49 — Caminhos primario e secundério para casca de MGF (N — )
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Fonte: Autor.

Tabela 9 — Diferencas entre as cargas dos pontos limites e as cargas de bifurcacao.

Ceramica n=06 n=1 n=2 n=5 n=20 Metal

Ponto Limite (kN) 31.650  27.732 25.694 22.071 17.660 14.769 13.188
Ponto de Bifurcacdo (kN)  28.244 24910 23.162 20.058 16.293 13.607 11.768
Dif (%) 10.76 10.18 9.85 9.12 7.74 7.87 10.76

Fonte: Autor.

5.2.2 Estudo de Painéis MGF sujeitos a compressdo uniaxial

O presente exemplo consiste na andlise de um painel cilindrico sujeitos a uma
compressdo uniaxial. A geometria e carregamento do problema sdo mostrados na Figura 50. No
presente trabalho adotou-se a =b = 0.2m e h/R = 0.001, com R = 1m.

As condicdes de contorno utilizadas foram andlogas ao Exemplo 5.1.4, sendo apre-
sentadas na Equacgdo 5.3, onde apresenta duas laterais (1 e 3) simplesmente apoiadas, enquanto as
demais extremidades (2 e 4) estdo engastadas. Os deslocamentos na direcao u foram restringidos

na extremidade 4 e considerados iguais em todos os pontos da extremidade 2.

Tabela 10 — Propriedades do material MGF utilizado no Exemplo 5.2.2.

E,(GPa) v, E.(GPa) v,
70 0.3 151 0.3

Fonte: Autor.

Os materiais utilizados foram o aluminio (Al) e a Zirconia (ZrO,), cujas propriedades
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Figura 50 — Caminho de equilibrio do Exemplo 5.1.6.

Fonte: Autor.

Figura 51 — Caminhos de equilibrio para casca de MGF.
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estdo apresentados na Tabela 10, representados, respectivamente, por m € c. As propriedades

efetivas do material foram obtidas através da lei das misturas, utilizando uma distribui¢cdo de
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fracdo de volume apresentada na Equagdo 2.21, onde Vyj, = 0 e Vy, = 1, ficando, dessa forma:

N
v, = <2z—|—h) 55)

2h

O problema foi discretizado em uma malha uniforme de 256 elementos (16 x 16) de
base ctibica (p = 3), utilizando integracdo Rajg. Os resultados obtidos estdo na Figura 51. Na
andlise, constatou-se que a estrutura apresenta um ponto de bifurcacdo, entretanto o algoritmo
utilizado para o tracado do caminho secundério ndo foi efetivo. Com isso, foi aplicada uma
imperfei¢do a estrutura, através de uma carga concentrada de intensidade P = —0.5N no centro
de sua geometria, sendo esse o menor valor com o qual a andlise conseguiu prosseguir no tracado
do caminho de equilibrio. As cargas criticas obtidas através da andlise ndo linear com aplicagdo
da imperfeicao (ponto limite), sem a aplicagdo da imperfeicdo (ponto de bifurcacdo) e pela carga

critica linearizada, também sem aplicacdo da imperfeicdo, estdo apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 — Valores de N,, para diversos métodos de analise.

Cerdmica N=05 N=1 N=2 N=5 Metal
Ponto Limite 40.558 34.081 31.060 28.255 25.075 18.802
Ponto de Bifurcagéo 53.516 43976  39.931 36.462 32937 24.809
Ponto de Bifurcacdo Linearizado ~ 52.832 45.609 41.349 37359 33.023 24.492

Fonte: Autor.

Dessa forma, é possivel observar um ponto limite apresentado pela estrutura imper-
feita. No caminho tragado, o acréscimo no deslocamento € pequeno no comego da curva e passa
a variar rapidamente ao passar pelo ponto limite. Apds isso, a carga decai e, ao passar por um
ponto de minimo, volta a crescer. Esse ponto de minimo, como apresentado na Tabela 12, é

fundamental para a andlise, uma vez que determina a capacidade de carga da estrutura.

Tabela 12 — Valores de N, e w/h para diversos métodos de anélise.

Ceramica N=05 N=1 N=2 N=5 Metal
N, 29.980 24735 22442 20386 18.173 13.826
w/h 3.984 3.953 4.038 4.072 3.999 3.720

Fonte: Autor.

As caracteristicas observadas nos exemplos anteriores, comuns aos MGF, sido nova-
mente observadas, onde suas respostas sdo intermedidrias aos dos materiais de origem, indicando

consisténcia na anélise.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho tratou da andlise isogeométrica de cascas cilindricas de materiais
compositos laminados e materiais com gradacdo funcional. Para isso, foi desenvolvida uma
formulag@o baseada na teoria ndo linear de Donnell utilizando uma abordagem Lagrangiana Total.
A utilizacdo da abordagem isogeométrica, além de possibilitar a representacdo exata de diversas
geometrias, permite explorar a utilizacao dos refinamentos 4, p e k nos estudos apresentados.

A proposta apresentada, utilizando um sistema de coordenadas circunferencial,
permitiu que as cascas cilindricas fossem representadas como um plano, facilitando o processo
de modelagem. O elemento desenvolvido e a formulagdo isogeométrica apresentada mostraram
excelentes resultados para os exemplos utilizados no estudo.

Em relacdo aos exemplos de validacdo, observou-se que o elemento apresenta
excelentes resultados para geometrias abatidas e ndo abatidas, sendo, em todos os casos, possivel
verificar uma melhora na resposta ao utilizar-se os tipos de refinamento apresentados pelo
método.

No primeiro exemplo, foi possivel obter os deslocamentos radiais de um cilindro
1sotropico sujeito a pressdo interna. Nesse exemplo, a0 aumentar a espessura da casca, € possivel
verificar uma melhor aproximacgado da solu¢cdo numérica em relagdo a solucao analitica, indicando
que o elemento apresenta travamento. Dessa forma, optou-se por investigar os efeitos da elevagao
de grau e esquemas de integrac¢do reduzido nas respostas das estruturas.

Os esquemas de integragdo utilizados, apresentados por Adam et al. (2015), auxiliam
na diminuicdo do efeito do travamento. E importante ressaltar que todos convergem para a
solu¢@o com o refinamento do modelo, entretanto, quando utilizadas bases quadraticas, o esquema
de integracdo reduzida proposto torna a estrutura mais flexivel que o esquema de integracdo
reduzida classico, que apresenta um comportamento mais estavel para todos os graus de bases
utilizados.

Em problemas que apresentam uma descontinuidade acentuada, como os cilindros
com carga concentrada, que sdo testes indicados como severos pela literatura, observou-se
uma boa convergéncia dos resultados. No caso de cargas distribuidas, onde ndo ha o efeito da
descontinuidade na carga, € possivel observar que os resultados convergem rapidamente e a
elevacdo de grau € muito efetiva, mesmo para malhas pouco refinadas.

Quanto aos problemas de estabilidade, € possivel observar que tanto os refinamentos,

-

quanto os esquemas de integracdo reduzida aliviam o travamento sofrido pela estrutura. E
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possivel também observar a importancia das condi¢des de contorno e das teorias utilizadas na
determinac¢do do comportamento das cascas, evidenciado pelo caminho critico apresentado pelo
painel cilindrico.

Quanto aos exemplos ndo lineares, € possivel observar, no caso da casca abatida, um
excelente resultado para todos os casos estudados. Foi também obtido o caminho secundario,
muitas vezes ignorado nos estudos apresentados na literatura.

J& para o cilindrico com carga concentrada, onde o efeito da nao linearidade € mais
acentuado, € possivel verificar a limitacdo imposta pela teoria adotada, uma vez que ao simplificar
termos nao lineares, distancia-se do comportamento de modelos mais complexos ao elevar a
ordem de grandeza de sua deflexdo. Para o caso apresentado, o modelo representou bem o
comportamento até uma deflexdo na ordem de grandeza de 30% do raio da estrutura.

Quanto as andlises realizadas em cascas de material com gradagdo funcional, os
resultados obtiveram excelente concordancia com as referéncias, validando a formulagdo apresen-
tada e a implementagdo das rotinas externas utilizadas para determinar as propriedades efetivas
dos MGEF, assim como a forma escolhida para o input no programa.

O caminho secunddrio observado em outros exemplos foram estendidos para essa
analise, sendo possivel devido a utilizagdo da combinacao de técnicas de tracado do caminho
secundario (branch-switching) com o Método do Comprimento do Arco. Com isso, foi possivel
observar que a perda de estabilidade nessas cascas, em todos os expoentes N utilizados, também
se da por bifurcagdo, sendo a carga inferior ao ponto limite encontrado quando observado apenas
0 caminho primadrio.

As cascas cilindricas sujeitas a compressao uniaxial, considerando as condi¢des de
contorno adotadas, apresentaram uma variacao pequena no deslocamento antes do ponto limite,
passando a variar rapidamente apds alcanca-lo. Embora extremamente sensiveis a condi¢des
de contorno e teorias utilizadas em suas andlises, o comportamento pds-critico apresentado
pelas cascas estd em concordancia com os relatados na literatura. Os resultados obtidos também
mostraram consisténcia em relacdo ao material, uma vez que, para os diversos expoentes

utilizados, as respostas se mantiveram entre os limites dos materiais que o originaram.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

A andlise isogeométrica ainda consiste em uma drea recente e, com isso, abre espacos

para diversas contribuicdes. As estruturas de casca sdo de grande interesse na engenharia, sendo
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a andlise isogeométrica capaz de modelar situacdo complexas, contemplando suas diversas
geometrias. Dentro desse contexto, também € necessdrio explorar mais propostas de esquemas
de integracdo, pois os elementos podem apresentar processos de travamento distintos entre si.

Quanto aos MGF, devido as intimeras possibilidades de varia¢do da fragdo de vo-
lume e materiais a serem combinados, como os CNT, sendo possivel desenvolver inlimeros
problemas de otimiza¢do. Também é possivel contemplar mais modelos capazes de representar
as propriedades efetivas dessas combinacdes.

Nos carregamentos, € possivel avangar nas consideracdes sobre efeitos térmicos e
acoplamento térmico-mecanico, que sdo importantes dentro do contexto que os MGF se inserem,
sendo um campo complexo e que requer atengdo. Também faz-se necessaria a implementacdo de
um melhor algoritmo de branch-switching de forma a tragar os caminhos secundarios de forma
mais efetiva e eficiente, possibilitando um melhor estudo do caminho pds-critico, efeitos das

imperfei¢cdes e das condi¢des de contorno sob o comportamento da estrutura.
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