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“The ponderous instrument of synthesis, so ef-

fective in Newton’s hands, has never since been

grasped by one who could use it for such pur-

poses; and we gaze at it with admiring curi-

osity, as on some gigantic implement of war,

which stands idle among the memorials of anci-

ent days, and makes us wonder what manner of

man he was who could wield as a weapon what

we can hardly lift as a burden.”

William Whewell
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RESUMO

Um sólido de van der Waals se caracteriza pelo empilhamento de várias camadas atômicas de
materiais bidimensionais que interagem entre si através da força de van der Waals. Já é possı́vel
isolar essas camadas e empilhá-las junto a camadas de materiais diferentes para formar o que
chamamos de heteroestrutura de van der Waals. Éxcitons, quasipartı́culas formadas pelo es-
tado ligado do par elétron-buraco (e − h), surgem em semicondutores quando um elétron na
banda de valência é excitado para a banda de condução. Em heteroestruturas de van der Waals,
éxcitons intercamada podem se formar quando o estado ligado do par e − h está em camadas
diferentes no espaço real. Acessar e controlar os éxcitons intercamada e sua relação com os
éxcitons intracamada convencionais é fundamental para o desenvolvimento de novas tecnolo-
gias que requerem longo tempo de vida e alta energia de éxcitons, como fotodetectores e células
solares. Neste trabalho consideramos heterobicamadas e heterotricamadas, formadas por dical-
cogenetos de metais de transição, em diferentes configurações. Investigamos o comportamento
da energia de ligação e da distribuição espacial de éxcitons como uma função de um campo
elétrico externo, na direção perpendicular ao plano das camadas. Primeiramente, encontramos
uma expressão analı́tica para as funções dielétricas em bicamadas e tricamadas, encapsuladas
ou não por outros materiais. Devido à blindagem dielétrica, a interação do par elétron-buraco
não será mais o potencial de Coulomb. A fim de achar a forma desse potencial, resolvemos a
equação de Poisson em um meio com N interfaces, representando as interfaces entre as dife-
rentes camadas. Em seguida, investigamos heterobicamadas e heterotricamadas formadas por
MoS2, MoSe2, WS2 e WSe2, em diferentes configurações, dentre elas, sistemas simétricos com
relação ao plano da camada central, e sistemas assimétricos, onde o substrato e a camada acima
da heteroestrutura são compostas de materiais diferentes. Utilizamos um modelo hı́brido en-
tre a aproximação de massa efetiva e o modelo tight-binding para construir o Hamiltoniano do
éxciton em cada sistema. Em seguida, diagonalizamos esse Hamiltoniano para obter a energia
de ligação do éxciton. Analisamos também o comportamento das funções de onda, estando
principalmente interessados na sobreposição dessas funções.

Palavras-chave: Éxcitons inter-camada. Éxcitons. Heteroestruturas de van der Waals. Efeito
Stark.



ABSTRACT

A van der Waals solid is characterized by the vertical stacking of atomic layers that interact with
each other through van der Waals forces. It is already possible to isolate layers and to stack them
with other layered materials in order to form a so-called van der Waals heterostructure. Excitons
are quasiparticles formed by a bound electron-hole (e − h) pair that appear in semiconductors
when an electron in the valence band is excited to the conduction band. Interlayer excitons can
be created in van der Waals heterostructures when the e − h pair is located in different layers
in real space. Accessing and controlling interlayer excitons and their interplay with conventi-
onal intralayer excitons is crucial to develop novel technologies which require long lifetimes
and high energy excitons such as photodetectors and solar cells. In this work, we consider
transition metal dichalcogenides heterobilayers and heterotrilayers in different configurations.
We investigate the behavior of the exciton binding energy as well as the exciton probability
distribution as a function of an external electric field applied perpendicularly to the plane of the
stacked layers. First, we find an analytical expression for the dielectric functions in bilayers
and trilayers systems, encapsulated or not by other materials. Due to the dielectric screening,
the interaction potential between the electron-hole pair is no longer the Coulomb potential. In
order to find this potential, we solve the Poisson equation in a medium with N interfaces, which
represent the interfaces between different layers. Then, we investigate MoS2, MoSe2, WS2
and WSe2 heterobilayers and heterotrilayers in different symmetric and asymmetric (where the
substrate and the layer above the heterostructure are composed of different materials) configu-
rations with respect to the central layer plane. We use a hybrid model involving the effective
mass approach and the tight-binding model to construct the exciton Hamiltonian for each sys-
tem. Finally, we study the behavior of the exciton wave functions, focusing mainly on their
degree of electron-hole overlap.

Keywords: Interlayer excitons. van der Waals. Heterostructure. Stark effect.
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menor energia é o top da banda de valência. Figuras adaptadas de [36]. . . . . 23

Figura 10 –a) Em um bulk, as linhas de campo passam por um único material com cons-

tante dielétrica ε. b) Em materiais 2D, as linhas de campo passam por regiões

com diferentes permissividades elétricas. Quando essa permissividade do
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disso, é mostrado o band offset, o alinhamento relativo da banda de condução,

que nos permite ter maior controle sobre o fluxo eletrônico. . . . . . . . . . . 25

Figura 12 –Construindo uma heteroestrutura, se considerarmos cristais bidimensionais
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1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1 Grafeno e Novos Materiais Bidimensionais . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.1 Estrutura de Bandas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Semicondutores Bidimensionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho, pretendemos abordar um assunto da vanguarda, que está atraindo

interesse crescente na comunidade fı́sica atual e tem relativa expectativa quanto a sua aplica-

bilidade tecnológica. Estudamos heteroestruturas bidimensionais (2D), o comportamento de

éxcitons intercamada (ILE, do inglês interlayer excitons) [1, 2] e como a energia de seus esta-

dos, que se manifestam como picos em experimentos de fotoluminescência [3, 4] varia como

função de um campo elétrico perpendicular ao plano das camadas. Este capı́tulo traz o emba-

samento teórico necessário para prosseguir para o próximo capı́tulo onde, de fato, abordaremos

o nosso modelo, para o caso especı́fico de heteroestruturas semicondutoras 2D. Começaremos

pelo grafeno, que é considerado o pai dos materiais 2D, abordaremos brevemente sua história,

que se inicia mais de meio século antes de sua descoberta. Em seguida, trataremos de semi-

condutores 2D, principalmente heteroestruturas de van der Waals (vdWHs, do inglês van der

Waals Heterostructure) e então, abordaremos o modelo de massa efetiva para atacar problemas

em heteroestruturas semicondutoras. Por fim, falaremos de éxcitons, explicando suas principais

caracterı́sticas.

1.1 Grafeno e Novos Materiais Bidimensionais

Antes de todo o sucesso dos materiais bidimensionais, uma espécie de amadure-

cimento foi necessária para que os fı́sicos entendessem como um material 2D poderia existir.

Tal incerteza pode ter tido inı́cio na década de 1930-40, perı́odo em que o fı́sico inglês Rudolf

Ernest e o fı́sico russo Lev Davidovich Landau publicaram [5, 6], de forma independente, dois

artigos em 1935 e 1937, respectivamente, mostrando que cristais 2D eram termodinamicamente

instáveis, sendo provavelmente inconcebı́veis. Dez anos depois, Philip Russell Wallace, um

fı́sico teórico canadense, publicou um estudo onde tratava a estrutura eletrônica e dispersão de

energia do que hoje conhecemos como grafeno [7], porém, Wallace utilizou a monocamada do

grafeno como um modelo teórico para calcular a estrutura de banda do grafite — ver Figs. 1a)

e 1b). Nos cinquenta anos seguintes ao trabalho de Wallace, alguns estudos pontuais a res-

peito do grafite foram desenvolvidos, no entanto, acreditava-se ser possı́vel isolar, de fato, uma

monocamada de grafeno.

O inı́cio do século XXI foi surpreendente para os fı́sicos da matéria condensada,

com o desenvolvimento da pesquisa de Konstantin Sergeevich Novoselov e Andre Konstantin

Geim, mostrando que não só é possı́vel esfoliar camadas de grafite para formar um material

estável [8], como esse material também exibe propriedades fascinantes. O artigo de Novoselov e
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Figura 1: Formas alotrópicas do carbono. a) Grafite, composto por várias camadas do gra-
feno. b) Grafeno, obtido após esfoliação do grafite. c) Fulereno. d) Nanotubo de carbono.
https://graphene.nus.edu.sg/research/graphene/

Geim é considerado a redescoberta do grafeno [9]. A essa altura, com a descoberta de materiais

como o fulereno (Fig. 1c) em 1985 por Harold Walter Kroto et al [10], e sintetizado pela

primeira vez em 1990 por Wolfgang Krätschme [11] e como os nanotubos de carbono, ilustrado

na Fig 1d), a maturidade para aceitar a ideia de um material 2D que outrora faltou, já se faz

presente. A Fig. 1 ilustra as formas alotrópicas do carbono conhecidas hoje.

Com o passar dos anos, o potencial tecnológico do grafeno foi se mostrando cada

vez mais surpreendente. Caracterı́sticas como alta condutividade elétrica e térmica [8, 12, 13],

boa transparência [14], grande resistência mecânica [15] e, além disso, a expectativa de se

ter aplicações no ramo de dispositivos microeletrônicos e optoeletrônicos, armazenamento de

energia —como baterias, célula solares e outros [16, 17, 18] — fazem com que ele seja visto

com um supermaterial.

Em 2005, apenas um ano após sua descoberta, foi mostrado [19] que a mesma

técnica usada para isolar o grafeno pode ser aplicada para obter outros materiais 2D, como

germaneno, siliceno e dicalcogenetos de metais de transição (TMDs, do inglês Transition Metal

Dichalcogenides) incluindo o dissulfeto de molibdênio, MoS2 —um semicondutor que é objeto

de estudo deste trabalho.

Os TMDs representam uma grande famı́lia de materiais com a fórmula MX2. Grande

parte deles possuem uma fase cristalina com estrutura hexagonal, como ilustrado na Fig. 2.

É importante enfatizar que as monocamadas de TMDs não possuem um único átomo de es-

pessura, sendo compostas pelo empilhamento de três camadas atômicas do tipo X-M-X, con-

forme ilustrado na Fig. 2a). Porém uma monocamada de MX2 ainda segue fazendo parte
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Figura 2: Ilustração da estrutura cristalina do MX2 visto de lado (a) e de cima (b).

Figura 3: Estrutura de bandas para o bulk (esquerda), quadricamada e bicamada (centro) e
monocamada (direita) do MoS2 [21]. O gap é indicado por uma seta, na figura. Podemos
ver que o MoS2 sofre uma transição de gap indireto para gap direto no ponto K da zona de
Brillouin.

da classe de materiais em duas dimensões. Como ilustrado na Fig 3, esses materiais exibem

um gap indireto quando em bulk e sofrem uma transição pra um gap direto quando em única

camada — a fı́sica dos gaps de energia na estrutura de bandas de sólidos será discutida na

próxima seção. Quando as camadas de dois TMDs diferentes são empilhadas, novas proprie-

dades fı́sicas e funcionalidades emergem dessa combinação. Essas heteroestruturas têm suas

camadas ligadas através da força de van der Waals, sendo possı́vel criar vários novos dispositi-

vos eletrônicos/optoeletrônicos como: transistores de túneis, fotodetectores, LEDs e eletrônicos

flexı́veis [20].
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1.1.1 Estrutura de Bandas

A estrutura de bandas é uma representação dos nı́veis de energia eletrônicos permi-

tidos em um sólido cristalino. A banda de energia é como uma impressão digital dos cristais.

Algumas caracterı́sticas importantes podem ser previstas através da verificação das bandas: po-

demos saber, por exemplo, se o material é um condutor, semimetal, semicondutor ou isolante,

analisando a diferença de energia entre extremos das bandas de valência e condução. Conduto-

res tem suas bandas de valência e condução sobrepostas, já em semimetais, as bandas de energia

apenas se tocam em algum ponto de simetria, em ambos não há gap de energia. Em semicon-

dutores e isolantes há um gap de energia separando as bandas de valência e de condução. Além

disso, a curvatura das bandas reflete a mobilidade eletrônica através dessas bandas.

Sabemos que um único átomo tem seus nı́veis de energia discreto. Acontece que em

sólidos cristalinos, os átomos se encontram suficientemente próximos uns aos outros, de modo

que um átomo interage com elétrons e núcleos adjacentes. O princı́pio da exclusão de Wolfgang

Pauli garante que dois elétrons (férmions) não podem ter os mesmos números quânticos (estado)

em uma molécula. Em um cristal com N átomos, cada orbital atômico é então divido em uma

série de nı́veis — todos com diferentes energias — dando origem assim a uma faixa de energias

permitidas. A combinação de todas essas faixas é o que chamamos de estrutura de bandas de

um material.

Vamos considerar uma cadeia unidimensional de N átomos idênticos e periodica-

mente espaçados, como mostra a Fig. 4. Note que cada átomo pode ser descrito como um

poço quântico, já que o elétron pode estar em um estado ligado com qualquer átomo da rede.

Suponha que a função de onda para um elétron completamente localizado no n-ésimo estado

seja |n〉. Para poços não interagentes H|n〉 = E0|n〉.
Considerando a interação entre átomos vizinhos, o autoestado |n〉 deixa de ser uma

autofunção do Hamiltoniano. Podemos fazer a seguinte aproximação, conhecida na literatura

como aproximação tight-binding:

H|n〉 ≈ E0|n〉 − β|n+ 1〉 − β|n− 1〉, (1.1)

onde β é a energia de interação com átomos vizinhos. Como a rede tem periodicidade a, o

Hamiltoniano é invariante sobre translação com mesmo perı́odo da rede, e assim têm-se que

[τ (a) , H] = 0, (1.2)

onde τ (a) é o operador de translação [22]. Para um sistema discreto, vale

τ (a) |n〉 = |n+ 1〉, (1.3)
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Figura 4: Potencial periódico de uma rede de átomos unidimensional com parâmetro de rede a.

o que significa que |n〉 também não é autoestado de τ(a).

A Eq. (1.2) indica que deve haver autoestados simultâneos de τ(a) e H . Podemos

mostrar que a função de onda da rede |θ〉, escrita como

|θ〉 =
∞∑

n=−∞

einθ|n〉, (1.4)

com −π < θ < π, é autoestado desses operadores:

H|θ〉 = E0

∑
n

einθ|n〉 − β
∑
n

einθ|n+ 1〉 − β
∑
n

einθ|n− 1〉,

= [E0 − βcos (θ)] |θ〉.
(1.5)

a simplificação na ultima linha só é possı́vel porque a rede é infinita. O parâmetro está relacio-

nado com o vetor de onda do elétron na forma θ = ka. Logo

E (k) = E0 − βcos (ka) , (1.6)

onde mostra-se que os possı́veis estados formam uma banda de energias, como ilustrado na

Fig. 5. O perı́odo de repetição dessa banda é conhecido na literatura como primeira zona de

Brillouin, que vai de −π/a a π/a. Note que uma energia de interação (hopping) maior leva a

uma banda com curvatura mais intensa.

Quando falamos das possı́veis aplicações de um material, é impossı́vel não levar

em conta a estrutura das bandas de energia do mesmo. Geralmente estamos interessados no

máximo (de energia) da banda de valência e no mı́nimo da banda de condução em algum ponto

da zona de Brillouin. Não por acaso, esses dois pontos definem uma grandeza fı́sica muito

importante, conhecida na literatura como gap de energia (Figura 6a) ou região proibida, pois

não pode haver elétrons com energias nessa faixa.

A Fig. 6a) representa um tipo de gap, o gap direto, que ocorre quando o máximo

da banda de condução e o mı́nimo da banda de valência estão sobre o mesmo ponto da zona

de Brillouin. É possı́vel que esses extremos estejam em pontos distintos da zona de Brillouin,

neste caso, dizemos que há um gap indireto de energia. No grafeno, o máximo da banda de

valência e o mı́nimo da banda de condução têm a mesma energia (se tocam) no ponto K, como



18

0π
a- π

a

E
(k

)

β0

1.5 β0

2 β0

 

k

Figura 5: Representação qualitativa de uma estrutura de bandas de uma rede unidimensional de
átomos, variando a energia de interação entre orbitais vizinhos. Fortes interações levam a uma
banda mais dispersa (curva verde).

Figura 6: Imagem ilustrativa da banda de condução e a banda de valência para dois casos. a)
Máximo da banda de valência e mı́nimo da banda de condução, para um material arbitrário em
algum ponto da zona de Brillouin, a distância entre esses dois extremos e conhecida como gap
de energia. b) Estrutura de banda do grafeno, a linha em ciano representa a banda de valência
e a linha em vermelho a banda de condução. No ponto K da zona de Brillouin, não há gap de
energia.
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ilustrado na Fig. 6b). Nesse caso, dizemos que o gap de energia do grafeno é nulo e isso o

caracteriza como um semimetal (metais têm suas bandas de valência e condução sobrepostas,

enquanto em semimetais essas bandas apenas se tocam em algum ponto de simetria da zona de

Brillouin). Já os TMDs tem seus gaps de energia passando de indireto, em bulk, para direto, na

monocamada, como discutido anteriormente e ilustrado na Fig. 3.

Apesar da alta mobilidade eletrônica e as caracterı́sticas ı́mpares já descritas neste

texto, os efeitos de um gap nulo fazem com que o grafeno, embora tenha uma mobilidade

eletrônica bem mais rápida que a do silı́cio, não consiga o substituir em dispositivos eletrônicos,

tais como transistores — atualmente, a maioria dos transistores são feitos de silı́cio. Fisica-

mente, a ausência do gap de energia não nos permite confinar ou cessar o movimento de elétrons

em uma direção especı́fica. Na prática, essa carência faz com que semicondutores 2D como si-

liceno, germaneno e TMDs, por exemplo, suplementem o grafeno em aplicações na área de

eletrônica e optoeletrônica. Devido ao seu gap de energia, semicondutores permitem um maior

controle do fluxo e confinamento eletrônico, tornando-os ótimos materiais para aplicações em

optoeletrônica.

1.2 Semicondutores Bidimensionais

Os materiais semicondutores têm sido extensivamente estudados e grande parte des-

ses estudos é direcionado a heteroestruturas semicondutoras —tema da próxima seção. Quando

estão à temperatura T = 0K, esses materiais têm suas bandas de energias preenchidas até a

banda de valência e a banda seguinte, de condução, totalmente vazia, não permitindo o fluxo

eletrônico. Ao receberem uma pequena quantidade de energia, elétrons passam da banda de

valência para a banda de condução, tornam-se mais condutores e permitem o fluxo de corrente

eletrônica. Sendo assim, semicondutores possuem uma condutividade controlável. Sua ampla

aplicabilidade faz com que o interesse nesses materiais cresça a cada ano. A Fig. 7 mostra o

número de artigos por ano sobre MoS2 e fósforo negro, dois semicondutores 2D, publicados

entre os anos de 2010 à 2017.

Durante muitos anos, a maior parte das pesquisas em materiais 2D esteve concen-

trada nas propriedades do grafeno. Em 2010 Mak e Splendiani demonstraram, de forma inde-

pendente, que além das propriedades ópticas que evoluem a partir dos efeitos de confinamento

em uma superfı́cie, ocorre uma transição de gap indireto (quando em bulk) para um gap di-

reto (quando em monocamada) e há forte emissão em experimentos de fotoluminescência (PL,

do inglês photoluminescence) no MoS2 [21, 23]. Esses artigos estimularam a comunidade de

fı́sicos da matéria condensada e um grande empenho foi feito para explicar a forte emissão em

experimentos de PL.

Atualmente, há um acervo de mais de centenas de materiais 2D conhecidos; todos
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Figura 7: Número de artigos publicados nos anos de 2010 a 2017 envolvendo MoS2 e fósforo
negro. Fonte: Base de dados Web of Science.

esses materiais podem ser facilmente esfoliados até atingirem uma camada de poucos átomos

de espessura. Isso nos permite verdadeiramente trabalhar com materiais que têm a espessura

de poucos átomos. Dentre esses materiais, estão semicondutores como o fósforo negro (BP, do

inglês black phosphorus) e MX2, onde M é um metal de transição (M = Mo, W, Ti, Zr, Hf, V,

Nb, Ta, Re) e X é um calcogênio (X = S, Se, Te), os quais já mencionamos anteriormente. Em

geral, há três principais classes de materiais que podem ser preparadas com um único ou poucos

(menos de 10) átomos de largura: sólidos feitos de camadas de van de Waals (vdW), sólidos

iônicos em camadas, e a terceira classe são os materiais chamados non-layered materials. Nosso

interesse está voltado para os chamados sólidos de vdW. Esses sólidos, possuem ligações cova-

lentes ou iônicas entre átomos de mesma camada e ligações de van der Waals entre átomos de

camadas vizinhas. Como exemplo desses materiais, temos o grafite, BP, TMD e nitreto de boro

hexagonal (h-BN, do inglês hexagonal boron nitride).

Uma consequência da fraca interação de vdW (se comparada as interações cova-

lentes ou iônica) é que essas ligações estão mais susceptı́veis a sofrer alguma perturbação,

sendo assim, a esfoliação de suas camadas é viabilizada. A esfoliação desses materiais é a ma-

neira mais eficiente de conseguir uma monocamada, entretanto, não existe um método universal

que possa ser utilizado para esfoliar camadas de todos os cristais. Todos os bulks apresentam

diferenças em suas composições e na estrutura da monocamada, por isso se comportam de ma-

neiras diferentes durante a esfoliação [24].

Desde a descoberta do grafeno, muitos métodos foram desenvolvidos para oti-

mizar a esfoliação e até mesmo suprir a necessidade de esfoliar as novas estruturas que fo-
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ram surgindo. Dentre eles estão o método de Hummer [25], intercalação de metal alcalino

(alkali metal intercalation-assisted exfoliation) [26, 27, 28], intercalação de oxidantes (oxi-

dants intercalation-a ssisted exfoliation) [29, 30], esfoliação eletroquı́mica [31], esfoliação com

auxı́lio de moléculas [32, 33], entre outros. Todas essas técnicas são divididas em três grupos,

sendo eles: esfoliação quı́mica por dispersão em solvente, esfoliação mecânica e esfoliação

através da intercalação de molécula e camadas. A Fig. 8 mostra um esquema com esses

métodos. Essas técnicas são amplamente usadas para preparar e extrair camadas dos sólidos

de van de Waals. Apesar disso, ela é menos adequada para reprodução em larga escala, leva a

amostras menores e, atualmente, tem fins mais cientı́ficos que tecnológicos. Materiais 2D já são

uma realidade e podem ser fabricados com métodos relativamente baratos de produção como,

por exemplo, a esfoliação mecânica [34] que também é tida como a abordagem mais eficiente,

visto que o processo é menos destrutivo que os demais [35].

1.2.1 Éxcitons

Na Seção 1.2, quando abordamos semicondutores, falamos que os mesmos podem

passar a conduzir corrente elétrica mediante alguma excitação. De fato, esses materiais podem

ser excitados (um fóton que é absorvido ou o aumento de sua temperatura são exemplos de

excitação), de maneira que um elétron recebe energia suficiente para sair da banda de valência

para a banda de condução e esses elétrons passam agora a contribuir para a condutividade do

material. O mı́nimo de energia que um elétron na banda de valência deve receber para que haja a

transição para a próxima banda (banda de condução) é a energia do gap entre as bandas. Quando

essa transição ocorre, a banda de valência perde um elétron e a banda de condução ganha um

elétron que irá interagir com todos os outros elétrons que sobraram na banda de valência, como

ilustrado na Fig. 9.

Descrever o movimento dos elétrons na banda de valência com um elétron faltando,

pode ser uma tarefa extremamente difı́cil. Uma maneira mais simples de resolver esse problema

é considerar o movimento desses elétrons como sendo o movimento de uma quasipartı́cula a

qual chamamos de buraco. Vamos considerar a situação mostrada na Fig. 9, onde um elétron

com vetor de onda ke é excitado de modo que saia da banda de valência para a banda de

condução. No estado inicial, quando a banda de valência está totalmente ocupada, o momentum

total do sistema é dado pela Eq. (1.7)∑
ki =

∑
ki 6=ke

ki + ke. (1.7)

Após o elétron sofrer a transição, o vetor de onda total do sistema que perdeu o elétron é dado
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Figura 8: O esquema ilustra diferentes métodos de esfoliação para a obtenção de uma mo-
nocamada. a) Funcionalização baseada em oxidação e expansão de materiais de camada. b)
Esfoliação devido a intercalação de oxidante, onde há uma expansão em solvente ou gás. c)
Esfoliação com ajuda de sonicação. d) Esfoliação por força de cisalhamento. e) Esfoliação
realizada através do processo de moagem. f) Esfoliação devido a troca iônica. g) Exfoliação
devido a gravura. Figura adaptada da REF. [24]

.
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Figura 9: a) Transição de um elétron (em vermelho) com vetor de onda ke que recebe energia
suficiente para passar da banda de valência para a banda de condução. A banda de valência fica
agora com um vazio do elétron que saiu. O buraco é representado em azul na figura. b) Banda
do buraco: para ele, o ponto de menor energia é o top da banda de valência. Figuras adaptadas
de [36].

por ∑
ki 6=ke

ki = −ke. (1.8)

Dizemos que o estado da banda de valência com ausência do elétron é chamado

de buraco e possui vetor de onda kh = −ke. A energia do estado com ausência do elétron é

positiva se comparado a energia do estado inicial, ou seja, a energia do buraco é

Eh(kh) = −Ee(ke). (1.9)

Próximo do topo da banda de valência, conforme k cresce (ou decresce) a energia

do elétron diminui, porém, da Eq. (1.9), podemos ver que o ponto de menor energia na banda

do buraco é o máximo da banda de valência. As relações acima também nos permitem dizer

que a velocidade de grupo do elétron e buraco são iguais, ve = vh, pois

h̄vh = ∇khEh,

= −∇ke(−Ee),

= h̄ve,

(1.10)

sendo E = h̄2k2/(2m).

Finalmente, podemos mostrar que o buraco tem carga positiva de módulo igual à

carga do elétron, ou seja, qh = e. Se consideramos forças eletromagnéticas agindo sobre o

sistema, podemos escrever a equação do movimento como

h̄
dke
dt

= −e
(
F +

1

c
ve ×B

)
, (1.11)
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Figura 10: a) Em um bulk, as linhas de campo passam por um único material com constante
dielétrica ε. b) Em materiais 2D, as linhas de campo passam por regiões com diferentes per-
missividades elétricas. Quando essa permissividade do meio externo é menor que a do meio
no qual o éxciton é formado, a blindagem dielétrica diminui e como consequência a interação
elétron (vermelho) buraco (azul) é maior. c) A figura mostra os éxcitons intercamada (ILE) e
intracamada para o caso de uma bicamada de MX2.

onde F é campo elétrico, substituindo ke = −kh e ve = vh, obtemos a equação que descreve o

movimento do buraco:

h̄
dkh
dt

= e

(
F +

1

c
vh ×B

)
. (1.12)

A Fig. 9b) mostra como o buraco se comporta na banda de valência. Para ele, o ponto de

menor energia se encontra no topo da banda de valência, logo, ele “enxerga” a banda de modo

invertido.

Há também outros tipos de éxcitons, mais complexos que os descritos até aqui,

como éxcitons carregados (trions) [37, 38, 39], biexcitons [40] e dark éxcitons, que hoje formam

um importante campo de pesquisa [41, 42]. Porém, o estudo desses éxcitons foge do escopo

desse trabalho, que tem como objetivo o estudo da energia de ligação de éxcitons intercamda e

intracamada, ambos com energias da ordem de centenas de meV , como veremos a seguir, em

heterobicamadas e heterotricamadas de vdW.

Os primeiros estudos com heteroestruturas semicondutoras feitas com TMDs reve-

laram um novo tipo de éxciton. O alinhamento de bandas tipo II em heteroestruturas bidimensi-

onais de TMDs favorecem energeticamente um novo tipo de éxciton, o ILE. Devido à blindagem

dielétrica reduzida e forte confinamento nessas heterojuções, como ilustrados na Figs. 10a) e

10b), uma grande atração Coulombiana resulta em éxcitons com alta energia e longo tempo de

vida. Uma representação do ILE é feito na Fig. 10c).
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Figura 11: Ilustração de uma heteroestrutura semicondutora. a) Bloco de GaAs no centro e
blocos de AlGaAs nas laterais, formando um “sanduı́che”. b) Bandas de energia de uma hetero-
estrutura ao longo do material. As linhas em ciano e preto correspondem às bandas do AlGaAs e
GaAs, respectivamente. Além disso, é mostrado o band offset, o alinhamento relativo da banda
de condução, que nos permite ter maior controle sobre o fluxo eletrônico.

1.2.2 Heteroestruturas

Uma heteroestrutura ou heterojunção é formada pela combinação de dois ou mais

semicondutores diferentes. Por exemplo, podemos citar o material AlGaAs e usá-lo para fazer

um “sanduı́che” com um semicondutor que tenha menor gap de energia, como é o caso do

GaAs. Desse modo terı́amos uma estrutura da forma AlGaAs/GaAs/AlGaAs, como ilustrado

na Fig. 11a). A Fig. 11b) mostra os efeitos de uma heteroestrutura na banda de energia de

forma qualitativa. O alinhamento relativo entre as bandas de condução dos materiais é chamado

de band offset. Essas heteroestruturas têm grandes aplicações tecnológicas como célula solares,

lasers, supercomputadores, sensores ópticos e etc [43].

Assim como em materiais 3D, também é possı́vel formar heteroestruturas com ma-

teriais 2D. Não fosse suficiente todos os fenômenos que ocorrem em poucas camadas desses

materiais, quando formamos uma heteroestrutura os fenômenos fı́sicos ficam ainda mais inte-

ressantes. A Fig. 12 exemplifica a construção de uma heteroestrutura com materiais bidimensio-

nais. Ao juntarmos esses materiais, colocando-os em uma mesma pilha vertical, uma infinidade

de oportunidades surge. As camadas ficarão ligadas umas às outras através da atração de van

der Waals e formarão uma heteroestrutura. Esse método permite uma combinação muito maior

que qualquer outro método de crescimento de cristais. Quando são empilhados dessa forma, a

sinergia entre os materiais é muito importante. Inicialmente pode acontecer uma redistribuição

de carga e um cristal também pode induzir mudanças estruturais nos cristais vizinhos. Uma das

formas de se controlar essas mudanças é mudando a orientação relativa entre as camadas [44].
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Figura 12: Construindo uma heteroestrutura, se considerarmos cristais bidimensionais análogos
a blocos de lego (painel direito), a construção de uma grande variedade de estrutura em camadas
se torna possı́vel. Figura adaptada da REF. [45].

Heteroestruturas semicondutoras formadas por materiais 2D são bem diferentes das

tradicionais heteroestruturas semicondutoras feitas de materiais 3D. Quando duas ou mais ca-

madas com perı́odos de rede ligeiramente diferentes são postas em contato, cada camada age

simultaneamente como interface e, ao mesmo tempo, como material volumétrico, reduzindo o

deslocamento elétrico dentro de cada camada. Ainda assim, a transferência de carga entre as

camadas pode ser muito grande, induzindo campos elétricos e oferecendo possibilidades inte-

ressantes na engenharia de estrutura de bandas[46].

Atualmente, os TMDs são os materiais 2D mais estudado depois do grafeno. Além

disso, a vdWH mais simples e mais estudada é o empilhamento vertical de duas monocama-

das semicondutoras de TMDs. Na monocamada desses materiais, mesmo à temperatura ambi-

ente, a resposta ótica é dominada por éxcitons. Semicondutores TMDs são propensos a exibir

fenômenos de muitos corpos, como supercondutividade, ondas de densidade de spin (SDW, do

inglês Spin Density Wave) e cargas (CDW, do inglês Charge Density Wave)[44]. Entretanto, o

foco deste trabalho está no estudo das energias de ligação de éxcitons que surgem em heterobi-

camadas e heterotricamadas semicondutoras formadas por TMDs.
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1.3 Efeito Stark Linear

Em 1913, Johannes Stark [47] observou uma divisão em estados excitados do átomo

de hidrogênio. O efeito foi explicado em 1926 por Erwin Schrödinger [48]. Antes disso, ins-

pirado pelo efeito Zeeman, Woldemar Voigt utilizou mecânica clássica para calcular efeitos de

um campo elétrico em elétrons quasi-elasticamente ligados [49].

O efeito Stark é um deslocamento na energia ou, em estados degenerados, a divisão

desse estado em dois. Este efeito é uma resposta do sistema a um campo elétrico é dito como o

análogo elétrico do efeito Zeeman. Sua descoberta teve grande contribuição para o desenvolvi-

mento da mecânica quântica e J. Stark recebeu o prêmio Nobel em 1919.

Nesta seção, estamos interessados em discutir o efeito Stark linear, que acontece

quando a variação da energia do sistema depende linearmente do campo elétrico. O efeito se

origina da interação de uma distribuição de carga com um campo elétrico externo. Neste caso,

para campos elétricos (F) pequeno o suficiente, a energia de interação de uma distribuição de

carga é dada por [50]

Vint = −µ · F, (1.13)

onde µ é o momento de dipolo. Esse operador pode ser usado como uma perturbação (H ′ =

Vint) para aproximar o efeito Stark em primeira e segunda ordem. Consideremos um átomo em

um estado com grau de degenerescência g. A aproximação em primeira ordem na energia é

dado pelos autovalores da matriz H ′g, como mostrado no apêndice A. Os elementos da matriz

podem ser escritos na forma geral

g〈k(0)|Vint|m(0)〉g = −F ·g 〈k(0)|µ|m(0)〉g, (1.14)

onde k,m = 1, 2, . . . , g é a base do subespaço degenerado. Se escrevermos µ = −er e, sem

perda de generalidade, F = Fz, temos

g〈k(0)|Vint|m(0)〉g = eFg〈k(0)|r cos θ|m(0)〉g. (1.15)

O Hamiltoniano da perturbação tem paridade ı́mpar. Elementos não nulos da matriz

de perturbação são aqueles entre estados de paridade diferente. Em outras palavras, átomos ou

moléculas que possuem simetria de inversão não têm momento de dipolo elétrico permanente

e não é possı́vel a observação do efeito Stark linear. Neste caso, a recı́proca é verdadeira:

se um átomo ou molécula tiver momento de dipolo permanente, então podemos concluir que

a paridade não é uma propriedade obedecida pelo átomo [51]. Átomos que apresentam essa

“violação” na paridade geralmente indicam fraca interação nuclear e são geralmente estudados

em experimentos de colisão em alta energia.
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Quando observarmos a energia de ligação de éxcitons, veremos que vários estados

exibem um momento de dipolo permanente, ou seja, veremos um comportamento linear da ener-

gia como função do campo elétrico. Em outros casos, veremos um comportamento parabólico

da energia como uma função do campo elétrico (F) perpendicular. Neste caso, dizemos que o

elétron não tem momento de dipolo permanente e o estado varia com F 2, ou seja, a correção de

segunda ordem em teoria da perturbação é quem domina o efeito Stark.

1.4 Modelo da Massa Efetiva

O movimento de elétrons em uma rede cristalina pode ser bem diferente do movi-

mento de um elétron livre: no primeiro caso, o elétron está sujeito ao potencial periódico da

rede. Para modelar o comportamento do elétron na rede, simplificamos seu comportamento

como sendo aproximadamente o de um elétron livre com uma massa efetiva que representare-

mos porm∗. Essa massa pode ser bem diferente da massa do elétron (m0), e ela pode ou não ser

anisotrópica — esse caráter ficará explı́cito quando escrevermos a massa efetiva na sua forma

tensorial— e pode até mesmo ser negativa. Em uma heteroestrutura semicondutora, cada mate-

rial possui uma massa efetiva diferente. Na prática, desejamos fazer o estudo de elétrons que se

move em uma rede cristalina utilizando um modelo que descreve uma quasipartı́cula que tem a

mesma carga do elétron, se comporta como um elétron livre e com massa efetiva m∗. Toda a

informação do potencial está contida nesta massa efetiva.

Consideremos o teorema de Bloch, o qual afirma que os autoestados do Hamiltoni-

ano sujeito a um potencial periódico é da forma ψ(r) = eik·ruk(r), onde uk(r) é uma função

com a mesma periodicidade da rede [36]. Substituindo ψ(r) na equação de Schrödinger para

um potencial periódico, temos:[
1

2m
(p + h̄k)2 + V (r)

]
uk(r) = E(k)uk(r), (1.16)

que pode ser reescrito como

(H0 +H ′)uk(r) = E(k)uk(r), (1.17)

onde

H0 =
1

2m
p 2 + V (r) (1.18)

e

H ′ =
h̄

m
p · k +

h̄2k2

2m
, (1.19)

sendo H0 o Hamiltoniano do sistema não perturbado cujo autoestados u(0)n (k) têm autoenergias

E
(0)
n e trataremos o termo H ′ como uma perturbação. Da teoria da perturbação, a correção da
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energia até segunda ordem é dada pela Eq. (A.12):

En(k) = E(0)
n + 〈u(0)n |H ′|u(0)n 〉+

∑
l 6=n

|〈u(0)n |H ′|u(0)l 〉|2

E
(0)
n − E(0)

l

, (1.20)

onde as somas se estendem por todos os estados. Substituindo a equação para H ′ dado pela Eq.

(1.19) na Eq. (1.20), temos:

En(k) = E(0)
n +

h̄2k2

2m
+
h̄2

m2

∑
l 6=n

|k · 〈u(0)l |p|u
(0)
n 〉|2

E
(0)
n − E(0)

l

. (1.21)

A Eq. (1.21) ainda pode ser reescrita da seguinte forma:

En(k) = E(0)
n +

h̄2

2
kα

(
1

m∗α,β

)
kβ, (1.22)

onde m∗α,β é o tensor de massa efetiva, definido por

m∗α,β =

[
δα,β
m

+
2

m2

∑
l 6=n

〈u(0)l |pα|u
(0)
n 〉〈u(0)n |pβ|u(0)l 〉

E
(0)
n − E(0)

l

]
. (1.23)

Se já conhecermos a estrutura de banda do material à priori, podemos fazer a expansão em série

de Taylor da n-ésima banda de energia em torno do ponto k = 0 para obter a massa efetiva

através de um modo bem mais simples:

En(k) = En(0) +
∂En
∂kα

kα +
1

2
kα

∂2En
∂kα∂kβ

kβ, (1.24)

onde estamos fazendo o uso da notação de Einstein, de modo que dois ı́ndices repetidos repre-

senta uma soma (e.g. ∂En
∂kα

kα =
∑

α
∂En
∂kα

kα). Comparando o termo quadrático da Eq. (1.24) com

a Eq. (1.22), obtemos

1

2
kα

(
∂2En
∂kα∂kβ

)
kβ =

h̄2

2
kα

(
1

m∗α,β

)
kβ, (1.25)

e, finalmente:

m∗α,β =
h̄2

∂2En
∂kα∂kβ

. (1.26)

A Eq. (1.26) mostra claramente que a massa efetiva de bandas diferentes e em direções diferen-

tes não necessariamente será a mesma, como foi dito no inı́cio desta seção. Além de implicar

em uma massa efetiva negativa para o buraco, fazendo com que o estado com mı́nima energia

para o buraco seja no topo da banda de valência.

O termo de segunda ordem na Eq. (1.22) pode ser entendido como a relação de

dispersão para um Hamiltoniano onde o potencial periódico não está explı́cito[52]. A massa da



30

partı́cula deve ser calculada via Eq. (1.23) ou, de forma equivalente, pela Eq. (1.26).

Se lembrarmos que a energia de um elétron livre é dado pela formaE(k) = p2/2m =

h̄2k2/2m, a aproximação que foi feita nesta seção pode ser ilustrada conforme na Fig. 13, que

mostra qualitativamente a estrutura de bandas de um semicondutor, com as bandas de condução

e valência em vermelho e azul, respectivamente. Entre as bandas há o gap de energia. A verda-

deira curva de dispersão foi aproximada por uma parábola resultante de um expansão em série

de Taylor (linhas tracejadas). Isso é possı́vel pois os extremos dessas bandas se assemelham

a parábolas dentro de um limite suficientemente pequeno, como pode ser visto na estrutura de

bandas real mostrada na Fig. 3. A Eq. (1.26) nos diz que a massa efetiva é inversamente propor-

cional a derivada segunda da energia em relação a K. Em outras palavras, uma maior curvatura

(banda do elétron, especificamente para a Fig. 13) implica em uma menor massa efetiva em

comparação com uma banda que é aproximada por uma parábola com menor curvatura (curva

tracejada em azul).

A massa efetiva não tem relação com a massa real, como mostrado, é apenas um

artifı́cio matemático que nos permite, se conhecendo as curvas de dispersão, aproximar o movi-

mento de um elétron, sujeito a um potencial periódico, como sendo o movimento de um elétron

livre, com massa dada pela Eq. (1.26). Desse modo, podemos estudar a propagação da função

de onda dos elétrons em heteroestrutura semicondutoras. Essa aproximação é conhecida na

literatura como “aproximação da massa efetiva”.

O éxciton é uma quasipartı́cula neutra que, devido à atração Coulombiana entre

o elétron e o buraco, tem como função de onda uma função que lembra a de um átomo de

hidrogênio. A aproximação da massa efetiva desempenha um papel importante na descrição

teórica do éxciton em nosso modelo. A sua massa efetiva muito pequena contribui para que sua

energia de ligação seja muito menor que a de um átomo de hidrogênio.
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Figura 13: Diagrama de bandas de um semicondutor. A verdadeira curva de dispersão é apro-
ximada por uma parábola —linhas tracejadas. A banda do elétron tem maior curvatura, o que
implica em uma menor massa effetiva. A região cinza representa o gap de energias proibidas.
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2 MODELO TEÓRICO

Quando semicondutores 2D com alinhamento de banda tipo II são empilhados como

ilustrado na Fig. 12, éxcitons podem surgir de maneira indireta no espaço real[53], como dis-

cutido na sessão anterior. Foram observados ILE em BP [54] e pouco tempo depois em TMDs

[2, 55] através de experimentos com fotoluminescência. Esse experimento consiste em observar

a emissão de luz de um cristal após o mesmo ter absorvido fótons.

Neste capı́tulo, construiremos o Hamiltoniano que descreve o comportamento de

éxcitons em heteroestruturas semicondutoras, separando-o em duas partes. Na primeira, cal-

culamos o potencial de interação do par elétron-buraco resolvendo a equação de Poisson para

uma carga em uma heteroestrutura com N interfaces como ilustrado na Fig. 14. Em seguida,

calculamos a parte cinética do Hamiltoniano, utilizando a teoria da massa efetiva.

2.1 Hamiltoniano para éxcitons em heteroestruturas de van der Waals

Para calcular a energia de ligação de um ILE, vamos usar um modelo teórico muito

parecido com o método tight-binding, no qual consideramos inicialmente a estrutura de bandas

de uma monocamada e então vamos adicionando termos de acoplamento com camadas vizi-

nhas. Para N camadas do nosso material, as bandas de condução e de valência são divididas em

2N sub-bandas devido à interação entre as camadas. Em seguida, calcularemos o potencial ele-

trostático gerado por uma carga na camada c, resolvendo a equação de Poisson. As condições de

contorno do potencial nos levam a uma matriz de transferência, onde podemos, de fato, calcular

o potencial completo gerado pela carga. Com esse potencial, podemos montar o Hamiltoniano

do éxciton e diagonalizar o mesmo, para obter sua energia de ligação.

Vamos começar nossa tarefa resolvendo a equação Shrödinger para uma monoca-

mada, em seguida, para o caso de N camadas. Com algumas aproximações, podemos modelar

nosso sistema como sendo um poço quadrado infinito ao longo da direção perpendicular às

camadas [41]. Assim,

H1j|ϕ1j〉 = E1j|ϕ1j〉, (2.1)

onde E1j é o autovalor de energia referente a potenciais no próprio plano e j = (c, v) determina

a banda de condução ou valência, respectivamente. Para duas camadas, o Hamiltoniano pode

ser aproximado como:

H2j =

(
H1j γj

γj H1j

)
. (2.2)

O Hamiltoniano da Eq. (2.2) tem autovalores E2j = E1j ± γj onde γj é uma constante de
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acoplamento entre as camadas, semelhante ao parâmetro de hopping no modelo tight-binding.

De maneira análoga, podemos escrever o Hamiltoniano para um sistema com N camadas, como

sendo

HNj =



H1j γj 0 · · · 0

γj H1j γj · · · 0

0 γj H1j · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · H1j


, (2.3)

aqui, por simplicidade, estamos considerando apenas interação entre as camadas vizinhas mais

próximas. A matriz acima é um caso especial da matriz de Toeplitz, ou seja, seus N autovalores

correspondentes são

ENj = E1j − 2γj cos
nπ

N + 1
, (2.4)

em que n = 1, 2, 3, ..., N nos dá os n autovalores esperados. Desse modo, a energia de transição

da sub-banda de valência n para a sub-banda de condução n é

EN
nn = Ec − Ev

= Eg0 − 2(γc − γv) cos
nπ

N + 1
,

(2.5)

onde Eg0 = E1c − E1v é o gap de energia de uma monocamada.

2.2 Potencial de interação elétron-buraco

Vamos assumir um conjunto de N camadas empilhadas na direção z, cada qual

separada por um material dielétrico, εn (n = 0, 1, . . . , N − 1) separados por N − 1 interfaces

nos pontos z = dn (n = 0, 1, . . . , N − 2), como mostrado na Fig. 14. Estamos supondo uma

carga no centro da c-ésima. Desejamos calcular o potencial gerado por essa carga em uma

camada t qualquer, ou seja, teremos um éxciton intracamada se t = c e intercamada (ILE) se

t 6= c. Para a camada n, a equação de Poisson (εn∇2Φn,c = ρ) pode ser escrita como

ε‖n∇2
‖Φn,c + ε⊥n

∂2Φ

∂z2
= qn, (2.6)

onde qn = −eδn,cδ(~r) nos diz que a carga fonte está localizada no centro da c-ésima camada,

como já foi dito. Também estamos supondo que tal carga seja um elétron, por isso o sinal

negativo. Além disso, nos beneficiamos do caráter discreto da direção z e reescrevemos a

equação em uma parte paralela aos planos das camadas e outra perpendicular a esses planos.

A solução para o potencial eletrostático em qualquer camada n é [56]

Φn,c(ρ, z) =
e

4πεcε0

∫ ∞
0

{J0(kρ)[An(k)ekz +Bn(k)e−kz + e−k|z−zn|δn,c]}dk. (2.7)
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Figura 14: Esboço de uma série de interfaces entre as camadas com constante dielétrica εn dada
para cada material. Uma carga (e) é colocada no centro da c-ésima camada, e gera um potencial
de Coulomb, que pode ser obtido a partir da solução de Poisson, considerando a dependência
espacial da constante dielétrica. Figura adaptada de REF. [56]

O potencial de interação e− h é φt,c = eΦt,c e pode ser escrito de forma mais compacta:

φt,c(ρ) =
e2

4πε0

∫ ∞
0

J0(ρk)

εt,c
dk, (2.8)

onde a função de blindagem dielétrica efetiva, para o buraco na t-ésima camada (e elétron na

c-ésima camada), a uma distância zt da carga é εt,c(k) = εc
[
At(k)ekzt +Bt(k)e−kzt + δt,c

]−1.
Note que essa expressão também funciona para t = c, ou seja, é válida para éxcitons intra-

camada e intercamada. Nosso objetivo passa a ser encontrar os coeficientes At(k) e Bt(k).

Baseado nas equações de Maxwell, para as condições de contorno nas N − 1 interfaces, deve-

mos ter o potencial φt,c(ρ) contı́nuo em cada interface, bem como sua derivada. Além disso,

B0 e AN−1 são identicamente nulos para evitar divergências em z → ±∞. Para mais detalhes,

ver apêndice B. Isso nos dá um total de 2(N − 1) equações. Nós podemos representar cada par

dessas condições de contorno utilizando notação matricial. Considerando o elétron no centro

de nosso sistema, ou seja, zc = 0 na Eq. B.10, que implica sc−1 = −1 e sc = 1, temos

Mn

(
An+1

Bn+1

)
= M̄n

(
An
Bn

)
−
(
ekdc−1

εcekdc−1

)
δn,c−1 +

(
e−kdc

−εce−kdc

)
δn,c, (2.9)

note que dc−1 agora é negativo. Além disso,

Mn ≡

(
ekdn e−kdn

εn+1e
kdn −εn+1e

−kdn

)
, M̄n ≡

(
ekdn e−kdn

εne
kdn −εne−kdn

)
. (2.10)

Combinando todas condições de contorno —veja apêndice B— encontramos(
0

BN−1

)
=M

(
A0

0

)
−M′

(
ekdc−1

εcekdc−1

)
+M′′

(
e−kdc

−εce−kdc

)
, (2.11)

onde M = M(N−2) = M−1
N−2M̄N−2 · · ·M−1

0 M̄0, M′ = M−1
N−2M̄N−2 · · ·M−1

c M̄cM
−1
c−1, e
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M′′ = M−1
N−2M̄N−2 · · ·M−1

c+1M̄c+1M
−1
c . Isso nos permite resolver para A0:

A0 =
(M′

11 + εcM′
12)e

kdc−1 − (M′′
11 − εcM′

12)e
−kdc

M11

. (2.12)

De posse de A0, a Eq. (2.9) é usada para encontrar (An Bn) em uma n−ésima camada

qualquer.

2.3 Hamiltoniano do Éxciton

Com o intuito de calcular a energia de ligação do éxciton, iremos escrever seu Ha-

miltoniano (Hexc). Novamente, estamos na situação em que temosN interfaces e com a direção

z discretizada

HΨ(re, rh) = − h̄2

2me

∇2
eΨ−

h̄2

2mh

∇2
hΨ + V (re − rh)Ψ. (2.13)

Por questão de conveniência, estamos omitindo o argumento de Ψ(ρe,ρh, ze, zh) no lado direito

da Eq. (2.13). Continuaremos com essa notação no desenvolvimento que se segue. Podemos

separar nosso Hamiltoniano como uma parte no plano da camada e outra perpendicular a este

plano, parecido com o que fizemos na seção anterior:

HΨi,j(ρe,ρh, ze, zh) = −
[
h̄2

2me

∇2
‖,e +

h̄2

2mh

∇2
‖,h +

h̄2

2me

∂2

∂z2e
+

h̄2

2mh

∂2

∂z2h
− Vi,j(ρe − ρh)

]
Ψi,j,

(2.14)

onde os subı́ndices i(j) representam um elétron (buraco) na camada i(j) e estamos usando e e h

para nos referir os operadores que atuam nas coordenadas do elétron e buraco, respectivamente.

A Eq. (2.14) pode ser escrita como

HΨij =

[
− h̄2

2me

∇2
‖,e −

h̄2

2mh

∇2
‖,h + V (ρe − ρh)

]
Ψi,j+te(Ψi+1,j+Ψi−1,j)+th(Ψi,j+1+Ψi,j−1),

(2.15)

sendo te e th os parâmetros de hoppings para o elétron e buraco, respectivamente.

Fazendo uma transformação para coordenadas relativa e do centro de massa, obte-

mos:

− h̄2

2me

∇2
‖,eΨi,j(ρe,ρh)− h̄2

2mh

∇2
‖,hΨi,j(ρe,ρh) = − h̄2

2µij
∇2
‖Ψi,j(ρ,R)− h̄2

2M ij
∇2
‖,RΨi,j(ρ,R),

(2.16)

onde µij = µieµ
j
h/(µ

i
e + µjh) é a massa reduzida e M ij = µie + µjh a massa total do sistema [57].

Podemos unir as Eqs. (2.15) e (2.16) e reescrever nosso Hamiltoniano:

HΨi,j(ρ,R) = HijΨij + te(Ψi+1,j + Ψi−1,j) + th(Ψi,j+1 + Ψi,j−1), (2.17)
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onde

Hij = −(h̄2/2µij)∇2
‖ + Vij, (2.18)

será resolvido para seus autovalores (Eij) que, por sua vez, o substituirão no Hamiltoniano do

éxciton. Como o potencial não depende de R, o momentum do centro-de-massa corresponde

à energia cinética do éxciton e vamos assumi-la como sendo zero. Fisicamente estamos to-

mando o referencial do centro-de-massa como a origem de nosso sistema. Para o caso de uma

heterobicamada, nosso Hamiltoniano é descrito por

HΨi,j = Hi,jΨi,j+te(Ψi+1,j+Ψi−1,j)+th(Ψi,j+1+Ψi,j−1)−P⊥F (δi,j−1−δi−1,j)Ψi,j. (2.19)

Aqui, P⊥ é o momento de dipolo na direção perpendicular (z) ao plano das camadas. F é

o módulo do campo elétrico que também aponta na direção z e i, j = 1, 2, representam as

camadas onde se encontram elétron e buraco. Finalmente, podemos escrever o Hamiltoniano

do éxciton para a bicamada na forma matricial

Hexc =


E11 + Vh −th −te 0

−th E12 − P⊥F 0 −te
−te 0 E21 + Vh + Ve + P⊥F −th
0 −te −th E22 + Ve

 , (2.20)

onde os termos Ve(h) representam o band offset para o elétron (buraco), ou seja, a diferença entre

os mı́nimos (máximos) das bandas de condução (valência) entre os materiais adjacentes. Nosso

objetivo agora é diagonalizar esse Hamiltoniano, para obter a energia de ligação do éxciton.

Vamos fazer um procedimento análogo para a tricamada. Desta vez, os ı́ndices da

posição do elétron e buraco podem assumir os valores i, j = 1, 2, 3. Desse modo, o Hamiltoni-

ano para a tricamada é dado por

HΨi,j = Hi,jΨi,j + te(Ψi+1,j + Ψi−1,j) + th(Ψi,j+1 + Ψi,j−1)− P⊥F (δi,j−1 − δi−1,j)Ψi,j

− 2P⊥F (δi,j−2 − δi−2,j)Ψi,j, (2.21)

ou, na forma matricial

Hexc =


H1 He 0

He H2 He

0 He H3

 , (2.22)
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onde 0 representa uma matriz nula de ordem 3× 3 e,

He =


te 0 0

0 te 0

0 0 te

 , Hi
1 =


E11 + Vh th 0

th E12 − P⊥F th

0 th E13 + Vh − 2P⊥F

 , (2.23)

Hi
2 =


E21 + Ve + Vh + P⊥F th 0

th E22 + Ve th

0 th E23 + Ve + Vh − P⊥F

 , (2.24)

e

Hi
3 =


E31 + Vh + 2P⊥F th 0

th E32 + P⊥F th

0 th E33 + Vh

 . (2.25)

Neste caso, o superı́ndice i na matriz indica que o mı́nimo da banda de condução se encontra

sobre os materiais na lateral, ou seja, energeticamente o elétron tem maior probabilidade de ser

encontrado nas camadas ı́mpares (1 e 3). Para heterotricamadas onde o mı́nimo da banda de

condução é sobre a camada central e, portanto, o elétron tem maior probabilidade de ser encon-

trado na camada par, representamos com um superı́ndice p no Hamiltoniano. Logo, escrevemos

Hp
1 =


E ′11 + Ve th 0

th E ′12 + Ve + Vh − P⊥F th

0 th E ′13 + Ve − 2P⊥F

 , (2.26)

Hp
2 =


E ′21 + P⊥F th 0

th E ′22 + Vh th

0 th E ′23 − P⊥F

 , (2.27)

Hp
3 =


E ′31 + Ve + 2P⊥F th 0

th E ′32 + Ve + Vh + P⊥F th

0 th E ′33 + Ve

 . (2.28)

Podemos relacionar os Hamiltonianos H i e Hp, na ausência de campos externos,

conforme a Eq. (2.17) ou tomando F = 0 na Eq. (2.21), fazendo a transformação

Hp = (Ve + Vh)δkk −H i, (2.29)

porém, os termos de energia, Eij e E ′ij , não estão relacionados, devendo ser calculados de

acordo com a Eq. (2.18).
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2.4 Expressão Analı́tica Para a Função Dielétrica

Nesta seção, encontraremos expressões analı́ticas para as funções dielétricas εt,c (k)

calculadas para heterobicamadas e heterotricamadas em diferentes configurações espaciais de

éxcitons. É preciso já deixar claro que a expressão se torna cada vez mais complicada à medida

que mais camadas vão sendo adicionadas ao sistema. Para as estruturas tratadas nesse trabalho,

a função dielétrica pode ser escrita na forma:

ε
(N)
t,c (k) = εc

η(N) (k)

η
(N)
t,c (k)

, (2.30)

onde o superı́ndice N indica a quantidade de camadas encapsuladas, os subı́ndices t e c re-

presentam o ı́ndice da camada para o buraco e elétron, respectivamente. A função η(N) (k) foi

obtida computacionalmente e é independente da posição do éxciton no sistema, conforme

η(N) (k) =
ε0
∑1

a1,...,aN=0

{(
e2da1fa2,..,aN

)k∏N
n=0

[
εn + εn+1

(
1− 2Γa1,...,aNn,0,0,0

)]}
e−2d0k(ε0 + ε1)− (ε0 − ε1)

, (2.31)

onde nós usamos as funções de ı́ndices fa1,a2,...,am e Γa1,a2,...,amn,q,r,s , que são definidas como:

fa1,a2,...,am ≡

exp [2(da1+1 + da2+2 + · · ·+ dam+m)] , m ≥ 1

1, m = 0,
(2.32)

e

Γa1,a2,...,amn,q,r,s ≡



δn,qδ
a1
r + δn,q+1δ

a1+a2
1 + δn,q+2δ

a2+a3
1 +

· · ·+ δn,q+m−1δ
am−1+am
1 + δn,q+mδ

am
s , m > 1

δn,qδ
a1
r + δn,q+1δ

a1
s , m = 1

δn,qδn,r, m = 0.

(2.33)

As Eqs. (2.33) e (2.32) não carregam nenhum significado fı́sico em seus ı́ndices, seus objetivos

residem inteiramente em tornar a expressão para a função dielétrica mais compacta.

A função η(N)
t,c (k) muda dependendo da configuração espacial do éxciton. Vamos

começar fixando a posição do elétron em c = 1. Assim, as diferentes configurações de éxcitons

podem ser encontradas alterando a posição do buraco (t). Neste caso, temos:

η
(N)
t,1 (q) =

t∑
a1,...,aN−t=t−1

{(
fa1,...,aN−t

)q
e2wt,1q

N∏
n=t

[
εn + εn+1(1− 2Γ

a1,...,aN−t
n,t,t,t−1 )

]
+ e2dtq

N∏
n=t

[
εn + εn+1(1− 2Γ

a1,...,aN−t
n,t,t−1,t−1)

] }
. (2.34)

Vamos agora considerar um único caso em que o elétron não esteja na camada
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Tabela 1: Seis de nove funções dielétricas (ε) podem ser calculadas utilizando as Eqs. (2.34) e
(2.36).

εt,c

Podem ser
calculados pelas
Eqs. (2.34) e
(2.36).

ε11
ε2,1 ≡ ε1,2
ε3,1 ≡ ε1,3

ε2,2

Não podem ser calculados
pelas Eqs. (2.34) e (2.36).

ε3,3
ε2,3 ≡ ε3,2

c = 1. Neste caso, o elétron encontra-se na camada central, c = 2, a equação é:

ε
(3)
2,2(q) =

η(3)(q)

η
(3)
2,2(q)

[
e−2d0q(ε0 + ε1)− (ε0 − ε1)

ε0

]
, (2.35)

onde

η
(3)
2,2 =

1∑
i=0

e2diq

[
1∏

n=0

[
εn + εn+1(1− 2Γin,0,0,0)

]
− e2d1q

1∏
n=0

[
εn + εn+1(1− 2Γin,0,0,1)

]]

×
1∑
j=0

e2djq

[
e2d2q

1∏
n=0

[
εn + εn+1(1− 2Γjn,0,2,2)

]
−

1∏
n=0

[
εn + εn+1(1− 2Γjn,0,2,3)

]]
.

(2.36)

Mas nós sabemos que, εt,c = εc,t, ou seja, as Eqs. 2.34 e 2.36 para o caso de

elétrons na camada 1 e 2, respectivamente, são suficientes para determinar todos os casos da

heterobicamada, porém só é possı́vel determinar seis das nove funções dielétricas possı́veis

para a tricamada — ver tabela 1.

Para resolver os casos que ainda faltam, vamos separar a estrutura em dois tipos:

simétrica ou assimétrica, com relação ao plano da camada central. Note que, essa definição

torna impossı́vel classificar a bicamada como um caso simétrico ou assimétrico.

2.4.1 Caso Simétrico

Quando a heterotricamada é simétrica com relação ao plano da camada central,

teremos: ε3 = ε1, e ε4 = ε0. Esse último assume que o superstrato e o substrato devem ser feitos

do mesmo material e que a largura da camada 3 e da camada 1, além da largura das camadas 0

e 4, são iguais entre si.

Vamos considerar um dos casos onde não é possı́vel calcular a função dielétrica

utilizando as Eqs. (2.34) ou (2.36): considere a função dielétrica ε2,3 (= ε3,2, veja a Tabela

1). Na Fig. 15 o elétron é representado em vermelho e o buraco em azul. Camadas com cores

iguais são “cópias” uma da outra, ou seja, são compostas do mesmo material (ε) e têm a mesma

espessura.
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a)

b)

ϵ0 1ϵ ϵ2 ϵ3= 1ϵ ϵ4=ϵ0

ϵ0 1ϵ ϵ2 1ϵ ϵ0

Figura 15: Ilustração do ILE com c = 3 e t = 2 em uma heteroestrutura simétrica com respeito
ao plano da camada central. a) As Eqs. (2.34) ou (2.36) não nos permitem calcular a função
dielétrica ε2,3. Afim de contornar esse problema, fazemos uma rotação de um ângulo π em torno
do eixo do elétron. b) Representação bidimensional do sistema rotacionado. Devido à simetria
da estrutura, é fácil ver que ε2,3 = ε2,1.

A Fig. 15a) ilustra a configuração espacial que dá origem a essa função dielétrica.

Como não temos, a priori, as equações necessárias para calcular a função ε2,3, vamos utilizar a

simetria do sistema ao nosso favor, rotacionando a estrutura de π radianos em torno da posição

do elétron, representado em vermelho — ver Fig. 15 b). Vemos que o sistema resultante é o

mesmo sistema que gera a função ε2,1, essa pode ser obtida por meio da Eq. (2.34). Portanto,

concluı́mos que ε3,2 = ε2,1 em uma heterotricamada simétrica. Além disso, como εt,c = εc,t, é

imediato perceber que: ε3,2 = ε2,1 = ε1,2 = ε2,3.

Obviamente, a simetria ilustrada na Fig. 15 também mostra que ε3,3 = ε1,1. Sendo

assim, de acordo com a Tabela 1, conhecemos todas as expressões analı́ticas para um éxciton

em uma heterotricamada, encapsulada e simétrica.

2.4.2 Caso Assimétrico

Vamos considerar uma heterotricamada, encapsulada e assimétrica. A Fig. 16a)

ilustra uma estrutura assimétrica. Camadas com cores diferentes representam materiais (ε) di-

ferentes, além disso, note que a espessura dos materiais é independente, podendo ou não ser

iguais. A Fig. 16b) é simplesmente uma representação 2D da Fig. 16a). Nela também ilustra-

mos o eixo perpendicular ao plano das camadas. O elétron — representado em vermelho — se

encontra no centro do sistema.

A Fig. 16c) representa o sistema rotacionado de π radianos em relação ao eixo do

elétron, saindo da folha. Fizemos um procedimento análogo na seção anterior, porém, dessa

vez, não temos a simetria para nos ajudar. Vamos escrever ε2,3 = ε2,3 (k, di, εi, w23), onde

di = {d0, d1, d2, d3} e εi = {ε0, ε1, ε2, ε3, ε4}. É claro que, para um dado sistema, εi e di são
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ϵ0 1ϵ ϵϵϵ2 3 4

0d0 d1 d2 d3

ϵ0 1ϵ ϵ2 ϵ3 ϵ4

0 d3'd2'd1'd0'

ϵ0' 1ϵ ' ϵ2' ϵ3' ϵ4'

a)

b)

c)

Figura 16: a) Ilustração de uma heteroestrutura assimétrica com respeito ao plano da camada
central. b) Representação bidimensional da estrutura em a). c) Sistema rotacionado e sob as
transformações de ı́ndices, Eq. (2.38)

todos constantes. Nosso objetivo é escrever:ε2,3 (k, di, εi, w23) = ε2,1 (k, d′i, ε
′
i, w

′
21)

ε3,3 (k, di, εi) = ε1,1 (k, d′i, ε
′
i) ,

(2.37)

ou seja, achar os parâmetros que tornem uma função desconhecida em uma função já conhecida,

para todo valor de k.

A matriz de rotação será simplesmente R = −I , onde I representa a matriz identi-

dade. Além disso, vamos fazer as seguintes transformações indiciais:
d′i = −d3−i

ε′i = ε4−i

w′21 = −w23

(2.38)

o sinal negativo na primeira e ultima Eq. de 2.38 vem da matriz de rotação.

As Eqs. 2.38 e 2.37, são suficientes para encontrar os dois casos que faltavam.

Desse modo, temos todas as expressões analı́ticas para as funções dielétricas em um sistema

assimétrico.



42

3 RESULTADOS

Neste capı́tulo, apresentamos os resultados encontrados para diversos sistemas, en-

volvendo heterobicamadas e heterotricamadas. Analisamos a energia de ligação para cada sis-

tema, utilizando estruturas assimétricas e simétricas. Neste último, observamos o comporta-

mento da energia como uma função de um campo elétrico perpendicular ao plano das camadas,

bem como a sobreposição das funções de ondas, com o objetivo de inferir sobre qual sistema

teria maior probabilidade da ocorrência do ILE, examinando a distribuição das funções de onda

do par e − h nas camadas. Além disso, investigamos a separação média de elétrons e bura-

cos, para heterobicamadas como uma função da intensidade de um campo elétrico aplicado na

direção perpendicular ao plano das camadas. Por último, verificamos o efeito da quebra de

simetria para diversas heterotricamadas.

Chamaremos de “configuração padrão” o sistema composto de vdWHs com empi-

lhamento AA, ou seja, onde a posição dos átomos de calcogênio coincide com os átomos de

calcogênio das camadas vizinhas. Consideramos a distância entre as interfaces de camadas ad-

jacentes de 6.3Å, o que é aproximado aqui como sendo também a espessura das camadas. Os

materiais são encapsulados por h-BN no caso simétrico. Além disso, por padrão, consideramos

transições K − K, isto é, assumimos elétrons e buracos no ponto K da zona de Brillouin. A

direção do campo elétrico é sempre perpendicular (direção z) ao plano das camadas. Considere

sempre essa configuração, até que seja dito o contrário.

Como padronização para as figuras que mostram a distribuição da função de onda

no estado fundamental nas camadas, temos as camadas de molibidênio (Mo) e tungstênio (W )

em azul e amarelo, respectivamente. A função de onda do elétron está em vermelho, já a do

buraco é representada em preto.

3.1 Heteroestruturas Compostas por MoSe2/WSe2

Inicialmente, calculamos a energia de ligação do éxciton em uma heterobicamada

(HB, do inglês heterobilayer) para configuração padrão, composta por uma camada de dissele-

neto de molibdênio e uma camada de disseleneto de tungstênio (MoSe2/WSe2) em três casos:

bicamada MoSe2/WSe2 e tricamadas WSe2/MoSe2 /WSe2 e MoSe2/WSe2/MoSe2. Obtivemos

também a sobreposições das funções de onda do elétron e buraco, 〈ψe|ψh〉, e plotamos como

um mapa de cores, onde o “zero”‘ representa nenhuma sobreposição e “um” representa 100%

de sobreposição (overlap), veja Fig. 17. Em seguida, também investigamos a bicamada e tri-

camada desses materiais para empilhamento AA′ (onde a posição dos átomos de calcogênio de
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Tabela 2: Parâmetros no modelo com heteroestruturas formadas por MoSe2/WSe2.
MoSe2/WSe2 te th Ve Vh

Empilhamento AA 0meV 49meV 0.25 eV 0.34 eV
Empilhamento AA′ 3meV 2meV 0.26 eV 0.32 eV
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Figura 17: Gráfico da energia de ligação dos éxcitons em função do campo elétrico para hete-
roestruturas na configuração padrão. a) Bicamada MoSe2/WSe2. b) Tricamada WSe2/MoSe2
/WSe2. c) Tricamada MoSe2/WSe2/MoSe2.

uma camada coincide com os átomos de metal de camadas adjacentes). Desta vez, plotamos

o gráfico para a bicamada e a tricamada formada por WSe2/MoSe2 /WSe2, como mostrado na

figura 18.

Os parâmetros de hopping e demais parâmetros utilizados para esses materiais po-

dem ser encontrados em [52, 58] e estão dispostos na tabela 2.

Com o objetivo de saber qual heteroestrutura terá — no estado fundamental —

maior sobreposição das funções de onda na ausência do campo elétrico, ou seja, para inferir

sobre qual heteroestrutura tem maior probabilidade de ocorrência do ILE na ausência de campo

externo e no estado fundamental, comparamos as funções de onda do elétron e do buraco ao

longo das camadas. O resultado é exibido na Fig. 19, que mostra uma superposição ligeiramente
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Figura 18: Gráfico da energia de ligação dos éxcitons em função do campo elétrico para
heteroestruturas com empilhamento AA′. a) Tricamada WSe2/MoSe2 /WSe2. b) Tricamada
MoSe2/WSe2/MoSe2.
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a)

eletron
hole

b)

Figura 19: Distribuição das funções de onda no espaço real. Alinhamento AA. a) HB com-
posta por MoSe2/WSe2, com sobreposição de ≈ 3.33%. b) Heterotricamada composta por
WSe2/MoS2/WSe2, com sobreposição de ≈ 4.11%.

maior para o caso da tricamada

A Fig. 17a) mostra que o aumento do campo equaliza a distribuição de elétrons e

buracos na bicamada, além de aumentar a sobreposição do éxciton intercamada. Entretanto,

não podemos dizer o mesmo para as heterotricamadas presentes nas Figs. 17 e 18. Também é

possı́vel notar o efeito Stark linear nessas heteroestrutura, indicando momento de dipolo per-

manente, como discutido na seção 1.3

Dos resultados expostos na Fig 19, o éxciton intercamada tem uma probabilidade

levemente maior de ocorrência na Heterotricamada formada por WSe2/MoS2/WSe2/WSe2, com

uma sobreposição de 3.33% para a bicamada, contra 4.11% da tricamada. Esse resultado já é

previsto na literatura[59].

3.2 Heteroestruturas Compostas por MoSe2/WS2

Nesta seção, fizemos uma análise parecida com a da seção anterior, mas, dessa

vez, para heteroestruturas compostas por disseleneto de molibdênio e dissulfeto de tungstênio

(MoSe2/WS2). A Fig. 20 mostra o gráfico da energia de ligação dos éxcitons para heterobica-

madas e heterotricamadas formadas de MoSe2/WS2 na configuração padrão.

Novamente, calculamos a distribuição das funções de ondas no estado fundamental,

na ausência de campo, como uma função das camadas no espaço real. A Fig 21 mostra o resul-

tado obtido. Para nosso modelo com heteroestruturas formadas por MoSe2/WS2, utilizamos os

dados [60] dispostos na tabela 3.

Observando a Fig. 20a), vemos que o estado fundamental diminui com o campo

Tabela 3: Parâmetros no modelo com heteroestruturas formadas por MoSe2/WS2.
MoSe2/WS2 te th Ve Vh

Empilhamento AA 26meV 0meV 0.034 eV 0.75 eV
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Figura 20: Gráfico da energia de ligação dos éxcitons em função do campo elétrico para hetero-
estruturas na configuração padrão. a) Bicamada MoSe2/WS2. b) Tricamada WS2/MoSe2 /WS2.
c) Tricamada MoSe2/WS2/MoSe2.

a) b) c)
eletron
hole

Figura 21: Distribuição das funções de onda no espaço real. a) HB composta por MoS2/WSe2,
as funções têm sobreposição de ≈ 86.3%. b) Tricamada WS2/MoSe2/WS2, sobreposição de
≈ 42.5%. c) Tricamada MoSe2/WS2/MoSe2, sobreposição de ≈ 36.7%.

elétrico aplicado. Podemos observar também que a sobreposição das funções de onda para o

estado fundamental é alta para bicamada e certamente um valor considerável para as heterotri-

camadas. Essa caracterı́stica é consistente com a Fig 21a) e 21b), que mostra uma sobreposição

de ≈ 86.3% e ≈ 42.5% para a bicamada e tricamada formada por WS2/MoSe2/WS2, respecti-

vamente.

Novamente a HT formada por 2 camadas de MoSe2 têm menor sobreposição entre

as três configurações. Concluı́mos que esse comportamento se dá devido ao band offset do

elétron ser muito pequeno para esses materiais. Desse modo, o potencial de interação e − h

é suficientemente grande para que o elétron “ultrapasse”a barreira e seja mais provável de ser

encontrado na mesma camada do buraco. Note que, embora a Fig 21b) mostre o pico central

maior que os picos laterais, a probabilidade do elétron ser encontrado no WSe2 ainda é maior.

3.3 Heteroestruturas Compostas por MoS2/WSe2

Finalmente, analisamos o caso de vdWHs formadas por dissulfeto de molibidênio

e disseleneto de tungstênio. Dessa vez, entretanto, consideramos a transição indireta[61], onde
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Tabela 4: Parâmetros no modelo com heteroestruturas formadas por MoS2/WSe2.
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Figura 22: Gráfico da energia de ligação dos éxcitons em função do campo elétrico para he-
teroestruturas MoS2/WSe2. Transição indireta Γ-K. a) Bicamada MoS2/WSe2. b) Tricamada
WSe2/MoS2 /WSe2. c) Tricamada MoS2/WSe2/MoS2.

buracos se encontram no ponto Γ e elétrons no ponto K da zona de Brillouin. Os resultados

estão nas Figs. 22 e 23.

A Fig. 22 mostra, novamente, uma tendência do campo equalizar a distribuição de

elétrons e buracos nas camadas. Além disso, é interessante notar o comportamento do éxciton

nos estado de mais baixa energia para a HT formada por WSe2/MoS2/WSe2 (Fig. 22b). Nesses

estados, há um anticruzamento nos nı́veis mais baixos e não há momento de dipolo permanente

considerável. Já na heterotricamada MoS2/WSe2/MoS2 (Fig. 22c) temos um o efeito Stark li-

near para os nı́veis mais baixos. No segundo caso, elétron e buraco estão bem separados nas

camadas, tornando o termo de dipolo dominante. No primeiro, elétron e buraco estão sobrepos-

tos o suficiente para que a contribuição de dipolo seja pequena, neste caso, o termo parabólico

do efeito Stark é o dominante.

Das informações contidas na Fig. 23, novamente, a heteroestrutura que contêm duas

camadas de tungstênio tem maior sobreposição das funções de onda do e−h, com sobreposição

de ≈ 23.7%. Já a heteroestrutura com duas camadas de molibidênio, tem menor sobreposição

entre os três casos analisados nesta seção, com sobreposição de ≈ 13%.

Para as figuras desta seção, os parâmetros [61] utilizados em nosso modelo estão

descritos na tabela 4.

3.4 Distância Média dos Dipolos

Vimos que, em nosso modelo, elétrons e buracos podem estar na mesma camada

ou em camadas vizinhas, formando um ILE. Se olharmos para esses éxcitons como dipolos,

podemos nos perguntar o quão eficientemente um campo elétrico na direção z altera a separação
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Figura 23: Distribuição das funções de onda no espaço real para heteroestruturas formadas por
MoS2/WSe2. a) HB composta por MoS2/WSe2, sobreposição de ≈ 17.5%. Transição indireta
Γ-K. b) Heterotricamada composta por WSe2/MoS2/WSe2, sobreposição de ≈ 23.7%. c)
Heterotricamada composta por MoS2/WSe2/MoS2, com sobreposição de ≈ 13%.
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Figura 24: Distância média de elétrons e buracos como função de um campo elétrico perpendi-
cular. HBs formadas por (a) MoSe2/WS2, (b) MoSe2/WSe2, (c) MoS2/WSe2.

entre os éxcitons do sistema. Essa informação é importante em sistemas com interação éxciton-

éxciton, como por exemplo em óptica não linear [62]. Nesses sistemas, o momento de dipolo

desempenha um papel importante.

A Fig. 24 mostra a distância média entre os estados excitônicos para várias HBs,

calculado segundo a equação:

〈z〉 = 〈zh − ze〉 =
N∑

i,j=1

|Ψi,j|2(zj − zi), (3.1)

onde Ψi,j é a componente da função de onda relacionada ao elétron (buraco) na camada i (j),

como vimos na seção 2.3.

Vamos relembrar que a largura de cada camada considerada foi de 6.3Å. Com isso

em mente, vemos que as Fig. 24 a) e b) exibem estados com separação próximo da máxima

permitida em nosso sistema. Porém, a Fig. 24c) mostra uma separação máxima um pouco

menor, condizente com sua maior distribuição do buraco ao longo das camadas, como discutido

anteriormente.
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Figura 25: Energia dos éxcitons em vdWHs do tipo Y/HB/vácuo, com Y = vácuo, h-BN, Al2O3,
metal e um material genérico com ε = 18. Os sistemas são MoSe2/WS2 (a), MoSe2/WSe2 (b),
MoS2/WSe2 (c). Todos na ausência de campos externos.

3.5 Heteroestruturas Assimétricas

Como já esperávamos, devido a simetria do sistema para a tricamada, temos alguns

estados degenerados quando F = 0, como pode ser visto nas figuras 17, 20 e 22, b) e c). Com

o propósito de investigar o efeito da assimetria em heterotricamadas, ou os efeitos de diferentes

substratos nas heterobicamadas, investigamos heteroestruturas do tipo Y /vdWH/vácuo, onde Y

representa materiais como Al2O3, h-BN e metal.

3.5.1 Heterobicamada

Na heterobicamada não há simetria na direção z. Sendo assim, não deverı́amos ter

estados degenerados. A Fig. 25 mostra o efeito da variação do substrato na energia de várias

HBs, na ausência de campos externos.

Notamos que à medida que a constante dielétrica do substrato aumenta, a energia de

ligação aumenta consideravelmente. Além disso, na Fig 25 b), vemos que o estado com energia

intermediária está degenerado na heteroestrutura vácuo/HB/vácuo. No inı́cio da seção, falamos

que não deveriam haver estados degenerados nesses sistemas já que o sistema não possui sime-

tria. De fato, para essa combinação especı́fica de materiais, a energia dos éxcitons intracamada

são muito parecidas, de modo que os estados sejam vistos como degenerado. A variação na

constante dielétrica do substrato faz com essa degenerescência “acidental” se quebre.

3.5.2 Heterotricamada

Ao contrário da HB, sistemas formados por HTs (estudados nesse trabalho) apre-

sentam simetria com relação ao plano da camada central do sistema. Como resultado, dois

estados simétricos (e.g Ψ2,1 e Ψ2,3) a esse plano tem a mesma energia e são, portanto, estados

degenerados.
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Figura 26: Energia dos éxcitons em vdWHs do tipo Y/HT/vácuo, com Y = vácuo, h-BN,
Al2O3, metal e um material genérico com ε = 18. Todos na ausência de campos externos. A
combinação de materiais é WS2/MoSe2/WS2 (a), WSe2/MoSe2/WSe2 (b), WSe2/MoS2/WSe2
(c). As energias em (I), (II), ..., (VI) serão analisadas adiante como função de um campo elétrico
F = Fz.

Fizemos um estudo análogo ao da seção anterior, onde variamos o material do subs-

trato e observamos a energia dos éxcitons no sistema, inicialmente na ausência de campo ex-

terno. Os resultados estão na Fig. 26.

Quando o substrato é diferente de vácuo, há uma quebra de simetria na direção z.

Para sustentar essa afirmação, nós observamos a variação da energia de éxcitons em sistemas

assimétricos na forma metal/HT/vácuo. Com o campo variando próximo de zero, a Fig. 27

mostra o comportamento das energias nas regiões onde houve quebra de simetria — (I), (II),

(III), ..., (VI). Essas regiões são as mesmas indicadas na figura 26. Podemos ver que o campo

pode recuperar a degenerescência para alguns estados. Neste caso, como o sistema não é mais

simétrico, o estado degenerado não ocorre mais para valores onde o campo é nulo.
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Figura 27: Energias dos éxcitons em estados das regiões (I), (II), ..., (VI), como mostra a
Fig. 26. Heterotricamadas formadas por a) WS2/MoSe2/WS2, b) WSe2/MoSe2/WSe2 e c)
WSe2/MoS2/WSe2.
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4 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Nos capı́tulos iniciais deste trabalho, discutimos sobre heteroestruturas semicondu-

toras, bem como algumas de suas aplicações, o modelo de massa efetiva e éxcitons intercamada

— quasipartı́cula que desempenha um papel central nesse texto. Abordamos o modelo teórico

que nos permitiu modelar nosso problema e extrair os resultados que vieram a seguir. O qual as-

sume a aproximação de massa efetiva para as coordenadas do plano e um modelo tight-binding

para fora do plano. Vimos que o potencial de interação do elétron-buraco não seria mais o

potencial de Coulomb e que, para a obtenção deste, terı́amos que resolver a equação de Pois-

son para um sistema onde a constante dielétrica εn entre as interfaces dos materiais depende

da coordenada espacial perpendicular ao plano das camadas. Encontramos o Hamiltoniano do

éxciton para a bicamada e as duas configurações de tricamadas que apresentamos no texto.

Vimos que em alguns casos, o campo equaliza a distribuição de elétrons e buracos

nas camadas. Em todas as heteroestruturas estudadas foi possı́vel observar o efeito Stark linear.

Esses são os casos onde está claro que há um dipolo na direção perpendicular ao plano das ca-

madas. Em casos como o estado fundamental da heteroestrutura WSe2/MoS2/WSe2, a variação

é de forma parabólica. Isso acontece pois a sobreposição de elétrons e buracos no estado funda-

mental é suficientemente grande para que a contribuição de dipolo seja pequena. Neste caso, se

utilizarmos teoria da perturbação para a energia desse estado, veremos que o termo de segunda

ordem é dominante.

Concluı́mos que, com exceção do caso descrito na Seção 3.2, a probabilidade de

ocorrência do ILE é maior na tricamada. Para a heterobicamada formada por MoSe2/WS2,

nosso modelo prevê um éxciton hı́brido, que já foi confirmado na literatura [63]. Devido ao

baixo band offset nesses materiais, o potencial de interação e−h é suficientemente grande para

que o elétron ultrapasse a barreira e tenha maior probabilidade de ser encontrado na camada de

molibidênio, resultando na sobreposição encontrada.

As heteroestruturas formadas por duas camadas de molibidênio (Mo, camadas em

azul) têm, sem exceção, sempre menor sobreposição das funções de onda.

A quebra de simetria no sistema, através de substratos e superstrato diferentes, mos-

tra um aumento considerável na energia conforme a constante dielétrica do substrato aumenta.

Além disso, para heterotricamadas, temos a quebra da degenerescência dos estados simétricos

em z. Essa degenerescência pode ser controlada com a aplicação de um campo na direção z.

Até o momento, nosso modelo não está levando em consideração ângulos relativos

entre as camadas. Quando as camadas adjacentes são rotacionadas, um padrão de interferência

surge na rede, chamado padrão de moiré. A partir daı́, um potencial periódico emerge na rede.
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Efeitos exóticos tem sido reportado nesses materiais [64, 65, 66]. Pretendemos estudar estrutu-

ras de confinamento do tipo ponto e do tipo anel, induzido pelo potencial de moiré.



53

REFERÊNCIAS
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APÊNDICE A -- TEORIA DA PERTURBAÇÃO

Grande parte dos problemas reais envolvendo mecânica quântica não pode ser re-

solvida exatamente. A teoria da perturbação é um método aproximativo muito conhecido na

literatura. O método consiste em fazer com que esses problemas reais “se pareçam” com pro-

blemas que já sabemos resolver exatamente, com uma única diferença: uma parte adicional do

problema carregará esse aspecto mais realı́stico. Nós assumimos que essa nova parte do pro-

blema, a qual chamaremos de perturbação, é pequena. Assim, podemos fazer aproximações na

solução exata.

A perturbação se integra ao Hamiltoniano de um sistema que possui solução exata.

Desse modo, nosso objetivo passa a ser investigar como os autoestados e autoenergias são afe-

tados pela adição desse termo.

A.1 Teoria da Perturbação Não Degenerada

Suponha que temos um Hamiltoniano, H0, que tem solução exata.

H0|n(0)〉 = E(0)
n |n(0)〉, (A.1)

o superı́ndice denota a ordem da solução. Neste caso, a parte do problema que tem solução

exata é dita como tendo ordem zero. Agora, suponha que esse sistema foi perturbado, de modo

que o novo Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como na Eq. (A.2)

(H0 + λH ′) |n〉 = En|n〉. (A.2)

Note que o sistema agora tem novas autoenergia e autofunções dadas por |n〉 e En, respectiva-

mente. Além disso, parametrizamos a perturbação por uma constante adimensional, λ.

Como parte da teoria da perturbação, vamos assumir que as autoenergias e autofunções

da Eq. (A.2) podem ser expandidas em séries de potência [51],

En = E(0
n ) + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ...

|n〉 = |n(0)〉+ λ|n(1)〉+ λ2|n(2)〉+ ... . (A.3)

Substituindo essas séries na Eq. (A.2), podemos isolar uma equação para cada ordem do
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parâmetro λ. Até a segunda ordem, temos:

O(λ0) :
(
H0 − E(0)

n

)
|n(0)〉 = 0

O(λ1) :
(
H0 − E(0)

n

)
|n(1)〉 =

(
E(1)
n −H ′

)
|n(0)〉 (A.4)

O(λ2) :
(
H0 − E(0)

n

)
|n(2)〉 =

(
E(1)
n −H ′

)
|n(1)〉+ E(2)

n |n(0)〉.

A primeira Eq. de (A.4) é trivial. Para solucionar a segunda, tomamos o produto

interno com 〈n(0)|, como o operador H0 deve ser Hermitiano, ou seja, H†0 = H0, obtemos

E(1)
n = H ′n,n = 〈n(0)|H ′|n(0)〉. (A.5)

Para encontrar a correção de primeira ordem para o autoestado, escrevemos |n(1)〉 =∑∞
k=1 c

(1)
n,k|k(0)〉 e substituı́mos na Eq. (A.4):∑

k 6=n

(
H0 − E0

n

)
c
(1)
n,k|k

(0)〉+
(
H0 − E0

n

)
c(1)n,n|n(0)〉 = (E1

n −H ′)|n(0)〉, (A.6)

tomando o produto 〈m(0)| de ambos os lados e, como 〈m(0)|n(0)〉 = δm,n, encontramos

c(1)n,m =
H ′m,n

E
(0)
n − E(0)

m

; m 6= n, (A.7)

desse modo, podemos escrever

|n(1)〉 =
∑
m 6=n

H ′m,n

E
(0)
n − E(0)

m

|m(0)〉. (A.8)

De maneira análoga, tomamos o produto interno na última Eq. de (A.4) por 〈n(0)|
para obter

0 = 〈n(0)|E(1)
n −H ′|n(1)〉+ E(2)

n (A.9)

→ E(2)
n = −〈n(0)|H ′n,n −H ′|

∑
m 6=n

H ′m,n

E
(0)
n − E(0)

m

|m(0)〉 =
∑
m 6=n

H ′n,mH
′
m,n

E
(0)
n − E(0)

m

. (A.10)

Já que o primeiro termo da soma,
∑

m 6=n
H′n,nH

′
m,n

E
(0)
n −E

(0)
m

δm,n = 0. Finalmente, podemos escrever

E(2)
n =

∑
m6=n

|H ′n,m|2

E
(0)
n − E(0)

m

. (A.11)

De posse das Eqs. (A.5) e (A.11), podemos escrever a energia do nosso novo sis-

tema com aproximação de até segunda ordem:

En = E(0)
n +H ′n,n +

∑
m 6=n

|H ′n,m|2

E
(0)
n − E(0)

m

. (A.12)
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A.2 Teoria da Perturbação Degenerada

Um problema comum surge quando o Hamiltoniano de ordem 0, H0, possui estados

degenerados. Neste caso, o denominador E(0)
n − E

(0)
m na Eq. (A.8) se aproxima de zero e a

correção de primeira ordem diverge. O mesmo problema surge também na correção de segunda

ordem da energia, Eq. (A.11).

A aproximação de primeira ordem que queremos resolver, continua sendo dada pela

Eq. (A.4): (
H0 − E(0)

n

)
|n(1)〉 =

(
E(1)
n −H ′

)
|n(0)〉. (A.13)

SeH0 tiver degenerescência de grau g, ou seja, teremos g estados com uma mesma energiaE(0)
m .

Neste caso, o lado esquerdo da Eq. (A.13), contém uma submatriz g×g que é inteiramente nula

quando n = m. Como ilustração, vamos supor que g = 2 e E(0)
2 = E

(0)
3 , neste caso terı́amos

H0 − E(0)
2 =



E
(0)
1 − E

(0)
m 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · ·
0 0 0 E

(0)
4 − E

(0)
2 · · ·

...
...

...
... . . .


, (A.14)

a submatriz g × g, para este exemplo, está destacada em vermelho.

No lado direito da Eq. (A.13), podemos identificar a submatriz correspondente,

vamos denotá-la por SE(1)−H′

SE(1)−H′ =


E

(1)
m −H ′m,m −H ′m,m+1 −H ′m,m+2 · · · −H ′m,γ
−H ′m+1,m E

(1)
m −H ′m+1,m+1 −H ′m+1,m+2 · · · −H ′m+1,γ

...
...

... . . . ...

−H ′γ,m · · · −H ′γ,γ−2 −H ′γ,γ−1 E
(1)
m −H ′γ,γ

 ,
(A.15)

onde γ = m + g − 1. Note também que a dimensão de SE(1)−H′ é g × g. Nós conhecemos os

autoestados de ordem zero, porém, como os estados são degenerados, não sabemos qual deles

usar, já que todos os g estados degenerados satisfazem a equação de autovalor. Além disso, não

sabemos qual combinação linear seria a correta. Para resolver isso, vamos criar um novo estado
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de ordem zero, como uma combinação linear geral dos g estados degenerados, na forma

|m(0)
novo〉

.
=



...

0

α1

...

αg

0
...


, |m(1)〉 =



c
(1)
m,1

c
(1)
m,2

c
(1)
m,3

c
(1)
m,4

...


. (A.16)

Podemos agora calcular ambos os lados da Eq. (A.13) para encontrar a solução.

Mas, sabemos que, as propriedades do espaço de Hilbert garantem que projeções perpendicula-

res dos subespaços degenerados devem combinar. Em outras palavras, os subespaços degene-

rados de ambos os lados da Eq. (A.13) devem ser iguais. Desse modo, temos um sistema de g

equações para resolver:

SE(1)−H′|m(0)
novo〉g = 0g×1, (A.17)

onde definimos o estado |m(0)
novo〉g como o subespaço degenerado de |m(0)

novo〉

|m(0)
novo〉g

.
=



α1

α2

α3

...

αg


. (A.18)

Olhando para a Eq. (A.15) podemos reescrever a Eq. (A.17) de forma mais natural. Definimos

H ′g = E
(1)
m 1g×g − SE(1)−H′ , desse modo

H ′g|m(0)
novo〉g = E(1)

m |m(0)
novo〉g. (A.19)

A Eq. (A.19) é muito parecida com uma equação comum de autovalor. Entretanto, essa equação

é limitada apenas aos estados que compõem a degenerescência do sistema [51], com o Hamil-

toniano perturbado fazendo o papel do Hamiltoniano e a autovalor energia é a correção de

primeira ordem que estamos procurando.

Resolvemos a Eq. (A.19) através do procedimento padrão na diagonalização de

matrizes. Desse modo, obteremos g autovalores, E(1)
m,k com k = 1, 2, · · · , g, e g autovetores

que formam uma nova base no subespaço degenerado. Nessa base, o Hamiltoniano perturbado

é diagonal. Os autovalores são as correções de primeira ordem na energia para os g estados

degenerados:
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Em,1 = E(0)
m + E

(1)
m,1

Em,2 = E(0)
m + E

(1)
m,2

Em,3 = E(0)
m + E

(1)
m,3 (A.20)

· · ·

Em,g = E(0)
m + E(1)

m,g.

Em resumo, para encontrar as correções de primeira ordem na energia usando teoria

da perturbação em sistemas degenerados, precisamos diagonalizar o Hamiltoniano perturbado

no subespaço degenerado.
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APÊNDICE B -- MÉTODO DA MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA

O método da matriz de transferência é uma ferramenta matemática muito utilizada

para resolver sistemas eletromagnetismo, óptica, mecânica quântica, entre outros [67, 68, 69].

Em nosso trabalho esse método foi usado para resolver a equação de Poisson em um sistema

unidimensional.

Vamos novamente considerar a Fig. 14, que ilustra um sistema com N camadas,

empilhadas na direção z, com constantes dielétricas ε0, ε1, . . . , εN−1, separadas por N − 1

interfaces nas posições d0, d1, . . . , dN−2. Uma carga no centro da c-ésima camada gera um

potencial no sistema, como ilustrado abaixo:

Esboço de uma série de interfaces entre as camadas com constante dielétrica εn dada para
cada material. Uma carga (e) é colocada no centro da c-ésima camada, e gera um potencial
de Coulomb, que pode ser obtido a partir da solução de Poisson, considerando a dependência
espacial da constante dielétrica. Figura adaptada de REF. [56]

Precisamos resolver a equação de Poisson para uma camada n qualquer, ou seja,

ε‖n∇2
‖Φn,c + ε⊥n

∂2Φn,c

∂z2
= −eδn,cδ(~r). (B.1)

A solução para o potencial eletrostático em um z arbitrário, gerado por uma carga na camada c

é dado por

Φn,c(ρ, z) =
e

4πεcε0

∫ ∞
0

{J0(kρ)[An(k)ekz +Bn(k)e−kz + e−k|z−zn|δn,c]}dk, (B.2)

o potencial de interação do elétron na camada c com o buraco na camada t é, portanto, φt,c =

eΦt,c.

De acordo com o eletromagnetismo de Maxwell, devemos ter as condições de con-

torno para as componentes tangenciais F ‖i = F
‖
i+1 e normais εiF⊥i = εi+1F

⊥
i+1, do campo
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elétrico em cada interface [70]. Podemos reescrever essas condições como função do potencial

de interação e− h:

φi(ρ, z = di) = φi+1(ρ, z = di), (B.3)

εi∂zφ
i(ρ, z = di) = εi+1∂zφ

i+1(ρ, z = di). (B.4)

Como as Eqs. em B.3 e B.4 devem ser obedecidas por quaisquer duas camadas adjacentes, em

particular para as camadas na vizinhança de εc, assumindo que essa é a camada na qual elétron

se encontra. Para a camada abaixo (c− 1) temos

φc−1n,c (ρ, z = dc−1) = φcn,c(ρ, z = dc−1), (B.5a)

εc−1∂zφ
c−1
n,c (ρ, z = dc−1) = εc∂zφ

c
n,c(ρ, z = dc−1). (B.5b)

Podemos utilizar o potencial dado pela Eq. B.2 junto das condições de contorno na

Eq. B.5 para obter

Ac−1(k)ekdc−1 +Bc−1(k)e−kdc−1 = Ac(k)ekdc−1 +Bc(k)e−kdc−1 + e−k|dc−1−zc|, (B.6a)

εc−1
[
Ac−1(k)ekdc−1 −Bc−1(k)e−kdc−1

]
= εc

[
Ac(k)ekdc−1 −Bc(k)e−kdc−1 − sc−1e−k|dc−1−zc|

]
,

(B.6b)

onde sα := sgn(z − zc)
∣∣
z=dα

.

Analogamente, para a camada acima (c+1) da camada do elétron, podemos escrever

φcn,c(ρ, z = dc) = φc+1
n,c (ρ, z = dc), (B.7a)

εc∂zφ
c
n,c(ρ, z = dc) = εc+1∂zφ

c+1
n,c (ρ, z = dc). (B.7b)

Que nos leva a

Ac(k)ekdc +Bc(k)e−kdc + e−k|dc−zc| = Ac+1(k)ekdc +Bc+1(k)e−kdc , (B.8a)

εc
[
Ac(k)ekdc −Bc(k)e−kdc − sce−k|dc−zc|

]
= εc+1

[
Ac+1(k)ekdc −Bc+1(k)e−kdc

]
. (B.8b)

Para camadas mais distantes da camada c, neste caso os valores de n deve ser n =

0, 1, 2, . . . , c − 2, c + 1, . . . , N − 2, que implica δn,c = 0 na Eq. B.2. Dessa forma, Eq. B.1 se

reduz a equação de Laplace. Portanto, temos

An(k)ekdn +Bn(k)e−kdn = An+1(k)ekdn +Bn+1(k)e−kdn , (B.9a)

εn
[
An(k)ekdn −Bn(k)e−kdn

]
= εn+1

[
An+1(k)ekdn −Bn+1(k)e−kdn

]
. (B.9b)

As Eqs. B.6, B.8 e B.9 combinadas representam 2(N − 1) equações que carregam
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as condições de contorno para cada uma das N − 1 interfaces do sistema. Podemos representar

cada par dessas equações, para uma dada interface n = 0, 1, . . . , N − 2, na forma matricial

Mn

(
An+1

Bn+1

)
= M̄n

(
An
Bn

)
−
(

e−k|dc−1−zc|

−snεce−k|dc−1−zc|

)
δn,c−1 +

(
e−k|dc−zc|

−snεce−k|dc−zc|

)
δn,c, (B.10)

onde

Mn ≡

(
ekdn e−kdn

εn+1e
kdn −εn+1e

−kdn

)
, M̄n ≡

(
ekdn e−kdn

εne
kdn −εne−kdn

)
. (B.11)

Temos 2(N−1) equações e 2N coeficientes para encontrar, sendo elesA(B)0, A(B)1,

. . . , A(B)N−1. Para resolver o sistema, impomos duas novas condições de contorno: AN−1 =

B0 = 0, evitando divergências em z = ±∞, já que estamos assumindo que as regiões com ε0 e

εN−1 se estendem infinitamente.

Começando pela primeira interface, n = 0 em B.10, temos

M0

(
A1

B1

)
= M̄0

(
A0

0

)
⇒
(
A1

B1

)
= M−1

0 M̄0

(
A0

0

)
, (B.12)

para n = 1

M1

(
A2

B2

)
=M̄1

(
A1

B1

)
= M̄1M

−1
0 M̄0

(
A0

0

)
, (B.13)

⇒
(
A2

B2

)
= M−1

1 M̄1M
−1
0 M̄0

(
A0

0

)
, (B.14)

e assim sucessivamente, para n = c− 2, teremos

Mc−2

(
Ac−1
Bc−1

)
=M̄c−2

(
Ac−2
Bc−2

)
= M̄c−2M

−1
c−3, . . . , M̄1M

−1
0 M̄0

(
A0

0

)
, (B.15)

⇒
(
Ac−1
Bc−1

)
=M(c−2)

(
A0

0

)
. (B.16)

Onde definimos

M(β) :=

β∏
k=0

M−1
β−kM̄β−k = M−1

β M̄βM
−1
β−1M̄β−1, . . . ,M

−1
1 M̄1M

−1
0 M̄0. (B.17)

Para n = c− 1

Mc−1

(
Ac
Bc

)
=M̄c−1

(
Ac−1
Bc−1

)
−
(

e−k|dc−1−zc|

−sc−1εce−k|dc−1−zc|

)
(B.18)

⇒
(
Ac
Bc

)
=M(c−1)

(
A0

0

)
−M−1

c−1

(
e−k|dc−1−zc|

−sc−1εce−k|dc−1−zc|

)
, (B.19)
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analogamente, se n = c, obtemos

Mc

(
Ac+1

Bc+1

)
= M̄c

(
Ac
Bc

)
+

(
e−k|dc−zc|

−scεce−k|dc−zc|

)
(B.20)

⇒
(
Ac+1

Bc+1

)
=M(c)

(
A0

0

)
−M−1

c M̄cM
−1
c−1

(
e−k|dc−1−zc|

−sc−1εce−k|dc−1−zc|

)
+M−1

c

(
e−k|dc−zc|

−scεce−k|dc−zc|

)
.

(B.21)

Podemos continuar com esse desenvolvimento até que n = N − 2, assim encontramos(
0

BN−1

)
=M(N−2)

(
A0

0

)
−M′

(
e−k|dc−1−zc|

−sc−1εce−k|dc−1−zc|

)
+M′′

(
e−k|dc−zc|

−scεce−k|dc−zc|

)
, (B.22)

onde definimos

M′ :=

(
N−c∏
k=2

M−1
N−kM̄N−k

)
M−1

c−1, M′′ :=

N−(c+1)∏
k=2

M−1
N−kM̄N−k

M−1
c . (B.23)

Finalmente, podemos resolver a Eq. B.22 para o coeficiente A0. Resolvendo a

primeira linha da Eq. B.22:

0 =M(N−2)
11 A0 −M′

11

(
e−k|dc−1−zc|

)
−M′

12

(
−sc−1εce−k|dc−1−zc|

)
+M′′

11

(
e−k|dc−zc|

)
+M′′

12

(
−scεce−k|dc−zc|

)
, (B.24)

onde os subı́ndices nas matrizes M na Eq. B.24, e.g., M′′
12, indicam o elemento da matriz.

Podemos isolar o termo A0 na Eq. B.24 para obter

A0 =
(M′

11 − sc−1εcM′
12) e

−k|dc−1−zc| − (M′′
11 − scεcM′′

12) e
−k|dc−zc|

M(N−2)
11

. (B.25)

De posso de A0, podemos utilizar a Eq. B.10 para encontrar os coeficientes An e

Bn para uma camada qualquer.
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