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RESUMO

Neste trabalho abordaremos alguns tépicos matriciais e determinantes e sua aplicacao no
Ensino Médio. Em especial a Matriz de Gram em uma transformacao linear que pode ser apli-
cada, por exemplo, para calcular a drea de um tridngulo em funcao dos seus lados e também
o Gramiano (determinante da Matriz de Gram) que permite calcular o volume de um paralele-
pipedo. Ambos podem ser aplicados no ensino médio. Nesse trabalho tembém fazemos uma
generalizagdo do produto vetorial e algumas de suas propriedades envolvendo determinantes.
Por fim mostramos a Identidade de Lagrange.

Palavras-chave: Matriz de Gram, Gramiano, Transformacdo Linear, Volume de paralelepi-
pedo, Produto Vetorial e Identidade de Lagrange.
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ABSTRACT

In this paper we discuss some topics and determinants matrix and its application in high
school. In particular, the Gram matrix in a linear transformation which can be applied, for
example, to calculate the area of a triangle in terms of their sides and also Gramiano (Gram
matrix determinant) for calculating the volume of a parallelepiped. Both can be applied in high
school. In this work we tembém a generalization of the vector product and some of its properties
involving determinants. Finally we show the identity of Lagrange.

Keywords: Gram matrix, Gramiano, Transforms cc to Linear, Volume cobblestone, Vector
Product Identity and Lagrange.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

No Ensino Médio o estudo de Matrizes e Determinantes fica basicamente restrito a resolugdo de
Sistemas Lineares, salvo uma ou outra aplicacdo na Geometria Analitica. Historicamente esses
contetidos realmente surgiram da resolucao de Sistemas Lineares. O inicio da teoria das matri-
zes remonta a um artigo de Cayley em 1855 quando ele as utilizou para simplificar a notagcao
de uma transformacao linear.

Neste trabalho tentaremos introduzir a no¢ao de Matrizes de Gram e dar algumas aplicacdes
do uso dessas matrizes como possibilidade de resolucdo de alguns problemas de geometria no
ensino médio, como o cdlculo da drea de um tridngulo em funcao apenas dos comprimentos dos
seus lados. Apresentaremos também o Gramiano, determinante da Matriz de Gram, e o utiliza-
remos para o calculo do volume de um paralelepipedo quando se conhecem quatro pontos nao
coplanares desse solido.

Ao trabalhar a Geometria Analitica com uma abordagem vetorial este trabalho fica simpli-
ficado e permite ao aluno do Ensino Médio uma compreensdo de forma razoavelmente simples
dessas aplicacdes.

No segundo capitulo mostramos a Matriz de Gram relacionada com algumas transformagdes
lineares. Ja no terceiro capitulo introduzimos o Gramiano, relacionando-o com projecdes orto-
gonais de um vetor sobre um subespaco e com a ideia e cédlculo do volume do paralelepipedo.
Ainda neste capitulo, usamos os determinantes para fazer a generalizacdo do produto vetorial e
por fim mostramos a Identidade de Lagrange que pode ser utilizada para o desenvolvimento de
alguns produtos notaveis.
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Capitulo 2
TOPICOS MATRICIAIS

2.1 MATRIZES DE GRAM

Seja E um espago vetorial de dimensdo finita, munido de produto interno. A matriz de Gram dos
vetores vy,---,v, € E é a matriz g = (¢;) € M(k x k), onde
gij = (v;,v;). Quando precisarmos ser mais explicitos, escreveremos g = g(vy, - - - , V).

Exemplo 2.1 Sejam v = (2,3) e v = (1,4) dois vetores em R%. A Matriz de Gram desses
vetores é a matriz:

Calculemos:
(uyuy=2-2+3-3=4+9=13
(u,v) = (v,u) =2-14+3-4=2+12=14

(vv)=1-1+4-4=14+16=17
(13 14
9=\ 17 )

Dai temos:

Dada uma base U = {uy,--- ,u,} CE, sejaa=[a;;] € M(n x k) amatriz das coordenadas
dos vetores v; em relagdo a base U, isto €:

?}j = aljul —+ -4 anjun paraj = 1, ey k

Seja ainda h = [h;;] € M (n x n) a matriz de Gram da base U, isto &, h;; = (u;, u;).

Entdo, parai,j = 1,--- , k temos (escrevendo m;; para indicar o 7j-ésimo elemento de uma
matriz m):

n n
gij = (vi,v;) = Zariur,Zasjus :
r=1 s=1

5
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Usando a bilinearidade do produto interno, que diz que (au,v) = a{u,v) e (u,av) =
alu, v), temos:

n n
9ij = E ariasj-<u7‘aus> = E ariasjhrs
r,s=1 r,s=1

n

=S (S as) = Sa ) = a7

r=1

Portanto g = a’ha.

Em particular, se tomarmos uma base ortonormal {u;, -+ ,u,} C E, teremos h = I,,, por-
tanto a matriz de Gram se escreve como

g= g(vla e ,Uk) = aT’a7

onde a € a matriz das coordenadas dos vetores v; em relag@o a essa base ortonormal de E.

Exemplo 2.2 Tomando os vetores u e v do exemplo 2.1 temos a matrizes a = ( ?) 111 ) e

al = ( 23 ) Assim a Matriz de Gram serd:

1 4
o (23 2 1\ (13 14
A W 34) "\ 1417 )
Exemplo 2.3 Usemos a Matriz de Gram para calcularmos a drea de um tridngulo cujos lados
medem a, b e c.
Representando os lados do tridngulo pelos vetores u, v e u - v, os comprimentos dos seus lados

serdoa=lul, b=1IWlec=lu-vl
Sabemos da geometria analitica que a drea do triangulo é:

1
A:§-|deta|, 2.1
onde a é a matriz cujas colunas sdo os vetores u, v e u — 0.
Sabemos ainda que g = a’ - a.
Dai:
det g = det(a” - a) = deta” - deta = deta - det a = (det a)?. (2.2)
De (2.1) e (2.2) escrevemos:
1 1 lul*  (u,v)
2 _ — . — . )
A = 1 det g 1 det ( w0y |of? ) (2.3)

Como |u — v|* = |[u|* + |v]* — 2 - (u,v), temos que:

(a® + b — ). (2.4)

N | —

Sl + o = Ju—of?) =

N | —

{u,v) =
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Entdo:

1 a2 l.a2+b2_02
A2:Z.det(l-(a2+b2_02) 2 ( b2 ))
2

= 4A% = % — i (a® +b? — *)?

. \/a2b2 — }l . (a2 + b2 — 62)2_

N | —

= A=

Em particular, se a = b = c, temos:

1 1
A—E-\/GQaQ—Z-(aQJra?—a?)?
1
2

2.2 POSTO DE UMA MATRIZ

Definicao 2.1 O posto segundo colunas de uma matriz a € M(m x n) é o niimero mdximo
de linhas ou colunas linearmente independentes em A. De maneira andloga, o posto segundo
linhas da matriz a € M(m X n) é o nimero mdximo de linhas linearmente independentes.

Teorema 2.1 Seja A: E — F é uma transformacdo linear entre espacos vetoriais de dimensdo
finita munidos de produto interno. O operador A*A: E — F tem o mesmo posto de A, onde A*
€ o operador adjunto de A.

Prova
Com efeito, sabemos que N(A) C N(A*A) pois N(A) C N(BA) para qualquer B: F— E.
Por outro lado:

v € N(A*A) = A*Av = 0
= Av € N(A¥) = Im(A)*
= Av € Im(A) N Im(A)*.

Logo v € N(A*A) = Av = 0 ou seja, N(A*A) C N(A). Assim se N(A) C N(A*A) e
N(A*A) C N(A) entdo N(A) = N(A*A). Entdo pelo Teorema do Nucleo e da Imagem temos
que:
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P(A*A) = dim E - dim N (A*A)
P(A*A) = dim E - dim N (A)
P(A*A) = P(A)

Onde P(A) € o posto de A.
Proposicao 2.1 Os vetores vy, --- , v, € E geram um subespago vetorial de dimensdo r se, e
somente se, a matriz de Gram g(vy, - - - , vy) tem posto r.
Prova
Devemos mostrar que a dimensao do subespaco gerado por vy, - - - , vy € igual ao posto da matriz
de Gram desses vetores, ou seja, P(g) = dim(S(vy, - - - , vg)).
Sejam
n
Vj = Zamuz (j = 17 7k>7

i=1
onde uy, - - - ,u, é uma base ortonormal de E. Daf a matriz de Gram serd g = a” .a.
Seja A o operador cuja matriz na base candnica € a.
Temos que:

P(A*A) = P(A) = P(a’.a) = P(a).

Como P(a) € o numero de colunas de a (vetores v;) que sdo linearmente independentes en-
tao P(a) é a dimensdo do subespaco gerado por (vq, - - -, vx). Entdo

P(g) = dim(S(vq, -+ ,vx))

2.3 TRANSFORMACAO LINEAR ORTOGONAL

Teorema 2.2 As seguintes afirmagoes a respeito de uma transformagao linear A: E — F, entre
espacos vetoriais de dimensdo finita providos de produto interno, sdo equivalentes:

(1) A preserva norma: |Av| = vl para todo v € E;

(2) A preserva distancia: |Au - Avl = lu - vl para quaisquer u, v € E;

(3) A preserva produto interno: {Au, Av) = (u,v) para quaisquer u, v € E;
(4) A*A = Ig;

(5) A matriz de A relativa a qualquer par de bases ortonormais W C E,V C F é uma matriz
ortogonal;

(6) A matriz de A relativa a um certo par de bases ortonormais W C E,V C F é uma matriz
ortogonal;



2.3. TRANSFORMACAO LINEAR ORTOGONAL 9

(7) A transforma uma certa base ortonormal W C E num conjunto ortonormal X C F; (Se
dim E = dim F, X é uma base.)

(8) A transforma toda base ortonormal W C E num conjunto ortonormal Z C F.

Prova
Se (1) vale entdo |Au — Av| = |A(u — v)| = |u — v|. Logo (1) = (2).
Se (2) vale entdo

1
(Au, Av) = §HAU|2 + |Av|? — |Au — Av|?]
1
= Sl + Pl* = Ju = o] = (u,0),
logo (2) = (3). Se (3) vale entdo, para quaisquer u e v € FE tem-se (u,v) = (Au, Av) =
(A*Au, v), portanto A* Au = u para todo u € E, donde A*A = I, logo (3) = (4). Se (4) vale
e a é a matriz de A nas bases ortonormais U C E,V C F entdo a’ - a = I,, e a é uma matriz

ortogonal, logo (4) = (5). Obviamente (5) = (6). Se vale (6), sejam U = {uy, - ,u,},V =
{v1,---,v,} € a = [a;;] a matriz ortogonal de A nessas bases. De

m
= E A Vg
k=1

© m
Au; = Z AV
k=1
resulta
Auza Auj Z QpiQg; = 5137
logo X = {zy, -+ ,x,} C F, comz; = Aui, ¢ um conjunto ortonormal e (6) = (7). Se (7)
vale seja W = {wy, -+ ,w,} C E uma base ortonormal qualquer. Para i, j = 1, - - - n, temos:
Wy = Zpkiuk
k
e

w; = E Prjug,
k

onde a matriz de passagem p = (p;;) € ortogonal. Pondo Z = {z,--- ,2,}, onde z; = Aw;,

vem, parat,j =1, -+, n:
n n
R = E PriAuy, = E PkiTy
k=1 k=1

n
Zj = E PkjT-
k=1

Como X = {xy,--- ,x,} é ortonormal, resulta dai que

Z’HZ] E pk:zpk]: 175
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logo Z € ortonormal e (7) = (8).
Finalmente, se vale (8), seja U = {uy, - ,u,} C E uma base ortonormal. Para todo u =
aiug + -+ ayu, € F tem-se
[ul> =) af.
i=1

Como {Auy, - -, Au,} C F é um conjunto ortonormal,

n 2 n

2 2
E o Au;| = E a; = |ul?,
=1 i=1

| Aul* =

logo |Au| = |u| e (8) = (1).

Proposicao 2.2 Se dim E < dim F, prove que existe uma tranformacdo linear ortogonal A :

E — F tal que Avy, = wy, - -+ , Avg, = wy, se, e somente se, as matrizes de Gram g(vy, - -+ , V)
e g(wy, - ,wy) sdo iguais.
Prova

Seja vy, x, @ matriz cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores v; numa base ortonormal U de
E e w, « a matriz cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores w; numa base ortonormal T de
F.

Entao sabemos que

gy = UTU

G = Wrw.
Seja A: E— F uma transformacdo linear cuja matriz nas bases Ue T € a.
Entao apxmUmxk = Wnxk-

(=) Suponha que exista A e que A seja ortogonal (A*A =1I):

G = wrw =vTa av = vTv = g,.

(<) Sejaa = {vy,--+ ,vx} umabasede Ee § = {w;, -+ ,wx} C F um conjunto LI.
Como dim E < dim F entdo uma base de F tem pelo menos k elementos. Dai 5 pode ser uma
base de F.

Defina A: E— F com Av; = wy, -+, Avp, = wg. Como « é base de E entdo A é uma trans-
formacdo linear.

(1° caso) Se aw = {wy, - -+ , v} é uma base ortonormal de E entdo:
9o = I = g
Dessa forma 5 = {w;, - -+ ,wy} é um conjunto ortonormal em F.

Pelo Teorema 2.2 temos que A € ortogonal.
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(2° caso) Se a = {vy,---,v;} é uma base, ndo necessariamente ortonormal, de E entdo

Yu,v € E temos:
k k
u = E a;v; e v = E bjUj.
i=1 j=1

Observe que A preserva o produto interno:

(Au, Av) <Zawz,Zb w]>

Pela bilinearidade do produto interno temos:

(Au, Av) E a;b;(w;, w;).

7,7=1
Como (w;, w;) = (v;, v;) entdo:

k

(Au, Av) = Z a;bj(vi, vj).

ij=1
Novamente, pela bilinearidade do produto interno, temos:
(Au, Av) <Za Ul,Za]vj>
=1

E portanto:
(Au, Av) = (u,v).

Dai, se A preserva o produto interno, pelo teorema 2.2, A € ortogonal.
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Capitulo 3
DETERMINANTES

3.1 GRAMIANO

Chama-se gramiano dos vetores vy, vo, - - - , v € R™ a0 nimero

Y(v1, -+ o) = det({vi, v5)),

o determinante da matriz de Gram g(vy, - - - , vg).
Proposicao 3.1 ~(vy,--- ,vx) > 0 se, e somente se, os vetores vy, - - - , vy, sdo linearmente in-
dependentes.
Prova
A matriz de Gram é ndo-negativa e € positiva, se € somente se, 0s vetores vy, - - - , Vg a0 li-

nearmente independentes. Logo o determinante da matriz de Gram serd ndo-negativo, sendo 0
apenas se os vetores forem linearmente dependentes.

Proposicdo 3.2 Se v, é perpendicular a vy, - - - , vy, entdo y(vi, -+ ,vg) = |v1|*-y(va, - -+, vp).
Prova
Se vy € perpendicular aos outros vetores, entao
2
> 0 - 0
0

det(v;,vj) = 5 = |v1|2 .detB = \01]2 A(vg, -+ vg).

3.2 PROJECAO ORTOGONAL E GRAMIANO

Com a notagdo das proposicdes 3.1 e 3.2, sejam w; a proje¢ao ortogonal do vetor v; sobre o
subespaco gerado por vy, - - - , v € by = v —wy, logo h; € perpendicular aos v; com 2 < j < k.

13
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Afirmamos que y(vy, -+ -, vx) = |he]? - Y(va, -+, vp).

Prova
Se hl =71 — W entao v = hl + ws. Dai

/y(vlv"' 7Uk’) :7<h1+w1a"' 7Uk;) :7(]117 ,Uk)+’7(w1,"' ,Uk).

Como h, € perpendicular aos vetores vo, - - - , v}, € wy pertence ao subespago gerado pelos
vetores vs, - - - , Vg, €ntao

/y(vla e 7Uk) = |h1|2 'V(U% e 7Uk;) + 0.

Entao:

’7(1}17 e 7Uk:) - |h1|2.7(1}2,' o 7Uk)'

3.3 PARALELEPIPEDO E VOLUME

Proposicao 3.3 O paralelepipedo gerado pelos vetores linearmente independentes vy, - - - , vy, €
R™ é o conjunto Plvy, - - ,vi] das combinagdes lineares tyvy + - - - + tyvy, onde 0 < t; < 1. O
volume (k-dimensional) do paralelepipedo é definido por inducdo: Se k = 1, ele se reduz ao
segmento de reta [0, v1], cujo “volume"uni-dimensional é, por defini¢do, |v1|. Supondo definido
o volume de um paralelepipedo de dimensdo k — 1, poe-se

volPvy, - -+ ,ug] = |hq| - volPlvg, - -+, vy],

onde |h,| é a altura do paralelepipedo, isto é, hy = v; — w e wy € a projecdo ortogonal de vy
sobre o subespaco gerado por vy, - - -, vi. Prove que

VolPlvy, - -+ ,vk] = /Y(v1, -+, up) = y/det((vy, v;)) .

Prova
Faremos essa demonstracao por indugao sobre k.
Para k = 1 temos:

Vol Plv,] = |v1], por defini¢@o.
Mas 7(v1) = det ({v1,v1)) = [v1]* = [v1| = /7(01).

Assim Vol Plvy] = y/7(v1).

Logo o resultado vale parak = 1.
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Suponhamos agora que o resultado seja valido parak =r - 1.
Temos vol Plvg, -+ ,v,.] = /7 (v, -+ ,v;).
Entao:
VolPlvy, -+ ,v.] = |hi|.VolP[vy, -+ ,v.] (peladefinicdo de volume do paralelepipedo.)
VolP[vy,- -+ ,v,] = [hi|.\/7(va, -+ ,v,) (hipStese de indugdo)
Como y(vy, -+, v,) = |h1 |2 v(vg, -+, v,),temos:

’Y(/Ula e 7U7”)
|7

Y(va, -+, vp) =

Dai:

U1y 5 Up
VOZP[UD'“ 7U7“] = ‘hl, ry< Th | ) = 'Y(Ul,"- 71)7") = \V/ det(<vi7vj>)'
1

Desse modo, se o resultado vale para k = r, entdo vale para todo k.

Exemplo 3.1 Sejam A = (1, -1,2),B=(-2,1,3), C=(2,-1, 1) e D = (4, 2, 1) quatro pontos
do espago (ndo-coplanares). Para calcular o volume do paralelepipedo que tem os segmentos
AB, AC ¢ AD como arestas tomamos os vetores u = AB = (=3,2,1),v = AC = (1,0,—1) e
w=AD = (3,3, —1) e com eles formamos a Matriz de Gram

(u,uy (u,v) (u,w) 14 -4 —4
gu,v,w)=| (v,u) (v,v) (vyw) | =| -4 2 4 |,
(w,uy (w,v) (w,w) -4 4 19

cujo determinante é 100. Dessa forma o volume desse paralelepipedo é 10.

3.4 GRAMIANO E VOLUME

Proposicao 3.4 Seja A a matriz quadrada invertivel cujas colunas sdo os vetores vy, - -+ , v, €
R". Prove que y(vy,--- ,v,) = (det A)? e conclua que o paralelepipedo gerado pelos vetores
V1, , U, tem volume igual a | det A|, ou seja,

volPluy, -+ ,v,] = | det(vy, -+ ,v,)].
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Prova
Seja a a matriz das coordenadas dos vetores v;,j = 1,--- ,n, numa base ortonormal de R".
Como temos n vetores no R”, entdo a matriz a é quadrada.
Assim:

Y(v1, -+, v,) = det(v;, v;) = det(a’.a) = det(a’).det a = det a.det a = (det a)?.

Assim, como volP[vy, - -+, v,] = y/7(v1, -+ ,v,) entdo:

volP[vy, -+ ,u,] = +/(deta)? = |det a| = |det(vy, -+, v,)]-

3.5 IMAGEM DE PARALELEPIPEDO E VOLUME

Proposicao 3.5 Seja T' : R" — R"™ um operador linear invertivel. Para todo paralele-
pipedo n-dimensional X C R", prove que a imagem T(X) é um paralelepipedo tal que
volT'(X) = |det T'| - vol X.

Prova
Se X € paralelepipedo entdo

X=P[U17"' ,Un]:t1U1+"'+tnUn, OStSl

A imagem T(X) desse paralelepipedo é

A(X) = A(tyor + - -+ + tavy) = AV + -+ Av, = tiwy + -+ F Lawy.
Logo A(X) é paralelepipedo.

Se (vy, - -+ ,v,) geram o paralelepipedo X entdo

vol A(X) = vol P[Avy, -+ ,v,| = | det Av;| = | det Av| = |det A|.| det v| = | det A|.vol X,

onde v € a matriz cujas colunas sdo os vetores v;.

3.6 PRODUTO VETORIAL GENERALIZADO

Teorema 3.1 Seja E um espago vetorial de dimensdo finita, com produto interno. A corres-
pondéncia ¢ : E — E” que associa a cada v € E o funcional linear £(v) = v*, tal que
v¥(w) = (w,v) para todo w € E, é um isomorfismo.
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Proposicio 3.6 Defina o produto vetorial de n vetores vy, - - - ,v, € R"" como o vetor
V=101 X - X Uy,

tal que, para todo w € R", tem-se (w,v) = det(vy, -+ ,v,, w) = determinante da matriz

cujas colunas sdo os vetores vy, - - , v,, w nesta ordem. Prove que:

a) O vetor vy X --- X v, estd bem definido.

b) Seja A = (vq,- - ,v,) a matriz (n + 1) X n cujas colunas sdo vy, -+ ,v,. Para cada
i=1,--- ,n+1, seja A; € M,x,(R) a matriz obtida de A pela omissdo da i-ésima linha.
Prove que a i-ésima coordenada do vetor v = vy X - - X v, é igual a (—1)" T det(A;).

c) O produto vetorial v = vy X --- X v, € ortogonal a vy, - - - , V.

d) Tem-se que v = vy X --- X v, = 0 se, e somente se, vy, - -+ , v, sdo L.D.

e) Quando v # 0, a norma |v| = |v; X -+ X v,| é igual ao volume do paralelepipedo
n-dimensional Plvy,--- ,v,] C R"".

f) Se os vetores vy, - -+ v, sdo L.L, entdo det(vy, -+ ,v,,v1 X -++ X v,) > 0.

g) O produto vetorial v = vy X --- X v, € o tinico vetor de R"" com as propriedades (c),

(d), (e), (f) acima.

Prova

a) Considere f(w) = det[vy,--- ,v,,w]. Note que f(w) é um funcional linear, isto &,
f € (R*™)* Portanto, pelo teorema 3.1, hd um tnico vetor v tal que f = v*, isto &,
(v,w) = det[vy, -+, v,,w] para todo w. Assim, v estd bem definido.

b) Pela definicao de produto vetorial dada no texto temos que a ¢-ésima coordenada do pro-
duto vetorial v = v; X - -+ X v, é:

<U7 €i> = det[vla V2, 5 Un, ei]-

Calculando esse determinante pela dltima coluna, em que todos os elementos sdo iguais
a zero exceto o elemento da :-ésima linha que vale 1 temos:

(v,e;) = (—1)”(”“). det A;,

onde A; é obtida de A retirando a ¢-€sima linha.
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c)

d)
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De fato, veja que o produto interno de v por cada v; € igual a:

(v,v;) = det[v, v, -+ 05, -+, vy, 03] = 0,

pois o determinante tem duas colunas iguais (coordenadas do vetor v;).

Fazendo isso para cada vetor v;, concluimos que v € ortogonal a todos os vetores v; com
1=1,2,---,n.

Se vy, - - v, sdo L.D. entdo det[vy, vy, - -+ ,v,,w] = 0 para todo w e entdo v = 0. Por
outro lado, se esses vetores sdo L.I., entdo € possivel estender este conjunto a uma base
{v1,v2,v3, -+ ,vn, w} de R"L. Entdo det[vy, va,v3, -+, v,, w] # 0 €, portanto, v # 0.

De acordo com a proposi¢ao 3.3 temos:

volP[v, vy, -+ ,u,] = |h] - VOLP[vg, - -+, Uy
onde h = v — w e w é a projecdo ortogonal de v sobre o espago gerado por vy, - -+ , Uy,.
Mas, nesse caso, w = 0 e entdo h = v. Dai:

volP[v, vy, -+ ,v,] = |v| - vOLP[vy, - - -, vy].

Por outro lado, de acordo com a proposi¢ao 3.4, temos:

volP[v, vy, -+ ,v,] = |det[v, vy, -+ ,v,]].

Mas ento:
VOlP[v, v, - -+ ,u,] = |det[v, vy, - -+, v,]| = (v,0) = |v*.
Dai:
[v]? = |v] - vOIP[wy, - - -, vy].

E entdo:

VOlP[vy, -+ v, = |v] = |vg X+ X v,].
Veja que det(vy, - -+, Uy, 01 X -+ - X v,) = det(vy, -+ , Uy, V).

E pela definicdo do produto vetorial temos:

det[vy, -+, vn,v] = (v,v) = |v|* > 0.
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g) Suponhamos que exista um vetor u com as propriedades (c), (d), (e), (f) acima.

Pela propriedade (c) se os vetores vy, - - - , v, forem L.D. entdo u = 0. Dai u = v.
Pela prorpiedade (d) se os vetores vy, - - - , v, forem L.I. entdo eles geram um subespaco
F de dimensao 7 tal que seu complemento ortogonal tem dimensao 1, jd que vy, - -+ , v, €

R™*1. Daf esse complemento ortogonal seria gerado por u ou por v. Mas se assim fosse
terfamos u = Av para algum \.

Como pela propriedade (e) |u| = |v| = volP[uvy, -+ ,v,] concluimos que A\ = +1.

Por fim, se u = —uv, terfamos det[vy, - - - , v, u] = det]vy, - -+ ,v,,v] < 0 e isso contradiz
a propriedade (f). Dai u = v.

3.7 IDENTIDADE DE LAGRANGE

Proposicao 3.7 Para cadai = 1,--- ,n+ 1, seja A; € M,,«,(R) a matriz obtida omitindo a
i-ésima linha de A € M, 11)xn(R). Prove que

n+1
det(*fA-A) = Z(det A;)? . (Identidade de Lagrange)

i=1

Prova Sejam vy, - - - , v, € R"*! as colunas de A. Entdo ‘A - A = ({v;,v;)) e portanto pela
proposicao 3.3 temos:
det (*A - A) = det ((v;, v;)) = (volP[uy, - - - o)) =[],
onde v =1v; X -+ X vU,.

Mas |v[2 ¢ a soma dos quadrados das coordenadas de v que, pelo item (b) da proposi¢ao 3.6,
sdo:

n+1 n+1

o =3 (1) det 4;)° = > (det Ay)2.

i=1 i=1
Dai:
n+1

det ("A-A) = (det A;)”.

=1
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho buscamos trazer uma nova perspectiva para o estudo de matrizes e determinan-
tes no ensino médio, o que antes ficava restrito a resolu¢do de sistamas lineares e a condi¢ao
de alinhamento de trés pontos na geometria analitica. Com esse estudo o professor da escola
secundarista pode usar oconhecimento de matrizes para mostrar ao aluno um pouco mais da
importancia do estudo das matrizes e determinantes.

Alguns dos resultados obtidos e mostrados ainda usam uma linguagem alheia a realidade
dos alunos desse nivel de ensino, mas com uma boa dose de pericia do docente pode ser apli-
cado em alguns casos.

No tocante a Matriz de Gram, o aluno ganha, implicitamente, a idéia do produto interno de
vetores que € uma operagdo acessivel ao discente nesse nivel de ensino. Esse conhecimento
pode, por exemplo, ser usado como condi¢ao de perpendicularismo de dois vetores.

Ja com o Gramiano fica ficil a tarefa de se calcular o volume do paralelepipedo conhecendo
apenas quatro de seus pontos ndo coplanares por um método algébrico e interessante. Tal mé-
todo poderia ser usado como uma outra saida para a resolu¢do desse problema quando o aluno
estuda geometria analitica.

Espero que esse trabalho possa contribuir para o enriquecimento das aulas no Ensino Médio
dando ao professor de Matemadtica uma nova ferramenta, ou um outro método de abordagem.
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