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RESUMO

O objetivo deste trabalho, ¢ revisitar algumas dualidades entre uns modelos nio invariantes de
calibre e topologicamente massivos, em especial uma teoria em 3 +1 dimensées contendo o
termo topoldgico conhecido com BAF. O lagrangiano do modelo auto dual em 3 +1 dimensées
¢ composto por um campo vetorial e um tensor de campo antissimétrico, enquanto o lagran-
giano do modelo topologicamente massivo é construido usando um termo B A F. Embora os
lagrangianos sejam bem diferentes, eles tém equagdes de movimento que sio conectadas por um
mapeamento dual simples entre os campos. Discutimos essa dualidade analisando os graus de
liberdade em ambas as teorias e comparando seus modos de propagacio no nivel clissico. Além
disso, empregamos o método de agio mestre para obter uma lagrangiana fundamental que in-
terpola entre essas duas teorias e torna evidente o papel do termo topolégico B A F na relagio de
dualidade. Ao acoplar essas teorias a campos de matéria, mostramos que a dualidade se man-
tém, desde que um termo semelhante ao de Thirring seja incluido. Além disso, usamos a a¢do
mestre para testar a dualidade nos campos quantizados. Realizamos uma integragio funcional
dos campos e comparamos os lagrangianos efetivos resultantes.

Palavras-chave: Dualidade. Auto dual. A¢io mestre. Modelo BAF.



ABSTRACT

The aim of this work is to revisit some dualities between non-invariant gauge and topologically
massive models, in particular a 3+1 dimension theory containing the topological term known
as BAF. The lagrangian of the self-dual model in 3 +1 dimensions consists of a vector field
and an antisymmetric field tensor, while the Lagrangian of the topologically massive model is
constructed using a term B A F. Although lagrangians are quite different, they have equations of
motion that are connected by a simple dual mapping between fields. We discussed this duality
by analyzing the degrees of freedom in both theories and comparing their modes of propagation
at the classical level. In addition, we use the master action method to obtain a fundamental
lagrangian that interpolates between these two theories and makes the role of the topological
term B A F evident in the duality relationship. By coupling these theories to fields of matter,
we show that duality remains, as long as a term similar to Thirring’s is included. In addition,
we use the master action to test the duality in the quantized fields. We performed a functional
integration of the fields and compared the resulting effective Lagrangians.

Keywords: Duality. Self-dual. Master action. Theory BAF.



SUMARIO

I INTRODUCAQ . . ... ...ttt i it 9
P~ DUALIDADE . . ... ... ettt 12
R.1 Introducdoadualidadd . . . . ... ... ... ..., 12
2.2 Dualidade no Eletromagnetismo . . . . . . . . . ... . 00000, 13
2.3 Equivalencia MCS/AD . . . . . . . . . . . . . . e e 16
R.3.1 Maxwell-Chern-Simons (MCS) . . . . . . ... ... ... ......... 16
R.3.2 Modelo Auto-Dual (AD) . . . . . . . . . e 20
2.4 Equivalencia VICS/AD acoplada com matéria fermionica . . . . . . . . . .. 23
B METODOSDEDUALIDADES] . .. ........ouueunnno... 27
B.1 Dualidade via Lagrangiana Mestre). . . . . . . . . . ... ... ... ... 27
B.2 Equivaléncia MCS/AD nivelquantico] . . . . . . . . .. .. ... .. .... 29
B.3 Dualidade via Imersaode Calibre . . . . . . . . . . . . oo oo o000, 33
ualidade MISC/AD] . . . . . ..o oo o o o 33

B.3.2 Dualidade MSC/AD acoplada com matéria fermionica . . . . . . . ... .. 35
B8.3.3 Dualidade MSC/AD acoplada com matériabosonicd . . . . ... ... ... 36
B.3.4 Dualidade MCS/AD com violacaode Lorentz . . . . . . .. ... ...... 37
B DUALIDADESEM3+IDIMENSOES . .. ... ... ... 39
4.1 Descriciodomodelo BE] . . . . . . . . . i e 39
4.1.1 Propagadordomodelo BH . . . . . . . . ... . 40
4.2 Descricio domodelo MKR! . . . . . . . .. ... .. .. . 43
4.2.1 Propagadordomodelo MKR]. . . . . . . . . . .. . .. 47
4.3 Dualidade via lagrangianamestre] . . . . . . . .. ... . 00000, 50
g31 Dualidadecldssical] . . . . . . ... ... . . . . . ... . . e 51
4.3.2 Dualidade classica com acoplamento linear comamatérial. . . . . . . . . .. 52
B321 Setordematérial . . . . . . . . ... 54
3.3 Dualidade Quantica] . . . . . . . . . . . . . . . . e 57
5 CONCLUSAOERESPECTIVAS] . . . . ..ottt 65
REFERENTIAY . . . . . oottt it e e e e e e 67
APENDICE A — RELACOESIMPORTANTEY . . . ... ........ 73
APENDICE B—INTEGRACAOFUNCIONAL . . . . .. ........ 74




1 INTRODUCAO

O desenvolvimento de uma teoria unificada, que engloba as interagoes eletromag-
nética, fraca e forte em uma unica teoria, foi uma das maiores conquistas da fisica, o conhecido
Modelo Padrio (MP) [[]. Com a interagio gravitacional nio fazendo parte do modelo.

Os principios bésicos do MP comegaram a ser consolidados quando Salam e Ward
propuseram uma teoria para descrever as interagdes forte e fraca por meio de transformagdes
de calibre [2]. Neste mesmo ano, Glashow divulga uma descri¢io para as interagdes entre as
particulas através de bésons vetoriais 70 ¢ W* [B]. Nos revelando que as interagdes ocorrem por
meio de particulas mediadoras. Posteriormente Salam, Glashow e Weinberg estimaram a massa
dos bésons mediadores W e Z por meio da construgio da lagrangiana do setor eletrofraco [4,5].
Assim, consolidava-se a teoria eletrofraca como uma das principais dreas de estudo da fisica de
particulas. Possuindo um grande poder de predi¢io que foi testada com sucesso quando se obteve
a primeira medi¢io dos bésons Z% ¢ W* [6-9]. Recentemente, as colaboracdes Compact Muon
Solenoid (CMS) e A Toroidal LHC ApparatuS (ATLAS) [10,11], do European Organization for
Nuclear Research (CERN), publicaram a descoberta de uma nova particula, identificada com o
béson de Higgs predito na década de 60 [12,13].

Na constru¢do do modelo descrito acima, MP, as simetrias desenvolvem um papel
crucial [14]. Dentre as mais relevantes encontram-se as simetrias associadas a invariidncia das
leis, a transformagdes de Lorentz, que englobam rotagdes, translagdes e boosts [15], e as sime-
trias internas associadas as transformacdes de calibre [14]. Além das simetrias mencionadas,
desempenham um papel importante na fisica as chamadas simetrias discretas C, P e T, que re-
presentam, respectivamente, as operagdes de conjugacio da carga, transformagio de paridade e
inversdo temporal.

Tendo em vista a importincia das simetrias para caracterizar e prever fenémenos
fisico. Poderiamos conectar diferentes teorias ou regimes opostos de um mesmo modelo, cada
uma contendo diferentes simetrias associadas? Se sim, tal mecanismo nos proporcionaria uma
poderosa ferramenta para buscar e entender novos efeitos. Desta forma, estudo de dualidade
torna-se um tema sempre atual e relevante em fisica por ser um laboratério para entendimento
aprofundado em certas teorias. Notavelmente, temos a teoria de cordas sdo conectadas pelas
dualidades T e S [16,17] e a correspondéncia AdS/CFT que vincula uma teoria gravitacional de
baixa energia no espago-tempo AdS a um regime de acoplamento forte de uma teoria de campo
conforme na fronteira [18]. Entre os processos de dualidade, a chamada bosonizag¢io tem uma
importancia especial e amplamente utilizada para investigar as propriedades nio perturbativas

na teoria quéntica de campos e sistemas de matéria condensada em baixas dimensées [19]. Na
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dimensdo 1 +1, é possivel estabelecer uma correspondéncia férmion-béson com base nas propri-
edades das superficies de Fermi [20]. Essa dualidade pode ser mais generalizada para campos
ndo abelianos [21] e até para dimensdes mais altas [22,23]. Recentemente, a bosonizagio levou
a novas relagdes 2 +1 chamadas dualidade web [24,25]].

Outro exemplo de dualidade, envolve as teorias de calibre topologicamente massiva.
Uma dualidade conhecida ocorre entre os modelos Auto Dual (AD) [26] e Maxwell-Chern-
Simons (MCS) [27]. Essas duas teorias descrevem uma tnica particula massiva de spin —1 no
espago-tempo de Minkowski 2+1 dimensional. No entanto, apenas o modelo MCS é invariante
de calibre. A equivaléncia entre os modelos AD e MCS foi inicialmente comprovada por Deser e
Jackiw [27], e ao longo dos anos, virios estudos dessa equivaléncia foram realizados na literatura
[28-35]]. Particularmente, considerando acoplamentos com campos fermionicos, foi mostrado
em [33] que os modelos sdo equivalentes, desde que seja incluida uma interagio do tipo Thirring.
Além disso, extensdes supersimétricas [36-88] e ndo comutativas [39] a dualidade envolvendo
os modelos AD e MCS foram estudadas em diferentes contextos.

No cerne dessa dualidade, o termo Chern-Simons desempenha um papel funda-
mental. Um termo topoldgico alternativo em 3 +1 dimensées pode ser formado a partir de um

campo vetorial de calibre A, e de um campo tensorial de categoria 2 antissimétrico By, também

uvs
conhecido como campo Kalb-Ramond [40,41]. Tal termo topoldgico é chamado de termo BAF
[42-45]]. Portanto, uma generalizagio natural do modelo MCS em quatro dimenses consiste
nos campos Maxwell e Kalb-Ramond acoplados por um termo B A F [46]. Essa teoria topologi-
camente massiva (MKR) ¢ invariante de calibre, unitdria e renormalizdvel quando minimamente
acoplada a férmions e representa uma particula massiva de spin —1 [42]. Modelos envolvendo
o campo de Kalb-Ramond tém sido extensivamente estudados na literatura, especialmente em
relagdo as teorias de cordas [47], teoria quantica de campos [48,49], supersimetria [50], viola-
¢do de simetria de Lorentz [51-54], buraco negro solugdes [55], cosmologia [56] e cendrios de
mundos de branas [57,58].

Uma versdo auto dual do modelo MKR foi estudada em [59]. Envolvendo o termo
B AF e termos de massa nio invariante de calibre ADg,p. Neste trabalho mostrou a equivaléncia
classica entre os modelos, ou seja, no nivel das equagdes de movimento, através do procedimento
de imersdo de calibre [B5]. Além disso, quando as interagdes com campos fermidnicos sio con-
sideradas, o mapeamento de dualidade é preservado apenas se os termos do tipo Thirring forem
levados em consideragio, analogamente ao caso AD/MCS em 2 +1 dimensdes. No entanto, as
questdes relativas a generalizagdo de correntes arbitrarias de matéria ndo conservada e a prova da
dualidade quéntica serdo elucidadas no presente trabalho.

O objetivo principal deste trabalho é fornecer um método alternativo, por meio da

acdo mestre [60], para provar a dualidade entre as teorias ADg,r ¢ MKR, quando os campos



11

do setor ADg,r se acoplam linearmente com correntes nio conservadas, composto por campos
dinimicos arbitrdrios da matéria. A abordagem da a¢do mestre tem a vantagem de fornecer uma
teoria fundamental que interpola entre os dois modelos e permite uma demonstra¢io mais direta
da dualidade no nivel quantico. Além disso, o método de agdo mestre é uma trilha natural para
a generalizagio supersimétrica da dualidade estudada aqui [B8].

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo [J iremos revisitar a
dualidade AD/MCS com e sem acoplamento com a matéria. No capitulo ], vamos conhecer
alguns métodos de estabelecer a dualidade, nosso laboratério serd a dualidade AD/MCS. No
capitulo [ analisaremos a dualidade em 3 +1 dimensdes com o termo B A F, neste capitulo su-
priremos as questdes relativas a generalizagdo de correntes arbitrarias e a prova da dualidade

quantica. Estes resultados foram publicados em [61].
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2 DUALIDADE

Neste capitulo, faremos uma apresentagio ao estudo da equivaléncia entre o modelo
de Maxwell-Chern-Simons MCS e o modelo auto dual AD. Este estudo foi publicado primei-
ramente por [27]. Vamos também apresentar uma extensio desta dualidade, acoplando matéria

fermionica e estendendo sua validade ao setor quintico, por meio da agdo mestre.
2.1 Introdugio a dualidade

O estudo feito por S. Deser e R. Jackiw [27], teve a intencdo de estabelecer um
mapeamento do modelo AD [26] com a eletrodindmica topologicamente massiva, em (2 +1)
dimensodes, conhecida como modelo MCS. Podemos encontrar um estudo mais detalhado so-
bre as propriedades desta eletrodinimica em [62]. O modelo MCS tem simetria de calibre e
descreve uma particula de spin 1 que tem helicidade definida +1, esta caracteristica podemos
observar junto ao termo topolégico na densidade lagrangiana do modelo. Para nosso estudo,
a caracteristica mais empolgante é existir um mapeamento de um modelo que nio apresenta a
invariancia de calibre para o modelo MCS, que ¢ invariante de calibre.

A dualidade entre estes os modelos AD/MCS tém consequéncias que contemplam
ndo somente a teoria quintica de campos, mas alguns sistemas em matéria condensada. Podemos
citar alguns trabalhos relevantes em vérios cendrios da fisica, no contexto de duas dimensoes
[21,63,64]. Em dimensdo maior, trés dimensdes espago temporais[22, b5, 66]. Os éxitos dos
trabalhos de dualiza¢do nos impulsionam de forma positiva a pesquisar nesta drea.

Desde a construgio do modelo MCS [67], seguido pela proposta do modelo AD
[26] e a equivaléncia de ambos vide [27], podemos ver a comprovagio da equivaléncia entre
os modelos. Esta equivaléncia se mantém quando os modelos apresentam acoplamento com
matéria fermionica [33] e bosénica [68]. Virias técnicas para encontrar uma teoria dual foram
propostas. Tornando a busca da dualidade um assunto sempre atual.

Um exemplo de técnica que possibiliza a expansio do estudo da dualidade, e o mé-
todo da projegdo dual proposta por [69,70], que consiste em separar as helicidades do modelo.
Outro método adicional, é o mecanismo proposto por [71-73], que faz o processo inverso da
proje¢ao dual, mecanismo comumente chamando de soldagem.

Podemos idealizar uma teoria nio invariante de calibre, por exemplo a teoria AD,
como uma teoria que apresenta a invariancia de calibre porem com o calibre fixado. Este pen-
samento nos sugere um outro método de estabelecer uma equivaléncia entre dois modelos. Tal
método trata de “embutir’uma simetria de calibre na teoria nio invariante, desta forma obtendo

uma teoria invariante. A aplicagio desta ideia no cendrio de equivaléncia foi proposta por [[74].
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Recentemente foi publicado um trabalho onde os autores estabelecem a equivaléncia
de uma superficie bidimensional a0 um modelo unidimensional, descrevendo a superficie como
uma cole¢io de fios unidimensionais. Desta forma os autores conseguiram estabelecer uma co-
nexdo entre uma rede de fios quinticos com férmions em uma superficie com béson de baixas
energias. Evidenciando como a dualidade de bosonizagio unidimensional gera 4 bidimensional
[25].

Devido a essas diversas ferramentas, é previsivel que possamos analisar a equivalén-
cia em sistemas mais complexos. Exemplo desse tipo de exploragio ocorre na Eletrodindmica
Quantica QED com um termo de viola¢io de Lorentz [[75]. Neste trabalho os autores nio esta-
beleceram a agio mestre, método presente em [27], o que dificulta a andlise através das integrais
de caminho. Desta forma a equivaléncia quantica foi estabelecida a nivel de drvore por meio do
espalhamento elétron-elétron.

Nas préximas se¢des, apresentaremos a dualidade contida no eletromagnetismo de
Maxwell e posteriormente a dualidade MCS/AD sem e com acoplamento com matéria seguindo

a descri¢do de [B3].
2.2 Dualidade no Eletromagnetismo

O eletromagnetismo de Maxwell pode ser descrito por quatro equagdes, que levam

seu nome, podendo ser escritas no sistema internacional de unidades (SI) como,

V.E= eﬂ, (Lei de Gauus)
[ 0
V-B=0,
=._2_ JB .
V XE= i (Lei de Faraday)
V xB= ‘uOT+ /Joeo(;—]f. (Lei de Ampere-Maxwell)

Estas equagdes nos indicam que os campos elétricos podem ser produzidos por den-
sidade de carga elétrica (p) ou pela a variagdo dos campos magnéticos. Por outro lado, pode-
mos afirmar que os campos magnéticos podem ser obtidos tanto por densidade de correntes (T )
quanto pela a variagdo dos campos elétricos. Outro fato que podemos observando nas equagdes
de Maxwell, que devido a nio existéncia de monopolos magnéticos, hd uma quebra na simetria
das equagoes. Por outro lado, observando as equagdes de Maxwell no regime longe das as cor-

restes (J) e das densidades de cargas (p), obtemos um conjunto de equagdes que apresentam uma
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forma simétrica, diferente do caso anterior:

V-E =0 VXE =-9,B; (2.1)
VB, =0; VxB =0, (2.2)

nas equagdes acima foram usadas as defini¢des: d; = % ec=1. EmP.J e £.7 percebemos que
a0 substituir E » B e B — —E, o primeiro conjunto de equagdes se transforma no segundo e
vice-versa.

Esta transformacdo de dualidade nos indica que no vicuo, longe das cargas e cor-
rente, os campos elétricos e magnéticos sdo indistinguiveis. O sinal negativo é resultado da
estrutura do espago-tempo de Minkowski. A ndo observincia da carga magnética, monopolo
magnético, quebra a simetria das equagdes.

Podemos escolher outra abordagem para demonstrar esta mesma dualidade, agora
enfatizando a invaridncia de Lorentz. Para esta tarefa, vamos escrever as equagdes de Maxwell

utilizando o tensor antissimétrico F ,,,, o uso deste tensor faz-se necessirio visto que as com-

pvs
- =
ponentes dos campos E e B ficam misturados ao passar de um sistema inercial para outro. A

definicdo do tensor F, é:
Fo = -E,, Fi=-€*B,  ou  FW =gHA"-J"AH, (2.3)

onde A, = (A, A;) sdo os potencias escalar e vetoriais respectivamente. Podemos optar por

escrever o tensor F*Y na forma de matriz:

0 -E, -E, -E,
po_| B O -B. B
E, B, 0 -B,
E, B, B, 0

O tensor antissimétrico F#¥ pode ser reescrito de outra maneira e levando as mesmas
- -
transformagées dos campos E e B de um referencial inercial para outro. Esta nova maneira

chamaremos de tensor dual F*V, definimos sua forma matricial como:

0 -B* -BY -B*
po_| B0 E: -E
BY -E, 0 E,

B* -E, -E, 0
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Os tensores F* e F¥ podem ser mapeados segundo a definigio:

Fiv = ZetvabE . (2.4)

N =

O termo acima FH, ¢ conhecido como o dual Hodge do campo F v+ Facilmente
podemos comprovar que as quatros equagdes de Maxwell podem ser reescritas utilizando os
tensores F*” e F¥, tornando as equagdes mais compactas e simétricas. Adotando a densidade

lagrangiana do eletromagnetismo:
1 v
L Maxwell = _ZF‘H F‘uvl (2.5)
encontraremos o seguinte par de equagdes de movimento:

9,F* =0 (2.6)
9,F =0 (2.7)

- -
Podemos reescrever a dualidade entre os campo elétrico E e o campo magnético B

descrita anteriormente por uma simples troca de sinal, pelas as seguintes relagdes:
F#v — Fwv, € F#v — —Frv, (2.8)

que nos sugere a possibilidade de escrever a lagrangiana de Maxwell P.5 somente em termos dos

tensores duais:

Z=—FwF 2.9)

1 - .
Ao estender a andlise da dualidade dos campos elétricos e magnético para dimensdes
menores encontraremos resultados interessantes. Em sistemas de 2 +1 dimensoes, mantendo a
defini¢do do tensor F* inalterado. A dualidade devera ser modificada, pois a natureza dos
campos neste novo sistema nao ¢ mais compativel. O campo elétrico ainda se transforma como
um vetor, entretendo o campo magnético se comporta com um pseudo-escalar. A defini¢io do

tensor de Holge M tornari:
- 1
FH = Ee” Fou (2.10)

onde "' ¢ definido com apenas trés indices, devido a mudanc¢a de dimensionalidade.

As equagdes de movimento do eletromagnetismo neste sistema, trés dimensdes es-
paco temporais, tém as mesmas formas do caso em dimensio maior; &HT:M =0 . Essa equagio
nos revela que o eletromagnetismo em 2 +1 dimensoes, equivale com uma teoria de um campo

escalar nio massivo.
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2.3 Equivaléncia MCS/AD

2.3.1 Maxwell-Chern-Simons (MCS)

Uma teoria vetorial massiva em 3 +1 dimensdes é possivel se nio for considerada a
simetria de calibre, exemplo deste modelo ¢ a teoria de Maxwell-Proca. Porém, se analisarmos
em dimensdes inferiores encontraremos no caso 2+1 a teoria de Maxwell-Chern-Simons. Sua
densidade lagrangiana é definida por:

1 1
Lycs = =g FuF! £ gmet P AF,, (2.11)

Este modelo apresenta invariancia de calibre a menos de uma derivada total, o que
restringe um grau de liberdade. Ao fixarmos o calibre por exemplo, o calibre de Lorentz d, A* =
0, retiramos mais um grau de liberdade. Portanto restando somente um grau de liberdade para
a teoria. O modelo MCS descreve uma excitagdo massiva de spin 1 que viola a simetria de
paridade e cuja helicidade +1 ¢ definida pelo sinal do segundo termo da equagao P.11], também
conhecido como termo de Chern-Simons GP‘V“A#&,A(X. A massa do modelo tem sua origem
no termo de Chern-Simons. Esse termo é um invariante topoldgico, o que significa que ele ndo
depende da métrica. O termo de Chern-Simons nio é capaz de “sentir”a curvatura do espago-
tempo, tonando-se assim conhecida como um modelo topologicamente massivo. Calculando as

equagdes de movimento do modelo MCS,
metvaJv A% — 9, dF AN + d,dP AF =0. (2.12)

A partir deste ponto escolheremos o sinal positivo para o termo de Chern Simons
no modelo, vale ressaltar que esta escolha nio tem preferéncia de sinal estamos adotando por
convenc¢ao.

Podemos reescrever a equagio acima de maneira mais compacta, para isto vamos
utilizar a seguinte defini¢do: F,, = %GWPQVAP . Deste modo, a equagido de movimento para o
modelo MCS, torna-se:

m?Ft —met"Pd,F, = 0. (2.13)

No modelo MCS temos que adicionar um fixador de calibre, caso contririo a obten-
¢do do propagador da teoria torna-se impossivel, fato devido a invaridncia de calibre. A escolha

do fixador de calibre ndo deve alterar o comportamento fisico do sistema, para calcular o pro-
(9 A
2A

pagador utilizamos este fixador: Lgp = , onde o termo A é um pardmetro de fixa¢do de
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calibre. Desta forma a densidade lagrangiana que iremos considerar &;

L= L‘MCS+’Cfg

1 v 1 va va 1 2
/CMCS_‘_fg = _ZF‘LWFW + Zme“ AHF + ﬁ(BPA ) . (2.14)

Para calcularmos o propagador da teoria, reescrever a lagrangiana MCS no formato

onde evidéncia o operador de onda do modelo:

O A,

1
»CZEAF

IHadv

L= %Ay n*'0O- 049" + met*d, + A, (2.15)
a expressdo entre coxetes, operador de onda, chamaremos de Oﬂcs, eotermo [ = 9“8H. Para
obtenc¢io do propagador deveremos inverté-lo. Para esta etapa podemos fazer uso dos operadores
de projecio vetorial.

Fazendo uso do teorema de Helmholtz, que afirma ser possivel decompor um campo
vetorial V, como uma soma de duas contribuigdes: uma com divergente nulo, componente

transversal do vetor VE; e outra com rotacional nulo , componente longitudinal Vﬁ.

V,=Vi+V], (2.16)
IV - dHV] =0, (2.17)
MV =0. (2.18)

Podemos resolver estas equagdes tomando Vﬁ sob a forma de um gradiente de um

campo escalar:

VE=d,a— d'VE-9rVE=9"9,a- 9 d,a=0, (2.19)
T — L
vI=v,-VL (2.20)

Desta maneira, podemos utilizar as defini¢es acima para calcular a seguinte quan-

tidade:
o"yWVV = 8#0"VV1I;+0"F§VVVT (2.21)
= Qyo"V(?va = Dﬁya (2.22)

Realizando a passagem para espago dos momentos via uma transformada de Fourier

da expressdo acima, temos
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_ 7 2.
2,0"V,=0d,a +— x,k"V, =xk,0 (2.23)
KY -
— d= il (2.24)
o que nos leva as expressoes;

~ KuKv\ ~
V== () v, (2.25)

U Kuky T\ ~
T=0,-Vk= (’hw—[ 1‘22”]) 42 (2.26)

Podemos tratar as duas expressdes anteriores no espago das posi¢des simbolicamente

como;
L &H&V v
V= = Vv, (2.27)
. 9,9,
V=5 | [V (2.28)

Os termos destacados entre parénteses funcionam como operadores, atuando em um
vetor V# seleciona apenas uma componente do vetor. Para o operador que seleciona a compo-

nente longitudinal chamaremos de w),, € para o que seleciona a componente transversal serd o

Ot

3,49, 3,0,

V== O =5 (2.29)

Os operadores de projegio, w,,, € 0,,, sdo idempotentes e ortogonais;

Wy Wg = Wyp, (2.30)
Gyaeg = 9#5, (2.31)
w05 =0, (2.32)

a soma dos projetores nos leva a identidade,
Wy + Oy =My (2.33)

A construgido de uma tabela com os produtos dos operadores, nos auxiliard na tarefa
de calcular o propagador MCS,

Na tabela [ foi introduzido um novo operador vetorial, necesséirio devido a presenga
do termos de Chern-Simons na lagrangiana P.14. A definigdo deste operador é: S, = 1€ 9"

Reescrevendo o operador Oy, termos entre colchetes na expressio em 2.15, em
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| [on[6] S
Oy | Wy | 0 0
Oup | 0 | Oua Sua
S | 0 | Sy | -m*06,,

Tabela 1: Produtos dos operadores de projegio.

fun¢do dos operadores vetoriais de proje¢do encontraremos:
Hv v 1-4 v av
Ohtcs = D+ = | 913" + met'3, (2.34)

Expandindo este operador em termos dos operadores de projegdo encontramos a

seguinte expressio:
U
O¥ = DQIJV'FXCL)‘“V'FS‘LW (2.35)

O cilculo do propagador, trata-se de inverter a equagdo 2.35. Com esta finalidade

vamos utilizar um modelo genérico de operador de onda inverso, como:
Op = AOnp + Bw g+ CS . (2.36)

Faremos uso da identidade O*V(;} = I% e utilizaremos a tabela ] para nos auxiliar

com os produtos dos projetores. Encontraremos o seguinte sistema de equagdes para determinar

os coeficientes de £.36:

A=-0C (2.37)
A

B=— 38
5 (2.38)

1=-A0-m?2C. (2.39)

Resultando como produto final o propagador escrito em fun¢io dos projetores:

1 A 1
Opl(k) = =——0

Ten et T T T (240

Retirando a dependéncia explicita dos operadores vetoriais, nos leva a conhecida

expressao do propagador da teoria Maxwell-Chern-Simons:

1 dHd” d dHd”
wvo a
Mves = T |7 T e g A

(2.41)
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Deixando o propagador escrito nos €spagos dos momentos teremos,

1
K2

[ S K Kt
5|81 = —— + imet ™ — | = A—-. (2.42)
m K K K

A%CS(K) =

2 = m2. Em resultados experimentais o

O resultado acima nos revela um polo em %
fator de fixagdo A ndo deve exercer nenhuma contribui¢do. A fixagdo de calibre foi necessaria
devido a impossibilidade de inversio do operador de onda .35. Fortalecendo o argumento de
ndo contribuig¢io fisica do termo da fixagio, o propagador aparece no cilculo da energia potencial
contraido com as correntes conservadas, logo os termos do propagador que contém %, ou ,, nio
contribuirdo. Isso ocorre em virtude da conservagio da corrente no espago dos momentos ser

expressa por k,jt = 0, que implica dizer x, e j* s3o ortogonais.

2.3.2 Modelo Auto-Dual (AD)

Na se¢do anterior falamos sobre o modelo vetorial topologicamente massivo em 2+1
dimensdes. Podemos nos questionar se existe alguma relagdo com o modelo Maxwell-Proca em
2+1 dimensdes, pois ambos os modelos descrevem um eletromagnetismo massivo e com dimen-
sionalidades semelhantes. Temos como caracteristica do modelo MCS a invariancia de calibre
e a descri¢do de um modo massivo com helicidade definida. No modelo Maxwell-Proca, temos
um modelo nio invariante de calibre e uma descri¢do de dois modos massivos de propagagio.
Estes fatos nos ajudam a acreditar que nio existe relagio entre os modelos. Consideremos a

densidade lagragiana do modelo Maxwell-Proca (MP) como;

1 . m?
”CMP = _ZFH PHV + ?A‘UA‘U. (243)

A equagio de movimento deste modelo ¢ dada por:
J,FF +m* A" = Q. (2.44)

Aplicando a derivada d,, na equagio acima obtemos a seguinte condigio: d, A = 0.
O que deixa o modelo apenas com dois graus de liberdade massivos independentes e a liberdade

de I‘GCSCI'CVS-IO como.
(D + mz) AF =0. (2.45)

Por outro lado, pode-se escrever explicitamente as excitagdes do modelo MP, pois

estamos em 2+1 dimensbes. Este procedimento é conhecido como tirar a raiz quadrada da
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equagio [2.44, apresentado por Townsend [26]. Podemos reescrever a equagio £.44 como;

~9,0" A+ 12 A” =0

O 8 dv
($5; )A“ =0. (2.46)

O termo entre parénteses na equagio acima, pode ser apresentado como produto

dois outros operadores;

1

0 8 8V
( EE“W‘W)' (2.47)

1

. 1
Desta forma, se um campo satisfaz (gm + ngﬁaé)ﬁ)fa =0ou (gay Gapyo"p)f”
0, entdo ele satisfard a equagdo £.44. Ou seja, este o procedimento separa as helicidades do

modelo que estavam entrelagcadas em P.46. As equagdes de movimento para o campo vetorial

ft é dado por;

m

1
(gva + _€Vﬁa3ﬁ)fa =0. (2.48)

A densidade lagragiana, uma para cada helicidade, que geram estas equagdes de mo-

vimentos sio conhecidas como auto duais £ 4p. Introduzido originalmente por [26],

m IS mn wvp
Lap = Tf'uf * E(—f fy&,fp. (249)

Como esperado, este modelo AD, diferentemente do MCS, nio apresenta invari-
ancia de calibre. O que refor¢a a nio associagdo com o modelo invariante. O fato de nio apre-
sentar invaridncia de calibre é desnecessario adicionar um fixador de calibre para obtengdo do
seu propagador. Por conveniéncia, a partir de agora adotaremos o sinal negativo para o termo de
Chern-Simons do modelo AD. Reescrevendo a equagio .49 no formato a explicitar o operador

de onda vide a equagio P.15, teremos:
— 1 uv
L= Efy(? fv
1
L= Ef“ (man”’ - me”m’é’a)fv. (2.50)

Onde o termo entre parénteses ¢ operador de onda do modelo AD que devemos

inverter. Escrevendo explicitamente o operador termos:

Ol = m*nt —met 3, (2.51)
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Expandido .57 em termos dos operadores vetoriais de projecio O* e wt”;
1
Ol = OF + k- —5 S, (2.52)

Executado procedimento semelhante ao realizado na se¢io anterior para a obtengio

do operador inverso ((9%3)_ e usaremos a mesma formar genérica para o propagador,
e -1 pa i it
(04) = A6H + Bwk +CS (2.53)

Usando a propriedade da identidade encontramos os valores para os coeficiente A,

B e C do propagador,

-1 1 1 1
AN
i) =5+ g 239

retirando a dependéncia dos projetores encontramos a seguinte forma para o propagador do

modelo AD;

1 1 HIY €MV
ln#v + - P l (2.55)

v —
(O) = O+ m? m?2 m
O que nos leva ao conhecido propagador do modelo AD escrito explicitamente em

termos dos momentos,

Ay () = (2.56)

i etk 0 l

5

12 — m? m? m

Na equagio (2.56)), fica evidente que o modelo AD, assim com o modelo MCS apre-
senta um polo em x? = m?. Comparando as equagdes de movimento dos modelos percebemos

mais semelhancas:

m2FH ~met"Pd,F, =0,
m?ft —metPo, f, =0.

O comparativo acima fica nitido que fazendo o mapeamento f, < F, estabelece-
mos uma equivaléncia entre os modelos MCS < AD. Esta equivaléncia pode ser demonstrada
diretamente pela as equagdes de movimento como foi apresentada, ou podemos optar por ou-
tras técnicas que iremos expor mais adiante. Em [67] Deser e Jackiw, mostraram a equivaléncia
MCS/AD encontrando um mapeamento entre as dlgebras canonicas e identificando os respetivos
tensores de energia-momento, demonstraram ainda que ambas as teorias poderiam ser obtidas

a partir de uma lagrangiana comum denominada lagrangiana mestra.
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2.4 Equivaléncia MCS/AD acoplada com matéria fermionica

Nesta se¢o, vamos estudar como a dualidade MCS/AD se comporta ao acoplarmos
matéria fermidnica, uma extensio da dualidade abordada em [27]. No modelo AD adiciona-
remos além da lagrangiana de Dirac, um termo de acoplamento minimo, sem derivadas, que
mistura o campo vetorial auto dual f,, com o campo de Dirac ¢. A lagrangiana AD acoplado

com férmions é dado por:

= L ap—ef JU+(iyFd,~ MY, (2.57)

onde o termo J# = 1y#1p e M é a massa do férmion. Analisando somente a equivaléncia mos-
trada na segdo anterior, a identificagdes f,, <> F,, podemos perceber que o acoplamento minimo
tornard um acoplamento “magnético’no modelo MCS, este tipo de acoplamento é ndo minimo

porque agora o termo contém derivada,

e
—ef JH=——e  JVAQTH _
e == A 2.59)
- —%ewA#m}“ (2.59)
= —eA,GH, (2.60)

onde Gt = %GF‘VP d,J,- Desta forma, a lagrangiana que seria equivalente a (2.57) ¢ dada por:
Lcs = Lucs =eAuGH + iy 9, =My (2.61)

De posse dessas duas lagrangianas (2.57) e (2.61)), podemos seguir a investigacio
através das equagdes de movimento dos modelos. As equagdes de movimento para os campos

fH e A* sdo respetivamente:

m?ft —met"Po,f, = eJt, (2.62)
mZF“—me“VF’&VFp = eGH, (2.63)

afirmando que os modelos (£.57) e (2.61), satisfazem a equagdes de movimento semelhantes

com a seguinte identificagdo:

fll — Ft = J# — GH. (2.64)

Como isto poderiamos, erroneamente, dizer que a equivaléncia dos modelos MCS/AD
nio mudaria ao introduzir uma intera¢io com a matéria fermionica. Para estarmos certos que
tal afirmacdo ¢ verdadeira, uma avaliagdo no setor fermionico faz-se necessirio. Desta forma,a

verifica¢do ou nio
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da equivaléncia serd mais assertiva. As equagdes de movimento para o setor fermidnico acoplados

com os modelos MCS e AD sio respectivamente:

(iyHdy =My = ef yty (2.65)
(4 =MY = —euugd"APYHY. (2.66)

Estas equagdes ainda sio compativeis como o mapeamento f,, — F ;. Por outro lado,
podemos reescrevé-las de modo que ndo sejam mais dependentes dos campos vetoriais. Neste

sentido podemos fazer a seguinte avaliagio na equagio (2.62):

eJt = m?fH — met'Pa, f,
et = (m277#p - mewpav) fo

et = OYLf (2.67)

v o, . ~ . .
O termo OiD é o operador de onda da teoria, na segio anterior vimos como encontrar
. uv -1 .
seu inverso (O ) ambos podendo ser escritos nos espagos dos momentos ou em termos dos

operadores vetoriais de proje¢do. Sabendo disso, podemos escrever .67 como:
-1
fr=e(0p) Ty (2.68)

Com este resultado, obtemos a equagio (£.65) sem nenhuma mengio aos campos

vetoriais da teoria AD:
-
(iyhd, -Myp =2 (O47)  Toyuy. (2.69)

Estendendo o estudo feito para a equagio (£.65)), vamos escrever (2.66) dependente

somente dos campos de matéria, iniciando da equagio (£.63):
2FH —metP 9, F, = eGH
m metPd,F, =e

(man‘P — metvp 81/) F,=eG

O FP = eG

u

u

P =e(0fh) G, (2.70)
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desta forma a equagio (2.66)) torna-se:

. € .
(17/‘1&# -M)y = ae*‘ pgvApyMb

= eF”)/leU
1
= 2| (04) G,y
a -1
= ((9‘;5)) €ovad ]V 1. (2.71)

Usaremos a definigio do operador de onda (2.70): O, = mzr]w — M€ 10,07, para
reescrever o resultado encontrado anterior:
Nl ¢ Hp -1 2 a
(i7#9u=M)Y = — (O45) (1100 = Opa) IVt
: -1 e
(iyhd, -Myp =2 (O%))  Tyuy- IV (2.72)
Comparando este resultado com a expressio .69 veremos que as equagdes nao

sdo mais semelhantes,

(iytd, -~ M)y = (o;g)‘lmw
1 2
(49 =MY = (O%5) Ty =517t

porém ao adicionarmos um termo extra na lagrangiana .57 ou P.61], podemos tornar as duas
2
~ . . . . . e
equagdes acima equivalentes. O termo a ser adicionado deve conter a seguinte forma 7 J U JH

também conhecido como termo de Thirring. Adicionando este termo na lagrangiana P.67 temos:

2
— e
,CMCS—EA#G‘u+1P(l)/‘uay—M)lll—ﬁ]'u]#. (273)

Desta forma reencontramos a equivaléncia dos modelos, esta adi¢ao pode acontecer
ocorrer em um modelo ou no outro. Com a escolha de onde vamos adicionar o termo de Thirring,

termos que redefinir a equivaléncia f# — F¥ como sendo:
e
Ft = fH— ﬁ]u (2.74)

Este resultado é muito importante pois mostra que a presenca de fontes, mesmo di-
namicas, ndo modificam o processo de dualiza¢io, portanto suas dinimicas ndo podem haver
alteragdo. Esta andlise de adicionar um acoplamento minimo ao modelo AD como o caso es-
tudado em [33], que serviu de base para este estudo, ndo limita a utilizagdo de outros tipos de
acoplamentos. Podemos observar em [76] que a auséncia de simetria de calibre em AD torna

injustificavel a utiliza¢do de um acoplamento minimo neste caso. Neste mesmo trabalho o autor



26

relata que € ao usar acoplamentos ndo minimos o processo de dualizagdo ndo modifica a dindmica
dos campos, embora mude a natureza do acoplamento.

Outro importante resultado que esta dualidade nos revela é poder contornar alguma
dificuldade operacional de uma teoria, por exemplo o termo de Thirring ndo ¢é renormalizével
perturbativamente. Porém podemos estabelecer a equivaléncia com uma teoria renormalizédvel.
O que torna esta dificuldade inicial contornével [33].

Apesar de serem bastantes relevantes as duas equivaléncias discutidas até aqui, po-
demos fazer questionamentos: Estas dualidades sdo vilidas em nivel quintico ou qual seria o
comportamento ao ser acoplado com outro tipo de campo, por exemplo o escalar? Para respon-
der tais questionamentos, devemos introduzir algumas técnicas de estabelecer a equivaléncia.
No préximo capitulo vamos analisar alguns métodos, ndo sio todos existentes na literatura, que
nos ajudard no modelo tratado futuramente neste trabalho. Os métodos a seguir responderam

os dois questionamentos feios anteriormente.
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3 METODOS DE DUALIDADES.

Neste capitulo, trataremos de alguns métodos que visam estabelecer a equivaléncia
entre dois modelos tanto a nivel cldssico como quantico. Também trataremos de um método para
encontrar uma teoria dual a partir de uma teoria preexistente. Nao demonstrei todas as técnicas
encontradas na literatura, porém as discutidas aqui tém diversas aplicabilidades e auxiliou no

nosso artigo, trabalho tratado no préximo capitulo.
3.1 Dualidade via Lagrangiana Mestre.

Vamos construir uma densidade lagrangiana capaz de descrever ambos os modelos
estudados. Desta forma afirmaremos que tanto o modelo AD, quanto MCS tem uma origem
comum. Esta lagrangiana é nomeada como mestre ou interpolante. Ao resolvermos as equagdes
de movimento desta densidade lagrangiana, para os campos f u ou Ay, encontraremos 0s modelo
MCS ou AD respectivamente. A lagrangiana mestre ¢ obtida reduzindo a ordem das derivadas
no modelo invariante de calibre MCS e introduziremos um campo auxiliar I'T, para esta tarefa.
Primeiramente, escreveremos o termo F,, F#” em fungao de produtos dos tensores de Levi-Civita

e*’® note que estamos trabalhando em 2 +1 dimensdes:
1 v m va
’CMCS = _ZPHVFIJ + EG‘“ Ay&VAtX
1 m
Litcs = —E(eanAa)(eWapA D)+ Ee#V“A#o"vAa.

Agora podemos introduzir o campo auxiliar. Que ird rebaixar a ordem todos os

termos da lagrangiana que contém derivadas de segunda ordem,
m
Lypcs = L = all,(e'P1d,A)) + bIT, ITH + EeF‘V“AH&,Aa. (3.1)

Os parimetros adicionados a, b temos que fixd-los posteriormente. Note que, na
lagrangiana mestre foi introduzido um termo quadritico do campo auxiliar. Este termo ¢é es-
sencial para possamos resolver a equagio de movimento do campo. Derivando funcionalmente
a densidade lagrangiana mestre em relagdo a I, e igualando a zero encontramos a seguinte

expressao:

5L
_mA: = (e, Ay) + 2bITH = 0

I# = —zib(e#PAapAA). (3.2)
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Substituindo o resultado encontrado B.2 na lagrangiana mestre .1, eliminaremos a
dependéncia do campo auxiliar. Desta forma retornaremos ao modelo inicial MCS, este proce-

dimento nos ajudara a fixar os pardmetros 4 e b. Realizando a substitui¢do encontraremos:

a? a? m
Ly = —Z—b(G#pAapA/\)(e‘”mavAa) + E(GWD(&VAO‘)(GWA3PAA) + EGWQA#&VAQ
a? m
’5M = 'CMCS = —E(GHVRBVADZ)(G'M)A&F)AA) + EeF‘V“AH&VAa. (33)

Comparando o resultado 3.3 com o modelo MCS, descrito em P.11. Podemos retirar
as seguintes igualdades:
2
—Z—b = —% — a2 =20 (3.4)
Ainda ndo somos capazes de fixar completamente os pardmetros a ¢ b. Por outro
lado, se calcularmos a equagio de movimento para A, e substituirmos na lagrangiana mestre, de
maneira andloga a que fizemos para o campo Iy, conseguiremos fixar os parimetros desejados.

Neste caso, teremos como resultado a substitui¢do uma densidade lagrangiana nio dependente

do campo vetorial A;,. Calculando a equagio de movimento:

5L
OM _ petvad TT, + met2d, A, = 0
oA,

A, = —%Ha +9,0. (3.5)

Substituindo este resultado na lagrangiana mestre B.1}, eliminaremos o campo A, do

modelo. Resultando em uma lagrangiana totalmente dependente de I1;:
m
Ly = all, (e*Phd, Ay) + bIT, TTF + Eew"‘Ay&VAa

Lo =TT, €M00 9, (=TT, 4+ 0,9) + BTTITH 4 e (=211, 4 0,6 2, (- T, + )
2

Ly = bIT,ITH (;—m)ewnyavna. (3.6)

Observando o resultado anterior 3.6, percebemos que esta equagdo tem a mesma
forma do modelo AD, descrito por 2.49. Desta forma podemos renomear I'T, — f ;. Como 3.6
¢ de fato o modelo AD os parimetros a e b, ainda ndo fixados, podem ser finalmente encontrados
por simples comparagao com o modelo citado:
2
m a m
b=—; ——— =—— S a=+m. (3.7)
2 2m 2

Sendo assim podemos reescrever a lagrangiana mestre com todos os coeficientes de-
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finidos:
m? m
Ly = THHH‘[‘ ime*”’“HH&VAa + Ee‘uwaH&VAa. (38)
Utilizando a defini¢do do tensor dual F, = Le @V A%, além de fixar o sinal no
b= e

parimetro 4 = —m, por conveniéncia, resgatamos o resultado original encontrado em [27];
m w2 ey pu
Ly = Tf‘uf -m f‘uF + EP A[l' (39)

Com este procedimento em mios, as dificuldades de um tratamento em modelos
mais complicados serdo aliviadas. Com a lagrangiana mestre definida, podemos seguir para uma
andlise a nivel quintico. Na préxima se¢io analisaremos a equivaléncia quantica por meio das
integrais de trajetdria, esta abordagem € possivel gracas a determinagio da densidade lagrangiana

mestre do modelo.
3.2 Equivaléncia MCS/AD nivel quantico.

Para uma fundamentagio no estudo da dualidade a nivel quantico, vamos escrever o

funcional gerador definido genericamente por:

717 = f @¢exp(i f dix ] £(0)+ ]qi)]). (3.10)

Nossa densidade lagrangiana serd a mestre definida em B.9. Nela temos dois campos
vetoriais A, e f, por isso vamos adicionar duas fontes externas, uma para cada campo. Outro
ponto adicional do modelo estudado é que ele contém um termo de Chern-Simons, e sabemos
que esse tipo de termo ¢ invariante de calibre. Desta forma 4 adi¢do de um termo fixador de

calibre no funcional gerador faz-se necessario,

Zljgl = f Df@Avexp(i f d3x[£M—efH]F‘—aAng+%(8HAF‘)2+£(¢)]). (3.11)

As duas fontes adicionadas J# e g#, vamos impor que elas dependam somente dos
campos de matéria. Seguindo a predi¢io do artigo [33], fonte gt terd sua forma arbitraria en-
quanto J* segue a forma jd definida no texto J¥ = y#1p. O cariter arbitrario de g* tornard im-
portante, pois assim poderemos ajusta-14 com o intuito de estabelecer a equivaléncia MCS/AD
encontrada a nivel cldssico. O termo £(1)) é a densidade lagrangiana do campos de matéria,
como estamos seguindo o resultado de [B3] este termo é a lagrangiana de Dirac.

Teremos entdo que integrar funcionalmente o gerador B.17] duas vezes. Uma em

fungdo do campo f;, assim eliminaremos toda sua dependéncia. Como resultado esperamos

encontrar uma equagio tipo MCS. A segunda integra¢io em [.11] ocorre em relagio ao campo
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A, Agora o resultado esperado ¢ 0 modelo AD. Termos adicionais podem aparecer no processo

de integragdo. Integrando sobre todas as configuragdes do campo f ,, teremos:

. 3 2
Zjgl= [parel e [ pp exp(i [ @5 fu+ £ (—e]”—mzP“)), (3.12)
onde:
LAY = "FR A, —aA gt + 29, AR+ £() (3.13)
5t A u8" T 5% : :

O termo £(A), pode ser retirado da integral em f, devido a sua nio dependéncia.
Porém o termo que contém a mistura dos campos f ue Ay, deve ser integrado. Para resolver a

integracdo em f#, podemos utilizar o seguinte resultado encontrado em [B.13,

fexp(—[%(x,(?x)+(],x)+c ) _ exp(%(],(?‘l])—c) (det @)z, (3.14)

Reescrevendo o integrando de de forma compativel com o .14,

—% Ful-m®nt | f, + fu (et —m2EH). (3.15)

Fazendo o mapeamentos termo a termo encontramos as seguintes igualdades:

X=fu c=0; J = (~ejt —m?Ft); (3.16)
_ . "
O = —m?n; 0= - (3.17)

A inversdo do termo O se deu de forma quase imediata, o que ndo aconteceria para

formas mais elaboradas. Substituindo os resultados acima na equagio .14, encontraremos:
DFu | 48 1 2 huv U 2pu
flexpl|i X —Efy[—mn ]fv+f#(—e] —m )
(sl & 1 1
= exp (z fd X [_ﬁﬂl]‘l —eAlG, — ZPWFWD (detA) 2. (3.18)

Onde G, = %ewa(?vj % mesma defini¢do anteriormente comentada. Reafirmando
que o processo de estabelecer a equivaléncia entre os modelos, traduz um acoplamento minimo
no modelo AD para um acoplamento do tipo “magnético’no modelo MCS. Este resultado foi
encontrado na andlise cldssica levando em consideragio o mapeamento das teorias. O termo

1

(detA) 2 adicional é devido a integracio, porém foi omitido na equagio por ser independente,

ou seja podemos apenas reescalonar a equagdo. Juntando este resultado com os termos puramente
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dependentes de A* encontramos o gerador funcional para o modelo MCS:

Zli, g = f DAPexp(i f £ ) (3.19)
onde,

1 ! v, M e? A
L‘gf)f = —ZFyVFH + Ze#vaAygvAa _€A# (g# + G‘u) — ﬁ]ﬂﬂl + E(&HA#)Z + £(lp) (320)

Este resultado nos revela um aspecto curioso no tratamento quantico da dualidade.
Adicionando as duas fontes no funcional gerador, J¥ e ¢* onde impomos que devem conter
somente campos de matéria, surgem dois termos; um de auto interagdo e outro tipo rotacional,
ambos relacionados com a fonte J#. O fato de adicionar as fontes no gerador funcional nos
permite prevé os termos adicionais tipo Thirring, este resultado foi obtido no caso cléssico.

Para findar o estudo da equivaléncia quantica, teremos que fazer a integra¢do no

gerador funcional sobre as configuragdes do campo A,. Analogamente ao caso anterior, teremos:
Zlj.gl= [Df exp(i [dxo(m)x
. 1 A
f DA  exp (z f BxSFH A+ SO ARP + (g ~meH I, f)A, |, (3.21)
onde:
mZ
£(f)=?fyf“—efy]“+£(¢). (3.22)
Podemos reescrever a integral em relagdo ao campo A, do mesmo molde da .14
DAH | & m—zF“A A d, AH)? + (—eg® —metvaad , f,) A
exp | x2 H+2(# )*+ (—eg® —met"d, f,) A,

1
= [par exp(i [ @x =S A[-metra + 194 I| A, + (-eg” ~mer I, fo) A, |

(3.23)
Neste caso teremos as seguintes identificagdes com a equagio 3.14:
x=A, c=0 ] = (—eg" —met™a, f,)
1 1
0= —me”“"c?a +AdHd” o1 = ﬁewvﬁa + ﬁc?“B", (324)

o termo () ndo tem a estrutura tdo simples com o caso anterior. Entdo para calcularmos o seu

inverso, utilizamos o mesmo procedimento descrito na se¢ao .3.1], para encontrar o propagador.
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Substituindo estes resultados em .14, encontramos:

1
[rarex (i [ @x =S A[-metra, + 19| A, + (-eg” - e, fa)Av)

2 Pl ad,0 d,0
— | o on oL MtV e _TETv T e
eXp[l f d X[ng (eyﬁvm e )g ef (nw 5 )g > fudvfal|s

(3.25)

1
note que neste resultado foi omitido, novamente, o termo (det®) 2 por esse termo ndo alterar

o comportamento da equagio.
Reescrevendo B.21] com o novos resultados encontrados, termos uma equagio de-

pendente somente do campo f;:

Zli,g) = f D fb exp (i f zng), (3.26)

onde;

i . . d,9,
it Senar o2
82 ( aﬁ m J U 81/

E— 4 %
58 T T T ]g + (). (3.27)

Estes resultados foram obtidos sem especificar a forma das fontes, somente que nio
devem depender dos campos bosonicos [33]. Para estes resultados apresentados coincidirem
com os encontrados em [B3], teremos que fixar a forma da corrente g, na lagrangiana mestre.

Os resultados B.20 e .27 mostram mais do que a dualidade em nivel classico abor-
dado nase¢io 2.4. Dependendo da escolha das correntes de matéria podemos ter outros cendrios,
podemos ver isso em [33]. Em especial quando g, =0 retornaremos a dualidade ja discutida an-
teriormente.

Nesta se¢io mostrei a escolha de nio especificar uma das formas das correntes na a¢io
mestre, pondo somente uma restri¢io de nao dependéncia. Uma avaliagdo mais geral poderia ser
realizada ndo especificando nenhuma das fontes, porém mantendo a condi¢do de acoplamentos
lineares com campos externos. Por conta do modelo auto dual ser um néo invariante de calibre
as correntes de matéria sio geralmente nio conservadas, o que nos permite trabalhar além de
acoplamentos minimos.

Analisando o modelo .57 temos uma teoria renormalizdvel perturbativamente, en-
quanto em [.61] é ndo-renormalizdvel. Este fato pode ser verificado observando a contagem de
poténcia na dimensido de massa de A# ¢ 1/2 e do campo de Dirac ¢ 1. O que nos leva a dimen-

sdo da interagdo magnética igual a 7/2 e do termo de Thirring é 4. Entretanto esta dificuldade
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pode ser superada. Se considerarmos o caso de N férmions a teoria passa ser renormalizdvel via
expansio 1/N. Desta forma teremos ambas a teorias compativeis a andlise quintica. Conseguir
estabelecer a equivaléncia cldssica e quintica entre esses dois modelos nos proporciona um maior

conhecimento exploratério em ambos os casos.
3.3 Dualidade via Imersio de Calibre

Até o presente momento foi mostrado como estabelecer a equivaléncia entre duas
teorias. Porém, se pensarmos em fazer pequenas mudangas em um dos modelos nao saberemos
a repercussio desta mudanga no modelo dual. A fim de sanar esse questionamento os autores
[85,[74] nos apresentam o método da imersio de calibre.

Neste método, a ideia é adicionar a simetria de calibre na teoria nio-invariante,
por exemplo o modelo AD, obtendo uma teoria invariante que deve ser MCS. No método de
imersao de calibre, ndo é necessirio sabermos a forma do resultado final o que nos proporciona
uma maior liberdade em investigar outros modelos mais complexos.

Iniciaremos nosso estudo do método pela a teoria sem interagio e posteriormente
acrescentaremos matéria fermionica e bosdnica, o que teria uma complicagio se fosse utilizados

os métodos anteriores.

3.3.1 Dualidade MSC/AD

Vamos iniciar nosso estudo desse método com o modelo AD descrito em P.49. Im-
pondo a simetria 6f , = d,,¢» a0 modelo, é 6bvio que este modelo ndo € invariante sob esta trans-
formacio, teremos que adicionar contra termos para podermos imbuir esta simetria, resultando
ao fim do processo uma densidade lagrangiana invariante. Iniciando por variar funcionalmente

o modelo original:
(SL‘AD = Kyéf‘u (328)
onde K, € o vetor de Euler, definido por:

= 132 VL
K, =m“f, —me,,,d"f*. (3.29)

Quando o vetor de Euler for nulo temos a solu¢io na camada de massa, e o campo
f u satisfaz a equagdo de movimento. A primeira imposigdo que faremos € adicionar um termo

em fungio do vetor de Euler, na lagrangiana original, para compensar a varia¢do descrita em

B.2§ da seguinte forma:

LG = £ap-BHK,, (3.30)
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o vinculo inserindo contém um campo auxiliar B 4> €9S€ termo ndo deve alterar a dinimica dos
campos originais. O indice na equag@o acima indica as etapas do processo de imersio. Variando

L'gl)) e impondo a simetria O f u= 8#(1), encontraremos:
1 _
0L 0 —K#8#¢—6B”K#—B”6K#. (3.31)

Nossa segunda imposi¢do serd no campo auxiliar, ele deve se transformar da mesma

torma do campo bisico, 6B p= ﬁyqb. Com isto 6£5412) torna-se somente:
6L4) = —BHOK (3.32)
AD He ’

Escrevendo explicitamente os termos da equagio acima e utilizando a simetria im-

posta aos campos f, e B:

5LY), = =BH6 (mPf, —me 00" f)

= -BH (mZ(SBH -~ meym&v&“q{))
2 m’
= —mBt6B, = ——-0 (BB, ). (3.33)

. . 1
Finalmente encontramos o termo que pOdeOS adicionar a £E4)D para tornar sua

variagdo nula. Com isso escreveremos a segunda lagrangiana interativa do processo,

@ ) m?

) m’
Liap = Lap—BFK, + TBPB# (3.34)

De fato, encontramos uma lagrangiana invariante de calibre. Porém temos que finalizar o pro-
cesso retirando a dependéncia do campo auxiliar B, no resultado final. Vamos explorar a natureza
gaussiana do campo B, para elimini-lo de B.34. Calculando a equagdo de movimento do campo

auxiliar no modelo invariante,

1
2 — —
—K‘u+m B#_OQBH_WK,U’ (335)
e substituindo em [3.34 temos:
1
@ _
Lap=Lap— z—mzK”K‘l. (3.36)

Claramente quando K}, = 0, as duas densidades lagrangianas sdo idénticas. Explici-
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tando o valor da teoria AD, chegamos:

2) = _fyf,u - —€ mfy vfoc Tlnz [msz _meyvaé)vfa]z (3.37)
= _% [etvea, fa] + Ee#m fudufa- (3.38)

Para evidenciar o novo aspecto do campo, agora invariante de calibre, podemos re-

nomear f# = A¥. Assim encontraremos o seguinte modelo:
1 m
LB = Lyes = P Fu+ e A0, A, (3.39)

Com este resultado, constatamos que o método funciona bem. Nas préximas se¢oes
vamos utiliza-los para obter as equivaléncias com a teoria dual acoplada a matéria fermionica e

bosonica.

3.3.2 Dualidade MSC/AD acoplada com matéria fermionica

Vamos iniciar nossa andlise com o modelo P.57. Podemos neste ponto, adicionar
somente uma fonte genérica e posteriormente estender o resultado.
Calculando o vetor de Euler para este modelo:

K, =m?*f, —me 0" f* — et (3.40)

Impondo asimetria 6 f, = d,,¢ e forcando o campo auxiliar se transformar da mesma

maneira do campo basico. Chegaremos a lagrangiana dual invariante:

min(2) _
Lip? = L4 - S5 KEK,

2
= —e#"afy Ifa=3 [€”V“9vfa] ——Jteuad f" = fnzﬂljﬁl +L(@).

Fazendo o mesmo processo de renomeagio f¥ = A¥, a fim de enfatizar o caricter

invariante e utilizando a defini¢do de G, obtemos:

j 1 m
Lup? =Ll = P F e A0, Ay e A Gl — - ]HV]W +L@).  (3.41)

Observamos que o acoplamento minimo na teoria AD se traduz em um acopla-
mento magnético para a MCS, adicionado a um termo de interagdo tipo Thirring, que aparece
naturalmente no processo de dualiza¢io. Foi observado em [33,35] que esse termo é necessdrio

para manter a dinimica da fonte inalterada, pois ela nio participa do processo de dualidade.
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3.3.3 Dualidade MSC/AD acoplada com matéria bosonica

Estabelecer a equivaléncia MCS/AD acoplados com o campo bosénico via aborda-
gem da lagrangiana mestre, é uma tarefa nio trivial [33]. Por este motivo o método de imersio
de calibre mostrou-se mais indicado na abordagem de acoplamento com a material bosénica. O

modelo AD minimamente acoplado com a matéria bosénica ¢ dado de lagrangiana:
Lmin = L ap + Lint + Lk (3.42)

onde £ 4p é o modelo AD original P.49. Os outros dois novos termos adicionais sdo as lagran-

gianas de interag¢do e do campo escalar complexo respectivamente. Suas defini¢des sao:

’Cint = _efy]H +62f‘ufy¢*¢/ (3.43)
LiG = 0ot — M2 . (3.44)

A corrente de Noether global associada a essa transformacio ¢ dada por:

Ju =iy =P u¢"). (3.45)

A dificuldade mencionada em estabelecer a dualidade neste modelo é o fato da cor-
rente de calibre obtida variando funcionalmente a lagrangiana de intera¢do em relagio ao campo
vetorial € explicitamente dependente do campo f .

Utilizando o procedimento para o processo de imersdo, vamos calcular o ver de Euler

do modelo:
K, = p2f —meu,,d"f* —e], (3.46)

onde yz =m?+ Zequ*(,i). Como procedimento padrdo no método de imersao, introduzimos um
campo auxiliar e impomos algumas restri¢ées quanto a sua transformagio. Desta forma podemos

alcangar um modelo invariante de calibre descrito como:

2
8 = Lo = BHK, + 5-B4By, (3.47)

min —
eliminando a dependéncia do campo auxiliar utilizando a prépria equagdo de movimento, en-
contramos o seguinte modelo invariante,
2 2

2
m m em e
/L‘eff = ’CKG — 4_HZF‘UVFAUV + Ee“mAH&VAa - ?e‘uva]y&vAa - E]y]‘u (348)

para obter a expressdo acima renomeamos f, = A, como feito anteriormente. A estrutura ¢

igual ao caso com férmions [33]. Onde um acoplamento minimo na lagrangiana AD é traduzida
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como um acoplamento nio minimo adicionado ao termo de Thirring. A grande diferenca neste
modelo, é no modo que o campo escalar se acopla no modelo com o termo de Maxwell. Este tipo
de estrutura ¢ conhecida na literatura, aparece no modelo abeliano de Higgs com uma interagio
magnética andmala, levando a um modelo eficaz com permeabilidade dependente do campo
[77-79]. Para este caso o termo tipo Thirring nio é suficiente para garantir a invaridncia no
setor da matéria, ao contrario do caso fermionico, mas termos adicionais de massa dependente

do campo escalar (1) faz-se necessirio.

3.3.4 Dualidade MCS/AD com violag¢io de Lorentz

Teorias com quebra da simetria de Lorentz tem atraido grande atengdo na teoria
quintica de campos nas ultimas décadas. Para aprofundar sobre o assunto recomento a referen-
cia [8Q]. Trabalhar com o modelo auto dual com quebra de explicita Lorentz, nos deparamos
com trés possiveis cendrios que frequentemente sio abordados. Dois desses cendrios nio teremos
necessariamente mudanc¢a de dimensdo da teoria, ou seja 2 +1 dimensdes. Ja o terceiro cend-
rio é formulado em quatro dimensdes espaco temporais. Nessas trés abordagens, a simetria de
Lorentz quebrada via a introdugéo de uma vetor constante que faz a teoria ganhar uma dire¢do

privilegiada. Relembrando a lagrangiana auto dual 2.49:

m2 m
Cao= 11y e 0

Na expressdo acima, podemos modificar os dois dos termos apresentados. O terceiro
cendrio, advém de um termo adicionado a interagdo do campo auto dual com o escalar, por
exemplo. Modificando o primeiro termo e acrescentando um termo de corrente, ficamos com a

seguinte teoria abordada em [81]:

m? M '
zAD(l) = Tfthf# - ?eymfyavfa +]ny- (3.49)

onde h,, =1, +Bb,b,, o termo b € uma campo de fundo que seleciona uma diregao preferencial
e § é um parametro da teoria. Seguindo os mesmos passos do procedimento de imersio de calibre
sem interagdo, podemos encontrar a teoria equivalente e invariante de calibre, como sendo:

1 m a 2
’CMCS(l) =- ZFHVFPV + EG“V“A#&,AQ - g [e“vabyo"vA#]

1
~5GHI) G + €99, Ay (171) 4GP (3.50)

No resultado acima foi utilizado as definicées (1) wv =M +abyb, que € o inverso

do termo h,,,, foi adicionado outra defini¢io @ = /(1 — Bb?). Com esse resultado, podemos

yv>
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observar que a presenca de trés novos termos. O primeiro é uma combinagio do termo de
Maxwell com o fator de quebra da simetria [82,83]. Os outros dois termos devidos a corrente
sdo semelhantes ao caso sem quebra, acoplamento magnético e um termo tipo Thirring, agora
em funcido do fator de quebra [81].

O outro modelo que modifica a estrutura inicial do modelo AD, essa modificagio
altera a forma do termo Chern-Simons. Essa altera¢io modifica a forma do tensor de Levi-

Civita, agora sendo escrito em quatro dimensdes:

2
m m _
’L‘AD(Z) = 7f‘ufy - E€Hvaﬁb‘ufvaaf‘5 +fH]H. (351)
onde b, é um vetor constante que quebra a simetria de Lorentz e tem dimensio de massa, j*
¢ uma corrente. O modelo dual foi calculado em [84] utilizando o procedimento de imersio
de calibre. A replicacio deste resultado dar-se de forma simples. Podemos chegar ao seguinte
resultado:

1 1 .. 1 _ b2
Lmcsg =5€"" PouA Iyt 55t ju+ 5 7€ PbyjiFag+ 5 FUFy

1
= 5 bu b FHF . (3.52)

Esse resultado expressa um termo novo causado pela introdugio do vetor de quebra
da simetria de Lorentz, além dos termos de acoplamento nido-minimo e o tipo Thirring, presentes
em outras versdes da dualidade MCS/AD.

Por fim, outro tipo de incluir violagdo da simetria de Lorentz explicitamente na

lagrangiana ¢ inclusio do termo de quebra na interagio exemplo tratado em [85]:
e M P 1o bon y
£AD(3) - 7f fy_Ee fy Vfa+§ y(P (P_zmqbvyf : (3.53)
Podemos aplicar o método de imersio de calibre, e chegaremos ao mesmo resultado
encontrado pelos os autores:

1 m 1 1
Luicsy = =3P Fuy =5 @ Au0, A+ 59,00 P+ ey 6,000 AP + 207y, 11 (3.54)

Nos trabalhos de dualidade citados acima a equivaléncia classicamente foi estabe-
lecia via imersdo de calibre. No nivel quéntico todos os trés trabalhos oparam por construir a
lagrangiana mestra. Essa construg¢do pode nio ser algo trivial. Quando a lagrangiana mestre ndo
¢ encontrada, analise da se¢ao de choque das teorias surge como meio de verificar a equivaléncia

a nivel quéntico [75].
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4 DUALIDADES EM 3+1 DIMENSOES

Todas as dualidades apresentadas até agora foram baseadas no modelo auto dual [26]
definido em 2 + 1 dimensées. Com exce¢do do modelo B.57], que viola a simetria de Lorentz,
ser definido em num espago-tempo quadrimensional.

No cenirio 3 + 1 dimensées com a simetria de Lorentz nio violada, podemos cons-
truir um modelo auto dual através de um termo topoldgico BAF. Onde F,, € o tensor intensi-
dade do campo A, e B, é um campo tensorial antissimétrico. As intensidades associadas aos
campos A, e By, sdo respectivamente; Fy, = d,A, —d, A, e Hyy = 0,Byy + 9By + 94By,s
também conhecido na literatura como campos de Kalb-Ramond [40, 41].

Neste capitulo, estudaremos a dualidade envolvida em modelos contendo o termo
B AF [42,43,59]. Para esta tarefa separei o capitulo em trés blocos. Na primeira parte vamos
estudar a dualidade a nivel clissico [59], porém vamos adotar um método alternativo. Na se-
gunda parte, construiremos a lagrangiana mestre da teoria, com e sem interagio, reafirmando a
equivaléncia a nivel cldssico. Por fim, analisaremos a equivaléncia a nivel quintico através das

integrais de caminho.
4.1 Descri¢io do modelo BF.

Vamos considerar um modelo nao-invariante de calibre composto pelo campo veto-

rial Ay, € o tensor antissimétrico B descrito pela a lagrangiana [42,59]:

uv?

2
m 1 X0

L ADgp = TAMAH - EBWB#V + Ie#“"ﬁBwPaﬁ, (4.1)
onde m é um pardmetro com dimensdo de massa, O é uma constante de acoplamento adimen-
sional e xy =1 que define a dualidade (+1) ou anti-dualidade (-1). Como temos dois campos

envolvidos teremos duas equagdes de movimento uma para o campo A, e a outra para B,

respectivamente:
7%%—%%WM%W:Q (4.2)
By = X6€ 1050 AP = 0, (4.3)
satisfazendo os vinculos:
9, A+ =0, (4.4)

9B =0. (4.5)
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As equagdes {7 e B.3 constituem um sistema acoplado de equagdes diferencias de
primeira ordem. Podemos desacopli-las com auxilio dos vinculos f.4 e f.5, desta forma teremos

a seguinte equagio de onda:

2

m
U+ —

o |P= 0, (4.6)

onde ¢ representa os campos A, e By,,. Este resultado nos diz que o modelo .1 descreve a
dinimica de um campo vetorial massivo. De fato, podemos usar a equagio f.3 para eliminar a
dependéncia do campos na lagrangiana f.T, evidenciando o cardcter auxiliar de By;,. Realizando

tal procedimento encontraremos o seguinte modelo [86]:

m2 2
L= AA~—FUF,, (4.7)

que descreve um campo vetorial massivo com trés graus de liberdade e ndo invariante de calibre,

similar mente a0 modelo £ 4p,.

4.1.1 Propagador do modelo BF

Para finalizar a descri¢io cldssica do modelo, vamos calcular o propagador do mo-

delo. Consideremos inicialmente a equagio f.1],

2
m 1 X0
L ADgrr = > A”AH - EBWBW + T e“"“ﬁBwFaﬁ,

note que o terceiro termo da lagrangiana acima € um termo de mistura dos campos A, € By,..

Vamos reescrever o termo de mistura da seguinte forma:

m? 1 X0
L'ADB/\F ZTA#AH - EB[JVB/W + 7€‘uvaﬂB‘uvaaA‘5
m2 1 1 X0 1 X0
ZTA#AF - EBWB#V + EB‘” (—79‘”@8&) Ag+ EA“ (Teﬂaﬁvé’v) By, (4.8)

esta alteracdo € interessante para escrever este modelo no formato de um produto com trés ma-
trizes. Onde a primeira € uma matriz linha 1 X2 compostas somente pelos campos A, e By,..
A segunda serd uma matriz 2 X2 como os operadores e por fim serd uma matriz coluna 2 X1
contendo somente os campos.

Com estas alteracoes, podemos escrever a lagrangiana f.1] no seguinte formato:
X" 60y, X
’CADB/\F - E OADBAF (49)

onde X uma matriz coluna contendo os campos do modelo € U sp,, . € 0 operador que deveremos
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inverter para encontrar o propagador da teoria.

Explicitando o modelo f.] no formado de um produto de matrizes teremos,

6 -
1 m2niv Eeudpog N\ A,
Con =1 2 . 410
ADpAF 2( A# B“ﬁ )( _XZ_@ “ﬁyvé)y _%napnﬁa Bpa ( )

O modelo ADg,r ¢é nio invariante de calibre, com isso nio requer a adi¢io de termos

de fixacdo de calibre. Para facilitar o trabalho de inversdo vamos recorrer as defini¢ées dos ope-
@)

. .. . " & 1
radores de projegdo em .29 e adicionar mais trés operadores S, P g€l

uva

g- O operador

O ADg,; Pode ser escrito como:

2091V 4 MV Supo
O+ W) ] (411)

OADB/\F = [ _Gapy _%(p(l) + p(2))a,3;Pa

onde as componentes do operador foram escritas de modo a manter a simetria dos indices. Os

trés novos operadores que tém suas defini¢des como

A X0

Syva =7€yvaﬁ&ﬁ/ (412)
PO Lo o._0.0 ) (4.13)

pviap _2( pavp P upPvals .
P =2 (0,1at0y— 0,0+ Oy~ O (4.14)

uv;ap _2( pa@vp ppPva vBWpua vaa)yﬁ)/ .

Os produtos entre os operadores definidos acima atendem a uma édlgebra fechada e
estdo resumidos nas tabelas [} e . Somado com os produtos da tabela I nos auxiliard com os

calculos futuros.

)" @)™
(e o)
@ @M
p Hv,po p uv;ap 0
@) )
Pivipo 0 P pviafp

Tabela 2: Produtos dos operadores de projegio de spin P ¢ P@

R ; A;
T S [ O [ S | e0) ()
A 62 n
Syaﬁ _TDQHV S‘ua o 0 gyv/\ —%ZDPSB,MB gypg 0

Tabela 3: Produtos dos operadores de proje¢io de spin S wvas Opvs Wy pW e p@

Os operadores Pﬁg;aﬁ e Pg;aﬁ satisfazem a rela¢do de completude tensorial,

1
1 2
Piuz;aﬂ +P§1v);aﬁ = E(nyanvﬁ - nyﬁnva) = ]va;aﬁ/ (4-15)
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onde Il ;.4 é aidentidade, de modo que Il,,.q( p(l))aﬁ;pa =(PW) uvpo € H#V;aﬁ(p(Z))aﬁ;pa =(P®@) wvpo-
Sendo os operadores de proje¢do formados por um projetor transversal e um longitudinal a dire-
¢do do momento, quando contraido com o momento em uma dire¢do o operador transversal P()
terd seu resultado nulo, enquanto a contra¢io com operador longitudinal P@) ter4 seu resultado
igual a identidade I[,,,,,4p-

Prosseguindo para o cilculo do propagador da teoria ADp,r devemos inverter o

operador de onda f.17]. Para facilitar este trabalho e criar um algoritmo simples para uso futuros,

vamos reescrevé-lo na forma de uma matriz genérica

A B

OADB/\F =0= C D

0‘1:( A BJ (4.16)
C D

-1, . . . - -1 .. .
onde O ~ é a matriz inversa, essas matrizes satisfazem a relagio OO ~ =1 e a matriz identidade

tem sua defini¢do como:

1:[1 0] @17
0 I

em que [ € a identidade correspondente aos projetores 0, € w,,. O termo I ¢ a identidade
correspondente aos projetores P e P2,

Fazendo o uso da relagio,

A B
CcC D

A B I 0

= (4.18)
C D 0 I
podemos resolver o sistema resultante, encontrando as expressoes dos operadores A, B, C e D

em termos de A, B, C e D,

AA+BC=1 A =(A-BD'C)!
AB+BD =0 B=-A"'BD
= . (4.19)
CA+DC=0 C=-D7'CA
CB+DD=1 D=(D-CA'B)!

Com o auxilio das tabelas [ll, P e B dos produtos dos operadores proje¢do podemos

realizar os calculos explicitamente,

A <[ AR = BEPO (DY) o, COPV]L = [m2(OHY + b?) — 28007 (PW 4+ P@)) — Gapv]-]
$ ap;po

— uv i uv
= O + —w (4.20)
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-1
. . . L1 1y, .
DP9 =(DFipo — CoPi(AT),,, B7P9) ! = [—E(P(l) + P@yafipo 1 — 3abr(Q,, +a)w)SVPU]

_ 2m?

=_ m(p(l))aﬁ;w —2(P®@)apipo (4.21)

-1, 2m?
BHPT = — (AyV)—leﬁ]Daﬁ;pa — [mZ(va + wyv)]] (Svaﬁ) (ﬁ(l)(l))aﬁ}pa + 2(P(2))aﬁ;p0)
2 A
“ne 22

-1
o 1 . A 1 1
CoPY =— (D¥FP7)1C 0 AP = - [E(P(D +P(2))aﬁ’pal (Spou) (mew + ﬁaﬂ“’)

2 A
—_ apv 4.
020+ m? > (#.23)

Logo o propagador do modelo ADg,r ¢ dado por,

1 1 2
. WV o = v uhro
(O7p) " :[ 925“”262 Tt o o ] (4.24)
BAF _ _ (1) ap,Ao _ (2))ap,A
925+m25aﬁv 020+m?2 (P )aﬁ ’ 2(P )aﬁ ’

Podemos perceber que como o operador de onda do modelo ADg,r, os termos fora
da diagonal principal do propagador .24 também diferem apenas pelo o sinal. Isso decorre das

dlgebras exposta na tabela [3.
4.2 Descrigao do modelo MKR.

Neste trabalho, estamos interessados em estabelecer a equivaléncia de um modelo
auto dual f.J com uma teoria de segunda ordem em derivadas e invariante de calibre. Para isso,
consideremos um modelo topologicamente massivo com o termo B A F definido como [43,59]:

02 02 0
o H" " Hypg = FUFy %e”mﬁB wrFap (4.25)

LMKR =

chamaremos este modelo que possui dependéncia do termo de Maxwell e o campo de Kalb-
Ramond de MKR. Os dois primeiros termos do modelo f.25 sdo invariantes segundo as se-
guintes transformagdes: A, — A, + 8ya eB,, = By + aHﬁV’ onde o pardmetro 8, possui uma
transformagio de calibre B, — B, + d,,0 que deixa B, inalterado. Variando o dltimo termo da

lagrangiana f.25] gera uma divergéncia total. As equac¢des de movimento para os campos neste
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modelo sdo:
62 )(6
oy 28 HHV)\'l‘ 1 V)Laﬁ =0 (426)
6
6POHE ) + %ew CHEH =, (4.27)

De modo geral, os campos A, e B, possuem quatro e seis graus de liberdade recep-
tivamente. Por outro lado, devido a simetria de calibre na teoria MKR, alguns deles podem ser
eliminados. Para identificar quais se propagam como modos fisicos massivos ou quais sdo espi-
rios, vamos realizar uma decomposi¢do no espago-tempo nas equagdes dos movimentos f.26 e
[.27. Para este propdsito, vamos dividir o campo A, nas componentes Ag € A;, como também
o campo By, nas componentes independentes By; e B;; e introduzir os vetores espaciais e y

definidos por
Xi=-By, Y= —eleB (4.28)

Com essas defini¢coes podemos escrever a densidade lagrangiana f.25 em compo-

nentes €spaco temporais:

02 , . , - -
Lk == (0:A09"A®~20;A00° Al + g A;0° Al + 9; A0 Al - 9; Al A1)

2
to — (~2od Y~ 2e,3 Y 000" X1 = YK ¥ Y — X N2+ 9, X, X

—Ox (Y19 Ai— Y19 Ag + €T X0, Ay). (4.29)

Calculando as variagdes funcionais de cada componente Ay, A;, X, e §; geram

respectivamente as equagdes de campo:

v2A0+aOaiAi+£9iyi - 0, (4.30)

— 9" (gAY + 9 A) + 9( ek X +d0Y) = 0, (4.31)

V20— 9+ e (aoafyk—ﬁamk) = 0, (4.32)
IZY*+0,0% Y1 + €940, +—(akA0 JOAK) = 0. (4.33)

Tomando o termo de mistura dos campos nulo, teremos os modelos Maxwell e Kalb-
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Ramond livres. As equagbes de campos acima tornar-se-iam mais simples;

V2AY+9%9,A" = 0, (4.34)

DA -9 (A% + 9;A1) = 0, (4.35)
—V2X,;- 9,01 X+ €53 (g YK) = 0, (4.36)
9§Y* +0,0°Y + €790, = 0. (4.37)

Desta forma podemos constatar que, isolando o valor de Ay em f.34 e substituindo

em [.35 a componente transversal de A ¢ dinamica,
DA =0 (4.38)

onde os indices (T) e (L) representam a componente transversal e longitudinal de um certo vetor
no espago tridimensional. As defini¢ées das componentes (T) e (L) de um vetor ¥ sdo véT) = Qijvj
i = i . .
e vy = w'jv, sendo 0;; € w;; os projetores definidos por
i),
d'0;

w'i=—— (4.39)

jEOj-w), W=

Fazendo um estudo parecido com realizado modelo Kalb-Ramond, vemos em .36,

900

(M _
i =€ipgg

yk (4.40)

isto fixa que a componente transversa de X' ndo se apresenta como grau de liberdade fisico,
pois é fixada em termos do campo Y. Considerando que T = 31 + 31 e aplicando em F37

encontramos que a componente longitudinal é que se propaga, deferentemente do modelo de

Maxwell,
0Y,, =0. (4.41)

Visto que a propagagio do campo de Maxwell é transversal e a propagac¢io do campo
de Kab-Ramond ¢ longitudinal. Entdo se faz oportuno expressar a lagrangiana .29 em com-
ponentes transversais (T') e longitudinais (L) dos campos integrantes. Com isto, a lagrangiana

#.29 assume a forma:

. 1
Xt=-By,;, ylziekajk. (4.42)

Com essas defini¢ées podemos escrever a densidade lagrangiana f.25 em compo-

nentes €spago temporais:
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62 _ , , . o
Cunkw == o (9400 47 =20,00° Aiy) + oAV Al + 20 AT P Al + 9.4 D Al )
6 o _
(L) (T) (T) (T) (L)
to (=904} 0ty = Dy Yk = 234y 900 Xy = (V2D + 9,47 9% Y )
=01 (<Y 2o+ Yy 90 A + Yy do AT + T X (D, ALD). (4.43)
M, AM, 4O,

Variando a lagrangiana acima com respeitos as componentes Ay, A;”,

yl(.T) el I(T) geram respectivamente as equagoes:

V2404 9,00 Al + gaiyém =0 (4.44)
990 Ay + p° AP + gaoyf.” ~0 (4.45)
DA™ + gaoyf.“ - geijkafx’gn =0 (4.46)

k i L X k
209°Y{y) = 9"y, + 5= (A0 = Ay ) = 0 (4.47)

2
9°90Yr) —Gijkgogix]m - %&OAI((T) =0 (4.48)
2

i X i Al

ejdod Yip ~ V22D - = g€jid Afry =0 (4.49)

Com as equagdes acima, podemos resolver facilmente o componente temporal Ay,
—
através de .44. Como também a componente transversal do vetor tridimensional X', por meio

de f.49, em termos de outras componentes,

1 ; X )
AO = —ﬁ (&OBZA(L) + 581%”) s (450)
T 1 . )(m2 ,
If ) = We,'jk &O&Jyl(‘T) — TJA'(‘T) , (451)

Procedimento semelhante podemos realizar para resolver a componente transversal

- —
de A e a componente longitudinal de ¥, de modo a encontrar as seguinte equagdes:

2
m .
[D + ﬁ Z(T) = O’ (452)
m?] .

A forma dessas solugdes revela que os inicos componentes fisicos sdo A7) e ¥(),
enquanto os outros sio modos auxiliares ou de calibre. Além disso, como a parte longitudinal
)

_
de ¥ se propaga como uma onda livre, podemos compari-la como a propagagio de um campo
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escalar massivo, ou seja, Y= V ¢, cuja massa depende da constante de acoplamento 0. Assim, os
resultados acima mostram que a teoria MKR definida em .25, assim como o modelo ADg,r,
contém trés modos de propagagio massiva. Para tornar explicita a dualidade oculta entre os
modelos descritos acima, é conveniente introduzir os campos duais associados aos tensores de

intensidade de campo F, € H,,,4, respectivamente, por

- X0

HV = —@ewaﬁHW‘ﬁ, (454)
- X0
Fyv = 7€yvaﬁPaﬁ' (455)

Em termos de campos duais F L € H u» as equagdes do movimento f.26 e A.27 tornar-

S€

6 -
mZHﬁ—ﬂeymﬁ&#FW‘ = 0, (4.56)

F

0 -
yv_}eyvaﬁ&aHﬁ = 0. (4.57)

Comparando diretamente f.5¢ ¢ .57 coma as equagio de movimento do modelo
ADgr B e B3 observamos que os campos duais F w € H,, satisfazem exatamente as mesmas
equagdes obtidas para o modelo ADpr quando realizamos as seguinte identificagdes A, — H u
eB,, — F uv- Portanto, os campos bdsicos do modelo ADgr correspondem aos campos duais
do modelo MKRR. Isso prova a equivaléncia cldssica por meio de equag¢ées de movimento no
caso de campo livre. No entanto, apesar de ter estabelecido a equivaléncia dual, o mapeamento

A,— HyeB,, > F, noslevaa

I m? 1. oo o1
Lry(H,F) = —7H#H“ + ZFWF” - iBﬂVFy , (4.58)
~ =~ 4
em que as identidades F,, F*"" = —%F whH” e Hypo HEYY = —%H yH¥ foram usadas. Observe

que B.58 ndo recupera P.49 e a equivaléncia entre os dois modelos néo é evidente. Uma origem
comum das densidades lagrangianas .49 e .25 pode ser melhor abordada por meio do método

da lagrangiana mestre, que formularemos na se¢io f.3.

4.2.1 Propagador do modelo MKR.
Considerando o modelo topologicamente massivo MKR definido em §.25,

02 02 X0
SMKR = f d*x [—ZFWFW + o M v = TemﬁBWFaﬁ ,
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os dois primeiros termos sdo da teoria de Maxwell e Kalb-Ramond livres respectivamente, ambas
sdo invariantes de calibre e o terceiro ¢ um termo topolégico.
Para a obtengéo do propagador dessa teoria, vamos seguir as mesmas etapas expostas

na se¢do f.1.1. Primeiramente devemos escreve-lo no formato matricial:
17 A
Lmkr = 5 X OmirX, (4.59)

onde o termo Oyxg é 0 operador de onda, uma matriz 2 X 2, o qual deveremos inverté-lo assim
obtendo o propagador. O termo X representa uma matriz coluna contendo os campos A, e
By E conveniente adicionarmos termos de fixagdo de calibre no modelo F25, visto que a
teoria € invariante de calibre. Adicionaremos os termos —%(QHA”)Z e %(3#B“V)2 e escrevendo

explicitamente o operador de onda da teoria teremos:

A XQ A
— L ghAop
@y,aﬁ;v,Aa _ 0M+fg > € ap

MKR+fg = | X0 apvy 2, , (4.60)
2

OAKR+ fg

note que assim como o modelos ADg,r a diagonal secundéria do operador contém somente
termos de mistura dos campos, aqui foi realizado o mesmo procedimento no termo topolégico
escrevendo como a soma de duas metades. Na diagonal principal da matriz, temos os propaga-
dores das teoria livre de Maxwell O, f¢ € 0 da teoria de Kalb-Ramond Okra fg» €m ambas as
teorias foram adicionadas os termos de fixagdo correspondente. O operador da teoria de Maxwell

¢ dado por,
A 1
O fq = 620Nt — M) + Xa#a# (4.61)

e o operador da teoria de Kalb-Ramond e seu fixador sio,
A 620 6>
OMkr = _W (nyanvﬁ - nyﬁnva) - M (nyﬂav&a - T];wc&v&ﬂ + Tlvagyaﬁ - nvﬁgyaa) , (4.62)
A O
Oy = Y (146900 = Mua @ 9p + Moau0p = Ms0,a ) (4.63)

As componentes do operador de onda foram escritas desse modo a fim de manter
a simetria dos indices. Utilizando das definigdes dos operadores de projecdo de spin 0, W,

S wva P e P@ encontraremos

A O
O g = OO + T (4.64)
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para o operador da teoria de Maxwell e

5 00 O
_ 1 Ao _ 2 A
Omikrs g = —5— (PM) *#47 > (P@)apito, (4.65)

para a teoria de Kalb-Ramond. O operador Opxg+ f¢ em fungdo dos projetores torna-se,

@y,aﬁ;v,/\a _

OO + ~Guo
MKR+fg —

Sapv _2273 (P(l))aﬁ,)ta _ % (P(Z)) ap Ao ] (4.66)

Seguindo o desenvolvimento da obtengdo do propagador ADjg,r, vamos escrever o

operador Upxr+ fq de forma genérica, tendo o intuito de encontrar a forma do seu inverso

A B
, e o1 2( C D ], (4.67)

A B

Omkrefg =0 = c D

Utilizando a relagdo de identidade 00! = I, temos

A B I 0

= (4.68)
C D 0 I
que ao resolver encontraremos um conjunto de quatro expressdes dos operadores A, B, C e D
em termos de A, B, C e D,

A B
CcC D

AA+BC=1 A =(A-BD1C)!
AB+BD =0 B=-A"'BD
= . (4.69)
CA+DC=0 C=-D7'caA
CB+DD=1 D=(D-CA'B)!

Podemos calcular explicitamente cada componente da matriz inversa

AHY =[A‘uv _ Bypa(D—l)aﬁ;pacaﬁv]—l
-1
O A 2m2 1 ZCE 2 A
= [(QZDGW + ch) — Gupo (—GZDpﬁvﬁ{m =Py 00 |5

1

A
gy Zmw
620 +m29 - 0% (4.70)
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Dipo =(DBiPo — CoPH(ATL),, BYP7)~
-1

2
_ _g_(p(l))aﬁ po_ %(p<2>)aﬁ,pa+§aﬁu(61 0+ é ww)swa]
m
2m? 28
— 1 7 — — 2 7
__m(m )) a.po = (P@)appo (4.71)

BHPO =—(A¥)71B,, ]Daﬁ;po

1 A 28
_ 1 00 _ = 2 ,
__|92—D9w Z o ]}( SW;;)[ m(g ))aﬁp = (p( >)aﬁpa
2m? .
=- " SHPO (4.72)
HZD(QZEHmZ)

Caﬁv - _ (Daﬁ;pa)—l CPU.UAFW
-1

620 U A 1 A
— 1 2 ; —
= _%(P( ))aﬁ ipo o (p( ))aﬁpa] (SPG#)(szerz oL 4 Dwuv
2
__ o gapy (4.73)
020 (620+ m?) '

Logo o propagador do modelo MKR ¢ dado pela matriz,

1 A 2m2
= guv 4 Ly __“m  culdo
(Ohee) 7 =] T = POl (4.74)
MKR L apv _ 2m? (P(l)) aBAo _ 28 (P(Z)) aBAo ’
020(620+m2) 020+m2 O

Comparando este resultado f.74 com o .24, podemos observar que os polos fisicos
dos dois propagadores sio iguais, ou seja, 021+ m?, e confirmamos que o espectro de particulas

de ambas as teorias sdo equivalentes.
4.3 Dualidade via lagrangiana mestre.

O estudo da equivaléncia entre modelos quadrimensionais contendo um termo topo-
l6gico B A F foi realizado pela primeira vez em [59], neste artigo os autores usaram o formalismo
de imersdo de calibre, procedimento de mostrado na se¢io .3, para estabelecer a dualidade
cléssica entre B.1) e B.25. Neste se¢io empregamos o método da lagrangiana mestre [27, 33],
que estende e interpola esses dois modelos estudados ADg,r ¢ MKR. Além disso, este método

permite uma maior praticidade ao estender a equivaléncia ao nivel quantico.
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4.3.1 Dualidade clissica.

Vamos iniciar pela densidade lagrangiana f.25 escrita explicitamente em termos dos
campos fundamentais A, e B,. Seguiremos os passos expostos na secio 3.1 e introduziremos
dois campos auxiliares IT, e A, para reduzir a ordem das derivadas do modelo, desta forma

buscamos obter uma teoria de primeira ordem nas derivadas:

0? 02 X0
LMKR =5 HM"H o — ZF“FF —~ Ie#mﬁB wFag

£MKR i ’L‘M :ﬂHFG#Vaﬁ&VBaﬁ +bHHHH
vap % X 0 vap
+eA €I Ag+ AN A, - 76“ B0 Ag, (4.75)
onde a, b, ¢ e d sdo coeficientes constantes a serem determinados. Um fato novo neste modelo
¢ que devido conter dois campos dinidmicos, devemos introduzir dois campos auxiliares para
reduzir a ordem das derivadas nos termos cinéticos do modelo. Devido a presenc¢a de termos
com os campos auxiliares I, e A, a0 quadrado, podemos calcular as equagdes de movimento

desses novos campos:

a
=—-—€
wT T op e

C
Ay = =7 umapd AP, (4.77)

IT 0B, (4.76)

Podemos substituir as equagdes de movimento dos campos auxiliares na lagrangiana
mestre f1.75, desta forma eliminaremos a dependéncia dos campos Il e A;,. No final deste pro-
cedimento, a lagrangiana mestre torna-se a lagrangiana do modelo MKR. O que nos possibilita

fixar algumas os coeficientes adicionados:

2 2 2
a 0 c
—=— — =-62 (4.78)
b 2m?’ d
Ainda nio conseguimos solucionar completamente os quatro coeficientes. Entre-
tanto, o mesmo procedimento pode ser realizado para os campos A, e B,. E desta forma

solucionar a fixagdo dos coeficientes. Calculando as equagdes de movimento dos campos basicos

Ay e By, encontramos respectivamente:

0
e Iy + e By, =0, (4.79)

0
ae P 3,11, et 9, Ay = 0, (4.80)
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resolvendo estas equagoes,

2a

A# = EH” + &yqb, (4.81)
2c

Buv = EAW+&#ZV—8VZH (4.82)

_ o _ B S )
onde ¢ e 1, sdo campos arbitrdrios. Substituindo as solugdes A.81] e na lagrangiana mestre
devemos encontrar um modelo independente dos campos bésicos. Impondo este modelo ser o

£ ADg,p» Podemos fixar:

&) 2
a2 b=2, (4.83)
2 2
X0 1
=t d=—-. 4.84
c== 1 (4.84)
Agora podemos escrever a lagrangiana mestres completa da seguinte forma:
X0 m?
’CM :7H#€“V“ﬁ8VBaﬁ + ?HHHF
X0 1 X0
+ TAWGF‘V“ﬁo"aAﬁ - ZAWAW - 76“1’“‘63#1,0"“1%. (4.85)

A lagrangiana f.85 interpola os modelos |1 e f.25 com o esperado. Esse meca-
nismo transforma modelos sem invaridncia em modelos com simetria de calibre, adicionando
termos que nio aparecem em suas versdes originais. A invaridncia de calibre de f.8Y sob as
transformagées 0A, = d,A e 6B, = B, —J,B, com 611, =6/, = 0 agora ¢ evidente. Com
o método da lagrangiana mestre, fomos capazes de estabelecer a rela¢do de equivaléncia quando
o acoplamento a outros campos dinimicos sio considerados e temos um formalismo simples

para a investigacio da teoria no nivel quantico.

4.3.2 Dualidade cldssica com acoplamento linear com a matéria.

Na secio anterior desenvolvemos a dualidade ADg,r/MKR ambas sem interagdo
com matéria. No entanto, é fundamental garantir que essa equivaléncia também seja vilida na
presenca de fontes externas acopladas aos campos. Nesta se¢do assumiremos apenas acoplamen-
tos lineares com campos externos, cujas correntes associadas sio compostas apenas por campos
de matéria. Os casos que envolvem acoplamentos nio lineares ou quando as correntes dependem
explicitamente do calibre ou dos campos auto duais nio serdo contemplados neste trabalho.

Vamos considerar a lagrangiana mestre f.85, adicionaremos trés novos termos. Um

termo descreve dinimica dos campos de matéria £(1) e os outros dois termos sdo acoplamentos
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com setor dual da lagrangiana:

X0 m? X0
,C]II\Z)/I :7Hy€PV“ﬁ0')VBaﬁ + 71_[#1_[# + TAyve‘uvaﬁga,Aﬁ
1 X0
= N Ay = e B, 0 A T+ A ¥+ L), (4.86)

Note que devido 4 falta de simetria de calibre no setor auto dual, as correntes de
matéria JV e 7, geralmente nio sdo conservadas. Para tornar nossa andlise o mais geral possivel,
ndo assumiremos nenhuma forma especifica para o setor de matéria por enquanto, somente a

imposi¢do que as correntes de matéria ndo devem depender do calibre € nem dos campos 1T, e

Ay

Vamos separar esta avaliagdo em duas etapas. Primeiramente, removeremos a depen-
déncia dos campos de calibre em B.86. Variando funcionalmente a agdo f d4x£;\l)4 em relagdo
aos campos A, e B}, obtemos suas equagdes de movimento correspondentes cujas solugdes sao

dadas por;

Ay =TT, +0,¢ (4.87)
By =My +9,5, -0, %,, (4.88)

este resultado é semelhante as solugdes {.81) e .87, Fato devido aos campos de calibre nio serem

acoplados aos campos de matéria. Substituindo as solu¢ées B.87 e .88 em f.86, encontraremos

¥

o modelo auto dual acoplado da matéria que chamaremos de £,

_m? 1 X0

oA TILITH = 2 A A+ TR0, A + T JH + A, JH + L), (4.89)

ADgr — 2

A préxima etapa, vamos eliminar os campos I1 e A v da lagrangiana mestre. As

equagdes de movimento para os campos duais sao:

X0 1
Hy = _ﬁeyvaﬁnga'B - ﬁ]‘u (490)
Ay = XO€apd AP +27 . (4.91)

Analogamente o que foi feito na equagio f.89, substituindo B.90 e f.97] na lagran-

giana mestre 5;& devemos encontrar o modelo MKR com interagao:

2 2
Lk =z Hural " = < Py = Sy B 0 A = 75 By et
1
- ﬁ]#h * XQAHeMWﬁ&Vgaﬁ + Iy + L) (4.92)

Com o resultado acima, fica claro que a densidade lagrangiana 5;/\)/H<R corresponde
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ao modelo f.25 interagindo com a matéria por meio de correntes “magnéticas” mais termos
tipo Thirring envolvendo apenas os campos de matéria. Uma densidade lagrangiana semelhante
a 4’()4“{ apareceu anteriormente em [59]. No entanto, a abordagem utilizada foi baseada no
método de imersdo de calibre, o que difere do desenvolvido nesta se¢do. Também podemos
observar que as equagdes de movimento para os campos I1, e Ay, no modelo .89 e para os
campos de calibre A, e B, no modelo podem ser modeladas da mesma maneira, por meio

da identifica¢io:

1
M, = Hy=— ], (4.93)
Ay = B +27 . (4.94)

Vale ressaltar que a dualidade entre os modelos ADg,r/MKR as teorias trocam aco-
plamentos lineares IT,J# e A, /", envolvendo correntes ndo necessariamente conservadas no
setor auto dual em acoplamentos nio minimos A #e“"“ﬂ 3;;3 ap€B We‘“’“ﬁ d,J g no setor de calibre,
cujas correntes associadas sio conservadas. Além disso, os termos da matéria de auto interagdo
sdo gerados naturalmente, o que desempenhard um papel decisivo para garantir a dualidade no

setor da matéria, como veremos a seguir.

43.2.1 Setor de matéria.

A equivaléncia em nivel classico foi estabelecido nas equacoes f.93, B.94 garantindo
que as densidades lagrangianas f.89 e sejam compativeis, uma vez que ambos os modelos
obedecem as mesmas equagdes de movimento na presenca de fontes externas. Porém, para que
essa equivaléncia seja concluida, é necessdrio também verificar o que acontece no setor de matéria,
quando essas fontes sdo dindmicas.

Para esse estudo, vamos considerar as equa¢oes de movimento do campo de matéria

. Iniciaremos nossa investigagio pelo o modelo L'ﬁD descrito em [.89, entdo:

0 i 1) 0L(1) oJH ogt
_51P fd xLep =0 :>—&p +H”_61p +A”V—(St/) =0
oLy _ L of o og
:W RSy T oy (4.95)

Por outro lado, podemos reescrever as equagdes de movimento dos campos 1T, e

Ay, da seguinte forma:

0
m2ITH + %eﬂmﬁav/\aﬁ =_JK, (4.96)
1 0
5 ARV — )%euvaﬁaan g=J", (4.97)
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que podemos retirar diretamente os seguintes vinculos

m?d, [T+ = =9, J¥, (4.98)
Iy N =20, M. (4.99)

Substituindo a equagio f.97 em .96, eliminamos a dependéncia do campo A,
dessa equagdo. Resultando uma equagio em fungio do campo I1, e dos campos de matéria,
62
(6200 +m?) I+ = -]+ - ] - XOEH B9, g, (4.100)

para a obten¢do do resultado acima foi utilizado a igualdade m28 [T+ = —d,J#. Adicionando a

defini¢io do operador de onda R™1 = (D + = ) podemos reescrever a equagio acima como:

R 02
IT, = —= (]y+ﬁ&y8vjv+)((9€ymﬁ8vﬂaﬁ). (4.101)

Fazendo um processo andlogo do descrito acima, agora buscando uma equagio con-

tendo somente o campo A, € os campos de matéria, encontramos:

N

R
Ay =~ 6)2( 212 1y +260%0%0,F o= 00 o |+ XO€ s dIP). (4.102)

Finalmente podemos escrever a equagio B.95 livre da dependéncia dos campos duais

IT, e Ay, substituindo {.107] e . 102 em #.95 temos:

oLW) _R[ 6 LG
6770 za ]y+ﬁ&[_l(a ]V)+X6€[Jvaﬁa g p @
R [2m2,+2620 (9,0~ O a0 20 4103
+§[— m g#v"‘ ( ygva_ nga)-l-}( €‘umﬁ ] ]W ( . )

esta é uma equagio diferencial ndo local, expressa apenas em termos dos campos de matéria.
Podemos fazer a andlise acima, tendo o ponto de partida o modelo zlll\j/IKR' As equa-

¢oes de movimento para os campos de matéria neste cendrio so:

5J*

5 oLy) (1 oJt 7
w fd4x£}\2)/lKR =0 ﬁW - ( 2]# ) 5110 ( 23}” {lV) W =0 (4104)
6L(y) (1 o] N
=2 = () g+ (2 F) 109

onde foi utilizada das defini¢es .54 e f.55 para os campos duais.
Para eliminar a dependéncia dos campos duais F v € H u em f.105, vamos calcular

as equagdes de movimento para os campos, iremos usar as defini¢ées de H, e F, estabelecidas
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anteriormente;
271, + 26,030 % = —x0 v Jop (4.106)
ety zxewaﬁ = “XV€uap ’ :
- 0 - X0
_Fyv + EewaﬁomHﬁ = Weyvaﬁ&a]ﬁ/ (4.107)
reescrevendo {.107]
~ 0 ~. X0
F‘uv = EeyvaﬁO-WHﬁ - WG‘UvaﬁO-m]ﬁ. (4108)

Substituindo este resultado em f.10 teremos uma equagio que relaciona o campo

dual H,, com os campos de matéria somente,

- _ RJe? ) )
A, = ?lﬁ(%_a’ﬁ T.) = X0€ 059" J ﬂl. (4.109)

Utilizando o resultado acima e inserindo na equagio f.107 teremos,

Fu=-2R0J - ; [2020% (9,8 va = 943 o) + XO€ s ?*TF]. (4.110)

Conhecendo as equagdes f.109 e B.110, podemos prosseguir com a investigacio da

equagdo de movimento do setor de matéria do modelo MKR,

0L(Y)
o

1, o R(6? . _ v oas) | O
[ﬁ(l_RD)]F‘—F@(ﬁ&“a ]V+X6€[.1V(Xﬁ& J ﬁ)‘lﬁ
5JH

A R
+|2(RO-1) 7, + 55 (26707 (8yﬂva—&vﬂw)+)(9€#mﬁ8“]ﬁ)] .

(4.111)

~ 2 ~ 2
Lembrando da defini¢io R~ = (l:l + %) para escrever (] = R™! - %, podemos re-
agrupar os termos em f.1T7] da seguinte forma:
5L(1) R 62 NG
o0 ) l]y + ﬁ&y (31/]1/) + XO€ 1y0p9" TP 50
R ogH
t o [-2m27 1, +2020%(9, o = 94 o) + XO€ 0T ] R (4.112)

Comparando f.103 com B.112, concluimos que os setores de matéria dos dois mo-

delos originam as mesmas equagdes de movimento. Desta forma, mostramos que os modelo
B89 e sdo equivalentes e estabeleceram a dualidade cldssica entre as teorias quando sdo
considerados acoplamentos com campos de matéria dinimica.

Considerando, como um caso particular, um campo de matéria fermionica minima-
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mente acoplado ao campo auto dual Il e assumindo as seguintes identificagées:

L)) = Lpirae = P(iyHd, — M)y, (4.113)

onde M ¢ a massa do campos de Dirac,

Ju— —ely = —epyy, (4.114)
Jw—0, (4.115)

sdo as correntes fermidnicas com e sendo uma constante de acoplamento adimensional. A equa-

¢do encontrada em torna-se simplesmente:

M(“b) []# aV]V)l 611# (4.116)

(iytd, - M) = QZR]W/ Y, (4.117)

relembrando da relagdo d, J+ = —m28y1_[” e do vinculo de Lorentz d,IT# = 0 que o campo IT,,

obedece. Este resultado que concorda com o resultado obtido anteriormente na literatura [59].

4.3.3 Dualidade Quantica.

A verificagio da equivaléncia quéntica da dualidade ADg,p/MKR via a¢do mestre
ainda se encontrava pendente na literatura. A discussdo escrita nesta se¢io conjuntamente com
toda andlise estabelecida ao longo do capitulo || nos proporcionou a publicagio de [61]. Para
a abordagem da dualidade em regime quintico vamos utilizar os formalismos das integrais de

caminho. O funcional gerador ¢ definido como:
ZW) =N f DAFDBI DITHD AW exp {i f dtx [zfd]} (4.118)

onde V' é uma constante de normalizagdo e a lagrangiana 46[ definida em f.86. Nosso objetivo
¢ avaliar a lagrangiana efetiva resultante da integracio sobre as configuragées dos campos.
Para realizar a integragdo sobre as configuragdes dos campos A, e By, vamos pri-

meiramente adicionar dois termos a lagrangiana mestre da seguinte maneira;

¥ m2 1 v XG vap v XG vaf
’CM :71—1 H#—ZA[JVAy —76‘11 B#V&aAﬁ'i'H‘u]‘u‘i'Ayvgy +7A#V€‘u 8aAﬁ+’C(¢)

0 0 0
+ %H LEF7B, B+ L() + (%e”"“ﬁl_[ 1YY AP — %e#mﬁn #O’WA“ﬂ) (4.119)
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os dois tltimos termos foram adicionados de maneira que podemos reescreve-los como,

X0

0 0
S T A B Ag = et AT

0
o == e BBy 0y Ag + e BB, 0 Ty +

X0 X6
=i - 5" Byyda(Ag - H5)+—6W“5A 0a(Ag—TIy)
o X0
=L+ et B (N =By ) da (A5 ~Tlg). (4.120)

Note que restringimos a contribui¢do dos campos A, e B, somente do segundo
termo. Dessa forma, podemos fazer uma mudanga nos campos de calibre através das relagtes
Ap— Ag+1llge By, = B, + Ay, 0 que nos permite reescrever a equagdo f.12( desacoplando

os campos de calibre,

X0

£ o= LY - et B daAg. (4.121)

Substituindo este resultado no funcional gerador obtemos,

2) =N [ DAFDB DIIHDA exp [i | d4x5ﬁD]exp [i Il d4x—%6€“mﬁBwo"aAﬁl
(4.122)
Toda a dependéncia dos campos de calibre da equagio acima, estd centrada no termo
puramente topoldgico, nao adicionando conteddo fisico a teoria. Isto nos permite escrever o

tuncional gerador da seguinte maneira:

Z(W) =N f @H@Aﬂvexp[ f L2 H,A,yb)]

=Z apg, (W), (4.123)

onde,

m? 1 X0
eff(n A1) = —H 14— 4AWA#V+7HH6W“ﬁ8vAaﬁ

+ILJE+ A, JH + L), (4.124)

este resultado corresponde ao encontrado anteriormente em f.89. Podemos calcular as fungdes

de correlagdo através de f.123. As fungdes de dois pontos em relagdo as fontes ], e 7, deste

modelo sio,
1620) 1620y @) _ L 310) )
P0[(x) i O (x) i) 5 5)(%) Z apg, () = TTH(x1)0,,00(x1 = X)Z apy, (V)

=11, (X)Z apy,(¥)
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1 8%Z(y) (1 ) )152ADBAP(¢) 1 6
1 . - _= I1,(x)Z
2@l \id0) T ol 15 270V
5
=Ha(x)H”(x1)%ZADBAF(¢) =TT, (0)ITH(x1)0,8()0(x1 = Y)Z ADy . (V)
:Ha(x)nﬁ(y)ZADB/\p (IP) (4125)
1 0Z() 10Zapy, (@) 0 u(x1) o
107,(x) 1 0 4p(x) = &) 0 ap(x) Z app(§) = AT (x1)0400yp0(X1 = X)Z Dy ()
=N ap(X)Z aDg, (¥)
1 820 (18 \10Zup,,() 1 6
257 0 ag®) (z‘ Mpa(y)) i 0dp0) 107,50 #0700 V)
0 (x1)
=N ap(0) A (x1) 5 5‘;0 (yl) Z apg, W)
:Aaﬁ(x)A#v(xl)éypévaé(xl _y)ZADBAF(IP)
=N a0 poZ aDy ). (4.126)

Assumindo ], = 7, = 0 podemos escrever as relagoes acima como:

(meme) =(mene) (4127)

ADBAF

<Hy1(x1) "'H.UN(xN)>M = <H#1(x1) ...HyN(xN)> . (4.128)

ADBAF

Expandido estes resultados, teremos as seguintes relagdes de correlagio do modelo,

(M) = (Au@A) (4.129)

<A iy (1) e A (xN)>M - <A iy (1) e A (xN)> . (4.130)

Dpar

Explorando um pouco mais da dualidade a nivel quintico. Vamos encontrar a la-
grangiana efetiva para os campos de matéria. Este trabalho torna-se mais simples se escrevermos

na forma de matrizes, semelhante ao trabalho realizado em f.9,

1.r.
zg})f = EXT@MKRX+XTJ+ £(1) (4.131)
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onde os termos X e J sdo matrizes contendo os campos vetoriais e as correntes respectivamente,

X

, e J:(]“ ] (4.132)
g‘ﬂ/

Para realizar a integragio funcional, vamos utilizar a férmula a integra¢do de cami-

nho gaussiana sobre um campo bosénico x
1 1 _ e
fexp [— (E(x,Ax) +(b,x) + c)]dx = exp [E(b'A 1p) - cl(DetA) 2, (4.133)

Aplicando a férmula acima do modelo ﬁg})f, obtemos,

Z iy @) =N [ DX exp li | d%(%XT@ ADBAFX+XTJ+£(¢))]

1

174 A
=Nexp|—i f d4x(§JT(9;4§DBAPI —£(¢))](—iDet0 ADgr)
:Nexp[i f d%(—%f@ggm J+ z(lp))] (4.134)

o determinante —i Det() ADg,; ¢ independente dos campos e pode ser absorvido pela constante
de normalizagdo. A expressdo entre os parénteses em f.134 nomearemos de L'g,)f(yb), escrevendo

explicitamente teremos,
£9.) =£(y)

v 2 Ao
_l(] g g )[ 62D+mz8 + a)# o2 92D+mzsy ]( ]V ]
2\ Ju da m

6)2D+m2 Saﬁv  20+m? (P(l)) 7 =2 (P (2)) P )\ pa
(4.135)

Realizando o produto matricial acima e utilizando as defini¢bes dos operadores de

pI'OjC(;éCS encontraremos,
92
eff(lib) ’C(lp) m [ ]y]v + _]‘u&‘u&v]v +X6€'upay]y0—)ygpa XeeaﬁngaﬁgA]V

—m2J J o5 = 02 o5, (9°FPF - 9P 7P%)], (4.136)

podemos ainda fazer uso da defini¢io de R™! = (D + ) para escrever a expressdo do seguinte
formato,
L% ) =< v OO ), + x0097],0, 9. 20 1y
f(lp) (w) 92 ]/,J 2]y ]+ x0Be ]y yd po — XUE ap 2y

—ngaﬁgaﬁ =027 450, (9°7PF - P g9 (4.137)
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Este resultado ¢ a lagrangiana efetiva para campo de matéria. Podemos verificar
facilmente que a equagido de movimento da densidade lagrangiana f.137 ¢ igual ao resultado
e encontrado na se¢do anterior. Com isso a equivaléncia quéntica no setor de matéria
fica estabelecida.

Agora, por completude, realizaremos a integra¢do funcional sobre as contribui¢es
dos campos IT, e Ay, Deveremos encontrar um resultado somente em fun(;ﬁo dos campos de

calibre A, € B, Deslocando os campo IT, — IT, +H ] e Ny > Ay +Fy, +2£W na
#’

lagrangiana £}, encontraremos,

=£(I1,A)+ £9.(A, B, ) (4.138)

i

o reescalonamento proporciona o desacoplamento dos campos na lagrangiana mestre. O pri-

meiro termo do lado direito da igualdade tem dependéncia somente dos campos I, e A,

m? 1
ST A) = STHI, = AR Ay, (4.139)

Substituindo f.138 a lagrangiana mestre
Z() = NfZDA.“Z)B#VZ)HHDA#Vexp[ fd‘lx[l(l_[ A)]exp[ fd4x£eff(A B, 1/})] (4.140)

A integragdo sobre o campos [T, e A ,,, torna-se ficil pelo cardcter gaussiano de f1.139
resultando efetivamente em um nimero que podemos incorporar na constante de normalizagio.

Desta forma, o gerador funcional f.11§ resulta em,

Z() =N f @A#@Bwexp[i f d4x££})f(A,B,t,b)] (4.141)

=Zpkr(Y) (4.142)

onde,

62 62 X0
AS’(f(A B,y) = —HyoH V“—ZF P -2 C € apB I AP

GB wapg Jo— —=J,J*
Com2 w€ olp 271’12]“]

+xOA €0, 7 np+ T 1 I + L), (4.143)

que é o mesmo resultado encontrado em .92

Podemos calcular as fun¢des de correlagio deste modelo através de #.14( e comparar
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com o resultado obtido em {.129 e B.130. As fungdes de dois pontos de B.140,

10Z2(y) _10Zymkr@) |5 v 1
P00 i 8J.(x) [H“(x) mzja(x)]ZMKR(‘P)/

1 6*Z(y) _(1 o ) 10Z Ay, ()

= #@xﬁé(x - y)ZMKR(gD)

206a®)0Jg(y)  \i0Jgw)) i Oalx)
_ 1 _ 1
+|Hq(x) - ﬁ]a(x)‘l lHﬁ(}/) - ﬁ]ﬁ(y)lZMKR(ED)/
1 82Z®) PN i
2 6], ()3]5(y) o = [Ha(x)Hﬁ(y) + - 20ap0(x _y)]ZMKR- (4.144)

162(Y) _16Zyxe(¥) _pp
100,p() 1 0dap() [Fap()+ 25 0p() | Zuakey

1 8*Z() (1 0 ) 16Zykr(¥) _

= =2i04,08,0(X = Y) Zpkr(Y)

267 jo0T ap®)  \107 o)) i 07 4(x)
+ [ﬁpo(y) + zgpa(y)]ZMKRlp
1 P2Y) Ip o .
267 06(0apW)|_,_ [Fap@)F po ) = 218350~ 1) | Zuacn(¥) (4.143)

J=3=0

Podemos escrever as relagées acima como:

<H H(X)HV(y)>M = <H #(x)ﬁv(y)>MKR + termo de contato, (4.146)

<A w0 ,6(Y) >M = <F #V(X)F o) >MKR + termo de contato, (4.147)

Estendendo estes resultados para N campos, teremos as seguintes relagoes de corre-

lagio do modelo,

<H#1 (x1) ... H“N(xN)> = <Hy1(x1) ...H#N(xN)> + termos de contato. (4.148)
M MKR

<AMV1 (1) e Ay (xN)>M = <1~:#1V1 (x1) F#NVN (xN)>MKR + termos de contato.  (4.149)

Comparando este ultimo resultado com os f.129 e B.130, encontramos

= <H#1 [B(x1)] ---ItlyN [B(xN)]> + termos de contato,

<Hy1(x1)"'HuN(xN)> MKR

BAF

(4.150)

= <F#1V1 [A(xq)] "'?#NVN [A(xN)]> + termos de contato.

<Ay1v1 (1) - Aoy (xN)> MKR

Dparp

(4.151)
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Os termos de contato ocorrem sempre que o expoente no funcional gerador possui
dependéncia quadritica na fonte J. A derivada funcional aplicada na exponencial, quando atua
sobre termos da ordem de J?, resulta em termos do tipo 0uy0(x —Y), que sdo nulos somente
em um ponto x =y e u = v. Da relagdo acima, temos entdo os mapeamentos duais obtidos
naturalmente via a¢io mestra:

X0

H‘u - H[l = ﬁeyvaﬂ&VBaﬁ (4152)

Ay = Fuy = x0€,00% AP (4.153)

estabelecendo a equivaléncia quantica entre as teorias.
Podemos nos aprofundar um pouco mais no estudo da equivaléncia a nivel quantico,
semelhantemente a andlise realizada no caso ADg,p, vamos calcular agora a agio efetiva para o

®)
e

campos de matéria. Com este intuito, vamos reescrever £ frem func¢io do produtos de matrizes,

ﬁgS)f(A/Bﬂ,b) :XTOAMKRX+XTT+ G(],g, LP) (4154)

onde G(J,J,¢) = —ﬁ]“}u +J wd"" + L(), ndo depende dos campos vetoriais A, e By,. A

matriz envolvendo as fontes foi levemente modificada,

J= [?“) (4.155)
]yv
0

= = X - N s
onde J,, = X@eyva!ﬂvﬂ“ﬁ efu = ﬁewaﬁo””‘]ﬁ, a defini¢do da matriz X ¢ a mesma jd utilizada
anteriormente, uma matriz coluna contendo os campos A, € By, .

Feito isso, podemos resolver a integragio funcional B.147] através da férmula f.133,

ficamos com a seguinte expressdo

Zoakr(@) =N f DX exp[i f d4x(%XT(§MKRX+XTj+ G(j,ﬂ,w))]

1

1~ n _ R _
—Nexp [—i f d4x(§JT0;/}KRJ—G(],J,I,D))](—iDetC?MKR) ’
—Nexp [i f d4x(—%jT@;}KRj+ G(]g,zp))l (4.156)

como o caso anterior, o termo (—i DetO MKR) ¢ independente dos campos podendo ser absorvido

pela a constante de normalizagio.
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Escrevendo explicitamente o termo entre parenteses da expressio f.15¢ temos

L) = £0) = gl +
1 Quv Qv 2m? Spo ~
@ Ta)| T "o , oo (g]
S \dw Japll o g 1 _2%(pe I
QZD(QZDHHZ) " 92D+m (P( ))aﬁpo (P( ))aﬁpa ]pa
(4.157)

Apés algumas manipulagdes algébricas e utilizando as defini¢ées dos operadores de
projecdes, podemos reescrever produto matricial acima como

1 [szgyvgyv _ Qzaqwga(aygav _ gvgay)

eff(lnb) £(¢) 'm 2]‘11]#4'04;11/04 020 + m2

0’0 02
+X0€yvaﬁjyé)v3aﬁ - Xeeyvaﬁgyvga]ﬁ - ﬁ]‘ul‘u + ﬁ]y&y&v]v (4158)

organizando os termos da expressdo acima, e usando a definigio de R~ podemos escreve-la

como

92
L) =£@w)- hJ + 2504049, + XOE a9 TP = X0 yp I 3P

+GZDHW£’” =027 0u(I* T = 9" JH)], (4.159)

este resultado é o mesmo encontrado no modelo ADgr na expressio f.137. Neste modelo,
como no anterior, a agdo efetiva para o campo de matéria nos fornece como equagio de movi-
mento um resultado j& mencionado anteriormente e B.112. Desta forma, mostramos que

a dualidade quéntica ¢ estabelecida no setor de matéria nos dois modelos da dualidade.
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5 CONCLUSAO E RESPECTIVAS.

Neste trabalho, revisitamos a dualidade entre os modelos auto dual e Maxwell-
Chern-Simons em dimensdes de espago-tempo 2+1. No estudo dessa dualidade algumas formas
de estabelecer a dualidade entre duas teorias, ou até mesmo encontrar uma teoria equivalente in-
variante de calibre forma mostradas. Ao incluir matéria aos modelos da dualidade, observamos
que um acoplamento minimo ¢ traduzido ao outro modelo como um acoplamento magnético.

Nos capitulos ] e [ todo o arcabougo tedrico é realizado para finalmente encararmos
um desafio ainda maior.

No capitulo H, revisitamos a dualidade entre os modelos auto dual e o topologica-
mente massivo envolvendo o termo B AF, agora em 3+1 dimensdes espago temporais. O estudo
dessa dualidade ao incluir acoplamentos com matéria fermiénica foi realizado pela primeira em
[59] utilizando o procedimento de imersdo de calibre. Este procedimento estd descrito no ca-
pitulo B, que consiste em adicionar contra termos, com a finalidade de embutir a simetria de
invariancia de calibre a uma teoria nio invariante.

Em nosso trabalho, optamos em considerar outra abordagem, o método de agio
mestre, pelo qual obtivemos uma densidade lagrangiana fundamental que interpola entre os dois
modelos e fornece uma prova direta da equivaléncia dual, tanto no nivel classico quanto no quin-
tico. A agdo mestre nos permitiu relacionar as equagdes de movimento desses modelos por meio
de um mapeamento duplo entre campos e correntes de ambas as teorias, o que garante que elas
sejam equivalentes no nivel cldssico. Além disso, demonstramos a dualidade em nivel quantico
através das integrais de caminho. Definimos um gerador funcional mestre em que a integragdo
nos diferentes campos forneceu lagrangianas efetivas iguais aos obtidos na anilise classicamente.
Além disso, apés uma tltima integragio funcional sobre os campos bosonicos, obtivemos uma
lagrangiana nio local eficaz para os campos de matéria, o que comprova a equivaléncia entre os
setores de matéria dos modelos analisados.

Assumimos, em nossos estudo, que as correntes externas estio linearmente acopladas
aos campos auto duais (I1 wApy) € s3o constituidas exclusivamente pelos campos da matéria.
Mostramos que essas interagdes induzem acoplamentos “magnéticos’envolvendo os campos de
calibre, além de interagdes correntes-correntes do tipo Thirring. Esses tipos de acoplamentos
sdo, em geral, nio renormalizédveis pela contagem direta de poténcia [33,87]. No entanto, como
no caso dimensional 2 + 1 envolvendo o modelo Maxwell-Chern-Simons, podemos esperar que
esse obstdculo possa ser contornado por uma expansio perturbativa de 1/N, quando o campo
da matéria envolvido é um campo fermidnico de componente N, de modo que a teoria se torna

renormalizdvel [B3]. Uma verificagio explicita dessa questio podemos verificar em [38,50] ,
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bem como uma possivel extensio de nossos resultados.

Além de uma possivel extensdo para o caso supersimétrico, no corpo do trabalho,
trouxemos ferramentas que nos proporcionam investigar diversos cendrios. Por exemplo, a du-
alidade no contexto da simetria de Lorentz violada. Neste cendrio a equivaléncia quantica nem
sempre pode ser estabelecida via agdo mestre [75]. Outras extensdes podem ser vidveis como

trabalhar em espagos nio comutativos [87] e no cendrio nio abeliano [[74].
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APENDICE A — RELACOES IMPORTANTES

* A métrica de Minkowsky ¢ dada por 1, = (+1,-1,-1,-1).
* A regra de antisimetrizagio é definida como:

AyBy=AB,—AB, (A1)
A[vaCa] = A‘uB[Vca] — AVB[#CQ] + AaB[yCV]
= AuB,Cy~ AuByCo— AB,Cot ABCpu+ AB,Cy~ AB,C,  (A2)

* O tensor de Levi-Civita somado com um tensor simétrico em pelo menos dois o resultado
é nulo:

eH1H2,UNT (A.3)

{1 2 N

Quando temos a contragdo de dois tensores de Levi-Cevita obedecem as seguintes rela-

coes:

* 2+1 dimenséoes.

etie yq =3I (A.4)
R 26% (A.5)
etbe, =000, (A.6)
el egnp = 010400, (A7)
* 3+1 dimensoes.
e”"“ﬁewaﬁ =—4! (A.8)
P 0y =310 (A.9)
etrbe,, == 210000, (A.10)
et Be 1, == 01,0900, (A.11)
etrbe, 1, == 00050500, (A.12)
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APENDICE B — INTEGRACAO FUNCIONAL

Iniciando pela a férmula:
12

f_ : exp @ dx = (g) (> 0) (B.1)

Passando as integracbes gaussianas para a das formas quadriticas,

f exp_“x2+ﬁx+7’dx= f expp(x)dx (B.2)

[00]

Sendo X o valor do vértice x,, da equagio p(x), temos

_ P _ 2
xX= Y p(x) = ™ +y (B.3)

Isto nos permite reescrever p(x) da seguinte forma,
p(x) = p(x) — a(x = X)?. (B.4)

Assim temos

f exp—()(x2+,8X+y dx = f expp(x) dx = f exp []ﬂ(ﬁ_c)]dx

3 00 O_o m 1/2
= expp(x)f exp_o‘(x_x)2 dx = expP® (—)
oo !
B2 (n )1/2
= —+y|(= B.5
exp ( ) (B.5)
Agora tomando o produto de 1 produtos da equagio B.1], com todos a; > 0
foo exp 1 Za 22 |dxy ...dx, = @n)"? ﬁw_l/z (B.6)
® 245 o i=1 l

Se coletarmos todos os elementos aq, @y, ..., ¢, é organizar em uma matriz diagonal

A e x sendo um n-vetor (x1,Xy, ...,X,;). Podemos reescrever o expoente acima como,

Y @t = (x, Ax). (B.7)



75

Como A é uma matriz diagonal se determinante ¢

n
detA =0y ..., = Ha1 (B.8)
i=1

o que nos permite B.f da seguinte forma

f exp_(x’Ax)/2 dx = (det A)™1/2 (B.9)

definido dx = d"x(2m)™"/2.
Com este resultado podemos expandi-lo para formas quadraticas, semelhante ao

caso B2
P(x) = %(x,Ax) +(B,x)+y. (B.10)

O valor minimo de P(x) ocorre em X = —A~!, desta forma podemos reescreve P(x)

P(x) = P(x) + %(x -x,A(x—X)) (B.11)

o que nos leva ao resultado

f_ Z exp (— {% [x, Ax] +[B,x] + y}) = exp (% [6,476] —7/) (detA)™? (B.12)

estes resultados sdo validos para qualquer matriz diagonal, assim também vale para qualquer

matriz real simétrica, positiva e nio singular [8§].
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Dual equivalence between self-dual and topologically massive B A F models
coupled to matter in 3+1 dimensions
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In this work, we revisit the duality between a self-dual nongauge invariant theory and a topological
massive theory in 3 + 1 dimensions. The self-dual Lagrangian is composed by a vector field and an
antisymmetric field tensor whereas the topological massive Lagrangian is built using a B A F term. Though
the Lagrangians are quite different, they yield to equations of motion that are connected by a simple dual
mapping among the fields. We discuss this duality by analyzing the degrees of freedom in both theories and
comparing their propagating modes at the classical level. Moreover, we employ the master action method to
obtain a fundamental Lagrangian that interpolates between these two theories and makes evident the role of
the topological B A F term in the duality relation. By coupling these theories with matter fields, we show
that the duality holds provided a Thirring-like term is included. In addition, we use the master action in
order to probe the duality upon the quantized fields. We carried out a functional integration of the fields and

compared the resulting effective Lagrangians.

DOI: 10.1103/PhysRevD.102.025006

I. INTRODUCTION

Dualities are a main theme in present-day physics. By
connecting different theories or opposite regimes of a same
model, dualities are powerful tools to seek and understand
new effects. Notably, string theories are connected by 7" and
S dualities [1,2] and the AdS/CFT correspondence links
low-energy gravitational theory in AdS spacetime with a
strong coupling regime of a conformal field theory at the
boundary [3]. Among the duality processes, the so-called
bosonization is of special importance and widely used to
investigate nonperturbative properties in quantum field
theory and condensed matter systems in low dimensions
[4]. In 1+ 1 dimension, it is possible to establish a
fermion-boson correspondence based on the properties
of the Fermi surfaces [5]. This duality can be further
generalized for non-Abelian fields [6] and even for higher
dimensions [7,8]. Recently, the bosonization lead to new
2 + 1 relations called a web of dualities [9,10].

‘r.v.maluf@fisica.ufc.br
"adevaldo.goncalves @fisica.ufc.br
’?euclides.silva@ufca.edu.br
Scarlos @fisica.ufc.br

Published by the American Physical Society under the terms of
the Creative Commons Attribution 4.0 International license.
Further distribution of this work must maintain attribution to
the author(s) and the published article’s title, journal citation,
and DOI. Funded by SCOAP’.

2470-0010/2020/102(2)/025006(11)

025006-1

Another example of duality involves topologically mas-
sive gauge theories. A well-known duality occurs between
the self-dual (SD) [11] and the Maxwell-Chern-Simons
(MCS) [12] models. These two theories describe a single
massive particle of spin-1in 2 + 1 dimensional Minkowski
spacetime. Nevertheless, only the MCS model is gauge
invariant. The equivalence between the SD and MCS
models was initially proved by Deser and Jackiw [12],
and over the years, several studies of this equivalence have
been carried out in the literature [13-20]. Particularly, by
considering couplings with fermionic fields, it was shown
in [18] that the models are equivalent provided that a
Thirring-like interaction is included. In addition, super-
symmetric [21-23] and noncommutative [24,25] exten-
sions to the duality involving the SD and MCS models have
been studied in different contexts.

At the heart of this duality, the Chern-Simons term plays
a key role. An alternative topological term in 3 41
dimensions can be formed from a U(1) vector gauge field
A, and a rank-2 antisymmetric tensor field B, , also known
as the Kalb-Ramond field [26,27]. Such a massive topo-
logical term is commonly called the B A F term [28-33].
Therefore, a natural generalization of the MCS model in
four dimensions consists of the Maxwell and Kalb-Ramon
fields coupled by a B A F term [34]. This topologically
massive gauge-invariant B A F theory (TMp,r) is unitary
and renormalizable when minimally coupled to fermions,
and represents a massive particle of spin-1 [28]. Models

Published by the American Physical Society
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involving the Kalb-Ramond field have been extensively
studied in the literature, specially in connection with string
theories [35], quantum field theory [36,37], supersymmetry
[38], Lorentz symmetry violation [39-42], black hole
solutions [43], cosmology [44], and brane world scenarios
[45,46].

A self-dual version of the TMp,r model was studied in
Ref. [47]. It involves the B A F' term in a nongauge-
invariant, first-order model (SDpg,r). Such work showed
the classic equivalence between the models, i.e., at the level
of the equations of motion, through the gauge embedding
procedure [20]. In addition, when interactions with fer-
mionic fields are considered, the duality mapping only is
preserved if Thirring-like terms are taken into account,
analogously to the SD/MCS case in 2 + 1 dimensions. Yet,
the issues regarding the generalization for arbitrary non-
conserved matter currents and the proof of quantum duality
have not yet been fully elucidated.

The main goal of this work is to provide an alternative
method, via master action [48], to prove the duality
between the SDg.r and TMp, theories, when the fields
of the SD sector couple linearly with nonconserved
currents, composed by arbitrary dynamic fields of matter.
The master action approach has the advantage of providing
a fundamental theory that interpolates between the two
models and allows a more direct demonstration of duality at
the quantum level. Besides, the master action method is a
natural trail for the supersymmetric generalization of the
duality studied here [23].

The present work is organized as follows. In Sec. II, we
present the SDg,.r and TMp,.r theories in the free case,
review their main physical characteristics, and check the
classic duality by comparing their equations of motion.
Moreover, we built a master Lagrangian density from the
TMp,r model, introducing auxiliary fields in order to
obtain a first-order derivative theory. In Sec. III, we include
matter couplings in the SD sector and verify whether the
equivalence is still compatible. We apply our results to the
case of minimal coupling with fermionic matter and
compare it with those found in the literature. In Sec. IV,
we investigate the equivalence at the quantum level within
the path-integral framework. Finally in Sec. V we provide
our conclusions and perspectives concerning further
investigations.

II. THE DUALITY AT THE CLASSICAL LEVEL.

In a 2+ 1 flat spacetime Townsend, Pilch, and
Nieuwenhuizen proposed a first-order derivative theory
self-dual to the topological Chern-Simons theory [11]. In
four dimensions, this kind of duality can be built through a
topological B A F term. In fact, consider a gauge non-
invariant SDg, model composed by a vector field A, and
an antisymmetric 2-tensor field B, governed by the
Lagrangian density [28,47]

m? 1 20
£SD ZTA”A” _ZBIUJB” +Z uvaf

B*wFP, (1)
where m is a parameter with dimension of mass, 0 is a
dimensionless coupling constant, and y = £1 defines
either the self-duality (+) or the anti-self-duality (—) to
the theory. The field strengths associated with the vector
and tensor fields are defined respectively by F,, = 9,4, —
d0,A, and H,,, = 0,B,, + 0,B,, + 0,B,,. The equations
of motion for the A, and B, fields are, respectively,

0
m?A, —%eﬂmﬂaamv —0, (2)

B,, —;(ee,,m/,a“Aﬂ =0, (3)

and satisfy the constraint relations
8MA" =0, (4)
8”BH,, =0. (5)

Equations (2) and (3) form a set of coupled first-order
differential equations that can be rewritten, with the help
of relations (4) and (5), in the form of a wave equation
given by

[D—l—rg—;}(p:O, (6)

where ¢ denotes A, or B, fields. This implies that the first-
order Lagrangian density Lgp describes the dynamics of a
massive vector field. In fact, the field B, is auxiliary and
can be removed from the action leading to [39]

2 62
‘CSD = mTA,MA'“ _ZFquﬂbv (7)

which is the Lagrangian density for a massive vector field
with three propagating degrees of freedom.

In the context of the present work, we are interested in
investigating the equivalence between the self-dual model
(1) and a second-order gauge-invariant theory. For this
purpose, let us consider a topologically massive B A F
model defined as [29,47]

0 0 20
‘CTM == WH’MU“H/HW - ZFﬂDFMy - Zé'ﬂyaﬂBﬂyFaﬁ.
(®)

Note that the first two terms of L7, are invariant under the
gauge transformations A, - A, + 9,4 and B, — B,, +
P, — 0,B,,, whereas the variation of the last term yields to
a total divergence. The gauge parameter f, still has a
subsidiary gauge transformation 8, — f, + 0,a that leaves

025006-2



DUAL EQUIVALENCE BETWEEN SELF-DUAL AND ...

PHYS. REV. D 102, 025006 (2020)

B, unchanged. The equations of motions derived from this
Lagrangian density are

6> x0
WaﬂH;wl + ZeuﬂaﬂFaﬂ =0, )
0
O*F,, +’%eﬂmmﬂv —0. (10)

In general, the two fields A, and B, have four and six
independent degrees of freedom, respectively. However,
due to the gauge symmetry in the theory described by Ly,
some of them can be eliminated. In order to identify which
ones propagate as massive physical modes or which are
spurious (gauge-dependent) modes, it is instructive to
perform a decomposition in time-space on the equations
of motions (9) and (10). For this purpose, let us split B,,
into the independent components By and B;; and to

introduce spatial vectors X and Y defined by

. A
X' = _Boi’ yl = EeljkBjk’ (11)

where €%k = ¢k With these definitions, we obtain a set of

coupled second-order differential equations in the form
VA 4+ 041 + 20,V =0, (12)
AT — 0 (9,A° + 0,A7) +%f(eifkakxj +OY)=0, (13)

2
—V2X, - 0,00 X+ €50 (aoaiyk J%aw) =0, (14)

2
BV + 0,05V + €040, X, +’% (9*A° — °AK) = 0.
(15)

After some manipulation of these equations, we can
formally solve the temporal component A® and the 3-vector

X in terms of the other components according to

1

i Xy
A0 = vzcwaam+9&yuo, (16)

1 . ym? .
XST) :ﬁeijk <(9081y{‘T) —TajAl((T>>, (17)

where UET) = 0v/ and v’(' 1y = w’v/ are the transversal (T')
and longitudinal (L) components of a 3-vector 7, respec-
tively, with the projectors 6% and o’ defined by

0,0

(18)

Similar procedures can be applied to the components of the
A and Y, such that

m?] .
[III + E]AET) =0, (19)
m2 .

The form of these solutions reveals that the only physical
components are Aér) and y'(' 1)+ While the others are

auxiliary or gauge modes. Furthermore, as the longitudinal
part of ) is curl-free, it propagates as a massive scalar field,

ie., .)7 = V¢, whose mass depends on the coupling con-
stant 6. Thus, the results above show that the TM g .  theory
defined in (8), like the SDg,r model, contains three
massive propagating modes.

To make explicit the hidden duality between the models
described above, it is convenient to introduce the dual fields
associated with the field strength tensors H*** and F*,
respectively, by

7 )(9 vy
Hﬂ _Weﬂl/aﬂH /j, (21)

- x0
v = 76/41./(1/3Faﬂ' (22)

In terms of H , and F

s the equations of motion (9) and
(10) become

~ 0 -
mzHﬂ B geﬂmﬂaﬂF “=0, (23)

- 0 o
FIW —)—{eymﬂﬁ H’ = 0. (24)

A direct comparison between the pairs of equations (2), (3)
and (23), (24) shows that the dual fields A 5 and F J Satisfy
exactly the same equations obtained for the SDy,r model
when we identify A, - H, and B,, — F,,. Therefore, the
basic fields of the SDp,r model correspond to the dual
fields of the TMp,r model. This proves the classical
equivalence via equations of motion in the free field case.

However, despite having established the dual connec-

tion, the mapping A, — I:I” and B,, — F,, leads to
Loy(H.F)=-""F,8" + ~F,F* —-B, ™. (25

wherein the identities F,,F* = —1/6*F, F* and
H,, H"* = —6m*/0*H, H" were used. Note that (25)
does not recover (1) and the equivalence between the
two models is not evident. The common origin of these
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Lagrangian densities can be better addressed by means of
the master Lagrangian method, which we will formulate in
the sequel.

A. Classic duality via master Lagrangian

The study of dual equivalence among four-dimensional
models containing a topological B A F term was carried
out for the first time in Ref. [47], whereby the authors used
the dynamical gauge embedding formalism to show the
classic duality between (1) and (8). Here, we employ the
master Lagrangian method [12,18] that extends and inter-
polates those two studied models. Moreover, this method
allows us to study the duality at the quantum level more
directly.

Let us start from Lagrangian density L7y, in the form
(25) written explicitly in terms of the fundamental fields A
and B,,. Following [12], we will introduce auxiliary fields
IT, and A, in order to obtain a first-order derivative theory
such that

Ly = all,e%d B s + bILII + cA,,e°d, A,

NN R - (26)
where a, b, ¢, and d are constant coefficients to be
determined. Note that the presence of mass terms for II,
and A, ensures the auxiliary character of these fields.

The functional variation of £, with respect to the
auxiliary fields II, and A, allows us to write

a

Hﬂ = —Eeﬂmﬂa”B“ﬂ, (27)
C

Aﬂl/ = —gé'lwaﬂaaAﬂ. (28)

Substituting (27) and (28) in (26) and imposing
Ly = Ly, we obtain the relations

a? 0*

b o 29)
2

% _—— (30)

The same procedure can be performed for the fields A,

and B,,, and we can immediately solve their equations of
motion, obtaining the following solutions:
2a
A, = 70 I, + 0,9, (31)
2¢
B, = GA”” +0,Z, - 0,%,, (32)

being ¢ and %, arbitrary fields. Now, replacing (31) and
(32) in (26) and imposing L,; = Lgp, We obtain

b="—, (33)

d=—- (34)

such that we can immediately fix a = ¢ = y0/2 so that our
master Lagrangian takes the final form

20 . m? 20 -
'CM = THHG”/’ 56[,305 + TH”H’M + TAMUS’MWJ 3PA0
1 v )(0 v Aa
— AN = BN, (35)

Accordingly, the Lagrangian density (35) describes both
(1) and (8). This mechanism transforms models without
gauge invariance into models with this symmetry by adding
terms which do not appear on shell. Note that the gauge
invariance of L) under 6A, = d,4 and 6B, = 0,p, —
d,p, with 6I1, = 5A,, = 0 is now evident, while it was a
hidden symmetry in the self-dual formulation. With the
master method, we were able to establish the relation of
equivalence when the coupling to other dynamical fields is
considered and we have a simple formalism which accounts
for the investigation of the theory at the quantum level.

III. DUALITY MAPPING WITH A LINEAR
MATTER COUPLING

The discussion on the duality developed in the previous
section deals only with free theories. However, it is
fundamental to ensure that this dual equivalence is also
valid in the presence of external sources coupled to the
fields in £),. Here and throughout the paper, we will
assume only linear couplings with external fields, whose
associated currents are composed only of matter fields,
represented generically by . The cases involving nonlinear
couplings or when the currents depend explicitly on the
gauge or self-dual fields are beyond our present scope.

Let us consider the master Lagrangian (35) added by
dynamical matter fields y linearly coupled to the self-dual
sector:

y _xt . m? 20
Ly = 5 e 58,,B,,5 + IV 52 A, @704,
1
4AWA 2 M,,Bwa AP
+ILJ* + A, TH + L), (36)

where L(y) represents a generic Lagrangian density
responsible for the dynamics of the matter fields, with
the corresponding currents being denoted by J, and 7 ,,.
Note that due to the lack of gauge symmetry in the self-dual
sector, the matter currents J, and J,, are generally not
conserved. Also, to make our analysis as general as
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possible, we will not assume any specific form to the matter
sector for now.
First, we will remove the dependency on the gauge fields

in Eq. (36). Varying the action | d4x£1(|,1,> with respect to the
fields A, and B,,,, we obtain their corresponding equations
of motion whose solutions are given by

A, =11, + 0,¢. (37)
B, =A,+0,% -0,%, (38)

and substituting these solutions into Eq. (36) we find
£y =), with

2
1 m 1 , X0 5
£§D> = 71_[.”1_[” - ZA”DA” + 71_[”6# aﬂay/\aﬂ
+ I+ A, T+ Ly). (39)

Then, E(Slg is equivalent to the self-dual theory (1) linearly
coupled to the matter, as expected.
Next, we will eliminate the fields I, and A, from the

master Lagrangian £,(é). The equations of motion for these
fields are

X0 1
H/t = — anz eﬂmﬁa”B"ﬂ - ?Jﬂ, (40)
A, Z)(Qewaﬂa"Aﬁ +27 - (41)

Replacing Eqgs. (40) and (41) into the master Lagrangian
then implies [,5,;) = LZ(TlA),I, with

2 2
uny 0 0 X0
‘CTM = T}nz ”MlHMDa - ZFﬂl/Fﬂy - EeﬂwﬂBﬂya"Aﬂ
20 . 1
"o B0l = 3z "
+X9Aﬂ€ﬂbaﬁaujaﬁ + jle;w + ‘C’(l//) (42)

From the above result, it is clear that the Lagrangian density

E<T1A),, represents the TMp,r theory (8) interacting with
the matter through “magnetic” currents plus Thirring-
like terms involving only the matter fields. A similar

Lagrangian density to the E(TIAL has appeared before in
[47]. However, the approach used in [47] was based on
the gauge embedding method, different from the one
developed here. Also, one may verify that the equations
of motion for the fields I, and A,, in the SDg,r model
(39) and for the gauge fields A, and B, in the TMy,f
model (42) can be cast in the same form by means of the
identification

(43)

Ay = Fﬂ,, +27 - (44)

It is worth noting that the duality symmetry between
SDg,r/TMpg,F theories exchanges linear couplings IT,J*
and A, J", involving currents not necessarily conserved
in the self-dual sector into derivative dual couplings
A9, .5 and B, 9,J 5 in the gauge sector, whose
associated currents are automatically conserved. Moreover,
self-interaction matter terms are naturally generated, which
will play a decisive role in ensuring the duality in the matter
sector, as we shall see in what follows.

A. The matter sector

Classically, the duality mapping established in Egs. (43)
and (44) ensures that the Lagrangian densities (39) and (42)
are equivalent since the SDp . and TMp . fields obey the
same equations of motion in the presence of external
sources. However, for this equivalence between the models
to be complete, it is also necessary to verify what happens
in the matter sector, when these sources are dynamics.

To this end, we now consider the equation of motion for
the matter field y. First, let us focus our attention on the
SDg,r model described by (39), so

0 oL oJH oTH
o @l =0 W) _ _py o _ ) 0T
Sy Sy Sy Sy
(45)
where %l(;”) is the Lagrangian derivative.

On the other hand, the equations of motion for the fields
I, and A, are

0
ML 4+ E2 P,y = . (46)
1 v XH vay v
EA’M —7 H /jaal—l/;:j”, (47)
and obey the constraints
m?9, I = —0,J*, (48)
9N =20,T". (49)

Inserting (47) into (46), we can eliminate A, in favor of I1,,
and obtain a second-order differential equation as

92
(00 + m?)IV = —J¥ = —5 00, " 200, T 5.

(50)
where we used the constraint mzaﬂl'lﬂ = —0,J*. Defining
the wave operator as R'=0+ ’g—;, we can write

I, = R J 9288”] 0 T 51
y__? ;4+W " 1/+)( e/waﬂ j . ( )
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A similar procedure for the field A, results in
R 2 Ja
A/w: 02[2m~7/w+296(ajua jya)
+ X0€ 1,450 J7). (52)

Replacing the solutions (51) and (52) back in the matter
equation (45), we come to the result

5L‘( ) 6* . oJ*
51// 02 J + 23,,((9 J)+)(9€ﬂyaﬁa jﬂ w
R
92[ 2m* T, + 2000, T vu — 0,7 ua)
STH
9 a
+y eﬂmﬂﬁ J} P (53)

This is a nonlocal differential equation, expressed only in
terms of the matter fields.

Now, if we start from /J(Tl 134 the equation of motion for the
matter field takes the form

5 SL(y) (1 -\ G
dxct =0 EY (g f )0
51/// ™ = Sy m2t ) Sy

PNV

+ (_2~7ﬂu - F;w) W ’ (54)

where we have used the definitions (21) and (22) for the
dual fields.
To eliminate the dual fields in (54), we write

the equations of motion for A, and B,,, obtained from

£<T1A>,,, as

25 0
m-H, +_—

5 e,,mﬁavﬁaﬂ = —;(6’6#,,,,/35"’.7"/’, (55)

- 0 - 20
_FIW —i—);eﬂm/;aaHﬂ = Weﬂmﬁa"lﬂ. (56)

These equations can be decoupled, and after some algebraic
manipulations we get the following results:

N 6>
H”:QZ (O, = ,0°0,) = 106 T | (5T)

A

R
Fyy = =2R0J,, - 02 [2620%(0,T va = 01T ua)

+ 106,450 7). (58)

Substituting these solutions in Eq. (54) we obtain

SL(y) 1 . R 9 )]0
. 1% . o | 0T
+ [2(RO-1)T,, + ys (20°0%(0,T v = 0, T ya) + X0€050%J") Foat (59)
Using the definition R™' = [ + 2 92, we can write (1= R™! — ’g—; which implies
SLy) R 6? } sJ¥
W 62 J + 2 8ﬂ(8 J ) —I—)(Qeﬂm/;a j B 6[//
R 5T
+o [=2m2 T, + 20°0%(0,T va — 00T ya) + X0€,050°JP] oy (60)

By comparing Egs. (53) and (60), we conclude that the
matter sectors of the two models give rise to the same
equations of motion. Thus, we have shown that the
Lagrangians E(SI; and £(TA)4 are equivalent and have estab-
lished the classical duality between the SDg,r and TMp . p
theories when couplings with dynamical matter fields are
considered.

In order to liken our results with the literature, let us
consider, as a particular case, a fermionic matter field
minimally coupled to the self-dual field IT,. Assuming the
following identifications:

'C(l//) - 'CDimc = l/_/(l-}’”a“ - M)l//7 (61)

where M is the Dirac field mass, and the fermionic currents
are

J,— —ed, = —epy,y, (62)
T = 0, (63)

with e being a dimensionless coupling constant. The
equation of motion for y (60) takes the simple form

2
. e 4
(0, = M)y = 5 RJ, 1w, (64)

which agrees with the result obtained in [47].
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IV. THE DUALITY AT THE
QUANTUM LEVEL

Once we proved the duality between SDg,r and TMp,
models at the level of equations of motion, we now check
whether this duality is preserved at the quantum level. For
this purpose, we adopt the path-integral framework and
define the master generating functional as

Z(y) =N / DA*DB*DIT*DA™ exp

Lt [t a s gune e,
(65)

where N is an overall normalization constant. Our aim is
to evaluate the effective Lagrangian resulting from the
integration over the fields. First, let us integrate out the
contribution of the SDy, fields.

After the shifts, IT, —I1, + A, —n—inﬂ and A, —
A, +F,+27,. we perform the functional integra-
tion in Eq. (65) over the fields II, and A,,, thereby
producing
|

Zy) =N / DA*DB* DI DA™ exp{i / d*x {_)%9

Z(y) :/\//DA”DB””exp [i/d“xﬁgf)(A,B,l//)]’ (66)

where
) 2 02
£eff (A’ B’ ll/) = 12m2 H,MWIlea - ZFIH/FIH/
x0 X0
- 7€”yaﬁBMD6aAﬂ - WBﬂyeﬂvaﬂanﬁ

1
=52l HOAE D, T o
+ T wI" + L(y) (67)

is the same Lagrangian density found in Eq. (42).

To integrate over the fields configurations A, and B,,, let
us first note that the master Lagrangian L, can be
rewritten, up to surface terms, as

0
Ly z%eﬂmﬂ(Aﬂu — B,)04(As —TIy) + Lsp.  (68)

In this way, we can make a shift in the gauge fields through
B,, — B,, + A, and Ay — Ay + I, which allows us to
rewrite the generating function (65) as

G”WﬂBﬂpaaA/i + CSD + ]M]_[ﬂ + jﬂuAW + ﬁ(‘//):| }7 (69)

such that the A, and B, fields decouple. Then, performing the function integration yields to the following generating

functional

Z(y) zN/DH”DA/“’ exp {i/d“xﬁgf)(n, A, IJ/)} (70)

with

2

LENM A y) = mTHMH/‘ - %Aﬂ,,A"” +%9H,,eﬂwﬂay/\aﬁ FILJE + Ay T + L), (71)
corresponding to the same Lagrangian density (39) previously obtained. It is worth highlighting the physical implications
contained in (68). We clearly see that the master Lagrangian £, obtained in (35) is equivalent to self-dual Lagrangian L,
added by a purely topological B A F term, which makes evident the role of the master Lagrangian on the duality symmetry.

The implications of the above results at the quantum level can be explored by considering the functional derivatives of
(66) and (70) with respect to the sources. Setting J, = J,, = 0, we can establish the following identities to the correlation
functions:

]

(I, (xy)---10,, (xN)>SD = (H, [B(x)]---H,,[B(xy)]);, + contact terms, (72)

<A;41b1 (xl) o 'AﬂNuN (XN)>SD = <

R

o [A(x)] - F o [A(xy)]) 7y, + contact terms. (73)

These relations show that the classical dual map (43) and (44) is satisfied by all quantum correlation functions of those
fields, up to contact terms.

Finally, we now complete the proof of quantum duality between the SDg,r/TMp,r models by performing the path
integration over A, and B, gauge fields in Eq. (66), and over I, and A, self-dual fields in Eq. (70). For this goal, it is
convenient to organize the effective Lagrangians (67) and (71) in a matrix form according to the
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1 A
L= EXT(’)X +X7J,

where the wave operator, O, forms a 2 x 2 matrix, X, and J represent vector-tensor duplet of type

o

To accomplish the functional integration, we use the Gaussian path integral formula over a bosonic field X,

/ DX exp {i / d*x (%XT@X + XTJ)}

(74)
) ”
= [Det(—iO)] % x exp {—i / d4x%JT@_1J]. (76)

In our case, the determinant Det(—i@) is field independent and can be absorbed by the normalization constant. The

calculation of propagators o!

(O = (

62D+ g S
and
> O "
(Gl ( '
msa ’
1
where G)Hl” s S;ww P;Sp%aﬂ’

1 v 1w
€2D+m2® + zwﬂ

is rather lengthy, and the details are in the Appendix. Here we just write the results

.‘)Zl:\er2 SIMG 77
_ 62énf 5 (P( ))a/)’,lzr _ 2<P(2))aﬂ,/16 ’ ( )
_ 2m? SHic
a0 ) ) (78)
_ ezénfmz (P(l))aﬂ,/lo' _ % (P(2))aﬁ,/la

and P;(j/),a/} are projection operators whose definitions and closed algebras are shown in the

Appendix. Also, 4 and £ are convenient gauge-fixing parameters. Note that the physical poles of the two propagators are
equal, i.e., 0*[] + m? = 0, and confirm that the particle spectrum of both theories are equivalent, so that we may consider
the self-dual theory equivalent to 7M. theory with the fixed gauge.

The above propagators, together with formula (76), enable us to perform the functional integration in (66) and (70). After
completing all tensorial contractions, we obtain the same effective Lagrangian for the matter field

1
1 sl

LAW) = L) +5 (L Tap) (

0> 0+m?

It is easy to verify that the equation of motion for the
matter field obtained from Eeﬁ) (79) is precisely that found
in the previous section [see Egs. (53) or (60)]. Thus, we
prove the quantum equivalence between the matter sector
of the SDg,r/TMp,r models. It is worth mentioning that
the dynamics of the matter fields is preserved in the
functional integration in (66) only if the Thirring-like
interactions are added to the diagonal elements of the
0;}” matrix. Besides, the gauge-dependent parts involving
the gauge-fixing parameters are canceled, as it should be.

V. CONCLUSION

In this work, we revisited the duality between the self-
dual and topologically massive models involving the B A F
term in 3 4 1 spacetime dimensions. The study of this
duality when couplings with fermionic matter are included
was first carried out in [47], through the gauge embedding

2 €7D+m
X9 6(1/11/565

> _Hz\é\(j‘-mz 6”1658 < Jy ) (79)
FOPR) 4 )i J\ T,
[

formalism. Here, we considered another approach, namely
the master action method, whereby we obtained a funda-
mental Lagrangian density that interpolates between the
two models and provides direct proof of dual equivalence at
both the classical and quantum levels. The master action
enabled us to relate the equations of motion of these models
via a dual map among fields and currents of both theories,
which ensures that they are equivalent at the classical level.
In addition, we demonstrated the duality at the quantum
level through the path-integral framework. We defined a
master generating functional wherein the integration over
the different fields provided effective Lagrangians that are
the same as those obtained classically. Moreover, after a last
functional integration over the bosonic fields, we obtained
an effective nonlocal Lagrangian for the matter fields,
which proves the equivalence between the matter sectors of
the analyzed models.

02D+m (
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We assumed that the external currents are linearly
coupled with the self-dual fields and are constituted
exclusively of the matter fields. We show that these
interactions induce “magnetic” couplings involving the
gauge fields, in addition to current-current Thirring-like
interactions. These types of couplings are, in general,
nonrenormalizable by direct power counting [18,22].
However, as in the 2 + 1 dimensional case involving the
Maxwell-Chern-Simons model, we may expect that this
weakness can be overcome by a 1/N perturbative expan-
sion when the matter field is an N-component fermionic
field, such that the theory becomes renormalizable. An
explicit verification of this issue, as well as a possible
extension of our results to the supersymmetric case [23,38],
are themes for forthcoming works.
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APPENDIX: FEYNMAN PROPAGATOR
FOR THE TMj,, THEORY

Consider the topologically massive B A F model
defined as

0? 6?
s = [ s [‘ZF"”FW + o He

X0 “
- ZeﬂmﬂB’“’F ﬂ], (A1)
where the first two terms represent a gauge-invariant
Maxwell-Kalb-Ramond theory, while the last is a topo-
logical B A F term. The calculation of the Feynman
propagator for the theory (A1) can be performed as follows.

First, let us rewrite the integrand in Eq. (Al) on the
matrix form

| N
Loy = EXTOTMXv (AZ)

with the wave operator, @TM, being a 2 x 2 matrix, and X
represents a column vector-tensor as

(o)
B,

Adding convenient gauge-fixing terms in (A2), namely,
— 57 (9,A#)* and 35(9,B*)?, we can explicitly write the

(A3)

operator @T,\Hgf, in the form

TABLE I. Algebra of the spin-projection operators.
0%, ",
®;m G);w 0
w;m 0 w;w
(p(l))ﬂoaﬂ (P(2))ﬂrfaﬂ
1 1
P 1(4;/2"7 p }(ll./ilﬁ ((2))
Plio 0 Priap
Ap-affiv.A
Onigf
0*06 + S —Swio
- Sapv _ 62)27%‘ (P(l))aﬁ,in _ % (P(Z))aﬂ,/la ’
(A4)

where we have introduced the set of spin-projection
operators as

d,0
®ﬂb = ’7/41/ - wﬂw wﬂy = E o s (AS)
20
Sywa = Esﬂmﬂaﬂ’ (A6)
m _1
P;w,(x/;’ - E (GﬂaGDﬁ - ®ﬂﬁ®ya)a (A7)

2 1
P fw).,aﬁ =5 (Bayp = Bppyq + Oy — OLqwyp),  (A8)
with O =0,0", and n,, is the Minkowski metric with
signature (+,—, —, —). Note that P(!) and P satisfy the
tensorial completeness relation:

1

(P<1) + P(l))m,,aﬁ = E (7];4(1771,/3 - ’7;4/3’71/(1) = I;w,a/i' (AQ)

The products between the operators defined above
satisfy a closed algebra and are summarized in Tables I
and II. R

The Feynman propagator is defined as O7j, g+ In order
to invert the wave operator, we will write it and its inverse
generically by

TABLE II. Algebra of the spin-projection operators.
S(lﬂb ®/30 Do
SHap -20ex, Sy 0
Sla/i (P(l))u};‘m7 (P(Z) )ulﬂg
S/w/l - 92—2 DP/(J}/)(Iﬂ S;c/m 0
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A B A B
0= ( ) and O7!' = ( ), (A10)
Cc D C D

which fulfills the relation OO~!' = I, where the general
identity matrix I is defined by

< 7 )
I= ,
0 7

where I and 7 are the identities to the projectors (6**, w**)

and (P, P@) respectively. From these preliminary
!

(A11)

1 7@/41/_’_%&);411

2m? affy
PO(0*T+m?) S

e

definitions, we obtain a system of four equations, whose
solutions can be written as we get

AA +BC =1 A = (A-BD'C)"!
AB + BD =0 B=-A"'BD
= (A12)
CA +DC =0 C=-D"'CA
CB+DD =1 D = (D - CA~'B)~!

After some algebraic manipulations with the set of the
operators presented above, the TM . gauge propagator is
properly written as

(A13)

_ 2m? S;MJ
0°0(6*0+m?) >

l’rl2 Qaj o Q o
_92é+m2 (P)yabh A _g(p@)) .
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