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RESUMO

Neste trabalho, sdo propostas técnicas de resolucdo de problemas
envolvendo desigualdades matematicas, as quais incorporei em aulas a medida que
o meu amadurecimento profissional foi se consolidando. Por se tratar de técnicas
acessiveis e eficientes, que facilitam a resolucdo de muitos problemas de valores
extremos, tornando as aulas de matematica dindmicas e atraentes, foram
materializadas neste estudo. Nesse contexto, evidencia-se que o professor esti
destinado a estudar continuamente, ja que para poder qualificar suas acdes, romper
barreiras e alavancar vidas, € necessario que tenha um conhecimento amplo do que
ensina. Todo o conhecimento desta pesquisa deriva de algumas propriedades dos
ndameros reais, sendo demonstrados alguns teoremas e consequéncias. Em
seguida, para firmar o conhecimento, sdo apresentadas algumas aplicacdes
numericas, algébricas, geométricas e trigopnométricas. Finalmente, a pesquisa é
concluida abordando situagfes cobradas em exames de vestibulares de nosso pais.
Devido a auséncia do tema escolhido em livros didaticos, esta pesquisa sera uma
ferramenta que promovera momentos de reflexdo, acao e transformacao no ensino
de matematica. Portanto, enfatiza-se a importancia de as ideias supracitadas serem

exploradas nas escolas de ensino médio do Brasil.

Palavras-chave: Desigualdades entre Médias. Cauchy-Schwarz. Bernoulli. Ensino
Médio.



ABSTRACT

This study reflects on technical proposals for problem solving, and involves
mathematical inequalities proposed, which | incorporated in classes as my
professional maturation was consolidated. Because these are accessible and
efficient techniques, which facilitate the resolution of many problems of extreme
values, making mathematics classes dynamic and attractive, they were materialized
in this study. In this context, it is evident that the teacher is destined to study
continuously, since in order to qualify his actions, break barriers and leverage lives, it
is necessary that he has a broad knowledge of what he teaches. All the knowledge of
this research derives from some properties of the real numbers, being demonstrated
some theorems and consequences. Then, to establish the knowledge, some
numerical, algebraic, geometric and trigopnometric applications are presented. Finally,
the research is concluded by addressing situations charged in entrance exams in our
country. Due to the absence of the chosen theme in textbooks, this research will be a
tool that will promote moments of reflection, action and transformation in the teaching
of mathematics. Therefore, it emphasizes the importance of the aforementioned

ideas to be explored in high schools in Brazil.

Keywords: Inequalities between means. Cauchy-Schwarz. Bernoulli. High School.
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1 INTRODUCAO

Com o presente trabalho pretende-se oferecer uma modesta contribuicdo ao
estudo de problemas relacionados as Desigualdades Matematicas. O conhecimento
destas desigualdades facilita o entendimento das resolugbes de problemas
envolvendo valores extremos, que, frequentemente, quando aprofundados, s6 séo
resolvidos usando noc¢des de célculo diferencial.

No inicio da docéncia, muitas vezes, deparei-me com questdes de
vestibulares que podiam ser resolvidas usando algumas desigualdades matematicas.
No entanto, existem limitacbes que impedem o professor de ir além do campo de
conhecimento dos alunos, tais quais o dever em relagdo ao cumprimento do
programa estabelecido pela instituicdo de ensino e a notodria deficiéncia dos livros
didaticos no ambito supracitado, visto que, normalmente, as situacdes propostas
relacionadas com valores extremos, em nivel de ensino meédio, sdo discutidas a
partir de conhecimentos de func¢des quadraticas ou trigopnométricas. Posteriormente,
o amadurecimento profissional nos permite ousar e considerar o0 uso da
transversalidade de temas sem comprometer os conteudos programaticos.

Nesse sentido, pode-se afirmar que os problemas envolvendo desigualdades
sdo de grande relevancia para o ensino de Matemética. Contudo, o assunto nao &
desenvolvido nos livros didaticos de forma satisfatoria. Logo, ha a necessidade de
se ter, no material pedagdgico em nivel de ensino médio, um capitulo dedicado ao
estudo de algumas desigualdades classicas e suas aplicacdes, com a finalidade de
melhor capacitar os alunos para os futuros exames a que se submeteréo.

Para garantir o entendimento e aproveitamento do presente trabalho, ndo
comprometendo o seu alcance, o contetudo foi dividido em trés partes. Na primeira,
apresenta-se uma propriedade elementar dos numeros reais e, a partir desta,
demonstra-se a validade de algumas desigualdades classicas. Na segunda, sao
apresentadas as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Bernoulli e as relagbes entre
as medias: aritmética, geomeétrica, quadratica e harmodnica, por conseguinte, é
exposto a resolucdo de problemas que exigem conhecimentos numeéricos,
algébricos, geométricos e trigonométricos. Para finalizar, na dltima, apresenta-se a
resolucéo de alguns problemas relacionados ao objeto de estudo, que tém aparecido

em vestibulares de nosso pais.
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Em sintese, devido a frequente presenca dos resultados discutidos nesta
pesquisa nos diversos exames de vestibulares de nosso pais, justifica-se a iniciativa
desse projeto. Por intermédio do Profmat (Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional), foi possivel amadurecer algumas ideias e dada a oportunidade de
materializar os conhecimentos adquiridos em vivéncias pessoais de ensino-
aprendizagem no meio académico. Por fim, as questdes resolvidas, que serao
apresentadas nesta dissertacao, resultam de varios ensaios aplicados e comentados

por mim ao longo dos anos.
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2 DESIGUALDADES

Para sermos eficientes na resolucdo de problemas relacionados com as
desigualdades, é importante o correto manuseio de algumas propriedades que
dizem respeito aos numeros reais.

Dentre estas propriedades, comecaremos por um resultado simples e eficaz

para validar muitos teoremas.

2.1 Desigualdades classicas e aplicacdes

Seja x um numero real, entdo a poténcia X2

€ um numero nao negativo,
isto &, x> > 0,V x € R. Note que qualquer que seja o real x, a igualdade x2 =0, s6

ocorre quando x = 0. De um modo geral, se X;, X5, X3, ..., X, S&0 numeros reais, entéo

xf + x% + x% +..+ xﬁ > 0. Da mesma forma, xf + x% + x% + .+ xﬁ =0,
SO ocorre, quando X; =X, =Xz =... =X, =0.

APLICACAO 1

Demonstre que a igualdade x? +x3 + x5 +..+ x> =0 nos reais, s6 ocorre
quando X; =X, = X3 =... =X, =0.

Demonstracgéo:

Supondo que exista um determinado X; # O, teremos xiz >0. Entdo, a soma

torna-se positiva, pois, as outras parcelas sdo nédo negativas.

Assim, ndo podemos ter nenhuma parcela x; diferente de zero, o que nos leva a

concluir que todos os termos da soma devem ser iguais a zero.

APLICACAO 2

Prove que a2 +b?+c? > ab+ac+bc,Vva b, ce R
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Prova:

Temos que:

a2 +b%?+c?> ab+ac+bc, Va,b,c € R.

Multiplicando ambos os membros por 2, tem-se:

2a% +2b% +2c?> 2ab+2ac+2bc,Va,b,ce R

A desigualdade acima pode ser transformada facilmente em:

a’— 2ab+b?+a’—-2ac+c?+b?— 2bc+c?>0,Vab,ce R

Finalmente, temos: (a — b)? + (a — ¢)? + (b — ¢)? > 0, o0 que é verdade, pois todo
quadrado nos reais é ndo negativo. Vale a pena reforcar que a igualdade s6 ocorrera

quando (a—-b)>=(a-c)>=(b-c)>=0,isto é,a=b =c.

APLICACAO 3
Se 0s numeros reais a, b e csdotasquea,b>1>c>0ea+b+c=3,

prove que 2 <ab + bc + ac < 3.

Prova:
Sabemos que a® + b% + ¢? > ab + ac + bc, Va, b, ¢ € r. (vide aplicacéo 2)

Somando 2.(ab + ac + bc) a ambos os membros, obtemos:
a?+b?+c?2+2.(ab+ac+bc)>ab+ac+bc+2.(ab+ac+hbc) (I)
Com isso,
(@+b+c)’>3.(ab+ac+bc)—>9>3.(ab+ac+bc)—>ab+ac+bc<3 ()
Comoa,b>12>c2>0, entdo:
(@a-1).(b-1).1-c)>0—>ab—-abc-a+ac-b+bc+1-c>0
Dai,
ab+ac+bc>abc+a+b+c —1>abc+22>2 (ll)

3
De (1) e (Il), concluimos que:

2<ab+bc+ac<3
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APLICACAO 4

: a®+b3 a+b)’
Demonstre a desigualdade > > [ > j , Va,b eR,.

Demonstragéo:

Desenvolvendo a desigualdade dada, encontramos:

a3 +b3 S a®+3a’b+3ab?+b®
2 8

a®+bd-a’b-ab?>0 > a% (a-b)-b% (a-b)>0

—>4.a3+4Db3>a%+3.a2b+3.ab?+Dbd

(a—b).(a—b).(a+b)>0 - (a—b)2(a+b)>0
>0 >0

Evidentemente, o primeiro fator é ndo negativo e o segundo também. Portanto, a

desigualdade proposta € verdadeira.

APLICACAO5

Se a e b sdo numeros reais, prove que a2+ a.b + b > 0.

Prova:

Temos que: (a + b)? > 0, para todo a, b reais.

Assim, a?+ 2ab + b? >0, com a, b reais.

Adicionando a? + b? a ambos os membros, tem-se:
a’+b?+a?+2ab+b?>0+a?+b?—>2a%+2b?+2ab >a?+b?

2 2 a2+b2

a?+b?+ab> > 0, pois

€ ndo negativo.

Portanto, a®> + ab + b2 > 0, Va, b € r, valendo a pena ressaltar que a igualdade

a?+ab + b? =0, s6 ocorrera nos reais quando a=b = 0.

APLICACAO 6
Para quaisquer a, b e Rr, prove que se a < b, entdo a3 < b?.

Prova:

* Hipotese: a < b implicaa—-b <0

s Fato: a? + ab + b? > 0, Va, b € r (vide aplicacdo 5)
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Entéo, o produto do fator a — b (negativo, a < b) pelo fator a® + ab + b? (positivo, pois
a e b ndo sado nulos simultaneamente), resultara em um ndamero negativo, isto &,
(@a—b). (@ +ab+b?<0. Como (a—b). (a+ab+b? =a3-b? encontramos a® - b® <0,

0 que nos leva a concluir que a® < b3

APLICACAO 7

Se a, b, ¢ e d sdo numeros reais tais que a > b e ¢ > d, prove que ac + bd > ad + bc.

Prova:
Comoa>bec>d,enthioa—-b>0ec-d=>0.
Obviamente,
(@a-b).(c-d)>0—»>ac—-ad—-bc+bd>0

Portanto, ac + bd > ad + bc, paraa>bec >d.

APLICACAO 8

Prove que um namero real positivo mais o0 seu reciproco é sempre maior ou igual a 2.

Prova:

Sabemos que o quadrado de qualquer niumero real € sempre maior ou igual a zero.
Assim, a sentenca (x — 1)2 > 0 é verdadeira para todo x real.

Desenvolvendo a desigualdade acima, tem-se:

(X=12>20->x>-2x+1>0—-x?>+12>2Xx, e como o enunciado se refere a um x

. - 1
positivo, podemos dividir ambos os membros por x obtendo a sentenga x + — > 2.
X

APLICACAO 9
2 p2
Sejam a e b nUmeros reais positivos, prove que ?-i-z >a+h.

Prova:
Sabemos que: (a—Db)? >0, Va,b e R

Desenvolvendo,
a?—2ab+b?2>0—->a?2-—ab+b?2>ab
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Multiplicando ambos os membros por a + b que € positivo, obtemos:
(a+ b)(@2—ab +b? > (a+b)ab
Com isso,

a3 3
al+b3>(a+b)jab—>"+—>a+b
ab ab

Logo:
2 p2

%+ ’ > a + b, ocorrendo a igualdade quando a=b =c.

APLICACAO 10

Se a, b e ¢ sdo nimeros reais tais que a2 + b? + c? = 1, prove que —% <ab+ac+bc<1.
Prova:

Sabe-se que:

a?+b?+c?>ab+ac+bc, Va, b, c e r. (vide aplicacdo 2)

Entéo,
ab+ac+bc <1()

Por outro lado,
(@+b+c)?>0,Va,b,cer—>a?+b?+c?+2@b+ac+bc)>0
Comisso,1+2.(ab+ac+bc)>0—ab+ac+bc> —% (1

De (I) e (), concluimos:

—%Sab+ac+b031

APLICACAO 11
Seja a fungéo exponencial f(x) = 10%, com x real, prove que

f(X1+X2j< f(%1) +f(X7)
2 2

, VXi#X,e R



Prova:

Devido a injetividade da funcao exponencial f(x) = 10%, podemos escrever:

2
X X
X, # X, € R—>102 %102 —{102 102J >0

Desenvolvendo o produto notavel, obtemos:

[ x)? o X [ %) X X
L102J ~2.102 .102 +L102J ~0-510%-2.102 .102 +10%2 >0

Dai,
Xl X2 X1+X2

109 +10%2 >2.102 .102 —2.10 2 <10 +10% —>2.f(

X1+ X5

Portanto, f| 227%2 | < f(x1)+f(x2)’ VX #X, € R
2 2
APLICACAO 12
Seja a func¢do logaritmica f(x) = logx, com x positivo, prove que:

f(X1+X2J S f(x1) +f(X7)
2

*
, VX #X € R,

Prova:

Devido a injetividade de f(x) = logx, tem-se:

X, % Xy Ri—)(\/x_l—\/g)z>O—>x1—2\/x_1.\/g+x2>0—>xlzxz>\/Z.\/g

Como a funcdo f(x) = logx é crescente, podemos escrever:

Iog[%} > Iog(\/x_1 : \/Z) — Iog[%} > Iog(\/x_l)JrIog(\/g)

Segue que,
1 1
og| X122 > log(x)2 + og(y)2 —>log| 772 > Jiog(x) + Flog(x

Portanto,

| |
|09(X1;X2j . og(xl); 0g(x,) N f(xlgxz) . f(xl);f(xz)

*
y VXl,Xze R+

16

] <f(xq) +1(x3)
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2.2 Relacbes entre as médias e aplicacdes

A seguir, definimos as médias — aritmética, geométrica, quadratica e
harménica - visando o correto entendimento das demonstracfes e aplicacées que se
sucedem.

* Aritmética: a média aritmética (A) de n niUmeros positivos ai, az, ..., an € definida

. ~ a; +a, +...+ a4
pela seguinte expresséo, A = +——2 n.

n
* Geométrica: a média geométrica (G) de n numeros positivos ai, az, ..., an €
definida pela seguinte expresséao: G:Q/a1 L8y, ... .8y .

* Quadratica: a média Quadrética (Q) de n nUmeros positivos ai, az, ..., an € definida

2 2 2
a” +ay +..+a,

n

pela seguinte expressao: Q = \/

* Harménica: a média harmdnica (H) de n nimeros positivos a1, az, ..., an € definida

n

pela seguinte expressao: H= T 1 T
—+ — 4.+ —
a, a, a,

Assim, se a e b forem valores positivos, podemos garantir:

12 relacdo: A média aritmética de dois numeros reais positivos € maior ou igual a

sua média geométrica.

Sabe-se que:

2
(\/5—\/6) >0,Vabe R, »>a-2/a.b+b>0
Com isso:

a+b22«/a.b—>a;b2«/a.b—>AzG.

22 relagdo: A média quadratica de dois numeros reais positivos é maior ou igual a
sua média aritmética.

Sabe-se que:
(a—b)2>0,vVabe R, > a2—2ab+b2 >0 a2+b2>2ab

Com isso:

aZ+b?+a?+b?>2ab+a?+b?
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Simplificando, teremos:
2 12 2 2,12
2.(a2+b?) > (a+b)? — 2 ;b > (a+4b) %Ja ;b > azb S QA

32 relacdo: A média geométrica de dois numeros reais positivos € maior ou igual a

sua média harmonica.

Sabe-se que:

2 . :
(Va-+b) >0vabe R,>a+b>2a.b - 2*5 > zaabb
Com isso:

1 1 2
—+ -2 —\a.b> —->G2>H.
a b (a.b 1+é

a

Para justificar a generalizagdo da desigualdade entre as medias, aritmética e
geométrica, utilizaremos a desigualdade exponencial e* > 1 + x, V x real, que
podemos comprovar a partir de conhecimentos relacionados com a obtencéo da reta
tangente a uma curva num ponto dado.

Sendo t a reta tangente ao grafico da funcéo f(x) = e* no ponto (0,1), entédo
f(0) representa o coeficiente angular de t. Como f(x) = e*, segue que f(0) =e® = 1.

De posse do coeficiente angular de t, obtemos a reta tangente a curva

f(x) = e* no ponto (0,1).

Figura 1 — Curva exponencial

AY
f(x) = e

ty-1=f0).x-0)—>y=x+1

1)

(o}

Fonte: Imagem do autor.

O que nos permite concluir que e* > 1 + x, V x real, cuja igualdade ocorrera

para x = 0.
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Como sabemos, para n numeros positivos, temos:

a;+a, +..+a,
n

* Média Aritmética > A =

- Média Geométrica > G = fa; . a,. ... .a,

Assim, a partir da desigualdade exponencial, obtemos:

a & a 1 a
Para x=K1—1—>eA 21+(X1_1] > eA >

a % 4 a 2.1 a
Para x= —2-1->eA 21+[X2—1] > eA >22

Multiplicando as desigualdades membro a membro, obtemos:

a, a, a, aj+a,+..+a,
149 224 n_ ST o B P
eA oA . eA A B A A PN M ML R
A A A A"
a;+a,+...+a . a;+a,+...+a
Como se sabe A = L2 N entdion = 42 n (I
n A
Substituindo (II) em (1), encontramos:
a,.a-....a
n-n 1 2 n n
M2, AN>a .8,.....a,>A20a;.a;.....8, >A=C.

A

. a;+a,+...+a
Portanto, podemos garantir que ———2 N >1fa.a, ...

..a,, ocorrendo a

igualdade parax =0, isto é, quando a1 =az = ... =an = A.

APLICACAO 13

Prove que 2" > 1+ n.v/2"? | para todo n > 1 (natural)

Prova:
Sabe-se:

a"-b"=(a-b).@1+a"?b+..+ab"?+b*1), vn > 2 (natural)



Fazendo:a=2eb=1

( )
2" -1 :(2-1).(2”‘%2”—2 +...+2+1J

n parcelas

Aplicando a desigualdade das médias, encontramos:

on-1, on-2 +...+2+l> Qon 1 n 2.

MA.>MG. —> ...-2-1 (termos distintos)
n

Assim,
n n(n-1) n-1

"1y, 4+2+1>n\N2 2 52"-1>n2

(n-1)
Portanto, 2" >1+n.2 2 | paratodo n > 1 (natural).

APLICACAO 14

Sejam X, y € z nUmeros reais positivos tais que x? + y? + z2 + 2xyz = 1.
1
Prove que xyz < I

Prova:
A partir da desigualdade das médias, podemos escrever:

a;bJ“Cerd a+b)(c+d x
5 2\/( > j[ > )2 J(@b) +/(cd), va,b,cedeR]

Dai,

a+b+c+d
2

Sendo assim, aplicando a desigualdade das médias, obtemos:

2 2 2
X+y+z+2xyz>4222 1 4 3.3.3
> \IXS.YyS.Z25.2XyZ > — > \2X°.y".zZ
2 Py yz > 2 232y

> ¢abed, va,b,cede R: (desigualdade das médias)

Elevando a quatro ambos os membros, encontramos:

1 > 2x3.y3.z3 - ig > xg’.y?’.z3 - % > X.y.z
2 2

Portanto, x.y.z < %
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APLICACAO 15

Mostre que: se a, b e ¢ sdo nimeros reais ndo negativos, entdo a + b® + ¢ > 3abc.

Demonstragéo:
Fazendo E = a3 + b3 + ¢ - 3abc, podemos escrever:

E = a®+3a%b+3ab?+b%+c3-3a%b-3ab?-3abc
P.notavel

E= (a+b)3+c3—3.a.b.(a+b+c):(a+b+c).[(a+b)2—(a+b).c+02J—3.a.b.(a+b+c)

P.notavel

E=(a+b+c).|a?+ b?+c?-ab-ac-bc|—> E >0 —» a®+ b3+ ¢® >3abc.
%,—J " " =
>0 > 0 (vide aplicagéo 2)

Nota: A desigualdade acima demonstrada, nos permite provar a validade da

propriedade entre as médias aritmética e geométrica para trés valores ndo negativos.

Observe que:

Fazendo a®=x,b®=yec®=z , obtemos:

X+y+2z > 3?&%/;3’/; — % > Jxyz — MA > MG

APLICACAO 16

Mostre que: se a, b e ¢ sdo nlimeros reais positivos tais a3 + b® + ¢ = 3.a.b.c, entdo

a=b=c.

Demonstracéo:

Temos que:

a®+b%+c3=3.abc
a®+b3+c®-3abc=0

a®+3a’b+3ab?+bd+c®-3a%b-3.ab?-3abc=0
produto notavel

(@a+b)®+c®-3ab.(a+b+c)=0
—_——

produto notavel

(a+b+c).[(a+ b)? —(a+b).c+02]—3.a.b.(a+b+c) -0

(a+b+c).(a2 +b%>+c?-ab-ac- b.c)=0
—_—

positivo
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Entdo, para que a sentenca acima seja verdadeira € necessario ter:
a?+b?+c’2—ab-ac-bc=0—>(@-b2?+@-c)?+((b-c?=0

O que nos leva a concluir que a = b = c. (vide aplicacéo 1)

Nota: A propriedade acima demonstrada, comprova que a igualdade entre as médias
aritmeética e geométrica para trés valores positivos, s6 ocorre quando 0s termos das
meédias séo iguais.

Veja:

X+y+2z

>3Ixy.z, entdo x =y =z)

@3 +b%+c® =3abc, entdo a=b=c) © (

APLICACAO 17

bc ac ab .
Demonstre que —+—+-—2>a+b+c, Vab,ceR .
a b c
Demonstragéo:

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

be , ac
i)uz,fb—c.ﬁzcab—c+§22c
2 a b a b
ac_ ab
ii)b—Cz,/%.—b:a—>§+a—b22a
2 b c b ¢
bc , ab
ji)-&—C > bcab _p ,be ab, o
2 a c a ¢

Somando membro a membro, concluimos:

2bc+2ac+2ab22C+2a+2b_)b_c+§+a_b20+a+b.
a b C a b c

APLICACAO 18

Prove que a+Tb+c > '/W >3Yfabc, vab,ceR’,



23

Prova:

Sabe-se que:

a?+b’?+c?2>ab+ac+bc, Va, b, c e r. (vide aplicacdo 2)
Somando 2.(ab + ac + bc) a ambos os membros, obtemos:
a?+b2+c2+2.(ab+ac+bc)>ab+ac+bc+2.(ab+ac+bc) (I)
Com isso,

(@+b+c)>>3.(ab + ac + bc)

Dividindo ambos os membros por 9, encontramos:

2 2
(a+b9+c) S ab + a;c +bc N (a+l:;+c) S ab + e;c +bc > 322022

Aplicando raiz quadrada em (ll), tem-se:

/<a+g+c>2 > [RRraerhe , [

a+b+c S ab+e;c+bc 2%_

Portanto,

APLICACAO 19

Sejam a1, az, ..., an NUMeros reais positivos, demonstre a desigualdade:

2 2 2
Jal Ayt . tay” A +ay +..+ay
n n

Demonstracéo:

Considerando a desigualdade a seguir:

a+a,+...+4a,

X-12>0—> x2+1>2x e xiz%,onde A=
n

2

a 2.a

Entdo: % +1> =22
A A
a,’
A2

i1> 222

2.
—2+1Z an
A A
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Somando as n desigualdades acima, teremos:

2 2 2 2

a,” +...+a a, +...+a a” +..+a

1—2“+n.122.(gj —» L —5—"+nl1>2n
A A A

2 2 2 2 2 2

, +...+ +...+ + ...+

[mhﬁ__Jth_,ﬁ___%_zAzﬁJ% a5 A
A2 n n

2 2

a’+..+a a, +..+a
Portanto,\/ 1 n_ > - n,
n n

Vale destacar que a igualdade ocorrera parax =1, isto €, a1 =a2=... = an = A.

APLICACAO 20
Se a, b e c sdo reais positivos tais que a + b + ¢ = 1, mostre que:

SEI I

Demonstracao:
Efetuando as multiplicagdes do primeiro membro da desigualdade, obtemos:
P=1+(1+1+}] +[i+i+i] +i. ()

a b c ab bc ca ab.c

Usando a desigualdade das médias, M.A. > M.G., temos:

1 N 1 N 1
a b e 1
a b c > 33— 14—}4—& > 3.q (1D
3 Vabc a b c 1
— , onde 3 =q.
1.1 1 11 1 2 abc
I I T — +—+— > 3.qg% ()
ab bc ca s ; ab bc ca
3 a?b?.c?

Substituindo (I1) e (111) em (1), encontramos: P > 1+ 3.+ 3.2+ g3 = (1 + q)® (IV).

Finalmente, sabendo que a + b + ¢ = 1, tem-se: % = MTM > Jfabc. .. q=3.

Logo, em (IV), concluimos que P > (1 + 3)% = 64, como queriamos mostrar.

APLICACAO 21
Suponha que a soma das sextas poténcias de 6 inteiros menos 1 é igual a seis

vezes o produto destes nimeros. Prove que um deles é 1 ou —1 e os demais séo 0.



25

Prova:
Supondo: a® +b® +cé+dé +ef +f®*— 1 =6.a.b.c.d.e.f

Usando A > G, tem-se:

6,6 , -6
a’+b°+c [6.6 6
- > 336_b6.C6

3
d®+ e +£°
— 5 > §/d®.e® £°

Somando: a® + b® + cb + db + €% + ¢ > 3.2 .b? .c? + 3.d? .e? .f?
6.a.b.c.def+1>3.a%.b%.c2+3.d°.e? .f

1>3.(a.b.c-d.e.f)?

Entéo, a.b.c — d.e.f tem que ser zero, ou seja, a.b.c =d.e.f.

Com raciocinio analogo, encontra-se: a.b.d = c.e.f, a.b.e = c.d.f, e assim por diante.
Logo, o produto de trés termos quaisquer € igual ao produto dos outros trés.
Supondo todos diferentes de zero, podemos ter:

a<b<c<d<e<f - def > a.b.c (absurdo)
a=b<c<d<e<f- def > a.b.c (absurdo)
a=b=c<d<e<f — de.f > ab.c(absurdo)
a=b=c=d<e<f — def > ab.c(absurdo)
a=b=c=d=e<f —» de.f > ab.c(absurdo)

a=b=c=d=e=f —» a®-1=2a° (absurdo)
Assim, s6 nos resta a possibilidade de ter alguns termos iguais a zero, 0 que

acarretara a® + b® + ¢ + d® + €8 + f6 = 1, portanto cinco deles serdo iguais a zero e o

outro +1 ou —1.

APLICACAO 22

Ache todas as solucdes reais da equacao a seguir:

2 2 2
. e

Solucéo:
Sabemos que:

MA>MG. > a+Tb+c > 3fabc, Va,b,c e R, (vide aplicagdo 15)
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Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geomeétrica, obtemos:

2 2 2
X =X— -y-z z°-z-X
3 Y+3V V7743 > %/3x2+y2+22—2x—2y—22
3 2

Assim,

% > 33", emque w=x?+y? +2% - 2x -2y -2z

Elevando ao cubo ambos os membros, encontramos:

1w 385 3v Lwe 3
27

Agora, podemos escrever:
X2 +y? +72 —2x-2y—2z< —3—>(x—1)2 +(y—1)2 +(z—1)2 <0
Portanto, devemos ter:

(x—l)2 :(y—l)2 :(z—l)2 =05 x=y=z=1->S={111}

APLICACAO 23
Prove que a média harmonica de n nimeros positivos X1, X2,...,Xn € SEempre menor ou

igual a sua média geométrica e so € igual quando todos 0os niumeros sao iguais.

Prova:

Aplicando a desigualdade (M.A > M.G), nos inversos de xi > 0, i = 1,2,..., n, temos:

1 1 1 1
—+—+—+.t—
X1 X3 X3 Xn >niii i_)£>l_)G>H
n Xy X, X3 X, H G -
Para termos G = H (M.G.= M.H.), devemos ter:
1 1 1 1 . o
—=—=—=..=— > X; = Xy = X3 =... = X, (todos 0s numeros iguais)
X1 Xz X3 Xn

APLICACAO 24

. LA . . 1
Se a e b sdo reais ndo negativos tais que a + b > 1. Prove que a*+b* > %



27

Prova:
Aplicando a desigualdade que relaciona a média quadratica e a média aritmética,

obtemos:

2 2 2 n2 2 2
MO >MA. —> ’a +b 2a+b_>a +b 2(a+b) —>a2+b222.(aLbj
2 2 2 2 2

Consequentemente,

(a2 +p2)° 2
a4+b422.La +bJ —>a4+b42£(a2+b2) 2&.4.[@)
2 2 2 2

Assim,
a* +b* 2%-(a+b)4
Como a + b > 1, concluimos que:

a4+b42%-(a+b)42%—>a4+b42

APLICACAO 25

n
A 1) | . . .
Prove que a sequéncia de termo geral a, = [1+ —| € estritamente crescente, Isto e,
n

1 n 1 n+1
prove gue para todo n inteiro e positivo [1+ ﬁ] < [1+ mj :
+

Prova:

A partir da desigualdade (M.A > M.G), podemos escrever:

(el

1+=]. +—)...[1+Ej.l, ja que ndo temos
n+1 n n n

todos os termos iguais.

Assim,

+1 n n+1 n
,d 1+ — L n+2 n'i/ 1+E) —>[—”+2j >[1+l)
n+1 n n+1 n

n+2 1\" 1\
Como =1+ 1 , concluimos que: ﬁ <|1+—

n+1 n+ n+
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APLICACAO 26
Prove que, se a desigualdade da médias (M.A > M.G) é valida para n numeros
positivos, n > 2, entdo, ela é valida também para n — 1 niUmeros positivos.

Prova:

Sejam 0s numeros positivos a seguir a1, az,..., an-1, A, em que:

a+a,+...+a,_
n-1

A =

eG=nJa;-a,-....a,,
Como a desigualdade das médias € valida para n valores, podemos escrever:

a +a,+..+a, 1 +A n-1A+A
12 n 1 ZQ/al-az-...-an_l-AALZQ/al-aZ-...-an_l-A
n n

Segue que

n n-1
Axfag-ay-..can 1 A—>A" a8, .08, A> A" >a A, 8y

Portanto, podemos escrever:

A>n-da .a,-...-a, 1 > A>G, ocorrendo a igualdade paraa,=a, =...=a,_=A.
1A n-1 1=43a n-1

APLICACAO 27
Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos, entdo, prove que
[(1+a).(1+Db).(1+c)]’ > 77.a*b*c*.

Prova:

Inicialmente, temos:
1+a).(1+b).(1+c)=1+a+b+c+ab+ac+bc+abc
l1+a).(1+b).(1+c)—1=a+b+c+ab+ac+bc+abc

Aplicando a desigualdade entre as médias, aritmética e geométrica, obtemos:

MA>MG. — a+b+c+ab4;ac+bc+abc 27/7a4b4c4

Dai,
(1+2).(d+ g)'(“ =1, Yanic® - (1+a).(1+b).(1+c) > 7{a%bic? +1> 7{atbic?

Portanto, podemos escrever:

(1+a).(1+b).(A+c) > 7{a*bc?
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APLICACAO 28

Determine o maximo valor de f(x) = x —x*, com 0 < x < 1.

Solucéo:

Inicialmente, tomemos y = x — x* = x.(1 — x3). Obviamente x e 1 — x3séo nédo negativos.
Veja:

y=X.(1-x3) - y3>=x3(1-x3 — 3y3=3x3.(1 —x3)3

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

33+ (1-x3)+1-x3)+@1-x°

MA >MG. — . ) > 433.1-3). - P).1- 1)
Dai,

4 3 3
% > 43y3 a(%) > 3y3 —>j—42 Y2 o Vg = % ocorrendo quando 3x® =1-x3,

w
NN

que corresponde a x =

2.3 A desigualdade de Cauchy-Schwarz, Bernoulli e aplicacdes

Cauchy-Schwarz: Se a1,az,...,an € bi,bz,...,bnsdo ndmeros reais ndo nulos, comn > 1,

< 2
entdo (apby +ayby+ ... + a,hb,) < (a12+a22+... + anz).(b12+b22+ .+ bnz).

Demonstracgéo:

Considere a seguinte sentenca matematica:
P(x) = (a;x — by )2 +(a,x — b, )?+...+(a,x — b,)? > 0, valida para qualquer x real, pois a

soma de quadrados nos reais € sempre maior ou igual a zero. Desenvolvendo o0s

quadrados dos bindbmios acima teremos:

P(x)=(a12+ a2+ ... + a2 |x? —2.(aoy +asb, + ... +ab)x+(b+ b2+ .. + bn2)20
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A= a12+ a22+ ot an2
Fazendo:<B =-2(ajb; + agb, + ... + a,by)

C= b2+ b2+ ... + b2
Entdo, a desigualdade acima sera escrita assim:
P(x)=Ax*+ Bx+C>0,vx eR.

Observe que A.x2 + B.x + C, com A positivo, € um polindmio do segundo
grau em X, cuja representacao gréafica € uma parabola com concavidade para cima.
Como P(x) é ndo negativo, para todo x real, devemos ter A< 0, isto é, B2<4.A.C.

Portanto:
2

(aghy +ayb,+ ... + @, b, ) < (a12+a22+... + anz).(b12+b22+ .+ bnz).

Para ocorrer a igualdade, o discriminante devera ser nulo. Significa que o
polindmio do segundo grau P(x) = (a;.x —b;)? +(a,.x —b,)? +...+(a,.x —b,)? tem duas
raizes reais e iguais, isto €, apenas um valor real o (raiz dupla) anula o polinémio.
Devemos ter:
(a,.00—b;)? +(a,.a—b,)? +...+(@,.a—b_)? = 0

1 1 2 2 SERACE n) =

Dessa forma, todos os parénteses devem ser nulos, isto &, bi = a.ai, para todo i.

Ent&o, a igualdade deve ocorrer quando os ai forem diretamente proporcionais aos bi.

Bernoulli: Para quaisquer nimeros reais x > —1 e n inteiro positivo, entdo:
(L+x)">1+nx

Demonstracéo:

I. Parax >0, utilizaremos a expansao de Newton:

o= 3

n
p=0

P

Assim,

n n n n n
(1+ x)" :( j.l”‘o.x0 +[J.1“‘1.x1+[ j n-2 y2 +...+( J.ll.x”‘lJr( j.lo.xn
0 2 n-— n
n n n
(1+x)n:1+nx+[].x2+...+( Jj.x“_1+[].x”21+nx
2 n-— n

resultado ndo negativo
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Portanto, (1 + x)" > 1 + nx, para todo x > 0 e n inteiro positivo.

Il. Para-1 < x <0, utilizaremos a identidade:
a"—-b"=(a-b).(@t+a"?b+..+ab"™? +b"?), vn > 1 (natural)
Fazendoa=1+xeb =1, tem-se:

n-2

(1+ x)n ~1= x.[(1+ x)n_l+(1+ X) T+ (14 x)+1}

Observando que:
1<Xx<0->0<1+x<1->@A+x" @A+x"? .., 1+ x) sédo poténcias
decrescentes, cujos valores pertencem ao intervalo (0,1).
Assim,
(1+x)n_1+(1+x)n_2+...+(1+ X)+1<1+1+..+1+1<n
n parcelas

Multiplicando ambos os membros por x, obtemos:

n-2

x.[(l+ x)n_1 +H(1+x) T+ (L x)+ 1} > NX

Portanto,
(1+x)" =1>nx — (1+x)" > 1+nx para todo -1 < x < 0.
De (I) e (Il), concluimos que:

(1 +x)" > 1 + nx, para todos x > —1 e n inteiro positivo, valendo ressaltar que a

igualdade ocorrera para x = 0.

Para o enriguecimento desse trabalho, a seguir, apresento uma demonstragéo
para a desigualdade das médias, aritmética e geométrica, a partir de Bernoulli.

a;+a,+..+a,
n

Definindo A,= = % em que g, > 0.

A . .
Fazendo x + 1 = —" na desigualdade de Bernoulli, obtemos:
n-1

1+x)">1+nx,V x>-1eneN’

Dai,
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Perceba que:

S -1 -
An—l = nn—l - I‘]'An—l - An—l - Sn—1

Com isso, podemos escrever:

n n
( A, j _NA-(NAL -A ) AL A, ] - Sn—Sna
An 1 An—l

Simplificando o segundo membro da desigualdade, encontramos:

n n
[ An j > ansAn_l.( An j
An—l An—l An—l

n

. A - - .
A partir de a, < A”‘l'LA n J , justificaremos a generalizacdo da desigualdade das
n-1

médias, aritmética e geométrica.

Fazendo:
2
A
n:2—>azsA1.[A—2}
1
3
A
n=3-az <A, (A—3\
2
(A’

Multiplicando membro a membro, tem-se:

3 k
ay.83.3,...8y < (A2)2 -(As) -(A4)4 e (Ak) comA; =a

A (A (Ag) (AT
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Assim,
k

a,.a,.a a<(Ak) (A)k>aaa a, —» A, >ka.a,.a
2- 3- 4--- k ] a % k = 1- 2- 3---- k % k = 1- 2- 3----ak

1

aj+ay+...+a

Portanto, > 1/a,.a,.a;...a,, ocorrendo a igualdade para x = 0, isto &,
n
An=An1,0quenosdi,ai=az=az=... = an.

APLICACAO 29

Se a e b sdo reais tais que a2 + b? = 1, determine o valor maximo de a + b.

Solucéo:
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

(La+1b2<(12+1?).(a2+b?) > (a+b)2<21>a+b<+2

V2

Concluimos que o valor maximo de a + b é /2, e ocorrera quando a=b = 5

APLICACAO 30

Sejam x e y dois nUmeros reais positivos cuja soma é 8.

2 2
1 1
Demonstre que[x + ;J + (y + ;j

289
> —.
8

Demonstracéo:
Chamando o primeiro membro de n, vem:

. [ Xy + 1]2 .\ [ Xy + 1)2 _ (xy+D? L, (xy+ D® _ (xy+1? (x*+y?)

y X y? x? x2.y?

Xy +1 2 1 2
n:[ Y ] .(x2+y2):(1+—J .(x2+y2)
X.y X.y

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a das médias aritmética e
geomeétrica, encontramos:
I. Cauchy —» (1.x+1.y)?<(12+12).(x2+Yy?) > x2+y?>32

I. M.AZM.G.—)%Z Xy >xy<16—>-—> 1t 1. 117

Xy 16 xy 16
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De (1) e (I1), concluimos:

2 2
n= [1+ i] .(x2+ y2) > (gj .32 = @
X.y 16

APLICACAO 31

Quem é o maior, 7°2 ou 8°1?

Solucéo:
Por Bernoulli, temos que:

(1 +x)">1+nx, comx>-1ennatural.

Fazendox = % e n =91, encontramos:

1 91 1 8 91
(1+7) >1+91.7—>(7j >14 8% 514.7%

Dai,
89127791 5892792, 79

Portanto, 891 > 792,

APLICACAO 32
Se a, b e ¢ sdo numeros reais tais que a + b + ¢ = 1, determine o valor minimo

de a2 + b? + c2.

Solucéo:

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
(la+1b+1c)P<(12+12+1%.(a2+b?+c?)

Dai,

1<3.(@2+b?+c?)—»a?+b?+c?>

Wl

~ .1
Portanto, o menor valor para a expressdo a2 + b? + c? é 3 e, ocorrendo para

a:b:czl.
3



APLICACAO 33

Determine os valores extremos da funcéo f(x) = 12.sen x — 5.cos X.

Solucéo:

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos:
(12.sen x — 5.c0s x)? < [122 + (-5)?].(sen? x + cos? x)

Dai,

[f(x)]? < 169.1 — —-13 < f(x) < 13.

Portanto:

~ . . 5 12
* A funcéo f assumira o valor maximo 13, para cosx = 13 esenx=—.

13

~ . . 5 12
* A funcéo f assumira o valor minimo -13, para cosx = 13 esenx=——.

13

APLICACAO 34

35

Se o0s nlmeros reais x e y satisfazem a equacédo (x + 5)? + (y — 12)? = 142, determine

o valor minimo para x2 + y2.

Solucéo:
Trigonometricamente, podemos ter:
X +5 = 14cosa e y — 12 = 14sena, com o €[0,2r)

Entao,

x? +y? = (14cosa - 5)° +(14senc +12) = 365 + 28.(12sena. —5cos o)

Como o minimo de12sena —5cosa é —13 (vide aplicacdo 33), concluimos:

(X2 + y2)min. = 365 + 28.(-13) = 1.

APLICACAO 35:

. , m . ~
Existe apenas um numero real x 6[0,5) satisfazendo a equacao:

(tg2 %) .(cotg4x + 1).((:03 sec? X + tgzx) =1

Ache o inteiro positivo k de modo que cos?1®x = senKx.
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Solucéo:
Por Cauchy-Schwarz, temos que:
2 2 4 2 2
(1.cossecx+cotg x.tgx) s(1+ cotg x).(cossec X+1g x)

Dai,

2 2

1 COSX 1 1+ cosx 2 X

+ < - <cotg” —
senx  senx [ 2 X] senx 2

t
J 2

Como a igualdade é uma identidade trigonométrica, significa que ocorre a proporcao

a sequir:
1 cotg®x cotg?x  sen®x  cos?x 3 4
= — senx = - = > — COS™ X=S8en X
cossecx  tgx tgx CoSX  senX

Elevando a 673 ambos os membros, encontramos:

673 673
(0053 x) - (sen“x) — c0s2%1? x = sen?®P?x 5 k = 2692.

S80 muitos os problemas relacionados direta ou indiretamente com
desigualdades. O capitulo seguinte é dedicado a resolucédo de algumas aplicacbes

numeéricas, algébricas, geométricas e trigonométricas.
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3 PROBLEMAS RELACIONADOS

Neste capitulo apresento uma visdo geral de aplicacbes numeéricas,
algébricas, geométricas e trigonomeétricas, compativeis com ensino fundamental e
médio. As situacles exigirdo, além de conceitos simples ja abordados, habilidades

nas manipulacdes para resolvé-las.
3.1 Problemas numeéricos e algébricos

APLICACAO 36

Quem é maior, €™ ou n®?

Solucéo:
Fazendo x= *—1 na desigualdade exponencial e* > 1 + x, obtemos:
e

T4

I . . P
e® >1+ ——1, pois aigualdade so0 ocorre para x = 0.
e

Com isso,

T T T

n\°

. T (

ee >- _seee >mgoee >n—>LeeJ >(7t)e—>e7T > &
e

Logo, e™ € o0 maior.

APLICACAO 37

Demonstrar que para todo x e y reais diferentes de zero se verifica:

Z(X—z+éj —3.[§+X]+6>0

y© X y X
Demonstracéo:
XY LD A
Tomando: —+ = =k — —+t> =ks=2 (I)
y X y X

. . [ x2 yz\ X 'y
Veja: 1° membro da desigualdade = Z.L— + —J -3 =+=]+6 (I
y X



Substituindo (1) em (1), vem:
1° membro da desigualdade = 2.(k* - 2) - 3.k + 6 =2.k? - 3.k + 2

2
1° membro da desigualdade =2. (k2 —§ K+ i+ —)=2. (k - §) + -’ > 0.
16 16 4 16

| —
=0

APLICACAO 38

Demonstrarsec+b=a,comc>0eb >0, entdo \3/02 +\3/b2 > \3/a2 )

Demonstracao:

Temos que:

c>0b>0e a=c+b > a>cea>b —>§/§>§/€ e §/§>§/6

-1 -1 -1 -1

1 1 1 1 = = = =

Invertendo — <z= © 3=<3= a3 <c3 eas3 <b3.
R A

Por outro lado, tem-se

2 1 -1 -1 -1 2 -1 -1

a3 =a3 .a=a3 .(c+b)=ad .c+a3.b—>a3<c3.c+b3.b

Portanto:
2 2 2
a3 < c3 +b3 > ¥a? <Jc? +Yp? .

APLICACAO 39

X+1

Determine o valor maximo da fungéo f(x) = ————, x> -1.
X“+2.X+2
Solucéo:
2
F(x) = X+1 1 x +2.X+2 _ (X+1)"+1 il 1
x2+2.x+2 fx)  x+1 x+1 X+1
Dai,

1 1
—— > 2 (vide aplicacdo 8 0<f(x) < =.
00 ( plicacéo 8) — 0 < f(x) 5

Lo 1
Portanto, o valor maximo de f(x) é > ocorrendo para x = 0.



APLICACAO 40

Se 0 < X < 1, encontre o valor maximo de x.\/l— x2 .

Solucgéo:

Inicialmente, tomemos y = x.y/1— x2 . Claramente x é positivo e 1 — x2 também.

Veja:
y =XAN1- X2 - y2 = x2.(1—x2)

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

2 (12
IWAEMG.azLigiilamh?a—ﬂ)—>%zy_+ymﬂ=%

L. .1 . . 2
Portanto, o valor maximo y é o que corresponde a x2 =1 —x?, isto &, X = -

APLICACAO 41

Demonstre que a?+b?+c?2+3>2.(a+b+c),Va, b, cer

Demonstracéo:

Transformando numa desigualdade equivalente:
a?+b?+c?+3>2a+2b+2c,Va b, cer

A desigualdade acima pode ser transformada facilmente em:

a?—2a+1+b?2-2b+1+c2-2c+1>0.

39

Finalmente, temos: (a — 1)2 + (b — 1)> + (c — 1)2 > 0, o que é verdade, pois todo

guadrado nos reais é ndo negativo. E ainda mais, concluimos que a igualdade sé

ocorreraquandoa=b=c=1.

APLICACAO 42

Se X e y sao positivos tais que x >y, determine o menor valor de X + ﬁ .
y.X-y
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Solucéo:
- 8 8
Inicialmente, tomemos E=x+———=(X-y)+y+————. De acordo com o
y-(x-y) y-(x-y
enunciado, temos X, y € X —y numeros reais positivos.

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

(X=y)+y+ (x-y) 3 E
MA. > MG. > Y. y Z:i/(X_Y)-Y-— - —=22->E,, =6
3 y.(x-y) 3

Portanto, o valor minimo de E é 6, que corresponde a x—-y=y= , isto &,

y.(x-y)
y=2ex=4.

APLICACAO 43

~ 1
Se x >0, qual o menor valor da expressdoy = x2 +=7?
X

Solucéo:
Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

, 1 1
X5+ + 1 1

MA. > MG. — 2X  2X 32 = =
3 2X 2X

1
Comoy = x%2 + =, encontramos:
X

3
Y>3 1 —> y2> 332 .
3 V4 2
3 3
Portanto, Y, = % , que corresponde a x* = 2_1x isto é, x = % :

APLICACAO 44
Se a e b sdo reais positivos tais que a + b = 1, prove que a.b? < % e determine

guando ocorre a igualdade.
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Prova:

Usando a desigualdade das médias, tem-se:

a+—+— 2
MA >MG. - —2 2 535 2D Ezsfﬂ 02 < L
2 2 3 4 7
- . , 1 2
Nestas condi¢des, a igualdade ocorrera quando a = 3 eb= 3
APLICACAO 45
Sejam azi, az, as, ... , an NUMeros reais positivos tais que a1 . az. ... . an = 1. Encontre
o menor valor de P = (1 + a1). (1 + a2). (1 + a3). ... . (1 + an).

Solucéo:
Usando a desigualdade das médias (M.A. > M.G.), temos:

1+2a1 > 1.a, »1+ a;>2.a

1+a
> > \1.a, »1+ a,>2./a,

Multiplicando membro a membro as desigualdades acima, obtemos:

(1+a)(1+ay)(1+ag) ...(1+a,)>2"Ja;-a,-a3-...-a,
1+ a)1+ay)(L+ag) . (l+a,)22"V1

Logo, o valor minimo de P é 2", ocorrendo paraai=az=az=...=an=1.

APLICACAO 46

Determine todas as solucdes inteiras e positivas da equacéo x2z + xy? + yz? = 2xyz.

Solucéo:
Como estamos atras de X, y e z positivos, podemos dividir ambos os membros da

igualdade por x.y.z.



Assim, temos: 5+X+E=2
y z X

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, vem:

X'y z
MA>MG — L 2 XX ¥ 2 X ¥ 253
3 y z X y z X
~ Xy zZ _ . . : ~ o "
Portanto, a equagdo —+=+— = 2 ndo admite solugdes nos inteiros positivos.
y z X

APLICACAO 47

Prove que se a, X, Y, Z S40 humeros reais maiores que 1, entdo:
(log,x + log,y + log,2).(log,a + log,a + log,a) > 9

Prova:

Sabemos que:

42

. Como a, X, y e z sdo maiores que 1, os logaritmos:log,x,log,y, l0g,z,

log,a, log,a, log,a, sao todos positivos.
Il. log,mé o inverso de logn.
Tomando: log,x = p;log,y = q; log,z =r
Aplicando as desigualdades das médias (A > G), encontramos:

++r
p*+a+r g > Jp.q.r

1 11 — (p+q+r).[1+}+}]29
[P, P q r
r . 1

3  \par

Portanto, (log,x + log,y + log,z).(log,a + logya + log,a) = 9.

APLICACAO 48
Demonstre que se a, b e ¢ sdo reais positivos, entao:
a b o 3
+ + > —
b+c c+a a+b 2

Demonstracgéo:

Adicionando uma unidade a cada uma das fra¢gbes do primeiro membro, temos:



1 1

1

a+b+c N a+b+c+a+b+c

2§+3—>(a +b + c)(
b+c c+a a+b 2

b+c=x

+ +
b+c c+a a+b

] 9
> —
2

43

Fazendo <c+a =1y, teremos: (x + y + z).[£+l+l] > 9, 0 que é verdade, pois
X 'y z

a+b=1z

aplicando a desigualdade das médias, encontramos:

3.0 1 1 1
1 1 1 - (x+y+z).[—+—+—j29.
oot o X y z
Xy z ., 1

3 \xy.z

APLICACAO 49

Determine o menor valor da expressao x+y + X+ y,VX,y eR:.
X

Solucéo:
Temos que:
n= XY XHY Y X s 14241 (vide aplicagéo 8)

X y Xy

—
>2

Portanto, nmin. = 4, que corresponde a x = y.

APLICACAO 50
Prove que: se X, y e z sdo reais positivos vale a relagéo:
X+y).(x+2z).(y+z)>8xyz

Prova:

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (A > G), temos:

Z > Jxz S(x + y)(x + 2).(y + 2)2xyxz\yz
ZZ\/y._Z

< x
NI+ N+

Portanto, (x +y).(x + 2).(y + z) > 8.x.y.z, para todo X, y e z positivos.
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3.2 Problemas geométricos e trigonométricos

APLICACAO 51

2
T T
Prove que para todo x real, com 0 < x < > 0COITe X.COSX < (Zj :

Prova:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 2 — Setor circular

Fonte: Imagem do autor.

Comparando as éareas, tem-se:
[setor OBA] > [ABC]

(n — j A 1.1.sen[7E - x)
2 2 T

/I
> — ——X>CO0SX — — >X+CO0SX
2 2 2 2

Aplicando a desigualdade das médias, obtemos:

1 T X+ COSX T
§>X+COSX - Z>—2\/X.COSX - Z>\/X.COSX

2

2
Portanto, x.cos X < (%j .
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APLICACAO 52

Demonstre:

a) se a, b e c sdo reais positivos, entdo a.b.c>(b+c—-a).(a+c—b).(a+ b -c).

b) usando o resultado anterior, demonstre que: R > 2.r, onde R € o raio da circunferéncia

circunscrita e r é o raio da circunferéncia inscrita.

Demonstragéo:
a) Se X, y e z sdo reais positivos, entdo (X + y).(x + z2).(y + z) > 8.xy.z.

(vide aplicagéo 50)

_ b+c-a
X+y=CcC 2
a+c-b
Tomemos:{x+z=hbh — = >
ytz=a a+b-c
Z =
2

Substituindo os valores de X, y e z ha sentenca inicial, encontramos:

abc>(b+c-a)(a+c-b).(a+b-c)

b) Sejam a, b e c lados de um tridangulo circunscrito e inscrito a uma circunferéncia
de raio r e R, respectivamente.

Sabemos que:

Area de um triangulo qualquer: A = \/p.(p—a).(p—b).(p—c) ,onde: 2p=a+b +c.

Dai,
A2
) A ={p.(p-a).(p-b).(p-c) — 'Y (p-a).(p-b).(p-c)

ija+b = 2p-c;a+c = 2p-b;b+c = 2p-a
e Area de um triangulo circunscrito numa circunferénciade raior : A=p.r

ab.c

e Area de um triangulo inscrito a uma circunferéncia de raio R: A = IR

Entdo, a.b.c =4.A.R

Encontramos anteriormente que: a.b.c>(b+c—-a).(a+c—-Db).(a+b—-c)
Fazendo algumas substituicbes, encontramos:

4RA >(2.p-2.0).2p-2Db).R2p-224a)

4RA>8.(p—a).(p—b).(p-c)
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AR>2(p—-2a).(p—b).(p-c)
2

A.R > 2.A—
Y

p.R > 2.p.r

Portanto: R > 2.r (Relac&o de Euler)

APLICACAO 53
Se em um triangulo vale a relacdo a®> + b? + ¢ = 9R? onde R é o raio da

circunferéncia circunscrita, prove que a=b =c.

Prova:
Sabemos que: num triangulo qualquer vale:

b c
senA senB senC

a = 2RsenA; b =2RsenB; ¢c =2RsenC.

Lei dos senos: =2.R, onde:

b +c?-a’
a’®=b%+c?-2bc.cosA— cosA=—"> "%
2b.c
2, .2 .2
: a“+c“-b
Lei dos cossenos: { b% =a?+c?-2.ac.cosB— cosB=2"~ "~
2.ac
2, L2 2
a“+b“—-c
c® =a’+b%-2.ab.cosC — cosC=2—b
a

Substituindo os valores de a, b e ¢ da lei dos senos em a2 + b2 + c2 = 9.R?,
2 2 2_9
encontramos: (senA)- + (senB)“ + (senC) :Z ()

Evidentemente: senA =sen (B + C) = senB.cosC + senC.cosB  (ll)

Substituindo (1) em (1), vem:

(senB.cosC + senC.cosB)? + (senB)? + (senC)? = %
2 2 2 2 2 2_9
sen“B.cos” C + 2.senB.cosC.senC.cosB + sen“C.cos” B+ (senB)” + (senC)” = 2

sen’B.(1+ cos? C) + sen®C.(1+ cos® B) + 2.senB.cosC.senC.cosB =

A|o©
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(1-cos?B).(1+cos? C) + (1- cos? C).(1+ cos® B) + 2.senB.cosC.senC.cosB = %
—2.cos’B.cos? C + 2.senB.cosC.senC.cosB = %

cosB.cosC.(cosB.cosC —senB.cosC) = —%

cosB.cosC.cos(B+C) = é

Encontramos: cosB.cosC.cosA = % (1)

Substituindo os valores de cosA, cosB e cosCda lei dos cossenos em (lll),

encontramos: (b2 +c? - a2).(a2 +c? - b2).(a2 +b? — 02) =a’.b%.c? (V).

x =b® +c? - a?

Fazendo:y = aZ +c? - p?

z=2a% +b?-c?

Substituindo os valores de x, y e z em (IV), tem-se:

(y + 2).(x + Z).(x + y) = 8.x.y.Z equivale a (y“j .(X“j .(X;y] = Jyzxz Xy,

2 2

igualdade das médias

ocorrendo somente quando x =y = z. Portanto, teremos a = b = c.

APLICACAO 54
Em um triangulo ABC temos BC =a, CA=b e AB=c que satisfaza+b-c=2e

2ab — c? = 4. Prove que o tridangulo ABC é equilatero.

Prova:

A partir das sentencas apresentadas, temos o sistema a seguir:
a+b-c=2 »a+b-2=c(l)

{2ab— c2=4->2ab-4 =c? (Il

De (1) e (Il), tem-se:

2ab-4=(a+b-2)2—>2ab-4=a%?+Db’?+4+2ab-4a-4b

Simplificando,

0= a’-4a+4 + b>-4b+4 — (a—-2)%+(-2)°=0
e —

quadrado perfeito quadrado perfeito



Com isso,

a—2=b-2=0(vide aplicagdo1l) » a=b=c=2.

Portanto, o triangulo ABC é equilatero.

APLICACAO 55:

48

Demonstre a desigualdade ha + ho + he > 9r, em que ha, hp € hc S&o as alturas de um

tridngulo qualquer e r é o raio da circunferéncia inscrita neste triangulo.

Demonstracéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 3 — Inscrigdo do circulo

Fonte: Imagem do autor.

h, bh,_ch, ar br cr_(a+b+c)r

Area(ABC) =S — a'2

Entao:

(a+b+c).r=25_>(§+§+§ 1 1 1 1

h

a

2 Cc 2 2 2 2

JI=2S—> —+—+—=-
h, hg hy, hy h, r
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Aplicando a desigualdade das médias, encontramos:

1 1 1

MA.>MG. — Nat Mt he )i ha Ny N Zslha'hb'hc'?’i'i'iZl
3 3 ha hb hc

Assim,

(1. 1 1) 1
(hay+ hp+ hc).LE+E+EJ >9—(h,+ hp+ hC)(Fj >9

Portanto, ha+ hp + hc > 9r.
APLICACAO 56
Determinar o cilindro circular reto de volume maximo que pode ser inscrito numa

esfera de raiorr.

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 4 — Inscricdo do cilindro

Sabe-se que:
V = nx2.2y
2= x2+y?

Fonte: Imagem do autor.
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Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

E S 3 (xz.y)2 V< 167r®
3 4 27
Entao,

4.mr3 x2 r/3 r/6
3

V.. =——_  ocorrendo quando: =—=y% 5> x°=2y° > y=-—""ex=
max 3.\/§ q > Yy y Yy 3

2.r.«/§
5

Portanto, o raio do cilindro é % e a altura do cilindro

APLICACAO 57
Um refrigerante é vendido em latas cilindricas de volume 400ml. Calcular o raio da
base de modo que o material gasto na embalagem seja 0 minimo possivel (isto é,

de modo que a area total do cilindro seja minima).

Solucéo:
Para facilitar o entendimento, veja a figura a sequir:

Figura 5 — Cilindro
. ——
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Fonte: Imagem do autor.
I. V=400 = n.r’.h (volume do cilindro)
Il. A=2.m.r’ + 2. n.r.h (area total do cilindro)

Usando a desigualdade das médias, tem-se:

2
MAZMG.a»Zmr+gh+”h232m%4¥
53>23(ﬁ®2.ﬁ Ao f%3a9A>6o%m
3 2 4T . 27 Z TT . h Z . TC
Entao,

Amax = 60.3/40.%, ocorrendo quando os termos das médias forem iguais, isto &,

,[400

2.n.r> = m.r.h,oque nosda h=2.r.Portanto, r = 5
I

cm.

APLICACAO 58
. . o . a3 . o
Seja A uma circunferéncia de raio R = —3 Analise se € possivel inscrever em A
um triangulo que tenha sua area numericamente igual ao seu perimetro.
Solucéo:
Sabemos que: area de um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de raio R é dada

por: A = i—t:; (resultado associado a figura a seguir)

Figura 6 — Inscricdo do triangulo
B

N

Fonte: Imagem do autor.
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Condicdes do problema:

a'_b'c=a+b+c eR=@=Z,3...
4R 3

Usando a desigualdade das médias (M.A. > M.G.), temos:

a+b+c
3

3
> 3abc — (%} >abc — (a.b.c)?>12.R)?® ()

Claramente, temos a relacao:

2R+2R+2R>a+b+c —» 2R+ 2'3R *2.R > a+2+c > 3Jabc —

a+b+c

- 2R3 > ( )3 > abc — [(2R)3}2 > (ab.c)?

Assim, comparando (I) e (Il), encontramos:
3P 2 3 2
[(2.R) ] > (abc)? > (12R)® - (2R)? >12R — R > 3 (absurdo).

Portanto, ndo é possivel inscrever numa circunferéncia, um triangulo cuja area seja

numericamente igual ao valor de seu perimetro.

APLICACAO 59
Retira-se de cada vértice de uma de cartolina quadrada de lado 24 cm, um quadrado
de lado x cm, de modo que o volume da caixa sem tampa seja maxima. Determine o

valor de x, em cm.

Solucéo:
Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 7 — Planificagéo da caixa

Viséo Plana

_____ 24 — 2x L
X x| Vis&o Espacial

X X :

X
24 —2x 24 —2X wmp
24 — 2x
X X
24 — 2x
X X

'''' 24— 2x

Fonte: Imagem do autor.
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Assim,
Volume(caixa) =V = (24 - 2x).(24 — 2x).x, entao 4V = (24 — 2x).(24 — 2x).4x.
Usando a desigualdade das médias, tem-se:

MA. > MG, - (24~ 2X)+(§4 —2)*dx, (24— 2x).(24—2x).4x —> 16> Y4V

Dai,
3 16° 3
16° >4V > V< T — Vméx. =1024 cm

Sabendo que a igualdade das médias sé ocorre quando seus termos forem iguais,

encontramos:

24 — 2x = 4x, portanto, X =4 cm.

APLICACAO 60

Prove que a relacéo 923\/5 € valida para qualquer triangulo, em que p € o
r

semiperimetro e r é€ o inraio.

Prova:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir.

Figura 8 — Circunscri¢cao do triangulo

Fonte: Imagem do autor.

Assim a area do triangulo ABC é dada por:

s=[aBc] =2, Br or _r@+b+c) r(p)_
2 2 2 2 >

p.r
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Veja que:
2p=a+b+c=2(x+y+z)>Xx+y+z=p->x=p—-ay=p-cez=p->b

A partir da desigualdade das médias, obtemos:

MA >MG. - (p‘a)+(p;b)+(p‘c) >3f(p-a).(p-b).(p-c)

Dai, £ (p-a)-(p-b).(p—0)

Elevando ao cubo ambos 0os membros, vem:

3 4
- 2(p-a)(p-b)(p-c)> 2= =p(p-a)(p-b)(p—C)
Lembrando que a area do triangulo ABC pode ser calculada por:
¢ S =[ABC]=y/p.(p —a).(p —b).(p —c)(Heron)

Finalmente, podemos escrever:

p? p? P.3/5
ﬁz\/p.(p—a).(p—b).(p—c):pr — ﬁZpr - S23V3

Vale ressaltar que a igualdade ocorrerd quando a = b = c, isto &, o tridngulo for equilétero.

APLICACAO 61

Em um tridangulo ABC, a 4rea S e o angulo C sdo conhecidos. Determine as

medidas dos lados a e b para que o lado ¢ seja 0 menor possivel.

Solucéo:
Sabe-se que em um AABC qualquer, vale as relacoes:

l. ¢®= a?+ b%—2abcosC (lei dos cossenos)

absenC ,_, . e . A
II. S =T (Férmula trigonomeétrica da area do triangulo)

Em (Il), temos:

ab= 25
senC

Em (1), temos:

c’= a’+ b%>-2abcosC= a’+ b?—2ab+2ab-2abcosC
\%/—J
quadrado perfeito
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Dai,
c?= (a— b)2 + 2ab(1-cosC) —» c?= (a- b)2 + 4S(1-cosC)
senC
Como S e C sao conhecidos, a expresséloM € constante.
senC

L o 2S

Portanto, ¢ serd minimo quando (a — b)? for zero, isto é,a=b = c
sen

APLICACAO 62
Entre todos os triangulos isésceles, inscritos em um circulo de raio R, determinar o

de area maxima.

Solucéo:
Seja ABC um triangulo isosceles de altura h inscrito no circulo de raio R, conforme a

figura a sequir:

Figura 9 — Inscricdo do isésceles
A

O:circuncentro

Fonte: Imagem do autor.

Pitdgoras no ABHO - R?2=(h-R)?+d?> > d?>=h.(2R - h)
Entdo a area S do AABC é cada por:

[ABC] = S :% - dh

Podemos escrever:
S2=d2.h2 - S2 = (2R — h).h3
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Usando a desigualdade das médias, obtemos:

h h h
(2R-h)+_+_+_ R R e
MA.>MG. — 3 3 32#(2R—h).—.—.— - —>4(2R-h).—
4 333 2 27
Segue que,
4 Q2 2 2
R—ZS——>SS 3J3R — Shax =@,ocorrendo quando h :S—R.
16 27 4 ' 4 2

. ” - . o 3R |
Portanto, a area do triangulo is0sceles de area maxima tem altura h=— e area

_ 3J3R?

S :
max. 4

APLICACAO 63
Achar o trapézio isésceles, inscrito em um semicirculo dado, de &rea méxima e

tendo o didmetro como base maior.

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 10 — Inscricdo do trapézio

Fonte: Imagem do autor.

l. Pitdgoras — d? +h? = R?2 » h? = R2 — d?
Il. Entdo, a area S do trapézio ABCD é dada por:

[ABCD] =S =w =(R+d).h



Podemos escrever:
§? =(R+d)* h? 8% = (R+d)*.(R? -d?] > §? = (R+d)* (R~ d)

Usando a desigualdade das médias, obtemos:

e LEHEHE s g

4 3 2) 27
Segue que,
4 Q2 2 2
R ZS— —S< 3J3R — Shax =@,ocorrendo quando d = R eh :@.
16 27 4 ' 4 2 2

R\3

Portanto, o trapézio tem bases medindo R e 2R, e altura h :T.

APLICACAO 64
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Determinar a altura H do cone de revolucdo de volume maximo, inscrito em uma

esfera de raio R.

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 11 — Inscri¢gdo do cone

Fonte: Imagem do autor.

nr? H
3

Il. Pithgoras - R2=(H-R)? + 12 > r? = 2HR — H?

I. Volume docone=V =




Entéo, o volume V é dado por:

_mH i

V=" .(ZHR —H2) BN Vzg.(ZR —H) H?

Usando a desigualdade das médias, obtemos:

H H
(2R-H)+ -+~
MA.>MG. - 2 2 zi/(ZR—H).E.E SR, 3/ﬂ
4 2 2 3 4n
Segue que,
3 3 3
8R S 3V V< 327R 327R

4R
—2>—->V< — Vjax = —=—, ocorrendo quando H =—.
27 A4n 81 81 3

58
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4  DESIGUALDADES NOS VESTIBULARES

Para finalizar, com base nas ideias apresentadas nesta pesquisa, resolveremos

a seguir uma sequéncia de diversos problemas de vestibulares.

4.1 Problemas numéricos e algébricos

APLICACAO 65

. * - 4 . L. ~
Sejaf: R, —» R definida por f(x) = x + —. Determine o valor minimo da funcao.
X

Solucéo:

Aplicando a desigualdade das médias, temos:

x+ 2 2
MA.2MG. — > X > [x.— —f(x)>4 - f, =4, ocorrendo quando x = 2.
X

APLICACAO 66
Sejam a um numero real e f a funcdo sobrejetiva de R em [a, +x) definida por

f(x) = 5 + 5X + 2. Determine o valor de a.

Solucéo:

Do exposto, temos:

f é sobrejetiva, entdo C.Dt = Imt = [a, +x)

Por outro lado, podemos garantir que:

5%+ 5% > 2 (vide aplicagdo 8) > 5>+ 5+ 2 >4 > f(X) >4 - Ims = [4, +o0).

Logo, o valor de a é 4, ocorrendo quando x = 0.

APLICACAO 67

Determine o valor maximo da funcéo f(x) = 2.sen x + cos 2x, com X € {O, g}

Solucéo:
A partir da formula do arco duplo, temos:

y-1

y = 2.senx+cos2x »>y=2.senx +1—2.sen’x — =sen x.(1 — sen x).
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Como a soma dos fatores do produto sen x.(1 — sen x) é constante, o valor maximo

. : . . 1
para o produto ocorrera quando os fatores forem iguais, isto €, senx = >

Portanto, Y ax. =% , ocorrendo quando X = grd.

APLICACAO 68

(x+10).(x+2)
X+1

Determine o menor valor de , sendo x > 0.

Solucéo:

(x+10).(x+2)

Inicialmente, tomemos y =
X+1

. Logicamente y é positivo, pois, x > 0.

Desenvolvendo a igualdade anterior, encontramos:

X2 +(12-y).x+20-y =0 (Equacédo do 2° grau, em X).

Como a variavel x é real, devemos ter A > 0 (discriminante).

(12-y)>-4.1.(20 -y) >0 > y>— 20y + 64 > 0 — y> — 20y + 100 > 36 — (y — 10)? > 67
Assim, tem-se:

y—10<-6 >y <4 —>x=-4(absurdo, pois x > 0)

ou

y—10>6 >y >16 - Ymin. = 16

Portanto, o valor minimo de y € 16. A este minimo corresponde x = 2.

APLICACAO 69

Sabendo que trés nimeros reais e positivos a, b e ¢ satisfazem

(a+b+c)?

3

E-(b+c)+£-(c+a)+E-(a+b):6. Determine o valor da fracao F=a——.
a b Cc a’ +b° +abc

Solugéo:

Inicialmente, podemos escrever a sentenca anterior da seguinte maneira:

b+c+c+a+a+b=6 - (9—2+%j + (E—2+§j + (%—2+9j =0

a b c a a c C

quadrado perfeito quadrado perfeito quadrado perfeito



Por fim, observamos que,

-

Com isso,

\/E—\/g:\/g—\/g:\/g—\/g:owide aplicacdo 1) »>a=b=c
a b a c b c

Portanto, o valor da fragéo € dado por:

_ (a+b+c)3 (a+a+a)3 27a°
F = =——=9

a®+b3+abc a’+a’+aaa 3a

APLICACAO 70

Seja a funcéo exponencial f(x) = eX, como x real, prove que:

f[x1+x2+...+xn] . f(xl)+f(x2)+...+f(xn), v x <R

n n

Prova:

Sabemos que:

& tayt.tan m’vai >0 (M.A>M.G))

n

Como e* > 0, para x real, podemos escrever:

el +e%2 4. +e%n
n

> Q/exl .ex2 ..__.exn

Dai,

X X X X X X
el+e 2+, +e™m g Xl+Xz+_,_+xn_)e1+e2+...+e“

>\e >e n
n n

Equivale a,

X1+X2+...4+Xp

——— e+ te e
e n <

n

Portanto,

f(x1+x2 +...+xnj < f(x1)+f(x2)+...+f(xn)1 ¥ x <R

n n

X] + X2 + ..+ Xp

61
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APLICACAO 71

Seja a fungéo logaritmica f(x) =log.Xx, com x positivo, prove que:

f(lerxz +...+xnj2 f(x1)+f(X2)+...+f(Xn)’ v x eR’

n n

Prova:

Sabemos que:

XptXp .t Xn o n/xl.x2 s Xy VX >0 (MAA>M.G.)

n

Devido a fungao f(x) = logyx ser crescente, base maior do que 1, podemos escrever:

Xp + Xp + .o+ X
Ioge( 1 "2 ”jzloge(”xl'xz-...-xn)

n
Segue que,

Xy + Xp 4o+ X 1
log, >10g (X1 + X+t Xy )
Equivale a,

X1+ Xo +...+ X 1 log, X; +10g, X5 +...+l0g, X
Ioge( 172 njz—loge(xl-xz.....xn): e X1 +10Ge X2 e *n
n n n

Portanto,

f(x1+x2 +...+xnj S f(x1)+f(x2)+...+f(xn), %, >0

n n

4.2 Problemas geométricos e trigonométricos

APLICACAO 72

Seja R 0 conjunto dos numeros reais. Sejam p e ( 0s catetos de um triangulo

A : . . . 2x2 2x 1
retangulo cuja altura relativa a hipotenusa € h. Mostre que f(x) = — — e + = tem
p q

sempre raizes reais.

Demonstracgéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:
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Figura 12 — Triangulo retangulo

Fonte: Imagem do autor.

Sabemos que a func¢édo f, do segundo grau, admitira raizes reais se, e somente se, 0

seu discriminante for maior ou igual a zero.

2
Temos que: A = (_E] —4.2& - A= iz -8 (discriminante)
h P9 h= pq
No triangulo acima temos duas relac6es métricas notaveis, a saber:
a2=p2+q? P9 o 2.
)
p.q=a.h a pP~+q
Substituindo o valor de h? na expressao do discriminante, concluimos:
PN S I g)_éAz{Zm m}
P--q Pq p-.q P-q
p?+q?

Como o discriminante € uma poténcia de ordem par, entdo A > 0, 0 que nos leva a

concluir que a equacao admite sempre raizes reais.

APLICACAO 73
Mostrar que, se a, b e ¢ séo os lados de um triangulo, o trinbmio do segundo grau

a? .x? + (b? — a? — c?).x + c¢? é positivo para todos os valores de x real.

Demonstracéo:

I. Primeiramente observe gque o coeficiente de x? é positivo. Significa que o trindmio do
segundo grau em X tem como representacdo grafica uma parabola com concavidade
para cima.

[I. Agora vamos achar o valor do discriminante.

A=(b?-a%?-c??-4a?.c?
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A = (b? —a?-c?)? - (2.a.c)?
A=(b?-a?-c?-2.a.c).(b?-a’>-c?+2.a.c)
A=[b>—(a+c)?][b?—(a-c)]
A=(b+a+c)(b-a-c)(b+ta-c)(b—-a+c)
A=(b+a+c)(-1).(a+tc—-b).(b+a-c).(b+c—a)
—A=(b+a+c)(a+c—-b).(b+a-c)(b+c-a)

Devido a menor distancia entre dois pontos distintos no plano ser dada pelo
segmento de reta que os liga, para que exista um triangulo é necessario que a soma

de dois lados quaisquer seja maior que o terceiro lado.

Entdo, os fatores(b+a +c), (a+c—-Db), (b +a-c)e (b+c—a)séao positivos, o que

nos leva a consumar que: —A>0—>A<0.

De (I) e (Il), concluimos que o polindmio a?.x? + (b? — a? — ¢?).x + ¢c? é sempre
positivo, pois a representacdo grafica € uma parabola totalmente acima do eixo X,

devido seu discriminante ser negativo e o coeficiente de x? ser positivo.

APLICACAO 74

2 12
. A . . a“+b ~ .
A area de um triangulo é dada pela formula A = Z , onde a e b sédo dois de

seus lados. Determine (em graus) a medida do maior dos angulos do triangulo.

Solucéo:
Sabemos que a area de um triangulo qualquer é dada por:

Area(triangulo) = A = @, onde 0 € o angulo formado pelos lados a e b.

a’+ b?
— sen o=
2.ab

Por outro lado, como a e b sdo reais positivos, podemos escrever:

. a.b.sen® a’+b?
Entdo, temos: =

a’+b?

(a-b)?> >0-—>a’+b*>2ab—
2.ab

>1—send >1.

Donde se tira, que sen 6 = 1, portanto o maior angulo do triangulo é 90°.
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APLICACAO 75
A area de um AABC é igual 4m2. Se o angulo A mede 30°, determine os comprimentos

dos lados AB e AC de modo que o comprimento do lado BC seja 0 menor possivel.

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

Figura 13 -Triangulo qualquer
C

30°
B c A

Fonte: Imagem do autor.

b.c.sen30° _ b.c

Area (AABC) = >

—>b.c=16
Lei dos cossenos
a? = b?+c?2-2.b.c.cos 30°

a2 = b2+cz—b.c.\/§

= (b—c)? + b.c.(2-/3)

>0 positivo

QD
N
|

a? seraminimoquandob—-c=0—->b=c=4.

Portanto, os lados AB e AC séo iguais a 4m.

APLICACAO 76
Quais sdo os comprimentos dos lados do retangulo de area maxima, com lados

paralelos aos eixos coordenados, inscritos na elipse de equacéo 2x? + y?=1?

Solugéo:

Escrevendo a equacao na forma reduzida, obtemos:
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(x=0F _(y-0F
(M (2
\3)

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:

2x°2 +y2 =1->

=1, centro (0,0) e com eixo maior vertical.

Figura 14 — Elipse circunscrita

AY
(=x, m.x) (x, m.x) Observe:
« Area = A = (2x).(2mx) — A = 4mx?2
0 X« (x, mx) e elipse — 2x2+ m>? =1 (1)
(=X, =m.x) (X, = m.x)

Fonte: Imagem do autor.

Usando a desigualdade das médias, teremos:

2x2 + m?x?

MA >M.G — = > \2x% m?x? - % >mx22 - dmx2 <2 -

A<2 > Amax. = J2ua

Como a igualdade das médias sé ocorre quando os termos das médias séo iguais,

entdo: 2x>=m>?->m?=2 (Il

o 1 1
Substituindo (I1) em (1), vem: 2.x2 + 2.x> =1 —> x?> = " - X = >
Logo, as dimensfes sdo 1 e J2 unidades de comprimento.
APLICACAO 77

O veértice P do triangulo retangulo PQR é o ponto (0, 3) e a hipotenusa esta sobre 0 eixo X.

Determine a medida da hipotenusa para que o triangulo PQR tenha area minima.

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a sequir:
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Figura 15 — Triangulo no plano
Ay

Fonte: Imagem do autor.

Temos que: A area do triangulo anterior, PQR é dada por [PQR] = L;.

Perceba:
I. A area serd minima quando o fator a (base do APQR) for minimo.
Il. a.3 = x.y (relagdo métrica no APQR)

Usando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, tem-se:

2.2 2
M_A.zM.G.—>X ty >1/x2.y2—>a?2x.y—>a226.a—>a26—>am,,n_:6

;5 Z
Logo, o valor da hipotenusa para que a area seja minima sera igual a 6, ocorrendo

quando X =y = 3.\/5.

APLICACAO 78

Determine o ponto de abscissa positiva da curva y = — que esta mais proximo da origem.
X

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:
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Figura 16 - Hipérbole
Ay

><V

(0,0)

Fonte: Imagem do autor.

Seja d distancia do ponto[x,a pertencente a curva a origem (0, 0).

Entado, d= X2 + i
\/ 2

Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, encontramos:

> 4
X +—
2
MAZMGme——JLZ/ﬂs%—ng+%24—>@2%%j — 4
2 X X X" Jmin.

Assim, o valor minimo de d é 2 unidades de comprimento e ocorrera quando 0s

. . .. , 4
termos das médias forem iguais, isto é, x® = — = x* =4 > x=4/2.
X

Portanto, o ponto pedido é (\/5 \/5)

APLICACAO 79
Uma lata de forma cilindrica, com tampa, deve ser construida com 60 cm? de folha

de aluminio. Se r é o raio da base, e h é a altura da lata que proporcionam o volume

, . . r
maximo, determine o valor de ﬁ'

Solucéo:

Para facilitar o entendimento, veja a figura a seguir:
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Figura 17 — Lata cilindrica

Fonte: Imagem do autor.

[. Volume do cilindro =V =r.r2 .h
Il. Area total do cilindro = 2.xw.r> + 2. m.r.h = 60

Usando a desigualdade das médias, tem-se:

2
MA.>MG. —» 2 Fmrh+nrh of 5 a2 % > 2.3 14 2

3

Dai,

8000 > 2.tV2 - V, 4 = 4000 .3,

T
Sabendo que a igualdade das médias s6 ocorre quando seus termos forem iguais,

encontramos:

2.1n.r? = n.r.h - h = 2.r, portanto, % = %

APLICACAO 80

Prove que (1 + senx)(1 + cosx) £g+\/§, para todo numero real x.

Prova:

Sabemos que:
(a—Db)? >0, paratodo a,b e Rr.
Dai,

a’ +b?

a?—2ab+b?>0—-ab<
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Fazendo:a=1+senxe b =1+ cosx

Com isso, encontramos:

(1+ senx)2 +(1+ cosx)2 (1 +23enx+sen2x)+(1 +2003X+coszx)

ab < —ab<
2 2

Equivale a:

2+ 2(senx+cosx) + (senzx + coszx)
2

Por Cauchy-Schwarz — (1.senx + 1.cosx)? < (12 + 12).(sen?x + cos?x), o que nos leva

ab < —ab< g+ (senx+cosx)

a concluir que a soma (senx + cosx) e [—\/E\/E]

Assim,

3 3
ab < > + (senx+cosx) — ab < > +2
Portanto,

(1+senx)(1+cosx) < g +/2, para todo namero real x.

As questdes abordadas neste Ultimo capitulo foram inteligentemente
elaboradas, exigindo do vestibulando, além de uma bagagem razoavel de
conhecimento, uma arglcia de que apenas os candidatos bem preparados sdo

dotados.
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5 CONCLUSAO

Comumente, nos vestibulares das escolas militares, nos deparamos com
problemas avancados, relacionados com maximos e minimos. Na maioria das vezes,
sdo situacbes que exigem conhecimentos de célculo diferencial, o que é um
problema para aqueles que néo tiveram a oportunidade de estudar.

Evidentemente, para os alunos do ensino médio, devido a faclil
transversalidade com outros temas, é mais adequado resolver tais problemas
usando algumas desigualdades classicas, como a de Cauchy-Schwarz, Bernoulli e a
das médias, aritmética e geométrica. Contudo, os livros didaticos adotados nas
escolas nao exploram devidamente o tema em discussdo, 0 que acarreta uma total
ineficiéncia em nossos alunos na hora de resolvé-los.

Considerando isso, a partir de uma exposicdo tedrica acessivel e um
significativo nimero de aplicag6es néo triviais, de problemas numéricos, algébricos,
geomeétricos e trigonométricos, concluo que este trabalho cria uma possibilidade de
minimizacédo das dificuldades relacionadas com a resolucéo de problemas ligados ao

tema explorado nesta pesquisa.
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