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RESUMO

As técnicas de modelagem computacional sdo atualmente essenciais para a compreensiao €
resolucdo de problemas cada vez mais complexos e sofisticados em diversas dreas da ciéncia,
como a quimica, fisica, biologia. As ferramentas de simula¢do e os modelos matematicos
e estatisticos sdo desenvolvidos com o objetivo de descrever os fendmenos naturais e obter
as solugdes adequadas para cada sistema. Nesse trabalho, apresentamos um estudo sobre o
método de simulacdo computacional de dinamica molecular, que fornece a dinadmica do sis-
tema de particulas a partir da integracdo numérica das equacdes de movimento, considerando,
inclusive, as interacdes entre as particulas. Analisamos um sistema bidimensional de particulas
interagentes submetidas ao potencial de Lennard-Jones, que representa um modelo simples da
interacdo molecular, e consiste em uma forca atrativa a longo alcance e uma forga repulsiva
em menores distancias. Os resultados sdo obtidos em funcdo da temperatura e da densidade
do sistema. A temperatura pode ser controlada no experimento computacional considerando o
sistema no ensemble candnico. A densidade é controlada através do nimero de particulas. Ava-
liamos algumas propriedades fisicas do sistema. Em particular, calculamos a chamada fun¢ao
de distribui¢do radial, g(r), que estd associada a auto-organizagdo espacial das particulas e € util
na indicacao da fase termodinamica do sistema. A funcdo g(r) também € usada para caracterizar
transi¢cdes estruturais.

Palavras-chave: Dindmica Molecular. Sistemas bidimensionais. Potencial de Lennard-Jones.



ABSTRACT

Computational modeling techniques are currently essential for understanding and solving in-
creasingly complex and sophisticated problems in several areas of science, such as chemistry,
physics, biology. Simulation tools and mathematical and statistical models are developed with
the aim of describing natural phenomena and obtaining the appropriate solutions for each sys-
tem. In this work, we present a study on the method of computational simulation of molecular
dynamics, which provides the dynamics of the particle system from the numerical integration
of the equations of motion, considering, also, the interactions between the particles. We analy-
zed a two-dimensional system of interacting particles subjected to the Lennard-Jones potential,
which represents a simple model of molecular interaction, and consists of an attractive long-
range force and a repulsive force over shorter distances. The results are obtained according to
the temperature and density of the system. The temperature can be controlled in the computati-
onal experiment by considering the system in the canonical ensemble. The density is controlled
by the number of particles. We evaluated some physical properties of the system. In particular,
we calculate the so-called radial distribution function, g(r), which is associated with the spatial
self-organization of the particles and is useful in indicating the thermodynamic phase of the
system. The g(r) function is also used to characterize structural transitions.

Keywords: Molecular dynamics. Two-dimensional systems. Lennard-Jones potential.
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1 INTRODUCAO

O conceito de simulagdo computacional iniciou-se em larga escala na década de
1940, durante e apos a Segunda Guerra Mundial, como uma ferramenta para uso em compu-
tadores eletronicos, auxiliando nos calculos para o desenvolvimento de armas nucleares [1].
No inicio dos anos 1950, os computadores j4 estavam parcialmente disponiveis para a pesquisa
cientifica.

A partir dai, muitos problemas fisicos que ndo possuem solu¢do analitica comecaram
a ser trabalhados através do calculo numérico. O problema de N-corpos, por exemplo, que
originou-se no estudo da dindmica dos planetas no sistema solar, torna-se complexo demais
para trés ou mais corpos, mesmo sendo descrito pelas leis simples da mecanica newtoniana.
Por outro lado, os liquidos, antes das simulagdes no computador, eram estudados através de
simulacdes mecanicas com grandes conjuntos de esferas macroscopicas. As principais pesqui-
sas nessa drea foram desenvolvidas pelo ciéntista britanico J. D. Bernal, e era evidente a grande
dificuldade em organizar essas bolas da mesma forma que os d&tomos em um liquido [1} 2].

Nesse contexto, foram desenvolvidos muitos métodos de simulagdo computacional,
todos com o objetivo de modelar uma situagado real ou hipotética em um computador para estu-
dar o seu comportamento, ou seja, foram criadas ferramentas de investigacao de fendmenos na-
turais por meio de algoritmos e modelos matematicos. Modificando as variaveis, ou parametros,
e as condi¢des iniciais na simulacao é possivel realizar um experimento conduzido, realizando
previsdes sobre o sistema. Os resultados obtidos incluem medi¢des que, quando analisadas,
demonstram importantes efeitos qualitativos.

Com tantas possibilidades, as simulagdes tornaram-se fundamentais em muitas areas,
como nas ciéncias exatas, bioldgicas, engenharias e, inclusive, nas ciéncias humanas, por exem-
plo na economia e ci€ncias sociais. No caso da fisica, a simulagdo computacional € essencial
para elucidar conceitos contra-intuitivos, através de experimentos virtuais que, em alguns casos,
seriam impossiveis de serem realizados na vida real. Também é possivel prever propriedades
de materiais que ainda nem foram sintetizados. Esses avancgos na ciéncia foram muito rele-
vantes para enfatizar a importancia dos métodos computacionais para a resolu¢do mais rapida
e eficaz de problemas fisicos. Hoje, existe uma drea especifica em fisica para esses estudos,
a chamada fisica computacional, que € uma 4rea interdisciplinar em ascensao que envolve os
conhecimentos de fisica e as técnicas da ci€éncia da computacao.

Neste trabalho, abordaremos especificamente o método de Dinamica Molecular
(DM) que estuda e reproduz os fendmenos fisicos a partir da dindmica dos dtomos e moléculas

por meio do potencial de interacdo entre eles. O comportamento de um sistema € estudado
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em detalhes calculando e seguindo o movimento de cada particula que constitui o sistema. As
trajetorias sao usualmente determindas pela resolucdo numérica das equagdes do movimento
de Newton, porém também € possivel utilizar o formalismo Hamiltoniano conforme for con-
veniente ao problema. Dessa forma, é possivel inferir e estimar, utilizando também conceitos
de mecanica estatistica, as propriedades termodindmicas do sistema mediante o seu comporta-
mento microscopico.

As primeiras simulacdes de DM aconteceram por volta dos anos 50 e consistiam no
estudo de sistemas gravitacionais, propriedades microscopicas da matéria, etc. Em 1956, Alder
e Wainwright utilizaram um computador da International Business Machines (IBM) Corpora-
tion para examinar colisoes eldsticas perfeitas entre esferas rigidas [3]]. Ja a primeira simulagdo
de um liquido real (argdnio) foi relatada apenas em 1964 por Aneesur Rahman [4], utilizando
um potencial do tipo Lennard-Jones (LJ) .

O potencial LJ foi proposto em 1924 pelo matematico John Lennard-Jones [S]. O
potencial € um modelo muito conhecido que descreve de forma simplificada as interacdes entre
os pares de particulas eletronicamente neutras, onde estes pares sdo considerados repulsivos
a curtas distancias e atrativos a longas distancias. O modelo é de extrema importancia em
quimica computacional, por conta de sua capacidade genérica para modelar estruturas, € em
matéria mole, especialmente no desenvolvimento de teorias para a matéria.

Portanto, a proposta deste trabalho € introduzir os conceitos de Mecanica Cléssica,
para a compreensao do movimento, Mecanica Estatistica, para ir da hipdtese atdmica as teorias
do comportamento macroscépico, € a metodologia de DM necessaria para modelar e analisar
um sistema bidimensional de particulas cldssicas submetidas ao potencial LJ. O modelo € sim-

ples, porém essencial para formar a base e os fundamentos para pesquisas mais complexas.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Mecanica Newtoniana

A mecanica é o estudo do movimento dos corpos submetidos ou ndo a acdo de
forcas. Os primeiros e principais avancos nessa drea foram desenvolvidos hd mais de dois
mil anos pelo filésofo grego Aristételes [6]], mas seus estudos foram amplamente criticados e
modificados ja na Idade Média. Entretando, apenas no inicio da Idade Moderna, os conceitos
basicos para a mecanica classica foram construidos pelos cientistas da época, em especial o
florentino Galileu Galilei, que estudou, dentre outras coisas, objetos em queda [7] e a ideia de
inércia [8]. Porém o grande responsavel pela descricao matematica detalhada dos fundamentos
da mecanica classica foi o fisico inglés Isaac Newton, autor do livro Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, publicado em 1687. No livro, sdo formuladas as trés leis do movimento

que constituem a base para o entendimento da estatica e da dindmica dos corpos.

2.1.1 Leis de Newton

As leis do movimento de Newton sdo enunciadas a seguir [9]:

* Primeira Lei (Principio da inércia): Na auséncia de forcas, uma particula se move com

velocidade constante v.

Isto é, todo corpo permanece no estado de repouso ou de movimento retilineo uni-
forme em relacdo a um referencial inercial, ou seja, ndo acelerado, caso as forcas resultantes

sobre este sejam nulas.

* Segunda Lei (Principio fundamental da dinamica): A forca resultante F sobre uma
particula € igual a taxa de variacdo temporal do seu momento linear p em um sistema de
referéncia inercial:

_dp _ d(mv)

Codt dt

onde v é o vetor velocidade da particula. Na fisica cldssica, a massa m das particulas €, na

F

2.1

maioria das vezes, uma constante. Entdo, [2.1| pode ser reescrita na forma mais usual:

d2
F =ma = md_t;’ (2.2)

onde F € a soma vetorial de todas as for¢as na particula, a € a aceleracdo da mesma e r € o vetor

posicao.
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Para o caso em que F = 0, temos consequentemente a = ( e retomamos a primeira
lei. Além disso, é também uma equagdo diferencial para a posi¢do r(¢) da particula, que

descreve o movimento desta para qualquer instante de tempo ¢.

* Terceira Lei (Principio da acao e rea¢ao): A toda a¢ao ha sempre uma reagdo de mesma
intensidade e dire¢@o oposta, isto €, se F;; € a forca sobre a particula ¢ exercida pela

particula 7, entdo

A terceira lei é fundamental para a descri¢do da dinamica de sistemas de N-corpos

e, independente do referencial, sempre € vélida.

2.1.2 Conservacao do momento linear

Figura 1 — Sistema de cinco particulas rotuladas por : ou j = 1,2, ..., N. A particula ¢ esta
sujeita a quatro forgas internas, mostrado por setas s6lidas e denotado por Fj;. A particula
também estd sujeita a uma forga externa Ff** mostrada pela seta tracejada.

Fonte: Modificada pelo autor, baseado em [9]]

Considere um sistema de N particulas, as particulas s@o rotuladas pelos indices 7 ou
J que podem assumir qualquer valor de 1,2, ..., N. A massa da particula ¢ é m; e seu momento
p,. Cada uma das NV — 1 particulas do sistema excerce uma forca sobre a particula ¢, chamamos
de F,;, a forca em i devido a j. Ademais, pode haver uma forga externa F{** aplicada na

particula :. Desse modo, a for¢a resultante sobre a particula i €

N
F, =) Fi+F" (2.4)
J#i
O somatorio ocorre para todos os valores de j, excerto quando j = ¢, pois a particula ¢ ndo pode

excercer uma forga sobre ela mesma. O movimento da i-ésima particula € descrito pela 2° lei
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de Newton,
N
p, =Y Fy+F", (2.5)
JF
onde p, é a primeira derivada de p, em relacdo ao tempo. Este resultado é vélido para cada
1=1,2,...,N.

O momento total do sistema € definido como:

N
P= Z p;. (2.6)

Diferenciando essa equagao em respeito ao tempo, obtemos

N
P=>p. (2.7)

Substituindo a equagdo [2.5/em 2.7}

N N N
P=>">F;+) F" (2.8)
i i
O somatorio duplo contém N (/N — 1) termos no total. Cada termo F;; pode ser combinado com
um par F;;, entdo

N N N N
IS H UL 29

i i g>i
O somatdrio duplo da direita inclui apenas valores de ¢ € j onde j > 7 e tem apenas a metade
dos termos da esquerda. Porém, cada termo da soma entre os dois termos (F;; + F;), pela 3° lei

de Newton (2.3), é igual a zero. Portanto, concluimos que
N
P=> F"=F" (2.10)

A taxa de variagao do momento total depende somente da forca externa liquida do sistema. Em
particular, se a for¢a externa for nula, o momento linear total P do sistema € conservado.

Esse resultado € valido independentemente da natureza e complexidade das interacoes
entre os componentes do sistema, inclusive € valido na relatividade e mecanica quantica [9]].
Além disso, pelo processo inverso, se o principio da conserva¢do do momento for verdadeiro
para todos os sistemas multiparticulas, entdao a 3* lei de Newton também deve ser verdadeira.

Isto significa que a conservagdo do momento e a 3% lei sdo equivalentes.
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2.1.3 Conservacao da energia

A andlise da conservagdo de energia € mais complicada do que a discussdo cor-
respondente sobre o momento linear. A energia existe em muitas formas diferentes: cinética,
potencial, térmica. De fato, os processos de transformac¢do de energia dificultam a compreensao
sobre sua conservacao.

A energia cinética de uma Unica particula de massa m que viaja com velocidade v
¢ definida da seguinte forma:

1
K = §mv2, (2.11)

onde a velocidade v € a magnitude /v2 + v2 + vZ do vetor velocidade v. Supondo que ocorra
uma mudanca no valor da energia durante um deslocamento infinitesimal de um ponto r até um

ponto vizinho r + dr. A derivada no tempo de K é dado por

dK 1 d(v-v) :
2 I N V. 2.12
i 2m 7 mv-v ( )

Pela 2% lei, o fator mv € igual a forca resultante F na particula, de modo que

dK
— —=F.v. 2.13
7 v (2.13)
Multiplicando ambos os lados dessa equagdo por dt, e substituindo a relagdo vdt = dr em[2.13]
encontramos

dK =F - dr. (2.14)

O termo a direita, F - dr , é definido como o trabalho realizado pela forca F para realizar o
deslocamento dr. Esse é o teorema do trabalho-energia para um deslocamento infinitesimal,
onde a mudancga na energia cinética da particula em seu caminho entre dois pontos vizinhos €
igual ao trabalho realizado pela forca resultante a medida que ela se move.

Para generalizar esse conceito, considere agora um caminho maior executado pela
particula, de um ponto inicial 1 at€ um ponto final 2. No limite em que todos os deslocamentos

dr efetuados tendem a zero, integramos os dois lados da equacdo 2.14

2 2
/ dK = / F - dr. (2.15)
1 1

Essa integral é chamada integral de linha, uma generalizacdo para a integral em uma dimensao,
e geralmente depende do caminho que a particula seguiu para chegar do ponto 1 até o ponto 2.
A integral de linha a direita é definida como o trabalho W (1 — 2) feito pela for¢a F para se
deslocar entre os pontos 1 e 2 ao longo de um determinado caminho C.

O resultado final € o importante teorema da mecanica clédssica (também valido na

mecanica relativistica), o teorema do trabalho-energia, segundo o qual o trabalho W realizado
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ao longo de um caminho C' sobre um corpo de massa m por uma for¢a F é igual a variacio da

energia cinética desse corpo.
W:/F~dr:Kf—KiEAK. (2.16)
c

Sempre que o trabalho for nulo, a energia cinética final K'; serd igual a energia cinética inicial
K e, consequenteente, serd conservada.

Nesse momento, € coveniente escrever a forga resultante como sua energia potencial
correspondente. As for¢as que podem ser escritas desse modo sd@o chamadas de for¢as conser-
vatidas. Para que uma forga seja conservativa, ela deve depender exclusivamente da posicao r
do objeto sobre o qual atua (F = F(r)). Mais do que isso, o trabalho feito por uma forga con-
servativa, para conectar determinados dois pontos, deve ser sempre o mesmo, independente do
caminho escolhido para percorré-lo.

Assumindo que a for¢a resultante F € uma forca conservativa, podemos escrever
F=-VV, (2.17)

_ 9 a o ~ 9 2~ 2 . . P . .
onde V = 7 + ayU+g2¢€0 operador vetorial gradiente e 1/ € a energia potencial total das

particulas. Substituindo [2.17|na equagdo|2.16, obtemos
W:—/ VV-dr:—/dV:V;(r)—Vf(r). 2.18)
c c
Pelo teorema trabalho-energia, podemos reorganizar essa expressao e obtermos
K; +Vi(r) = Ky + Vy(r), (2.19)

onde a soma da energia cinética e da energia potencial € uma quantidade conservada. O resul-

tado dessa soma € a energia mecanica, ou total, do sistema.
E=K+V. (2.20)

Em um sistema isolado de muitas particulas, as funcdes K e V' devem variar a todo momento,
mas de tal forma que a sua soma seja sempre constante, e isso sempre serd verdade desde que
as forcas atuantes sobre elas sejam conservativas, ou seja, possam ser expressas através do
gradiente de uma fung¢do escalar.

A conservacdo de energia € uma caracteristica comum em teorias fisicas. Na ma-
temadtica, ¢ entendida como uma consequéncia do teorema de Noether [[10], que afirma que toda
simetria de uma teoria fisica tem uma lei de conservagao associada a ela. No caso, se existe
simetria temporal nos fendmenos fisicos, entdo a quantidade conservada € a energia. Caso

contrario, sistemas com energia potencial dependente do tempo nao possuem conservacao de
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energia, a menos que seja considerado a troca de energia com outros sistemas externos.

2.2 Termodinamica Estatistica

As simula¢des computacionais sao experimentos virtuais que tem o objetivo de es-
tudar sistemas com muitas particulas, que sdo impossiveis de serem estudados analiticamente.
Entretanto, em DM, obtemos as posicdes e as velocidades instantaneas de todas as particulas, e
estas informagdes nao sdo acessiveis na pesquisa experimental. Porém, a partir de uma aborda-
gem estatistica, a DM reflete diretamente as médias temporais observadas em experimentos re-
ais. Portanto, conseguimos derivar as propriedades dos materiais em termos das caracteristicas
de suas particulas constituintes e das interacdes entre elas, ou seja, relacionamos as proprie-
dades macroscdpicas com o comportamento microscopico, utilizando conceitos de mecanica

estatistica de equilibrio.

2.2.1 Postulado fundamental

No estudo da termodinidmica estatistica, € essencial diferenciar claramente micro-
estados e macroestados. Um microestado € uma configuragdo microscopica detalhada de um
estado termodinamico que o sistema pode ocupar com uma certa probabilidade. Ja os macro-
estados sao as propriedades macroscopicas, que s@o os resultados observados de configuragdes
microscopicas, como temperatura, pressao, volume. Usualmente um determinado macroestado
¢ definido e especificado da seguinte forma: um conjunto de valores de energia, nimero de
particulas e volume de um sistema fechado. Desta forma, os microestados sdo diferentes ma-
neiras possiveis do sistema atingir um mesmo macroestado.

Com isso em mente, existe um pressuposto fundamental na mecanica estatistica,
chamado postulado fundamental, que afirma que um sistema em equilibrio, sobre um periodo
prolongado de tempo, nao tem preferéncia por qualquer um de seus microestados disponiveis.
Isso implica que, para um sistema em equilibrio, o macroestado que pode resultar do maior
nimero de microestados € também o mais provavel do sistema. Essa suposi¢do demonstra
nossa ignorancia a respeito do estado microscépico do sistema [[11]. Podemos, assim, esperar
que o sistema, ao evoluir no seu espaco de fase, ird passar mais tempo no macroestado com
maior nimero de microestados associados. Consequentemente, podemos aplicar o método de
DM, pois € possivel estudar o comportamento médio de um sistema de muitas particulas sim-
plesmente computando a evolug@o natural no tempo desse sistema e calculando a média das

quantidades de interesse por um tempo suficientemente longo.

¢ Postulado Fundamental em termodinamica estatistica: Em um sistema isolado em

equilibrio, com energia fixa, todos os microestados acessiveis sao igualmente provaveis.
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2.2.2 Ensemble Canonico

Um ensemble é uma colecdo de todas as configuracdes possiveis de um sistema,
onde os estados sdo diferentes microscopicamente, mas o estado macroscopico € igual. De
forma que, sabendo os microestados, podemos deduzir os macroestados. Os ensembles descre-
vem diferentes fendmenos e conjuntos, caracterizados por parametros macroscopicos variados,
e consideram diferentes aspectos e particularidades de cada sistema. Cada ensemble estd asso-
ciado a uma funcao de parti¢ao, que € uma grandeza que descreve as propriedades estatisticas de
um sistema em equilibrio termodinamico. As varidveis termodindmicas s30 sempre expressas
em termos da func¢do de parti¢ao do sistema.

Nesse trabalho, trabalhamos com um tipo de sistema chamado ensemble candnico,
onde consideramos o sistema em contato com um reservatorio térmico por meio de uma parede
diatérmica, fixa e impermedvel. Nesse sistema, a temperatura 7', o volume e o nimero de
particulas constituintes sao fixos.

Define-se a funcdo de particdo candnica como a soma efetuada sobre os estados

microscopicos:

Z =Y exp(—BE;), (2.21)
J

onde £; € a energia do sistema no particular microestado j (j = 1,2,3,...) e § é coveniente-
mente definida como .

f= T (2.22)
onde kp € a constante de Boltzmann. A fun¢do de particao ¢ dependente da temperatura
T e dos niveis de energia Fy, F5, F3, etc. do microestado. As energias sdo funcdes de ou-
tras varidveis termodinamicas, geralmente do volume V' do nimero de particulas N [11]]. Por
meio dessas dependéncias, € possivel criar modelos sobre as componentes microscépicas de um
sistema e, a partir da funcdo de parti¢cdo, calcular todas as propriedades termodinamicas.

A fungdo de parti¢do tem um significado estatistico muito relevante, pois esta as-
sociada a normaliza¢do da probabilidade P; de encontrar o sistema num determinado estado
microscopico j. A probabilidade P; € dada por

JO (—=PE;) _ exp(=PE;)
>k exp (—BEy) Z

Este € o fator de Boltzmann normalizado, que é um fator de ponderacdo que determina a pro-

. (2.23)

babilidade relativa de um estado j, num sistema com multiplos estados em equilibrio termo-

dindmico a temperatura 7" [12]]. A fun¢do de particao Z faz o papel de constante de normalizacao,



22

garantindo a adi¢do das probabilidades:
1 1

De fato, Z € responsdvel por equacionar como as probabilidades sdo divididas entre os diferen-

tes estados, de acordo com suas energias individuais.

2.2.3 Teorema da equiparticao

Para medir qualquer quantidade observdvel em uma simulacdo de DM, devemos ser
capazes de expressar esta quantidade em fungdo das posi¢cdes e das velocidades das particulas
no sistema. Uma definicdo adequada para a temperatura de um sistema cldssico de muitos
corpos € obtida através do teorema da equiparticdo, que € uma féormula geral que relaciona a
temperatura de um sistema com a sua energia média.

A formulacdo original do teorema pode ser mostrada utilizando a distribuicdo de

probabilidade de Maxwell-Boltzmann [[13]]:

3/2 9
m muv
=4 2 2.2
F() ”(mBT) vexp(%BT), (2.25)

para a velocidade de uma particula de massa m em um sistema tridimensional. A distribui¢cdo de
Maxwell-Boltzmann descreve o comportamento aleatério das particulas em um dado sistema,
por meio de uma distribui¢ao dos médulos de suas velocidades em equilibrio térmico.

O movimento aleatdrio das particulas, devido as colisdes entre elas e com as paredes
do sistema, provoca flutuagdes na energia cinética. Entretanto, essa variagcdo sempre ocorre em
torno de um valor médio constante. A energia cinética média de uma particula ¢ dada pela

seguinte férmula:

1 <1
(K) = <—mv2> = / ~muv? f(v)dv (2.26)
2 0 2
Substituindo a expressao e resolvendo essa integral por partes, obtemos
3
(K) = §/<:BT. (2.27)

Em particular, para cada grau de liberdade, temos uma contribui¢ao de %kBT. De um modo
geral, esses graus de liberdade estdo associados as varidveis generalizadas quadraticas no Ha-
miltoniano. Assim, em um sistema de N particulas em d dimensdes, temos n = dN — d graus
de liberdade, devido ao momento linear total constante. Na simulacdo, usamos essa equagao

para definir a temperatura do sistema. Portanto, a medida que a energia cinética flutua, o mesmo
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ocorre com a temperatura instantanea:

T(t) =Y mui(t) (2.28)

2.2.4 Hipotese Ergodica

Os conceitos de mecanica estatistica sao introduzidos no sentido de permitir o
calculo de grandezas médias macroscépicas (como consequéncia das interagdes microscopicas
entre as particulas) que caracterizam o estado termodinamico do sistema. No entanto, as médias
obtidas na mecanica estatistica sdo calculadas sobre um ensemble. Por outro lado, a dinAmica
molecular trata da evolucdo natural das particulas, seguindo a dindmica real no espago de fase
do sistema. Desse modo, a dinamica no ensemble ndo deve ser necessariamente igual a descrita
pela dindmica molecular.

Para o ensemble candnico, no qual a temperatura 7" e o nimero da particulas N
sdo fixos, a média de equilibrio de alguma quantidade GG é expressa em termos de integrais do

espago de fase envolvendo a energia potencial U (ry, ...ry)

- fG(l'l, ...rN)e*ﬁU(”""rN)drl...drN
N [ e PULtN)dry L dry

(@) (2.29)

onde {r;|i = 1,...N} sdo as coordenadas. Essa média corresponde a uma série de medi¢des
sobre um conjunto de sistemas independentes.

A hipétese ergddica relaciona a média do ensemble as medi¢des realizadas para um
unico sistema de equilibrio durante o curso de sua evolugdo natural, e determina que ambos 0s
tipos de medicao devem produzir o mesmo resultado. A simulacdo de DM segue a dinamica de

um Unico sistema e produz médias da seguinte forma:

1 M
(G) =+ ; G(ry,..ry) (2.30)

ao longo de uma série de medi¢des M realizadas a medida que o sistema evolui. Supondo
que a amostragem seja suficientemente completa para capturar o comportamento caracteristico
do sistema, as duas médias serdo idénticas. Dessa forma, calcular a média de fun¢des das
coordenadas e momentos de muitas particulas, pela hipétese ergddica, é equivalente a calcular
essa quantidade por média temporal por um tempo suficientemente longo, para que o sistema
possa percorrer todos os pontos do espago de fase de forma representativa.

Portanto, o principio da ergodicidade define que a média de todas as coordenadas
do espaco de fase inicial é equivalente a média das coordenadas do espago de fase evoluidas no

tempo.
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3 DINAMICA MOLECULAR

O método de dindmica molecular consiste em estudar e analisar numericamente sis-
temas fisicos por meio da evolug¢ao temporal da dinamica de maltiplas particulas que compdem
o sistema. O movimento de um conjunto de 4tomos ou moleculas € descrito a partir da constru¢ao
de um modelo para as interagdes entre eles, estipulando potenciais interatdmicos ou campos de
forca. Os potenciais mais comuns sao baseados em pesquisas na area de mecanica molecular,
onde a mecanica cléssica € utilizada para descrever a interagdo particula - particula, reprodu-
zindo propriedades estruturais importantes. Dessa forma, as trajetorias sdo estabelecidas a partir
de uma aproximacao cldssica, onde consideramos os 4tomos como particulas pontuais que se-
guem a dindmica newtoniana. Esta abordagem € mais eficiente no ponto de vista computacional,
pois precisamos de um grande numero de particulas para obter resultados representativos.

A simulagcdo de DM assume forcas instantaneas, ou seja, com velocidade infinita
de propagacdo, e ignora o principio da incerteza da mecanica quantica, pois determinamos a
posicdo e o momento de cada particula para cada instante de tempo. Portanto, os fenomenos es-
tudados aqui sdo aqueles em que efeitos relativisticos nao sdo observados e os efeitos quanticos
podem, se necessario, ser incorporados como corre¢oes semiclassicas [[14].

Os detalhes do algoritmo podem variar conforme o sistema estudado, porém, em ge-
ral, para simular um sistema cldssico de N particulas, come¢amos o programa com as posicoes e
as velocidades iniciais, e entdo aplicamos repetidamente um ciclo para atualizar a posi¢do e a ve-
locidade de cada particula em cada instante de tempo até atingir uma configuragdo de equilibrio.
O estado de equilibrio € alcan¢ado apds um tempo de simulagdo apropriado e quando o sistema
esta estdvel, por exemplo com energia total constante. Para cada passo de tempo, calculamos as
forcas em todas as particulas, a partir de um potencial escolhido, e integramos as equagdes do
movimento de Newton [15]. Por fim, ap6s o equilibrio ser atingido, calculamos e medimos as

propriedades de interesse.
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Figura 2 — Fluxograma de um programa de Dinamica Molecular.

Inicializacao:
define para cada particula i
posicdo ri(to)
velocidade vi(to)

\J

—l-l Calculo das forgas entre as particulas.

Y

Passo no tempo:
atualizagdo para cada particula i
ri(t) — ri(t+at)

vi(t) - vi(t+Al)

Y

Verifica se o sistema esta em equilibrio.

Y Y
O sistema nao . .
. O sistema esta
S esta em iy
e em equilibrio.
equilibrio.

;—J

Célculo das propriedades de interesse.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1 Condicoes iniciais

A etapa da inicializacdo consiste em ler os parametros iniciais (temperatura, densi-
dade, nimero de particulas) e, conforme apresentado na introdugao desse capitulo, uma simulacao
de DM comeca sempre com as configuracdes de posicao r;(to) e velocidade v;(ty) de cada
particula. As propriedades de equilibrio do sistema ndo devem depender da escolha das posicoes
iniciais, todas as configuragdes razodveis sdo, em principio, aceitdveis. Em todo caso, as
particulas nao devem ser colocadas em posicdes que resultem em uma sobreposicao entre elas.

Uma escolha apropriada para as posicoes iniciais € comecar com as particulas nos

locais de uma rede regular, como uma rede quadrada ou ctibica simples, igualmente espacadas



26

para correponder a densidade desejada. Nesse trabalho, simulamos um sistema bidimensional,
entdo atribuimos uma distancia fixa a entre as particulas, conforme a largura L da caixa e o

numero de particulas N

L
a=——-—. 3.1
VN +1 G-
Nessas condi¢des, temos que a densidade do sistema é dada por
N

Figura 3 — Ilustracdo das posicOes iniciais para diferentes densidades e numero de particulas
constante N = 600.

o
[
©
N

L L T R R Ty
LR R AL AL R R L T L)
L L T
LR R AR ELE R LT LN
LA R A AL AL R R R AL A NIl )
LR R AR ELE R LT LN
L L T R R R T,
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L L T
LR R R T R R R R Y
LR R R L AL R R L L LN
L L T
LR R AR L L LRI E LAl N
L R R T R R T R ALY
LR R AR L L LRI E LAl N
L L T R R Ty
LR R AL AL R R L T L)
L L T
LR R AR ELE R LT LN
L R R T R T R T R T,
LR R AL LRI E LA LN
L L T R R R T,
L I R R T R R T R T,
L L T
LR R R T R R R R Y

—
—
—

Fonte: Elaborada pelo autor

As velocidades iniciais sao atribuidas aleatoriamente em um intervalo de [-1,1], e
também sdo ajustadas para garantir que o centro de massa do sistema esteja em repouso € o
momento linear total seja nulo, assim evitando qualquer fluxo geral. O ajuste é feito subtraindo
a velocidade do centro de massa das velocidades iniciais e multiplicando por um fator de escala

para que a temperatura do sistema seja a temperatura inicial escolhida.

3.2 Potencial de Lennard-Jones

Os potenciais de interacdo podem incluir apenas interagdes de pares, interagdes de
trés particulas ou mesmo interacoes de muitas particulas. Por simplicidade, consideraremos
apenas as forcas conservativas entre pares de particulas ¢ e 7, onde cada par € tratado de forma
independente e a energia potencial total pode ser calculada através da soma das contribuicoes de
energia entre cada par. Nesse caso, as forcas sdo calculadas em pares individuais de particulas
e assumimos que as particulas vizinhas nao afetam a forga entre o par. Logo, as interacdes sao

dadas por um potencial da forma

V= Z Z V. (3.3)
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Em especial, usaremos o potencial de Lennard-Jones

o 12 o 6
w-w(2) - (2)]. »
Tij Tij

onde r;; = |r; — r;| € a distancia entre a particula 4, na posi¢do r;, e a particula j, na posi¢do r;,
e ¢ uma unidade de energia caracteristica e o define a escala de comprimento. Estes parametros
podem ser ajustados para reproduzir dados experimentais ou podem ser calculados a partir da
fisica ou quimica quantica.

As duas principais caracteristicas de uma for¢a intermolecular sdo: as particulas sdo
resistentes a compressdo, entdo a forca deve ser repulsiva em pequenas distancias (tipicamente,
o diametro da particula adicionado de uma fracdo do seu valor); Os d&tomos devem se unir no
estado liquido e solido e, para isso, € necessdrio que exista uma forca atrativa [[14]. Na equacao
o termo atrativo (o /r)®, demonstrado em 1930 [16], € reponsavel pela for¢a de van der
Waals, devido a uma interagao dipolo-dipolo entre &tomos neutros, onde ha a polarizacdo mutua
entre eles, e age em longas distancias. A forca repulsiva é um efeito da mecanica quantica e
estd relacionado ao principio de exclusdo de Pauli, que impede a sobreposicao dos orbitais
eletronicos [17], e deveria depender exponencialmente da distincia, porém o termo (o /r)'? é
uma aproximacao adequada e mais conveniente para facilitar os calculos. O potencial LJ pode
ser generalizado usando expoentes arbitrdrios em vez de 12 e 6, mas nesse trabalho trataremos
exclusivamente da forma cldssica.

A vantagem do potencial de Lennard-Jones € que ele pode ser usado para simular
diferentes sistemas em cendrios distintos, e por isso € considerado um modelo de arquétipo
para interacdes entre dtomos e moléculas simples. Os géses nobres, por exemplo, sdo descritos
pelo potencial com excelente precisdo. As particulas podem representar d&tomos, moléculas,
coldides e ajustando corretamente a densidade e a temperatura do sistema, € possivel obter as
particulas no estado sélido, liquido ou gasoso. Pela sua simplicidade matemadtica, o potencial
¢ amplamente utilizado em estudos sobre a matéria desde o inicio da simulacdo computacional

[18,[19] e segue sendo um modelo frequentemente utilizado.
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Figura 4 — Esbog¢o do potencial de Lennard-Jones para interacao de pares.

V(r)

s

r
Fonte: [17].

Na Figura 4, em primeiro lugar, podemos observar o cardter repulsivo do poten-
cial L] a curtas distancias, onde o pode ser interpretado como o didmetro da particula e €
é a profundidade do pogo de potencial, pois 0 minimo do potencial ocorre em 7,,,;, = 2/%0 e
V(Tmin) = —€. Em seguida, notamos que a atrac@o entre as particulas sé é relevante a distincias
intermedidrias, pois o potencial tende a zero conforme 7 aumenta e, consequentemente, 0s pares
de particulas ndo interagem a distancias infinitas.

Nesse sentido, para diminuir o esfor¢o computacional, o potencial LJ pode ser trun-

cado em uma distancia limite 7,

o {(%')12 - (iﬂ e (3.5)

)
0, S€ Ty Z Te

onde, dada uma caixa de simulagdo de largura L, habilmente escolhemos r. = L/2.

A forca correspondente a V;; € dada por
F=-VV(r), (3.6)

onde V = %:ﬁ + a%gj + %2 ¢ o operador vetorial gradiente. Portanto, a forca que a particula j

exerce na particula i é

[6)" -1 ()]
Z)|E) =55 ) | Ty, sery < e
Fij _ o2 i 2 ij J J (37)

O, S€ 75 ZT’C

onde r;; representa o vetor entre a particula 7 e a particula j. O cdlculo da forga € a parte
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mais demorada de uma simulacdo de DM. Nesse modelo, consideramos interagdes aditivas de
pares, entdo temos que considerar a contribui¢cdo para a forca na particula devido a todos os seus
vizinhos dentro do raio de corte .. Se o sistema tem /N particulas, entdo teremos no maximo
N(N — 1)/2 pares de particulas diferentes, cada um com uma forga associada.
Dessa forma, a equacdo do movimento para a particula ¢ é obtida a partir da 2* lei
de Newton
mi; =F; = > Fy, (3.8)
j=1
(3#4)
onde a soma € sobre todas as particulas proximas, excerto ela mesma, e m € a massa da particula.
Sao exatamente essas equagdes que devem ser integradas numericamente para encontrar a tra-

jetdria de todas as particulas no sistema.
3.3 Unidades adimensionais

As quantidades calculadas em uma simulagdo de DM sao muito pequenas, por isso
introduzimos um conjunto de unidades adimensionais, em termos das quais todas as quantidades
fisicas serdo expressas. Assim, temos as equagdes do movimento simplificadas e um tnico
modelo descreve problemas em diferentes escalas. Uma vez que as propriedades do sistema
sdo medidas em unidades adimensionais, elas podem ser dimensionadas para unidades fisicas
apropriadas para cada problema.

Para o modelo LJ @, definimos o, m e € como as unidades de comprimento,

massa e energia, respectivamente. Isto significa que fazemos as seguintes substitui¢des:

Comprimento: r — or

Energia: &/ — el (3.9

/m
Tempo: t — o4/ —t1
€

Usando essa nota¢do, podemos reescrever as equacoes do movimento
. _ L
B=48) (! = 5. (3.10)
(#1)

A energia potencial e a energia cinética adimensionais por particula sdo dadas por

4 N
V== > (g =) (3.11)

i<j

_ 1 2
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A unidade de temperatura é €/kp, onde kp € a constante de Boltzmann, e uma vez que cada
grau de liberdade contribui com kp7T'/2 para a energia cinética, conforme definido pelo teorema

da equiparti¢do, a temperatura de um sistema com d dimensdes é dado por

_ 1 2

Definimos kg = 1. Rigorosamente, do total de d/N graus de liberdades, d sdo eliminados pela
conservacao do momento, mas se N for um nimero grande, podemos ignorar esse detalhe.
Agora, todas as grandezas do sistema podem ser escritas em fun¢do do comprimento

caracteristico o, da massa m e da escala de energia e.

Tabela 1 — Tabela de conversdo para unidades adimensionais

Quantidade Equacao

Comprimento | ' =~
g

Tempo t'= /7t
Forga Fr=2<E
Energia E=E

Temperatura | T’ = k&

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 Condicoes Periodicas de Contorno

O objetivo das simulagdes € modelar a estrutura e a dindmica das particulas e pro-
duzir resultados que assemelham-se a experimentos reais. Porém, sistemas infinitos e finitos
sao diferentes e, infelizmente, ndo é possivel modelar conjutos muito grandes em um computa-
dor. A maioria dos programas de DM contém cerca de 103-10° particulas, enquanto a constante
de Avogrado (ndmero de dtomos por mol de uma determinada substincia) é da ordem de 10%.
Entdo, quetiona-se quao grande um sistema relativamente pequeno deve ser para reproduzir o
comportamento de um sistema macroscépico, ou infinito.

Para minimizar esse problema, podemos construir um sistema limitado, mas livre
de fronteiras, aplicando as condi¢des periddicas de contorno (CPC). O sistema central € rodeado
por cdpias idénticas e periddicas dele mesmo, ilustrado na Figura |5l Essa repeticao ignora as
paredes fisicas da caixa e o sistema torna-se andlogo a um sistema infinito. Desse modo, uma
particula que deixa a regido de simulacao por meio de uma determinada borda imediatamente
reentra na regido pela face oposta, de tal forma que a densidade permanece constante. Isto
significa que temos um vinculo ciclico entre as extremidades da caixa.

Estes efeitos devem ser considerados no calculo da forca entre as particulas e na
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integracdo numérica das equacdes do movimento. Apds cada etapa de integracdo, as coordena-

das devem ser verificadas e, se alguma particula tiver se movido para fora da regiao da caixa,

suas coordenadas precisam ser ajustadas para trazé-la de volta para dentro. Sendo assim, seja

uma célula de simulagdo de comprimento L, a coordenada = € definida dentro de um intervalo
Ly Ly

[—%, %], onde L, é o tamanho da caixa na dire¢io x, admitimos as seguintes condigdes sobre

a posic¢ao r;, de uma dada particula:
Ly .
* se Ty > 5, substitua por 7y, — Ly
* ser;,; < —L&, substitua por 7y, + Ly

Além disso, devido ao potencial LJ ser de curto alcance e ter uma contribui¢dao
desprezivel a partir do raio de corte 7., apenas as particulas situadas a uma distancia r. de
uma fronteira interagem com as particulas de uma cépia adjacente do sistema, ou seja, com as
particulas perto da fronteira oposta. O efeito da periodicidade no calculo das forgas aparece
justamente na determinacao das componentes da distancia entre pares de particulas e para isso
usamos a Convencdo de Minima Imagem (MI), que determina que somente a interacdo com a
imagem mais préxima € incluida no cdlculo das forgas. Por exemplo, na Figura[5] a distancia
entre a particula ¢ e a particula j = 12 seria r;; > r. sem usar as condi¢Oes periddicas, pois 12
estd muito distante e fora do circulo azul. Porém, utilizando CPC, temos que r;; < 7., porque
a particula periodica de 12 mais acercada estd logo acima da particula ¢ dentro do limite de
interacao.

Vale ressaltar que s6 podemos utilizar as condi¢des periddicas de contorno porque
o potencial de Lennard-Jones é um potencial de curto alcance. Caso contrdrio, sdo necessarias
técnicas mais avangadas para lidar com potenciais de longo alcance, como o Potencial de Cou-

lomb.
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Figura 5 — Ilustrac@o da aplicacdo das Condicdes Periddicas de Contorno e Convencao de
Minima Imagem para um sistema bidimensional bindrio.
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3.5 Integracdo numérica

Para encontrar a trajetéria de N particulas na simulagdo de DM, precisamos integrar
d x N equagdes diferenciais, assumindo que as varivaveis de integracdo podem ser escritas em
intervalos discretos de tempo [21]]. Para isso, necessitamos de um algoritmo que seja capaz
de integrar numericamente as equagdes do movimento de Newton, de calcular as posicoes e
as velocidades das particulas em cada instante de tempo ¢ € em um instante ¢t + At com boa
precisdo e que ndo seja computacionalmente dispendioso [22]. Ademais, deve conservar o
momento linear e ser reversivel no tempo, assim como a dindmica newtoniana, para garantir a
conservagdo de energia [1].

Os algoritmos sao baseados no método de diferencas finitas, que consiste na realizacao
de uma expansao em série de Taylor em torno de um determinado ponto. Os erros intrinsecos
ao método estao relacionados aos erros de truncamento, que dependem da precisdo com a qual
a solu¢c@o numérica se aproxima da solugdo real da equacdo, e aos erros de arredondamento, que
englobam todos os erros devido a implementa¢do computacional [23]], por exemplo o ndimero
de digitos usados na aritmética dos computadores.

Em geral, o éxito de um algoritmo de integracdo depende do passo de tempo At
usado na simulacdo. Um passo muito pequeno diminui os erros de truncamento, pois aproxima

a variavel discreta a varidvel continua, mas aumenta os erros de arredondamento, porque exige
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mais cdlculos. Por outro lado, um passo grande diminui os erros de arredondamento (poucos
célculos), porém aumenta muito os erros de truncamento devido a evolugao do estado do sistema
em intervalos de tempo muito distantes entre si. Por isso, € importante escolher um valor

intermedidrio e propicio, de forma que a combinacdo de ambos os erros se minimize [24].

3.5.1 Algortimo de Verlet

O algoritmo de Verlet ¢ um método numérico popularizado por Loup Verlet em
1967 no célculo da trajetéria de particulas em simula¢des computacionais [25]. O método
propde uma solucdo direta para as equacdes do movimento, deduzida através da combinagao
de duas expansdes em série de Taylor da posi¢do r(t) de uma dada particula. Expandindo em
r(t + At) sobre r(t), temos

r(t + At) = r(t) + r(t) At + %i"(t)Atz - %'i"(t)AtS + O(Ath). (3.14)

De forma semelhante, expandimos em r(t — At)

r(t — A) = £() ~ DAL + (AP - %'f'(t)m?’ + oA, (3.15)

Quando somamos as duas expressoes, cancelamos todos os termos impares e obtemos a estima-

tiva para a posicao da particula no instante de tempo t + At
r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + (1) At? + O(AtY). (3.16)

O erro de truncamento na posigdo € da ordem de O(At*), pois negligenciamos os termos de
quarta ordem e superiores. Podemos substituir a segunda derivada na posi¢ao pela 2* lei de
Newton, logo

r(t+ At) =~ 2r(t) —r(t — At) + WA& (3.17)

Nota-se que a relacdo € independente da velocidade, o que torna o algoritmo insensivel ao uso
de termostatos, que é uma ferramenta cujo objetivo € controlar a temperatura de um determi-
nado sistema por meio do reescalonamento das velocidades. No entanto, € possivel obter as

velocidades subtraindo-se as equacdes [3.14]e [3.15]

F() = vi(t) ~ TEE Atg;tr(t — A, (3.18)

O algoritmo de Verlet é reversivel no tempo, simples de ser implementado e estavel
para passos de tempo relativamente grandes. Entretanto, é necessdrio armazenar as posigoes
das particulas por trés intervalos de tempo consecutivos, o que demanda muita memdoria com-

putacional. Ademais, nesse trabalho, queremos estudar sistemas cujas propriedades dependem
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fortemente da temperatura. Por esses motivos, ele ndo serd adotado.

3.5.2 Velocity Verlet

O Velocity Verlet [26] ¢ uma implementacdao mais sofisticada do método Verlet,
descrito anteriormente, que inclui explicitamente a velocidade em cada etapa de tempo. Para

demonstra-lo, tomamos novamente a expansdo em série de Taylor da posi¢cao
1
r(t + At) = r(t) + r(t) At + §i‘(t)At2 + O(A), (3.19)

onde sabemos que r(t) = v;(t) e () = a(t). Substituindo essas expressdes, encontramos a
seguinte relacdo
1
r(t + At) = r(t) + v(t)At + éa(t)AtQ + O(A#). (3.20)

Nesse processo, para encontrar a posi¢ao futura de cada particula é necessario saber a veloci-
dade da mesma no instante de tempo atual. Portanto, para determinar as velocidades a cada

instante de tempo, expandimos agora em v(t + At) sobre v(t)
1
v(t + At) = v(t) + a(t) At + §a(t)At2 + O(A). (3.21)

Precisamos desenvolver uma expressdo para a(t) em termos das quantidades conhecidas. Isto

pode ser feito expandindo a(t + At)
a(t + At) = a(t) + a(t) At + O(At?). (3.22)

Simplificando essa expressdo e substituindo em|3.21

a(t) +a(t + At)

v(t+ At) = v(t) + At + O(AP). (3.23)

A forma discreta das expressoOes para a posi¢ao e velocidade do método Velocity

Verlet, sdo:
Tpi1l = Tp + VA + C;—”Atz, (3.24)
Vnp1 = Un + %At, (3.25)

sendo que o indice n denota as quantidades no instante atual e n + 1 no instante seguinte, apos
uma interagdo de tempo At. As aceleracdes a,, sdo determinadas pela equagao €, Como no
nosso sistema de unidades a massa € unitdria, a aceleracao serd numericamente igual a forga.
O algoritmo Velocity Verlet € reversivel no tempo, garante a conservacao de ener-
gia e € bastante preciso para interacoes pequenas de tempo. Além disso, ele requer menos

memoria do computador, porque apenas um conjunto de posi¢des, forcas e velocidades precisa
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ser transportado de cada vez.
3.6 Termostato

A técnica de DM discutida até agora € responsavel por estudar a evolugdo natural
no tempo de um sistema cldssico de particulas em um determinado volume. Nessas simulacoes,
a energia total, ou mecanica, é conservada. Isto corresponde a um processo adiabdtico, ou
seja, isolado sem troca de calor ou matéria com o meio. Esse conjunto € chamado ensemble
microcanonico (NVE), onde sdo contantes o numero de particulas NV, o volume V' e a energia
E. Essa configuracdo € usada para representar os possiveis estados de um sistema mecanico
que tem uma energia total especificada, porém, na pratica, ndo corresponde a uma situagao
realista, pois em um sistema fisico real existem muitas incertezas na energia, devido a fatores

nao controlados na preparacdo do experimento.

Grafico 1 — Comportamento da energia total £/, energia cinética K e energia potencial U, por
particula, para um fluido de Lennard-Jones sem atuagdo de termostato.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em muitas situacdes € mais prudente controlar a temperatura da simulacao, pois a
temperatura € um parametro relevante para a descricao e compreensao de varios fendmenos na-
turais, como as mudancas de estado fisico e a auto-organizacgao de estruturas [28]. O ensemble
canonico (NVT) caracteriza um sistema em contato com um reservatorio térmico, onde ocor-
rem trocas de calor com o objetivo de manter a temperatura constante. Na simulacao, as paredes
sdo impermedveis, fixas e diatérmicas, desse modo o nimero de particulas N, o volume V' e
a temperatura 7' se mantém constantes. O termostato € justamente a ferramenta responsavel
por realizar o acoplamento da caixa de simulacdo ao banho térmico externo de temperatura

constante de referéncia 7.
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Existem diferentes algoritmos que empenham-se em simular o ensemble candnico
[29, [30, [31]], e a sua eficacia esta diretamente relacionada ao tamanho do sistema, a escolha do
termostato e dos respectivos parametros, ao passo e ao integrador. Nesse trabalho, aplicamos
o termostato de Berendsen, desenvolvido em 1984 por Herman Berendsen e outros cientistas
[32]. O algoritmo atua reescalonando as velocidades das particulas, de forma a tornar a ener-
gia cinética condizente com a temperatura do reservatorio. Assim, o termostato suprime as
flutuacdes da energia cinética e, por esse motivo, nao é capaz de gerar resultados consistentes
com o conjunto candnico para sistemas pequenos. Entretanto, para sistemas grandes, da ordem
de centenas ou milhares de &tomos/moléculas, os resultados sdo aproximadamente corretos para
a maioria das propriedades [33]. Além disso, ele € uma excelente ferramente para compreender
aspectos tedricos do controle das simulagdes.

Para que o sistema atinja uma determinada temperatura, a partir de um acoplamento

com um banho térmico, multiplica-se as velocidades das particulas pelo fator A,

V. = \v;. (3.26)
dado por
T
A= | —=—=. 3.27
a0 (3.27)

Considerando que sistemas fisicos ndo possuem uma brusca variacdo de temperatura e exibem
um controle no grau de acoplamento com o reservatério térmico, alternativamente, Berdensen
assume um acoplamento fraco. Nesse caso, a temperatura do sistema € corrigida de forma que

a diferenca entre as temperaturas decaia exponencialmente com alguma constante de tempo 7

dT(t) Ty —T(t)

3.28
dt T (3.28)
Assim, o fator de escalonamento é dado por
At | Ty
A=y/14+ — |71 3.29
2 ] 42

onde At € o passo de tempo de integracdo. O fator de acomplamento 7 € definido pelo usudrio,
quanto maior, mais fraco o acoplamento, demorando mais tempo para alcancar a tempera-
tura desejada. Nesse trabalho, estudamos situagdes em que deseja-se analisar o sistema em
equilibrio, com tempo de relaxagdo curto, entdo a equagao (equivalente a com7 = At)

sera suficiente.
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Griéfico 2 — Temperatura 7' em fung¢ao do tempo de simulacao para diferentes parametros de
acoplamento 7 do termostato.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Graéfico 3 — Comportamento da energia total £/, energia cinética K e energia potencial U, por
particula, para um fluido de Lennard-Jones na presenca de um termostato com 7 = At.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No Griéfico[3| observamos uma varia¢do na energia total, enquanto a energia cinética
permanece constante, decorrente da modulacdo da temperatura através do termostato. Porém,
ap6s um certo periodo de tempo, o sistema entra em equilibrio termodindmico e a energia ndo

sofre mais variagOes significativas. Nesse ponto, as propriedades macroscopicas do sistema

podem ser medidas.



38

3.7 Propriedades de Equilibrio

O objetivo principal de um programa de DM € calcular as propriedades de equilibrio
dos sistemas cldssicos de muitos corpos. Apds um tempo de simulacdo adequado, que depende
do potencial adotado, da temperatura e da densidade do sistema, a configuracio de equilibrio
¢ alcancada. No estado de equilibrio, todas as propriedades sdo independentes do tempo, ndo
existem fluxos macroscopicos de matéria ou de energia, seja dentro de um sistema ou entre
sistemas. A partir dai, escolhemos e medimos as propriedades de interesse que serao investi-
gadas, para realizar comparacdes com experimentos reais € modelos tedricos. Em particular,

examinamos propriedades termodindmicas e estudos de estrutura e organizagao espacial.

3.7.1 Calor especifico

As fungdes de resposta revelam como as grandezas termodindmicas simples respon-
dem a variacdo nos mensuraveis, geralmente pressdo ou temperatura. Logo, sdo quantidades
que podem ser derivadas. O calor especifico a volume constante, por exemplo, mede como a

energia interna responde a uma mudanga isométrica, que ocorre quando se mantém o volume
9 (E)

Cv=—] . 3.30

Y ( or )v 30

Em outras palavras, a quantidade de calor necessaria para alterar a temperatura a volume cons-

contante, na temperatura [34],

tante.
Considerando o ensemble canonico, a energia interna de um sistema flutua aleato-
riamente sobre o valor médio no tempo (E). Entdo, o valor esperado da energia total pode ser

eXpresso como

(B) =32 13E - 5 > 5 e (-0E)

107 0
_ %2 _ 9.
Zog o 7

(3.31)

onde P; é a probabilidade que o sistema ocupa no microestado j, Z € a funcdo de parti¢do
candnicae § = 1/kpT.

Agora, podemos calcular o valor de Cy

1071 (07’
Zop2 72\ 0B

onde usamos a regra da cadeia para diferenciacdo. Veja que,

_opo(E) 1
T 0T 08 kgT?

Cy , (3.32)

1 927
(E%) = ; E?exp (—BE;) = Zop (3.33)



39

Finalmente, podemos reescrever a expressao [3.32]em fungio de[3.31]e[3.33

E?) — (E)°
Cy = % (3.34)

Isso significa que, se pudermos medir as flutuacdes em £ ao longo do tempo, podemos usar
1sso para encontrar o calor especifico. A variacdo do calor especifico com 0 aumento ou com a
reduc¢do da temperatura do sistema sugere uma transi¢cdo de fase do sistema. A mudancga brusca
no valor do calor especifico, em uma determinada temperatura, indica uma mudanca de estado

fisico da matéria, de liquido para s6lido, ou sélido para gasoso.

3.7.2 Funcao de distribuicao radial

A fungdo de distribui¢@o radial g(r) é uma das ferramentas que podemos utili-
zar para investigar a estrutura e o ordenamento de sistemas por meio de uma descricdo da
distribuicdo espacial das particulas a partir de uma particula central. A fun¢do ¢ uma medida
de correlacdo estrutural de pares e determina, em média, a probabilidade de encontrar uma
particula a uma dada distancia r em relagdo a outra posicionada na origem [24]. Uma vez
que a DM fornece as posi¢des de particulas individuais como fung¢des do tempo, g(r) pode ser
calculada a partir de suas trajetorias.

Escolhendo-se arbitrariamente uma das particulas como referéncia, temos que o
nimero médio de particulas entre uma distincia r e r + dr, é de pg(r)dr, onde p é a densidade

de particulas.

Figura 6 — Representacgio esquemadtica da funcao de distribuicao radial g(r). Ao centro temos a
particula de referéncia. Ao redor € desenhado um anel de raio r e espessura dr.

Fonte: [35]
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A funcao de distribui¢do radial ¢ matematicamente definida como [34]:

N N

1

py(r) = & <225(r—rij)>, (3.35)
1 jFl

onde N € o numero total de particulas do sistema, r;; representa o vetor entre o centro de duas

particulas i e j, os colchetes angulares representam uma média temporal e §(r — r;;) € a fungéo

delta de Dirac, dada por
00, Se I = Iy
5(1’ — rij) = (336)
0, ser 7& L.
Para substancias uniformes e homogéneas, o arranjo estrutural das particulas € isotrépico, entao
¢ independente da orientacdo do vetor de separacdo r e depende apenas da distancia r entre
elas. Além disso, por conta do somatério duplo, temos N (N — 1) termos para serem calculados.

Entretanto, a distincia r;; € invariante sob a troca dos indices, isto €, r;; = r;;, entdo somente

sN(N — 1) destes termos sdo tnicos. Logo, podemos reescrever como

pg(r) = % <Z > o(r— n-j)> . (3.37)

i g>i
A condi¢io de normalizagdo de g(r) é obtida integrando ambos os lados da equag@o

sobre todos os valores de separacao possiveis entre duas particulas

p/g(r)dr = % <ZZ/(5(T - rl-j)dr> : (3.38)

i j>i

e, pela defini¢do de ¢ sobre todos os valores de 7, [ d(r — r;)dr = 1:

p/g(r)dr =N-1 (3.39)

Essencialmente, essa equagdo demonstra que existem N — 1 particulas ao redor de uma dada
particula qualquer. Como normalmente o valor de /N é muito grande em simulacdes de DM,
poderiamos facilmente assumir N — 1 ~ N. No caso do potencial LJ, esperamos que g(r) — 0
quando r — 0, pois as particulas ndo podem se sobrepor [22].

A expressao sugere a interprecdo probabilistica para a funcdo de distribui¢do
radial, em que

p
mg(r)V(r, Ar), (3.40)

¢ a probabilidade de encontrar uma particula dentro de uma casca esférica de volume V' (r, Ar),
raio 7 e espessura Ar, com a esfera centrada em uma outra particula. A funcgio de distribuicdo

radial mostra como a presenca de uma particula influencia, em média, as posi¢des das suas
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vizinhas. Consequentemente, particulas muito distantes ndo devem influenciar na posicdo umas
das outras, entdo a densidade serd uniforme e g(r) — 1.
Encontramos uma solu¢ao numérica para ¢g(r) como um histograma, reescrevendo

a equacdo [3.38|usando uma espessura de casca pequena, mas finita, Ar,

ng(r) r, Ar) Z <Z 25 —ri;)A > ) (3.41)
Ar

i >
O somatério duplo representa uma operagao de contagem, assim definimos o niimero de particulas
N(r, Ar) que estdo com o centro dentro da esfera de raio r e espessura Ar:

N N

N(r,Ar) =" "5(r —ry)Ar. (3.42)

i g>1

Substituindo essa relagdo em|3.41, obtemos

(N(r,Ar))
= . 3.43
9(r) NV (r, Ar) (343)
Para um total de M passos na simulacdo, escrevemos a média temporal explicitamente
M
Ni(r, A
g(r) = k=L T A7) (3.44)

M(%N)pV(r, Ar)’

onde N (r, Ar) é o resultado da operac@o de contagem no tempo t;. O valor da espessura
da casca Ar deve ser escolhido com cautela, pois deve ser pequeno o suficiente para identifi-
car caracteristicas importantes de g(r), mas deve ser grande o suficiente para fornecer uma
populacao de amostragem apropriada para desenvolver resultados estatisticamente confidveis.
A organizag@o estrutural de um sistema pode ser analisada através da fungdo g(r)
em determinadas condi¢des de densidade e temperatura. Por esse motivo, a funcao é um forte
indicador do estado fisico do sistema, sendo utilizada para caracterizar diferentes materiais.
Além disso, g(r) pode ser obtida experimentalmente por difragdo de raios X [36]], por exemplo.
O que possibilita a utilizacdo da ferramenta para a comparagdo e reconhcimento dos resultados

da simulacdo em relacdo aos dados experimentais.
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Figura 7 — Funcao de distribui¢do radial para um s6lido em azul (7" = 50K), liquido em preto
(T'=80K) e gas em vermelho (7' = 300K). Os raios sao dados em unidades reduzidas do
diametro molecular (o = 3, 822A) .
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Fonte: [37].

A fungdo g(r) é plotada como um grafico da separacao interatdmica r. Na Figura
o composto no estado sélido apresenta picos estreitos correspondentes a posi¢des bem definidas,
indicando um alto grau de ordenagdo. As particulas estdo limitadas a se moverem em torno de
suas posi¢coes de equilibrio [24]. O material liquido possui picos largos apenas nas distincias
dos primeiros vizinhos. No caso de um gés, a funcdo tende a uma constante covenientemente

normalizada para 1.
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4 RESULTADOS
4.0.1 Configuracoes finais

Figura 8 — Configuracdes finais de um sistema com 600 particulas e desindade p = 0.2 para
diferentes valores de temperatura, no intervalo 7' = 0.1 — 0.9.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura[§|apresenta as configuracdes finais obtidas para um sistema de 600 particulas,
densidade p = 0.2 e para diversos valores de temperatura. A partir da sua andlise, podemos
observar a mudanga estrutural do sistema conforme o aumento da temperatura. Desse modo,
€ possivel avaliar a estabilidade das estruturas as mudancas de temperatura. Para temperatu-
ras menores ou iguais a 7" = (0.4 , o sistema possui um ordenamento estrutural, por meio da

formacdo de aglomerados. Esses aglomerados sdo produzidos devido a baixa energia cinética
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das particulas em comparagdo ao potencial imposto pelas particulas vizinhas, induzindo os es-
tados ligados do sistema. Para temperaturas superiores a 7' = 0.4, percebe-se uma mudanca
notavel na organizagdo das particulas, devido ao aumento da energia cinética. Observamos que
o aglomerado formado anteriormente se desfaz e as particulas passam a se mover livremente

pela caixa de simulacdo.

4.0.2 Calor especifico e funcao de distribuicao radial

As mudancas estruturais mostradas na se¢io anterior sugerem uma transi¢ao de fase
termodindmica. Para constatar esses indicios, analisamos o comportamento do calor especifico
em funcdo da temperatura do sistema. No Grafico |4, observa-se que, inicialmente, a fungao
possui um comportamento monotdnico crescente até a temperatura 7' = 0.4. Todavia, a partir
desse ponto, existe uma mudanga repentina no comportamento da curva do calor especifico,
que agora decresce com o aumento da temperatura. Essa descontinuidade da funcdo indica

justamente a mudancga de estado fisico da matéria [[17]].

Griafico 4 — Calor especifico para um sistema de 600 particulas e densidade p = 0.2 constante
em funcao da temperatura.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para compreender a mudanga de fase do sistema, € interessante analisar o grafico
da fun¢@o de distribui¢do radial para temperaturas intermedidrias. O célculo de g(r) é capaz
de medir o ordenamento das particulas no sistema, permitindo associar o estado da matéria
para cada temperatura. O Grafico [5] mostra a fungdo para trés temperaturas distintas 7' = 0.2,
T=05eT =0.6.

Em T = 0.2, observamos os picos periddicos da fungdo, onde as posi¢des dos

maximos estdo em concordancia com os valores esperados teoricamente. O primeiro pico deve
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possuir o mesmo valor do minimo do potencial de interacao r,,;,, 0 segundo em V3T mins O
terceiro em 2r,,;,, € assim sucessivamente (\/7 Tmins 3min, ---). Como estamos usando o po-
tencial de LJ, o minimo ocorre em 7,,,;, = 2"/60 ~ 1.12. Nessa temperatura, observa-se um
ordenamento de curto e longo alcance, caracteristico de s6lidos, devido a posicado das particulas
serem altamente correlacionadas.

Para um temperatura de 7" = 0.5, os picos ainda apresentam uma certa propor¢ao,
demonstrando que ainda existe uma ordenagdo de curto alcance do sistema. Porém, quando
temos uma temperatura superior 7' = 0.6, observamos que o segundo maximo apresenta uma
alargamento considerdvel, enquanto o terceiro maximo desapareceu. Esse comportamento é
assimilado a liquidos.

A partir dessa andlise, conclui-se que a transi¢do de fase, comprovada na desconti-

nuidade do calor especifico, é, na verdade, uma mudanga do estado sélido para o estado liquido.

Griafico 5 — Funcdo de distribui¢do radial para um sistema de 600 particulas e densidade
p = 0.2 constante em diferentes temperaturas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.0.3 Energia potencial média

Medi¢des de energia sdo muito simples de serem calculadas, por isso também é
comum utilizar a energia potencial média para identificar transi¢des de fase no sistema. Além
disso, também € interessante para analisar as propriedades gerais do sistema, que confirmam os
modelos fisicos nos quais as simulacdes computacionais foram baseadas.

No Griéfico [6] analisamos a energia potencial média em fungéo da temperatura de
sistemas com diferentes densidades. Verificamos que o comportamento do grafico € sempre

crescente, como esperado, pois quanto a maior a temperatura do sistema, maior serd a sua ener-
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gia interna. Além disso, observamos que quanto maior a densidade, menor serdo as médias
da energia potencial. Isso se deve ao cardter atrativo do potencial LJ (3.4), pois quanto maior
a densidade e, consequentemente, menor a distancia entre as particulas, mais negativo serd o
potencial. Por fim, nota-se que o valor médio da energia potencial passa a crescer consideravel-
mente em 7' = 0.4 e, posteriormente, se estabiliza em um crescimento linear para temperaturas
mais altas. Essa temperatura de transi¢do € a mesma para todas as densidades analisadas e é

exatamente o ponto de fusdo analisado anteriormente.

Graéfico 6 — Energia potencial média, de um sistema com 600 particulas, em funcao da
temperatura para diferentes densidades.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 CONCLUSAO

Os métodos computacionais tratam de problemas cuja complexidade impede a dedugao
de solugdes analiticas. A fisica computacional introduz essas ferramentas interdisciplinares
como uma terceira abordagem, além da fisica tedrica e experimental, para resolver proble-
mas. Nesse trabalho, apresentamos os fundamentos da técnica de dindmica molecular, desen-
volvendo os algoritmos utilizados na simula¢do, e deduzimos os principais resultados para as
propriedades de um sistema de particulas bidimensional, submetido ao potencial de interagdo
de Lennard-Jones.

Discutimos os fundamentos tedricos essenciais para o entendimento completo do
método. A principio apresentamos os contetidos de mecénica cldssica newtoniana, necessarios
para compreender o movimento das particulas, e as leis de conservacdo associadas. Em se-
guida, introduzimos os conceitos de mecanica estatistica que seriam utilizados para determinar
as propriedades termodinamicas do sistema.

Sobre a implementagcao do programa de dindmica molecular, abordamos em deta-
lhes os procedimentos realizados e os algoritmos adotados para modelar o sistema de particulas.
Desde as condig¢des iniciais do sistema, a escolha do potencial de interacao, etc., até o uso do
termostato. Logo depois, demonstramos as propriedades de equilibro de interesse.

Por meio da aplicac@o do potencial de Lennard-Jones via dindmica molecular, con-
seguimos estimar propriedades importantes do sistema e verificar caracteristicas relevantes so-
bre seu comportamento. Os resultados obtidos foram calor especifico, funcdo de distribuicao
radial e energia potencial média. A partir da andlise desses resultados, estudamos as transigdes
de fase do sistema. Devido a mudanga no ordenamento das particulas conforme o aumento da
temperatura, constatamos que as particulas possuem uma organizacdo caracteristica para cada

fase.
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