UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA
GRADUACAO EM FiSICA

SERGIO LEVY NOBRE DOS SANTOS

DINAMICA DE PACOTES DE ONDA EM MONOCAMADA DE GRAFENO COM
DEFORMA COES NAO UNIFORMES

FORTALEZA
2021



SERGIO LEVY NOBRE DOS SANTOS

DINAMICA DE PACOTES DE ONDA EM MONOCAMADA DE GRAFENO COM
DEFORMACOES NAO UNIFORMES

Trabalho de Conclusao de Curso de Graduagdo
apresentada a Coordenagdo da Graduacido do
Curso de Fisica, da Universidade Federal do
Ceard, como requisito parcial para a obtengao
do Titulo de Bacharel em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Jodao Milton Pereira Ju-
nior.

Coorientador: Prof. Dr. Diego Rabelo da Costa.

FORTALEZA
2021



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicacio
Universidade Federal do Ceard

Biblioteca Universitaria

S238d

Santos, Sergio Levy Nobre dos.

Dinamica de pacotes de onda em monocamada de grafeno com deformagdes nao unifor-
mes / Sergio Levy Nobre dos Santos. - 2021.

114 f. :il. color.

Trabalho de Conclus@o de Curso (graduacao) - Universidade Federal do Ceara, Centro
de Ciéncias, Cuso de Fisica, Fortaleza, 2021.

Orientagdo: Prof. Dr. Jodo Milton Pereira Junior.

Coorientacdo: Prof. Dr. Diego Rabelo da Costa.

1. Pacote de Onda. 2. Deformagao. 3. Split Operator. 4. Dinamica. 5. Equacdo de Di-
rac. L. Titulo.

CDD




SERGIO LEVY NOBRE DOS SANTOS

DINAMICA DE PACOTES DE ONDA EM MONOCAMADA DE GRAFENO COM
DEFORMACOES NAO UNIFORMES

Trabalho de Conclusdo de Curso de Graduagio
apresentada a Coordenacdao da Graduacdo do
Curso de Fisica, da Universidade Federal do
Ceard, como requisito parcial para a obtengao
do Titulo de Bacharel em Fisica.

Aprovada em 01 de Abril de 2021.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Jodao Milton Pereira Junior
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Diego Rabelo da Costa
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Ma. Sofia Magalhaes Cunha
Universidade Federal do Ceara (UFC)



A Deus e a minha familia...



AGRADECIMENTOS
Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me dado essa maravilhosa oportunidade
de estudar e entender suas magnificas criagoes.

Aos meus pais, Sergio e Lena, pelo suporte financeiro e emocional que me foi con-
cedido durante toda minha vida.

Ao Departamento de Fisica da UFC pelo suporte com os professores.

Ao meu orientador, Jodo Milton Pereira Junior e meu co-orientador Diego Rabelo
da Costa, pelo suporte neste trabalho.

Aos membros do Grupo de Teoria da Matéria Condensada (GTMC), aos amigos de
outros grupos e da minha turma: Nathan, Sofia, Sabrina, Welisson, Brehmer, Pedro Holanda,

Pedro Henrique, Ribamar, entre outros pelo grande apoio.

Ao CNPq, pelo suporte financeiro.



“A prova real de que vocé estd na presenca de Deus é que vocé
ou esquece completamente de si ou se vé como um objeto pequeno e sujo.”

(Clive Staples Lewis - C. S. Lewis)



RESUMO

Desde a obten¢do do grafeno, uma simples camada de carbono, em 2004, tem havido um forte
interesse na investigacao do transporte de portadores de carga nesse sistema. Elétrons no gra-
feno apresentam uma dispersdo linear para baixas energias em torno dos pontos K, e K_ na
zona de Brillouin, o que os leva a se comportarem como Férmions sem massa descritos pela a
Equacgao de Dirac. Essa mesma dispersao de energia esta relacionada com a alta condutancia
de elétrons e condutibilidade térmica do grafeno, o que torna o grafeno um material promis-
sor para aplicacdes em dispositivos. Neste trabalho, nés consideramos o efeito de pertubacdes
geométricas na propagacdo de pacotes de ondas em uma rede de grafeno, pertubacdes estas
que, usando modelos aproximativos como o Tigth-Binding (Ligacao Forte) e o modelo continuo
para a descri¢do do Hamiltoniano do sistema, surgem como pseudos potenciais escalar e veto-
rial que dependem do tensor de strain no Hamiltoniano do sistema. Como isso, considerando
essas condi¢Oes iniciais, aplicamos o operador de evolucdo temporal através da técnica Split-
Operator sobre o pacote de onda e analisamos suas possiveis trajetdrias a partir do parametro de
impacto que tomarmos (posicao inicial), seus gréificos de densidade de probabilidade e outras
particularidades na situacdo em que o pacote estd préximo da deformacao.

Palavras-chave: Pacote de Onda. Deformacao. Split Operator. Dindmica.Equac¢ao de Dirac.



ABSTRACT

Since the obtention of graphene, a simple carbon layer, in 2004, there has been a strong interest
in investigating the transport of cargo carriers in this system. Electrons in graphene show a linear
dispersion for low energies around the points K and K_ in the Brillouin zone, which leads them
to behave like massless Fermions described by the Dirac Equation. This same energy dispersion
is related to the high electron conductance and thermal conductivity of graphene, which makes
graphene a promising material for device applications. In this work, we consider the effect of
geometric disturbances on the wave packet propagation in a graphene network, which, using
approximate models such as Tigth-Binding and the continuous model for the description of the
Hamiltonian of the system, appear as pseudo scalar and vector potentials that depend on the
strain tensor in the Hamiltonian of the system. As a result, considering these initial conditions,
we apply the time evolution operator using the Split-Operator technique on the wave package
and analyze its possible trajectories based on the impact parameter we take (initial position), its
graphs of impact probability density and other particularities in the situation where the package
is close to deformation.

Keywords: Wave Packet. Strain. Split Operator. Dynamic. Dirac Equation.
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LISTA DE SIMBOLOS

Carga Elementar e = 1,6 x 1071°C

Distancia carbono-carbono no grafeno ay = 1.42A
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1 INTRODUCAO

Um dos grandes estudos do séc. XX foi o de semicondutores que proporcionou
varias linhas de pesquisa como estudos mais afundo na fisica do estado s6lido, juntamente com
a mecanica quantica que foi bastante desenvolvida e, concomitantemente, com as teorias de
fisica estatistica, como a distribui¢ao de Fermi-Dirac EI que € um dos fundamentos de toda a
eletronica desenvolvida. Tais estudos originaram o primeiro dispositivo controlador de corrente
elétrica, o Diodo, um dispositivo promissor feito apenas com a dopagem de silicio, que possui
amplas aplicagéesﬂ Como o passar do tempo, a demanda por uma “nano-eletronica” culmi-
nou em uma busca por dispositivos pequenos como o transistor e isso intensificou o estudo de
semicondutores.

Com a inveng¢do do primeiro transistor e seu batismo no Bells Labs em dezembro de
1947 EI, varias aplicagdes tornaram-se mais rapidas e compactas como chaveamento eletronico,
melhores amplificadores de radio, dentre outras aplicagdes.

Na atualidade, a grande aplicacao dos transistores estd na fabricagcao de processado-
res, os quais sdo foco de estudo na matéria condensada. Tais estudos buscam o melhoramento
dos transistores, os quais em sua maioria sdo feitos a partir do Silicio (Si). A busca e o es-
tudo de materiais bidimensionais (Grafeno, Fosforeno, Borofeno, Dicalcogenetos de Metais de
Transi¢do - TMD’s [[12]]) tem sido bastante intenso tendo em vista de que sdo materiais muito
pequenos e, portanto, podem ser um caminho para a produgdo de transistores ainda mais peque-
nos para aumentar a capacidade de processamento (Lei de Moore) (Fig[I).

Atualmente, com o crescimento das linguagens de programacdo, as maneiras de
otimizagao em relacdo a processamento de dados tem encontrado espaco na programagao em
paralelo, que € um tipo de programacdo que executa varios processos de um codigo simulta-
neamente, tornando seu processamento mais rapido. A empresa norte-americana de tecnologia
Nvidia(®) cria placa gréficas, também chamadas de GPU, com alta capacidade de processamento

quando comparado aos processadores (CPU) convencionais (Fig[2) por possuirem mais unida-

A distribui¢ciio de Fermi-Dirac na Fisica Estatistica diz respeito a taxas de ocupagio n (que seria um numero
de formas de alocarmos particulas) de um conjunto de Férmions (como o elétron) para uma energia € com uma
quantidade de estados possiveis d para distribuirmos todos os Férmions, tudo isso a uma temperatura 7', resultando
em uma taxa de ocupacéo como n = ﬁ.

2Uma das principais aplicagdes com os diodos estd na fonte de tensdo ou corrente com a transformacio da
tens@o e corrente alternada na saida de transformadores em continua (Pulsante) e, como o filtro de capacitores,
continua por completo com uma pequena oscilacio.

30 primeiro transistor foi idealizado teoricamente e experimentalmente por John Bardeen (1908-1991) e por
Walter H. Brattain (1902-1987) através da manipulacdo de um cristal de germanio. Ambos eram chefiados no
Bells Lab por William Bradford Shockley (1910-1989) em que, embora tenha deixado a pequisa com o transistor
de lado durante o periodo da segunda guerra mundial, acabou levando todo o credito.
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Figura 1: Representacdo do nimero de transistores em um processador com o decorrer dos
anos (pontos em azul) e o crescimento da frequéncia de processamento durante os anos
(pontos em azul escuro), como uma representacao da Lei de Moore. Figura adaptada de .

des de processamento (cores). A mesma empresa, Nvidia, criou a tecnologia de programagao
em paralelo Compute Unified Device Architecture (Arquitetura de Dispositivo de Computagao
Unificada), CUDA®), que permite a utilizagao dessas placas gréficas para um dado processa-
mento em paralelo. A capacidade de processamento, em ultima analise, se resume a quantos
transistores conseguimos colocar dentro de uma unidade de processamento, core (Fig[2ta). Para
isso, o estudo de materiais bidimensionais tem se intensificado bastante na tentativa de diminuir

ainda mais a sua litograﬁzﬂ

@2/ NVIDIA.

L1 Cache ‘ L1 Cache

L1 Cache

o

L3Cache

Figura 2: a-) Comparacdo em a representacdo de um CPU (Central Process Unit) e uma GPU
(Graphics Processing Unit). Percebe-se a diferenca de unidades de processamento, cores, em
verde de uma CPU em compara¢do com uma GPU. b-) Chipset de uma placa de video Nvidia
mais moderna das series Geforce GTX e RTX. Figura adaptada de IEI]

1.1 Motivacao do trabalho

Diante disso, neste trabalho, iremos focar em algo mais fundamental. Tomando
o grafeno em algumas situagdes, analisamos como o mesmo reage a mudangas geométricas,
como uma deformacdo, e como um dado elétron, representado por um pacote de ondas, sente
tais mudangas em comparagdo com situagdes sem deformagdo. Um estudo como esse nos ajuda

a entender como tal material bidimensional pode (ou nao) vir a ser um bom substitutivo do

“tamanho padrio de transistor em um processador



silicio e germanio em semicondutores para a fabricacdo de transistores vide que o grafeno tem
espessura de apenas um atomo e, como mencionado, € bastante interessante para diminui¢ao da
litografia de processadores. Veremos como tais pacotes de onda, no que diz respeito a suas tra-
jetdrias médias, como se comportam através de técnicas envolvendo mecanica quantica aplicada

ao grafeno.



2 GRAFENO: CRISTAL BIDIMENSIONAL

O carbono € um dos elementos da tabela periddica mais abundante na natureza,
compondo toda a matéria organica existente. Com um numero atdmico Z = 6 (Fig[3), isso
garante ao carbono a formac¢do de grandes cadeias moleculares que usamos em nosso dia-dia
desde uma simples aspirina (Acido Acetilsalicilico) que tomamos para amenizar nossa dor de

cabeca até uma estrutura muito complexa como polimeroﬂ naturais e sintéticos.

Figura 3: Na esquerda: d4tomo de carbono, no modelo de Bohr, mostrando a camada de
valéncia indicando a ligacdes (setas) que o carbono pode fazer. Na direita: Oito alatropos de
carbonos incluindo: a) diamante, b) grafite, ¢) Lonsdaleita, d) Cgg buckminsterfulereno, e)
Cs40, fullerite f) C7, g) carbono amorfo, e h) nanotubo de carbono. Figura adaptada de [4]

Na natureza, podemos encontrar diversos aldtropos do carbon(ﬂ Na figura (Fig,
temos diferentes formas de representagdo do carbono como diamantes (Fig[3}a), grafite (Fig[3}
b), fulerenos (Fig[3} d.e.f), cristais amorfos (Fig[3}g) e nanotubos de carbono (Fig[3th). Tais
formas exitem como condi¢@o de estabilidade do carbono para formar grandes cadeias, seja para
produzir um arranjo uniforme como o diamante ou um arranjo irregular como o cristal amorfo.

Na década de 30, Landau e Peierls argumentaram que estruturas cristalinas de bai-
xas dimensdes como a bidimensional (plano) sdo termodinamicamente instiveis e, portanto,
ndo poderiam existir, o que levaria a inexisténcia do grafeno [6](Figl}a). A instabilidade
termodinamica dar-se pelo fato de que redes cristalinas em baixas dimensdes apresentariam
flutuacdes térmicas, fazendo com que dtomos na rede poderiam ter deslocamentos da ordem da

distancia interatdmica. Quando diminuimos a dimensionalidade de uma estrutura cristalina, ou

'Composto organico formado pela a repeticio de uma tinica molécula. Muitos polimeros sdo utilizados na
fabricagdo de plasticos, sendo esse sintéticos. Outros exitem naturalmente como uma parede celular de uma célula
vegetal feita por celulose, um polimero bastante complexo também devido a sua molécula ser grande como de
préxis de todo polimero.

Do grego dllos-tropos, significa outra maneira.
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Figura 4: a-) Representacdo do grafeno. Vemos que a repeti¢do de uma estrutura hexagonal é

bastante evidente. Figura adaptada de[5]]. b-)Grafeno como base de alguns materiais com
fulereno , nanotubos de carbono e o préprio grafite. Figura adaptada de []§|]

seja, diminuindo aspectos como espessura ou nimero de camadas (como o grafite), implica em
temperaturas mais baixas devido a diminui¢do de graus de liberdade no sistemzﬂ em que cada
grau contribui para o incremento da temperatura 7" do material e, com isso, temos que os ma-
teriais que “poderiam” ser formados, na verdade torna-se instiveis e fragmentam-se, formando
estruturas de maior complexidade (dimensionalidade) com maior espessura ou camadas.

Embora as previsoes eram de que materiais como o grafeno nao poderiam existir por
questdes de estabilidade, para a surpresa de muitos, a obten¢do do grafeno em 2004 foi feita,
experimentalmente, pelo os cientistas Andre Geim juntamente com Konstantin Novoselov na
universidade de Manchester na Inglaterra [6]]. Os cientistas conseguiram obter o material usando
a técnica chamada de Esfoliagdo Mecanica. Tal técnica consiste em tirar as camadas do grafite
como um material semelhante a uma fita adesiva (FigE[), onde na mesma estarao localizadas as
camadas retiradas, e, entdo coloca-las sobre um substrato metalico, por exemplo. A técnica é
possivel pelo fato de que cada camada € ligada a outra por ligagcdes fracas chamada de ligacdes
(ou forgas) de Van der Waals EI, que sdo forcas de interacdo entre moléculas na qual, no grafeno,
¢ feita pela a formacdo de dipolos induzidos do orbital p, do carbono hibridizado, ortogonal ao
plano, que veremos mais adiante na secdo 2.1 sobre Hibridiza¢do do carbono.

A vantagem do grafeno € que o mesmo pode servir com fundamento para a constru¢io

de alguns al6tropos do carbono como o fulereno, que possui suas particularidades com relacao a

3Capacidade de mobilidade eletrénica no que diz respeito a como um elétron pode caminhar sobre o material.
No grafeno, por ser 2D, a mobilidade do elétron fica restrito a um plano, diferente de um cristal de dimensdes
maiores onde 0 movimento em um plano ou superficie é sé um dos tipos, podendo o elétron se mover de outras
formas.

4Johannes Diderik van der Waals (1837-1923) foi um fisico neerlandés (nascido nos Pafses Baixos) que traba-
lhou com gases e liquidos, descrevendo seu comportamento microscopico, chegando a formular equagdes e sendo
agraciado com o Nobel de Fisica de 1910.



Camadas de grafeno

Figura 5: Na esquerda: Camadas de grafeno empilhadas formando o grafite onde a interacao
entre as camadas € feitas pela as for¢as de Van der Waals. Na direita: (a-c) Experimento feito
por Andre Geim e Konstantin Novoselov, mostrando pedagos de grafeno de uma ou varias
camadas (0, 9 A ou 19 A) retiradas do grafite. Figura adaptada de [EI]

estabilizacdo, formando com cadeias diferentes com 50, 60 e até mesmo 540 carbonos presentes
B} formando um material de dimensdo OD (dimensdo zero) uma vez que particulas podem ficar
confinadas no seu interior.

O nanotubo de carbono pode possuir altas quantidades de carbono em seu sistema
(diferente do fulereno que € muito limitado). O nanotubo, podemos enxergar como um material
unidimensional, semelhante a um fio onde, embora seja limitado pela a sua secc¢ao transversal,
a particula € livre para mover-se direcao do fio.

O Grafite pode ser visto como uma estrutura tridimensional (3D) pelo o fato de
que possui graus de liberdade tanto em duas dimensdes que representa as camadas de grafeno
quanto o grau de liberdade na ao longo da altura do grafite.

Todos esses materiais, no caso os alétropos, dependendo de como podemos cortar
o grafeno, nos permite monta-los, semelhante a um cubo de papel onde devemos cortar o papel

da maneira certa para construirmos o cubo, como podemos na figura (Fig[4}b).



2.1 Hibridizacao do carbono

Para a formacdo do grafeno, o carbono deve reorganizar sua nuvem eletronica para
criar ligagcdes estaveis. Tal reorganizacdo de nuvem eletronica é chamada de hibridizagao onde
a formacgdo de uma nuvem eletronica dar-se em fun¢do dos orbitais de elétrons ligado ao nucleo
do dtomo. A solugéo de tais orbitais pode ser obtido usando a Equagio de Schrodinger Eq.(2.1))
simulando a ligagdo de um tnico elétron 2 um niicleo atdmico com Z prétons p* Figle| algo
semelhante ao d&tomo de Hidrogénio. Os néutrons no nicleo sao contabilizados apenas na massa
do nicleo m, e ndo nas interacdes coulombianas com as cargas, o que de fato importa, pois

afinal, sao neutras.

Figura 6: Representagio do Atomo tipo Hidrogénio que é formado por Z prétons p™,
formando o nuicleo, e um Unico elétron e~ onde temos um dado referencial O onde sao
mostrada as posi¢des r, do nucleo, r, do elétron, o do centro de massa entre as duas particulas
R e o vetor que une ambos r. O nicleo te uma carga tnica de Ze enquanto elétron tem —e

HY(r,,r.) = E¥(r,,r,), 2.1

No apéndice [A] vemos a resolucdo para os orbitais para elétrons representado na
figura (Fig[6) onde consideramos apenas a dependéncia pela a coordenada relativa r pelo fato
de se tratar de um nucleo bastante massivo frente ao elétron e, por isso, o centro de massa R esta
bastante proximo do nucleo de Z prétons. Além disso, a fungdo relativa a coordenada do centro
massa ¥ (R) Eq.(A.3) néo contribui para analise fisica dos orbitais através da amplitude de
probabilidade [¥(r,,r.)|? por ser uma simples onda plana e, entdo,|¥(r,,r.)|> depende apenas
da func@o de onda da coordenada relativa r, y(r) Eq.(A.5).

Os orbitais sdo dados pelo vetor de estado |n,l,m) na equacdo Eq.(A.21)) onde n

seria o numero quantico principal que estd relacionado com a energia do orbital E,,;, [ 0 numero



quantico azimutal que tem relacdo com o momento angular (no que diz a respeito o seu modulo)
do elétron e do formato de sua orbita e m, numero quantico magnético, tem relacio com a
direcdo de um momento angular intrinseco, que seria uma grandeza mais proxima do spin de
uma particula como o elétron.

O Spin de um elétron S trata-se de um momento angular especial. Também cha-
mado de momento angular intrinseco ao uma particula, algo como a particula ’rodar”’em torno
de si mesma (independente do orbital).O spin S funciona como / para 0 momento angular con-
vencional mas, no caso do elétron, temos um valor fixo S = %, podendo ter duas formas de m

na teoria do dtomo de hidrogénio, m, = § spin up € my = —% spin down Eq.(A13).

tof
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Figura 7: Distribuicdo eletronica do carbono, ressaltando os 4 elétrons na ultima
camada(n = 2), onde a hibridiza¢do ocorre com os orbitais s , py, py € p;, formando os 3
orbitais sp?, deixando o orbital p, inalterado. A figura dos orbitais foi adaptada de [7]).

Para representar a solu¢des da figura (Fig[6) na equagdo Eq.(A.21) para o carbono,
fazemos Z = 6 que representa a quantidade de prétons no nucleo. Com isso, analisamos os or-
bitais da camada de valéncia (ou dltima camada) mostrados na figura Fig[7 Na ultima camada,
temos que o orbital s (I = 0) ja estd ocupado totalmente dois elétrons, um com spin up (seta
para cima) e outro com spin down (seta para baixo) (gracas ao Principio de Exclusdao de Pauli
EI), em que, ambas, tem as mesmas equacdes estado |2,0,0) onde [ = 0 e m s6 pode ter valor
m = 0 (respeitando as regras Eq.(A.13)). Logo, um dos elétron no orbital s mencionado, sofre

uma transi¢ao eletronica mantendo a energia (tendo em vista que a energia depende apenas de

SEm um sistema constituido por particulas descritas pela estatistica de Fermi-Dirac, como os elétrons, todas as
particulas ndo deve ter todos os parametros que define seus estados (como n, [, m, spin S e o sentido do spin my)
iguais, necessitando de, no minimo, apenas um ser diferente do outro em um sistema de duas particulas.



n) apenas com a mudanca em seu valor de /, fazendo / = 1, formando o orbital p,.

Com a transi¢do, temos entdao os trés orbitais formados para o segundo nivel de

energia n = 2 Eq.(2.2)), Eq.(2.3), Eq.(2.4) e Eq.(2.5), assim como na distribuicdo de orbitais
mostrado na tabela|I|para a ultima camada, que tem 4 orbitais.

n Camada [ Orbital m Orbitais p/ camada

n=1 [ = 0 (orbital s) m=0 1

n =2 (Gltima camada) | [/ = 0 (orbital s) e / = 1 (orbital p) | m=—1,0,1 | 4

Tabela 1: Distribui¢ao de orbitais em um atomo de carbono mostrando a quantidade de orbitais
por cada nivel eletronico n sendo que cada orbital pode comportar dois elétrons, um com spin
up e outro, como down. Para m = 0, temos 1 orbital a mais devido o orbital para / =0, que € o
orbital s.

3
1 zZ\’ V4 _zZr

) = [2,0,0) = 2 (2= e 2, (2.2)
327 \ ao aop

3

-

p) =12,1,-1) = m(%)f—:e‘% sin@e ™, (2.3)
3

Ipy) =12,1,1) = \/614_ﬂ<%> i—ore‘zza% sinfe'?, (2.4)
3

pz) =12,1,0) = ﬁ(%) %eﬂ)cose, (2.5)

A hibridizaciio é conceituada pela a formagio dos orbitais como |sp?), presentes
na ligacdes carbOnicas do grafeno, feita com trés combinacgdes lineares diferentes entre os or-

bitais |s), | px) e |py), formando os orbitais |sp?) [Eq.([2.6),Eq.(2.7) e Eq.(2.8)] normalizados e
mantendo inalterado o orbital p,, também chamado de orbital &

[S—

[sp*), = 9+ lp) +1py)); (2.6)
592)2 = 72 )+ 1p2) ~21p)) )
155%)3 = —=(Is) — p)): 2.8)

V2

Com orbitais |sp?), vemos que os 3 sio distanciados de 120° entre si. Isso permite
a formacdo da estrutura hexagonal regular (angulos nos vértices igual a 120°) do grafeno, com
na figura |4|. Na figura (8] nos mostra uma ideia de uma estrutura hexagonal, também chamada

de Favo de Mel (Honeycomb), que os orbitais ]spz) (o) constréi no grafeno com os orbitais p,
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(7) perpendicular ao plano.

Figura 8: Estrutura hexagonal regular (favo de mel) do grafeno formada pelos os orbitais |sp?)
com os orbitais p, inalterados perpendiculares ao plano do grafeno. Figura foi adaptada de [7].

Na proxima secao, veremos aspectos geométricos da estrutura do grafeno com ve-
tores de base e redes de bravais, vistas em Fisica do estado s6lido. Na se¢ao de modelo tedrico,

veremos aspetos eletronicos do grafeno.
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2.2 Estrutura Cristalina

Na sec¢do anterior de hibridizacdo, vimos que a organizacdo da rede do grafeno é
feita pelos os orbitais |sp?) como uma rede hexagonal do tipo “favo de mel” (Fig. Nesta
secdo analisaremos a caracteristicas geométricas do grafeno e a sua constru¢do como cristal

com base na Fisica do Estado Sélido no apéndice B} analisando sua rede real e reciproca.

2.2.1 Anatomia do Grafeno

O grafeno, geometricamente, pode ser representado como duas redes hexagonais
regulares, mostradas na figura (Figi43}b) no apéndice [B] na qual uma tem sua célula unitaria

rotacionada de 180° da outra.

A B
0 o o o9 o o
& @ O ® o ———- ¥
/ \\ // \\
// \\\ + // \\\
e ® ® ® ¢ [ ®
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\\ // \\ //
° . o o - °

Figura 9: Construcao do grafeno como duas rede hexagonais regulares A e B, sendo uma das
rede rotacionada de 180° da outra em que, quando sobreposta uma em outra, tem-se a estrutura
cristalina do grafeno construida.

Com isso, chamamos as redes hexagonais de A, para a rede normal, e B para a rede
rotacionada de 180° e fazemos uma sobreposta a outra como na figura (Fig[9), construindo
a estrutura geométrica e cristalina do grafeno. As rede A e B sdo chamadas de sub-redes do
grafeno em sua analise geométrica. Essa analise € importante pois a estrutura cristalina do
grafeno como “favo de mel”, que € como nos a conhecemos, nao € considerada com uma Rede
de Bravais descrita no apéndice B} sendo tal rede caracterizada por suas simetrias de translagcdo
e rotagdo.

Contudo, podemos construir uma célula unitaria para o grafeno na qual respeita as
propriedades de simetrias em uma Rede de Bravais, bem como as propriedades de replicacao
da célula unitdria sem se sobrepor. A constru¢do dar-se em tomarmos uma regido criada por
uma c€lula de Wigner-Seitz [B, ndo tomando um atomo fixo mas sim dois 4tomos de carbono
ligados entre si, uma da sub-rede A e outro da sub-rede B e, entdo, fazemos o procedimento
para a criagdo da célula, formando uma estrutura como em (Fig[I0}a) em que temos uma drea
delimitada em preto que é, de fato, nossa célula unitiria com seus vetores da base real a; e a,
(Eq.(2.9)) da propria teoria de Redes de Bravais
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"ol

Figura 10: a-) Representacao da célula unitaria da rede real do grafeno pelos sitios A e B
dentro da area delimitada em preto com os vetores de base a; e a, que se comporta como uma
rede de bravais. b-) Representacdo da rede reciproca que também € uma rede hexagonal do
tipo favo de mel assim como a rede real, com os vetores de base by e by

b-)

a) = %0(3§+ V3y) ; ay = %0(32— V3y), (2.9)

2.2.2 Rede Reciproca do Grafeno

Para a construcao da Rede Reciproca do grafeno, usamos a relacdo entre base real
a; e base reciproca b; (Eq.(B.9)) no apéndice [B] Com essa relagdo, chegamos em dois sistemas
de equagdes 2 x 2 onde descobrimos as coordenadas de by (b} e b)) e by (b3 e b)) (Eq.(2-10)).

(2.10)

Wb+ 9p) =2m [ Mo+ 92 =0
Wb —Pb =0 | Hebs— 9 = on
Com as equagdes Eq.(2.10), temos que os vetores da rede reciproca do grafeno é
dado por Eq.(2.T1) e, com isso, temos a construcdo da rede (ou espago) reciproca. Vemos que
a nova rede forma é, também, uma rede do tipo "favo de mel”’mas rotacionada de 90° da rede

real como mostra a figura [T0pb.

27

_ 2r
N 361()

b pu—
! 3610

(X+V33) : by (X—V3y), (2.11)

A rede reciproca do grafeno é também uma Rede de Bravais tendo em vista que
qualquer vetor k pode ser escrito como mostra a defini¢do [T] e pelas mesmas propriedades de
simetria da rede real. A célula unitdria da rede reciproca forma a chamada primeira zona de
Brillouin, em que tal zona € caracterizada como pela a presenca dos pontos I', sendo a origem

no espaco reciproco I' = (0,0) , M, K, e K_ , vistos como na ﬁgura e mostrado na equacao

(Eq.(2.12)).
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b,

Ky

b,

Figura 11: Célula unitaria da rede reciproca, também conhecida como primeira zona de
Brillouin. Os pontos I', K, K_ e M que sdo de importante destaque na rede reciproca.

Os pontos Ky e K_ sdao chamados de vales eletronicos do grafeno que tem im-

portancias em suas caracteristicas eletronicas que iremos ver na proxima se¢ao.

M=—X; Ki=—|[x4+— K. =—|X——Y |, (2.12)
0 ap

Alem de uma base com vetores que formam o espaco real, como a base a;, podemos
tomar outra classe de vetores que representam 6; (Eq.(2.13))) chamados de vetores primitivos da
rede, que representa a posi¢cao de &tomos em um arranjo chamado trigonal no plano do grafeno
(gragas aos orbitais |sp?)) com representado na figura (Fig. Esses vetores sdo de extrema
importancia pelo o fato de que os mesmos determinam a estrutura geométrica do grafeno e isso
implica que, qualquer mudanca que eles venham sofrer, alterard a forma do grafeno. Estudare-
mos mais, futuramente, o comportamentos desses vetores utilizando a Teoria de Deformacdes,

juntamente com a Teoria da Elasticidade.

Figura 12: Organizacao dos vetores primitivos da rede J;, representando um arranjo trigonal
(os 3 vetores distanciados de 120° entre si) [8]]

8=~ : &= T (V3+3): &= T(~VIR+Y), 2.13)
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3 MODELO TEORICO

3.1 Introducao

Nesta se¢ao, comecaremos a estudar as propriedades eletronicas do grafeno. Olhando
a maneira como construimos o grafeno na figura (Fig[9), onde temos uma sub-rede A e B, po-
demos modelar os dtomos em ambas as sub-redes como um potencial periédico U (r) Eq.(3.1)
onde cada dtomo presente implica na presenca de um pogo de potencial onde elétrons ficam
presos [[13]]. O periodo do potencial equivaleria ao vetor que representa o periodo de uma célula

unitdria na Rede de Bravais no grafeno R, dado pela definigao|[I]

U(r+R) =U(r), 3.1)

Com isso, as fungdes de onda para quais quer elétrons w*(r) (de vetor de onda
k localizado no na rede reciproca) no grafeno, podem ser representados por um combinagao

linear de fun¢des de onda caracteristicos do carbono no grafeno no que diz respeito a sub-rede
A (PX(r) ) e B (PK(r)) [14] (Equacdo Eq.(3:2)).

Y*(r) = ca (k)@ (r) + ca(k) D5 (r), (3.2)

A formagdo das fungdes caracteristicas % (r), para a sub-rede A, e ®X(r), para
sub-rede B, consiste em outro tipo de combinacao linear mas com todos os orbitais 7 (ou | pz)ﬂ
de todos os dtomos presentes na sub-rede A e B, respectivamente, sendo, entdo, representado
por equacdes como Eq.(3.3) e Eq.(3.4)), sendo uma quantidade N de dtomos presentes em cada

uma das sub-redes.
e*Rig(r—RY), (3.3)

R (r—RY), (3.4)

%F %\~

e
it

A fun¢do ¢, mostrada nas equacdes Eq.(3.3)) e Eq.(3.4), é uma representacgéo de um

unico orbital 7 cujo seu comportamento consiste nas funcdes de Wannier EL também chamado

(4,B)

de envelope [°| onde, para r tendendo a infinito, vai a zero e, para r tendendo a R i atinge o

valor maximo, como na equacéo Eq.(2.5)) para o orbital 7(|p;)) . O vetor R?’B seria a posi¢cao

ISendo estes os tinicos orbitais livres em um dtomo de carbono no grafeno, como mostra a figura (Fig, e isso
implica serem os responsdveis pela mobilidade eletrdnica no grafeno.

2Gregory Wannier (1911-1983) foi um fisico sui¢o que trabalhou na drea de Estado Sélido.

3Tipo de funcdo que modula a amplitude de uma onda
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do j-ésimo atomo com base na rede bravais da sub-rede A (R?) eB (R?) [14].
Sendo RA-B) ¢ periodo da Rede de Bravais da sub-rede A (R4) e B (R?), checamos

a periodicidade de @ (r) e ®(r) abaixo.

o DAB
of 5(r+RP) = M7 (v R R

AB

a o RAB 1. RAB
SRR ik RAE kR (P(r_[R;\,B_RA,B])

sl- 3=
~Mz ~M1=

(\N.
=
1

&

eik.(R;},B_RA,B)gb (r B [R?,B B RA,BD

B

Q

. A,B
elk~R*]~ ¢ (r o R*A’?7B)

3 %
&M; \.Mz

® p(r+ RYP) = 0 (), (3.5)

Para que CIDX B ﬂ seja periddica Eq.(3.7), a equacdo Eq.(3.6) deve ser verdade e para

isso, k e R45) devem pertencer a suas respectivas redes reciproca e real, que sao redes de

bravais e obedecem a equacdo Eq.(B.5), que diz respeito a constru¢ao de uma rede reciproca
em detrimento de uma rede real.

SRR (3.6)

D} p(r+RYE) = ff 4(r), (3.7)

Portanto, CIDK 5 sdo fungdes periddicas. As mesma sdo chamadas de orbitais atdmicos
ou funcdes de Bloch que fundamenta o Teorema de Bloch E] para funcdes de onda eletronicas
em solidos cristalinos, seja bidimensional, como o grafeno, ou tridimensional como rede do tipo
FCC e BCC vistos no apéndice

Teorema 1 (Teorema de Bloch) Dando um potencial periédico U (r) Eq.(3.1)), a solugées para
fungées de onda para particulas como elétrons pode ser dado por Eq.(3.2) em que as fungdes

CIDX (1) também sdo periddicas Eq.(3.7).

As fungdes de Wannier ¢ sdo normalizadas e ortogonais entre si Eq.(3.8]) em todo

espaco Q onde o cristal, de dimensao D, esta situado. Isso implica também na normalizacdo e

. ~ . . A,B
40 vetor R* seria uma translagdo nas sub-redes que ainda consegue varrer todos os 4tomos RE. ) presentes.

SFelix Bloch (1905-1983) foi um fisico suigo que também trabalhou com Fisica do Estado Sélido e foi o
primeiro diretor do CERN.

(A7B>
J
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ortogonalidade das fun¢des de Bloch CIDX 5(r) Eq.(3.9) em os termos 9; ; € &y sdo os deltas de

Kronecker convencionais.

x / 1 & krM R [ AB AB
[ @@ p)dPr = YRR R [ (R g R
i
/Qq)*(r—R?’B)q)(r—R?’B)dDr: Si, (3.8)
K K/ D I & kRM _ik-RM
/Q‘I’A,B(r)q)A,B(r)d r = lej,e e 8

1 N . / A,B

_ 1y ikK)R
Nzl."e

= S (3.9)

As funcdes de Bloch, bem como seu teorema, fundamentam toda a teoria eletronica
do grafeno, uma vez que as fun¢des @, que representam os orbitais 7 (ou |p;)), por formarem
CIDX 5(r) [15], sdo responsdveis por toda a mobilidade eletrdnica.

O modelo Tigth-Binding que sera apresentado na préxima secao, tratard das fungdes
de Bloch CID}L; 5(r) do ponto de vista da Equacdo de Schrédinger em que, por ser uma equagio de
auto—valorlﬂ tomaremos os auto-valores (energias permitidas) que um elétron no grafeno, como

um condutor, pode ter.

®Equacdes do tipo A f=Af onde A éum operador onde, quando aplicado em sua auto-fun¢do f, resulta em
um multiplo A f onde A é seu auto-valor.
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3.2 Modelo Tight-Binding

O modelo (ou aproximacao) 7ight-Binding, idealizado anteriormente para grafite
(que sdo camadas de grafeno) por P.R. Wallace em 1947 [[15], consiste em um modelo de
aproximacdo de energias permitidas (ou bandas) para particulas no material em que, no gra-
feno, tomamos um dado d4tomo fixo em uma sub-rede A ou B e seus vizinhos proximos através
de suas ligacdes covalente onde o elétron compartilhado realiza “’saltos”entre os dois vizinhos
A e B. Esses saltos sdo representados, energeticamente, pelo o parametro de Hopping (salto)

contribui energeticamente para as bandas.

3.2.1 Calculo do Modelo

No Modelo Tight-Binding, tomamos um dado atomo fixo na sub-rede A juntamente
com os seus primeiros vizinhos na sub-rede B como na figura (Fig[I12)) com os 3 vetores primi-
tivos 81, & e &;. Resolvemos a Equagdo de Schrodinger Eq.(3.10) em notagdo de Diracpara
a fungio de onda w¥*(r) em Eq.(3.2), tomando como vetores de estados (vetores estes localiza-
dos no Espaco de Hilbert |°) as funcdes de Bloch CI>l/§ e CIDE (Fig e resolvemos a equacao
afim de descobrirmos as energias (bandas) de estados de particulas que pode existir no grafeno
em, como carateristica principal, temos o Hamiltoniano Tight-Binding Hrp onde adotamos na
Equacio de Schrodinger Eq.(3.10).

Hrg|y*) = E(k) [y¥), (3.10)
y*) = Ca (k) |DK) + Cp(Kk) |), (3.11)

Tendo a equagdo Eq.(3.10), substituimos |w*) dado em Eq.(3-TT).

Hrg (Ca | @) + Ca |PF) ) = E (k) (Ca [K) +Ca @) )
CpHrp |®K) 4 CpHrp |®Y) = C4E(K) |®X) + CpE (k) |K) (3.12)

Na equacdo (Fig , multiplicamos em ambos os lados da equagdo pelo o bra <<I>'2] e em
, formando duas novas equacdes Eq.(3.13) e Eq.(3.14), ambas em

func¢do dos vetores de estados das fun¢des de Bloch CD}; e CID}‘g.

seguida pelo o outro bra <<I>Il§

Ca (@[ Hrp | PF) +Cp (P | Hrp | ) = CAE (k) (X[ DY) + CE (k) (X|Df),  (3.13)

7 A chamada notacdo de Dirac consiste em uma abstracio geral de estados quinticos de uma ou varias particulas
onde temos a representagdo de tais estados por ket’s |y) e seu complexo conjugado, os bra’s (y| em que, quando
feito o chamado bra-ket (y/|r) com o vetor de estado da posi¢do |r), temos a prépria fun¢io y(r).

8Um espago métrico (que possui uma nogéo de distincia) onde os vetores de estado bra’s (/| e ket’s | ) moram
juntamente com operadores da mecanica quantica [|16]]. Esse espago foi idealizado por David Hilbert em 1929 com
a publicagdo.
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Ca (Pf| Hrp | D) + Cp (O Hrp |P) = CAE (k) (PF| DY) + CpE (k) (PF|DF) , (3.14)

Com as duas equagdo Eq.(3.13) e Eq.(3.14), podemos formar um sistema de equacdes
2 x 2 cuja a representacdo matricial pode ser dada pela a equagao Eq.(3.15)

<<<1>};|HTB|<1>§> <<I>';|HTB|¢5;>> (cA):E(k) (@};@'@ <<1>',§|<1>§>> <CA> 5.15)

(®f|Hrp| DY) (P Hrp|@Y) ) \Cs (Df|DY)  (Dk|DF) ) \Cs

A primeira matriz consiste na representacao matricial do Hamiltoniano Tight-Binding
Hrp com os seu termos H;; e a segunda matriz a direita da equagdo consiste no overlap
(sobreposi¢do) S Eq.(3.16) que analisa a projecdo de func¢des de onda CID}Q’B entre si através
de seus termos S;;. Os termos H;; e S;; sdo calculados como na equagido Eq.(3.17) e Eq.(3.18)

[15].
H H S S
Hpp— (Han Han) o (Saa Sas) (3.16)
Hps Hpp Spa  SsB
Hyj = (OX| Hyp |0%) = /Q &7 (1) Hyp®(r) d’r, (3.17)
Sij = (@K[@k) = /Q D% (1) D% (r) d’r, (3.18)

Em Eq.(3.15)), podemos representar o vetor coluna de C4 e Cp por um simples ket
|C) e, entdo, redefinimos a Equagao de Schrodinger Eq.(3.19).

T
|C> = <CA CB) )
Hr|C) = E(K)S|C), (3.19)
Deixando a equagdo Eq.(3.19) de forma homogenia, temos:

[Hrp — E(K)S]|C) = O, (3.20)

em que O é um vetor coluna nulo de ordem 2.
Logo, para que Eq.(3.20) seja verdade, o determinante Eq.(3.21)) de ser nulo. A
equacao Eq.(3.21) consiste no polindmio de grau 2 onde iremos procurar suas raizes que sao os

auto-valores, que no caso sdo as energias E (k).

det[Hrg — E(k)S] =0, (3.21)
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Resolvendo Eq.(3.21)), temos:

Has—E(K)Sas Hap—E(K)San|
Hpy —E(k)Spa Hpp—E(K)Sps

0
(Hpa — E(K)Saa)(Hpp — E(K)Spp) — (Hpa — E(K)Spa)(Hap — E(K)Sap) =0,
Resolvendo os produtos, temos:

HuyaHpp — E(k)SBBHAA — E(k)HBBSAA + Ez(k)SAASBB —
HpaHyp -+ HpaSapE (K) + E(K)SpaHap — E*(K)SapSpa = 0

Agrupando os termos, chegamos em uma equacao de 2° grau em E (K).
E*(K)(SaaSsB —SaBSea) +E (K) (HpaSap+ HapSsa — HaaSss — HpsSan) + HaaHpp — HpaHpp =0
Para a simplifica¢do, definimos o termo Ey(k).
Eo(k) = HaaSpp + HppSaa — HpaSap — HapSpa, (3.22)
Entdo a equagdo do 2° grau em E (k) fica como:
E*(K)(SaaSss — SapSpa) — E(K)Eo (k) + HyaHpp — HpaHpp = 0

Pelo o convencional método de Bhaskara, obtemos as raizes E jE(k), que sdo as energias.

Eo(K) + /[Eo(K)]? — 4(SarSes — SapSpa) (HaaHpp — HpaHap)

E:t k — )
(k) 2(S44SBB — SaBSBA)

(3.23)

Tendo entdo as energias permitidas E* (k) no grafeno Eq.(3.23), calculamos os ter-
mos do Hamiltoniano Tight-Binding Hryp e da matriz de overlap S Eq.(3.16). Os termos Huy €
Hpp sao chamados de energias on-site que esta diretamente ligado com a energia de um orbital
atomico ¢ que, como uma fun¢do de Wannier, representa um tnico orbital 7 na sub-rede A ou B
do grafeno. Os termos Hap € Hps sdo chamados de Hopping, ja mencionado no comeco dessa
secdo, em que faz referencia aos ’saltos”(ou transicdes) que elétrons fazem da sub-rede A para
a B ou vice-versa.

Os termos Hy4 € Hpp sdo praticamente os mesmos no grafeno tendo vista a composi¢cao
ser somente carbono em ambas as sub-redes. Hqp € Hps sdo relacionados entre si pelo fato de
um ser o complexo conjugado do outro Eq.(3.24). Ambas as caracteristicas sdo repetidas para

os termos de overlap S Eq.(3.23).

Hua = Hpp, Hap = Hpy, (3.24)
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Saa =SB, Sap = Spa, (3.25)

Para o modelo Tight-Binding, como ja mencionando, tomamos como exemplo a
figura (Fig[12)), mostrando um dtomo da sub-rede A (N4 = 1) e trés na B (Np = 3) Isso implica
justamente células unitdrias mostradas (que no caso sdao 3). Com isso, redefinimos as funcdes
de Bloch Eq.(3.3) ¢ Eq.(3.4) no que diz respeito a normalizagdo N e a quantidade de dtomos
presente na rede. Essa € o ponto principal do modelo 7ight-Binding: aproximacdo de energias
com base um unico dtomo da rede e seus vizinhos.

Calculamos entdo os termos das referidas matrizes partindo, primeiramente, para a

matriz de overlap.

3.2.1.1 Termos de orverlap Sys e Spp

Usando a equacdo Eq.(3.18) e Eq.(3.23)), calculamos Sy € Spp.

Saa=Spp = CI)AICI’A)

. ik- (R — A A
_ NA,f /¢ r—RY)g(r— RY)

Pela a ortogonalidade e normaliza¢io das fun¢des de Wannier ¢ em Eq.(3.8), temos:

1 Na K RA_RA 1 Na
Sas = Spp = — ik (R 1)6 — 1
AA T OBE =y Zﬁje T NA S

Entao, Sq4 € Sgp valem:
Saa=S8pp=1, (3.26)

3.2.1.2 Termos de orverlap Ssp e Spa

Usando a equacéo Eq.(3.18) e Eq.(3.23)), calculamos Sy € Sga.

Sap=Sps = ¢A|¢k>
_ /q)

- mzz WD [ o (e R0 (r— R &r

Ainda na ortogonalidade das fun¢des de Wannier Eq.(3.8)), pelo fato de termos duas sub-redes

diferente Rj‘ e Rf , a integral acima na fungdes ird a 0 para qualquer valor que seja i e j. Logo,
os valores de Syp € Spq sdo:
Sap="Sps =0, (3.27)



21

Calculamos, agora, os termos do Hamiltoniano Tight-Binding Hrp.

3.2.1.3 Termos de energia on-site Hys e Hpp

Usando a equacédo Eq.(3.17) e Eq.(3.24)), calculamos Hx4 € Hpp.

Hap =Hpp = (®X|Hrp|®X)
_ / & (r) Hrp®X (r) dr
N

_ NAXA: ik (RY—R3) /¢ r—R})Hrpo(r—RY) dPr

L]

A integral acima com o Hamiltoniano 7ight-Binding aplicado nas funcdes de Wannier ¢ em
uma mesma sub-rede (no caso a A), por representar o proprio orbital 7 (|p;)), resulta na propria
energia do subnivel 2p, E>,, como representado na figura (Fig, com respeito ao i-€simo
dtomo na sub-rede A Eq.(3.28). Os energias E», sdo conhecidas como como energias on-site
que representa ao valor energético de um unico orbital 7 em um 4tomo no grafeno, seja na
sub-rede A ou B

/Qqa*(r—R;‘)HTBq)(r—R;?)d% = E»,5; (3.28)

Entao, calculando Hy4 € Hpp temos:

1 Na 'k,(RA,RA) 1 Na
Hag :HBB:EZPN—AZel i 61] _Esz Zl

Entiao Hyys e Hgp sdo:
Hpp = Hpg = E»p (3.29)

3.2.1.4 Termos de Hopping Hsp e Hpy

Usando a equagao Eq.(3.17) e Eq.(3.24), calculamos Hsp € Hpy4.

Hyp=Hp, = CI)A|HTB|(I)B>
:/ (r) Hy @ (r) dr
A B
_ mzze’kR “R)) /¢ (r— RY)Hyp6 (r — RE) dr

A integral acima resulta no conhecido termo de Hopping t;; entre o i-€simo dtomo da sub-rede
A e o j-ésimo dtomo da sub-rede B, fazendo, entdo a relacdo entre as duas sub-redes como os,

ja mencionados, os saltos entre dois vizinhos A e B. Por se tratar de energia, #;; € um fator real.

1
tii=——— [ ¢*(r—RY)Hrpo(r — RE) >
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Substituindo a integral, temos:

YU ik(RRE)
* k- A _RP
P L
i J

Sendo que Ny = 1 e Ng = 3, temos:

13
k- (RA—RB
Hu=Hpy = LY MM,
ij

e RERE K (RERE) |k (R RE)

Os vetores R} —R% R} —RZ e R} — R, representados na figura (Fig, resultam, na verdade,
nos vetores primitivos da rede &;, mostrado na figura (Fig[12)) e na equagdo Eq.(2.13).

Figura 13: Organizac@o dos vetores primitivos da rede d; (com o referencial O) dessa vez
sendo relacionado em funcao dos vetores Rfl‘ — R? com i valendo i = 1,2,3. Notamos a
representagdo dos termos de Hopping t;; entre cada um dos pares de dtomos da sub-rede A e B.

& =—(R{ —RY), & =—(R} -Rf), & =—(R}—RY)
Tendo apenas 3 termos de Hopping t;;, o redefinimos como:

I =t1, h=t, =13

Com isso, Hyg € Hgy sdo escritos como:

Hjyp=Hp, = tlefik'sl —I—tzefik'62-|-tse*ik'53
3
]
- n
n=1
= f(k) (3.30)
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Entdo, as matrizes do Hamiltoniano Tight-Binding Hrp e overlap S sdo dadas por Eq.(3.31),

com destaque para a matriz de overlap que se iguala a uma matriz identidade I 2 x 2.

HTB:<E2” ﬂk)), S:(l O), (3.31)
(k) Eyp 0 1

3.2.2 Calculo da energia E* (k)

Calculando Ey(k) (Figi3.22) com os valores dos termo do Hamiltoniano 7Tight-

Binding Hrp e overlap S, temos:
Eo(K) = HyaSpp + HppSaa — HpaSap — HapSpa = Haa + Hpp = 2E»,,

Calculando E*(k), temos:

Eo(k) £ /[Eo(k)]2 — 4(SaaSes — SapSpa) (HaaHgs — HpaHag)
2(SaaSBB — SaBSBA)
2By, + \/4[Exp)? — 4([E2p)? — f*(K) f(K))
2

= B+ \/[EZPP — [Exp )2+ f4(K) f(K)

EE (k) = E»p £1/|f(K)|2, (3.32)

Calculamos, entio, o modulo quadrado | f(k)|> mostrado na equacio Eq.(3.32). Tendo a equagio

Eq.(3.30), temos:

Ef (k) =

3
FR) =Y tae ™0 =17 ®0 4 e h 4 g3k
n=1

Como s6 temos atomos de carbono, os “saltos”(ou transicdes) do orbital 7 de um dtomo em
uma sub-rede para seu vizinho em outra serdo sempre os mesmo energeticamente. Logo, os

termos de Hopping serdo os mesmos para qualquer n, tendo entdo um fy de referencia.
H=h=1=—0

f(k) — t()(eiik-al +e*ik-52 +e*ik-53)

Tendo que:

k = kX+ky

Entdo, com os valores de &; em Eq.(2.13)), temos:

fk) =1 (eikyao 4 e—iao (%Jr%) . e—iao (%\/ﬁ’%) >
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Calculando, entio |f(k)|?, temos:

FK)2 = f£*(K)f(k) = zg(l +4cos [kxﬁ] cos [ky%] +4cos? [ky%o] ) (3.33)

Tendo que os potenciais periddica no grafeno pode ser definidos de forma arbitraria, podemos
assumir que £, = 0 e, entdo, assumimos a energia de Fermi no grafeno como referéncia. As

bandas de energia no grafeno E* (k):

a

E£(k) ::I:to\/1+4cos [kx 0

3} cos [ky%o] +4cos? [kyaz—o}, (3.34)

As Energias E*(k) Eq.(3:34) formam, entdo, a Estrutura de Bandas do grafeno
(Fig composto pela as energias permitidas E* (k) e E~ (k). Vemos, como destaque, a
formacdo do arranjo hexagonal do tipo favo de mel nos pontos onde a energia se anula, ca-

racterizando a relagdo da Rede Reciproca do grafeno com o seu carater energético.

E(k) (eV)

-4
-2

2
A4 21) : -2 k,ﬁﬁ-"“

4 -4

Figura 14: Estrutura de bandas do grafeno com as bandas E™ (k) (marron) e E~ (K) (azul),
destacando o arranjo hexagonal favo de mel da rede no espago reciproco em pontos onde a
energia se anula.

Com uma representacdo da Estrutura de Bandas do grafeno (Fig[T4) mas como
curvas de nivel (Fig[I3}a), vemos que é notdria a representagéo do tipo favo-de-mel com base
do espaco reciproco do grafeno, logo, como o mesmo periodo da Rede de Bravais do grafeno
para a sua célula unitdria. Como na figura (Fig[IT)), vemos alguns pontos destacados como na
rede reciproca como I, os vales eletronicos Ky e K_, que sdo os pontos na regides pretas, € 0

ponto intermedidrio M, mostrados em Eq.(2.12).
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ky(A-1)

E(K) (eV)

0.0 r K_/K, M r
Rede Reciproca k

Figura 15: a-) Estrutura de bandas do grafeno com representag@o de curvas de nivel. Notamos,
de outro ponto de vista, a mencionada estrutura hexagonal do tipo favo de mel. Essa estrutura
¢ a Primeira Zona de Brillouin, mencionada no capitulo passado de Anatomia do grafeno, que
seria a célula unitaria do grafeno na rede reciproca. b-) Estrutura de Bandas em func¢ao das
direcdes na Rede Reciproca.

Com os pontos destacados na figura (Fig[I3}a), podemos representar as estrutura de
bandas em um simples grafico em funcao das direcoes de vetores na rede reciproca. Tomamos
tais dire¢des como mostrado na figura (Fig[T5}b) onde notamos que o ponto I' constitui um
méximo de energia e ponto como K_ ou K , um minimo de energia E* (k) e, para E~ (Kk),
temos a banda abaixo.

Na figura (Fig@), nos pontos onde a energia E* (k) é préxima de zero, vemos um
comportamento linear se assemelhando a um cone. Esse é o chamado Cone de Dirac. Essa seria
aregido em que iremos trabalhar com elétrons para a Dinamica de pacotes de onda onde iremos
deixar mais claro na se¢do de Split Operator.

Pelo o fato do Cone de Dirac ser uma regido de baixas energias, muitas analises que
fizemos até aqui mudam como, por exemplo, elétrons préximos do nivel de Fermi E* (k) = 0
sdo mais acelerados, como velocidades proximas da velocidade de Fermi v e, com isso, tem-se
efeitos relativisticos.

Entdo, € necessario que facamos alteracdes no nosso modelo Tight-Binding para

podermos estudar tais efeitos e isso é assunto da préxima se¢do chamada de Modelo Continuo.
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3.3 Modelo Continuo
3.3.1 Cones de Dirac

O modelo continuo no grafeno seria uma aproximacao do modelo Tight-Binding
em séries de Taylor para primeira ordem, algo que comumente ndo ocorre em outros tipos de
material, como o fosforeno, onde a aproximacao € feita sobre as bandas de energia obtidas do
modelo Tight-Binding é de segunda ordem, em que € também conhecida como modelo de massa
efetiva [11]], algo bem distinto do que seria o modelo continuo.

Fazemos a aproximac¢do de primeira ordem com series de Taylor nos termos da
matriz do Hamiltoniano Tight-Binding Eq.(3.31)), sendo o termo de energia on-site E,, nulo. A
aproximacao € feita ao redor do Cone de Dirac, ou seja, em um do vales eletronicos K = K, ou
K = K_ onde iremos trabalhar com um pequena distancia desses pontos representado por um
vetor q (Fig[I6), em que representa apenas uma transla¢do do sistema de coordenadas da Rede
Reciproca para o ponto K, deixando inalterado suas estruturas algébricas como sua relagdo com

o espago real Eq.(3.36) , onde V é o préprio vetor gradiente no espago real V = (dk, d,).
q=k—-K, (3.35)

q=—iV, (3.36)

-4

-2 4

2
k.04° 0, _
x(4 1’) e N -2 ky(»A i

Figura 16: O Cone de Dirac na Estrutura de Bandas do grafeno para baixas energias situado na
rede reciproca nos pontos K = K /K_ onde adotamos uma pequena distincia q.
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3.3.2 Calculo do Modelo

Substituindo f(k), temos:

3 0 efik~5,,
Hrp = ;tn (eikﬁn 0

Através da equacgdo Eq.(3.35)), substituimos k.

0 e—i(K+q)~5n)

3
Hrp=)t 3.37
TB Zn: n <ei(K+q)~5n 0 (3.37)

A matriz acima pode ser reescrita como um produto de duas matrizes [8]].

3 0 e—iK~5n eiq~5n 0
Hrp=) ¢
TB ; n eiK-5n 0 0 efiq-b‘n

Fazemos, entao, a mencionada aproximagao em séries de Taylor de primeira ordem, nesse caso,

para a fun¢do exponencial. Tendo que:
ef~1+x

para x muito pequeno (x << 1), entdo, aproximando as exponenciais da segunda matriz pelo o

fato de q possuir um distancia muito pequena , Hrp, ja aproximado, é:
3 0 e Kd\ MM4tiq-§ 0
Hrp~Y | 4°on (3.38)
o \eKu 0 0 1—iq-§,,

Podemos escrever a segunda matriz como:

<1+iq-5n 0

—T1+ic,q- 8, (3.39)
0 1—iq-6,,> o

onde o, é uma das 3 Matrizes de Pauli Eq.(3.40).

(o 1) (0 —i) (1 0)
O = oy = o, = , (3.40)
10 i 0 0 —1

Por uma identidade dada em [8], a primeira pode ser reescrita como:

0 e K io-0,
(eiKSn 0 >: ap O (3.41)
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onde ¢ = (0y, 0y).

Logo, substituimos Eq.(3.39) e Eq.(3.41) em Eq.(3.38) e fazemos as devidas operagdes.

ic'sn

3
Hrp ~ Ztn o.(I+io.q- 6n)

3 .
io -0 o-0
Hrp %Zt”< nGz_ aOnGZqu'5n>
n

ao

Tendo que 6,0, = I, temos:

3 ] . .
HTB%ZIH<IG 5n61_6 an'6n>7 (3-42)

ao ao

Tendo que t; = t, = t3 = —ty, como mencionado anteriormente, temos:

3 .
i0-6, o0,
Hrp~—1p)y ( 0 — Q'5n>
n

ap ap
Dividimos o Hamiltoniano Hrg em uma soma de dois termo H; € Hy;.

Hrp=Hi+Hj , (3.43)

3 - 3

io- 6 -6

Hi~—1)) ao”az, Hy~1)Y ao"q~5n, (3.44)
n

n

3.3.2.1 Calculo H;

Calculando H; primeiramente,temos:

o -0, 1t
H,s—zozl "GZ:—Z—O c-6i+0-+0-&)o;
ap agp

Tendo as matrizes de Pauli Eq.(3.40) e os vetores primitivos da rede o, Eq.(2.13)), calculamos o

termo em parenteses acima.

0 i 0 V3 _ i 0 _V3_ i
0-8+0-&+0-G=a|  |tao| 5 , > |tal| 5 , * °
—i 0 =+5 0 -5+ 5

Somando as matrizes, temos:

o

0-01+0-0,+0-03 =aqy . .
iR 0

N~
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00
6-01+0-8+0-%= -0
00
Logo, como a soma acima é praticamente nula (uma matriz nula Q), H; também sera nulo.
H;~Q, (3.45)

3.3.2.2 Calculo Hy;
Calculando Hj; agora, temos:

o0,

ao

3
1
Hy~i0) " 8= (0810-81+0-5a-8+0-50-53)

Tendo que:
4=3qX+qy
Resolvemos Hj; semelhantemente a Hy em que, tendo as matrizes de Pauli Eq.(3.40) e os vetores

primitivos da rede o, Eq.(2.13)) e, entdo, calculamos o termo em parenteses acima.

_q V3 _i
0-61q-51+0'-52q~52+6~53q-53=(ao)2[<9 l)Qy‘F(\/g(:_. 2 2><M+@)
2

—i 3gx 14y
G~61q-51+6-52q-52+6-53q-53=(ao)2[<,0 lqy)+< _O. . 2)]
l == —_

0 3gx _ 3igy
G-81q-81+0-8q-8,+0-8q- 8 = (ao)’ <3qx+3iQJ’ i 0 2)

2 2

3(ap)? 0 e —i
0:01q-01+0-0q-0,+0-03q-03 = (ao) T
2 qX+ZQy 0

Substituindo a soma em Hj;, temos:

f to 3(ap)? 0 q—ig
Hi~ 2 (0.61q-81+0-6-8 4053 8;) = 230 i
aop apg 2 gx + iqy 0

H][ é:
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Temos que o fator 3’(’% pode ser dado por 7ivy [8] em que 7 € a constante de Planck reduzida.

Entdo a solucdo final de Hy; é:

. B
Hyp ~ hvy R (3.46)
qx +iqy 0

3.3.3 Solucao Final para Hrp

Tendo H; Eq.(3.45) e Hj; Eq.(3.46), Hrp aproximado, definido por Eq.(3.43)), onde
chamamos agora de Hamiltoniano aproximado H é:

0 B
H ~ hvy R (3.47)
qx tiqy 0

Como podemos ver, H ainda consegue conservar aspectos do modelo Tight-Binding
como o fato de ainda ser Hermitiano, ou seja, H' = H onde 1 é a operagio caracterizada pela
a transposta de um complexo conjugado de uma matriz quadrada ou operador na mecanica
quantica e isso faz com que o mesmo tenha auto-valores reais [16] em que, nesse caso, sao as

energias E* (K).

3.3.4 Energias E* (k) para o Modelo Continuo

Tomando a equagdo Eq.(3.20), calculamos as auto-energias E (k) de H, com a ma-
triz de overlap S igual a identidade I Eq.(3.31)).

[H—E(K)]|C) =0, (3.48)
detfH —E(K)I] =0
O determinante € dado como:

—E(K)  hvy(ge—igy)
hwy(qx+iqy) —E(k)

Logo o polindmio caracteristico dos auto-valores €:

[E(K)]* —1*vi(qs+4q;) =0

E* (k) = £hvs\ /g2 + 42, (3.49)

As energias Eq.(3.49), bem como sua equagdo, formam o ja mencionado Cone de
Dirac (Fig tendo em vista que sua equacdo € a do cone no espaco z = /x% +y2.

Entdo a energia E (k) é:
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3.3.5 Equacao de Dirac para o Grafeno

Como uma forma de simplificagdo, podemos representar H Eq.(3.47) em fungao
das matrizes de Pauli como:

H = hvso -q, (3.50)

onde 0 = (Oy,0,). Escrevendo H como uma Equagdo de Schrédinger dependente do tempo,
temos:
HIC) = in2 |C)
= 1h—
ot

G -q|C) = ih% C), (3.51)

A equagdo Eq.(3.51) é uma equagfo andloga a famosa Equacdo de Dirac para o
grafeno em que, diferente da Equagdo de Schrodinger para o modelo Tight-Binding, a de Dirac
tem a capacidade de incluir efeitos semelhante a fendmenos ditos relativisticos, mais especifica-
mente da relatividade restrita de Einstein ﬂ para baixas energias E (k) no grafeno representados
pelo o Cone de Dirac (Fig, em que temos uma dependéncia linear de energia E (k) com
relacdo ao vetor de momento k.

A forma candnica da Equacéo de Dirac é dada por Eq.(3.52) em que as 3 matrizes
Y* sdo dadas em funcdo das matrizes de pauli Eq.(3.40) [17] para caso o bidimensional e m
seria o termo de massa de uma particula como elétron. As derivadas dy, seria as convencionais

derivadas do espaco real em fungdo das coordenadas espaciais x (dx), y (dy) e 0 tempo ¢ (f—}).

Y ’}/2’}/3 ]IG)C?Gy

(iy% 9y — mI) |C) = O, (3.52)

Reorganizando a equacgdo Eq.(3.51)), com base na equagdo de Dirac Eq.(3.52) e
tendo que q sendo definido por Eq.(3.36)), temos:

[ ihviG -V — tha] C) =
[axa +0,0, + 12 } C) =

i[l, oy, 0y - [f—;,ax,ay} IC) =

Tendo a presenga das matrizes y* ja apresentadas, o termo no produto escalar

[f—}, oy, 8y] ¢ na verdade dy. Logo, como uma forma de escrever a equacdo Eq.(3.51), temos

9Nio seria um efeito relativistico de fato por estarmos trabalhando com uma equagio de Dirac modificada em
relagdo a sua versdo original relativistica em que, ao invés de trabalhar com a velocidade de fermi v nas equagdes,
seria a velocidade da luz c.
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que a representacdo da Equacgao de Dirac no grafeno pode ser dada por:
Y%y |C) = O, (3.53)

Comparando as equacdo Eq.(3.52) e Eq.(3.53), vemos que em Eq.(3.53) ndo hd

termo de massa m para uma particula no grafeno e isso implica no corolério abaixo.

Corolario 1.1 Elétrons com baixas energias no grafeno (na regido do Cone de Dirac (Figl16)))
se comportam como particulas fermionicas sem massa e com a velocidade de Fermi vy. Tais

particulas sao denominadas de Férmions de Dirac sem massa [|185].

A equacgdo Eq.(3.53) esta relacionada ao Cone de Dirac situado em K = K. Para

obtermos para K = K_, tiramos o complexo conjugado de Eq.(3.53), obtendo novas matrizes

Y%, as y** [18].
*OL

=",y v = Lo, —0o)
i7°%94|C) = O, (3.54)

3.3.5.1 Potenciais Vetoriais e Escalares na Equacao de Dirac

No Eletrodinamica, com as Equac¢des de Maxwell, costumamos representar um
campo magnético B por seu potencial vetorial A(r) e o campo elétrico E, ndo dependendo

somente de A(r) como também de seu potencial escalar V(r) |19, em que:

B=VxA

JdA

- VV(r)- 2=
E V(r) 5

Para um caso onde aplicamos um certo campo magnético B no grafeno ou um po-

tencial escalar V (r), a equagdo de Dirac, como na equacdo Eq.(3.51) [20], fica na forma:
.0
[vfa (p+eA) —|—V(r)]I] €)= in=|C). (3.55)

em que p € o operador momentum p = hq|16.

Um ponto de vista da Equagdo de Dirac como em Eq.(3.53) é importante pois é
util para sabermos como um dado elétron com baixas energias no grafeno se comporta na
presenca de campos elétricos ou magnéticos. Escrevemos, entdo, a equagdo Eq.(3.55) seme-

lhante a Eq.(3.52) contudo, mais geral. Tendo que p = —i%V [16], temos:

{vfo- (— ihV+eA> +V(r)]1} C) = ih% C)

. e Vir). .14
[—zc.<v+z%A>+WH—z;E
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Fazendo os devidos produtos escalares, temos:

il (aita) v (arica) + il 2 o o
[—i[cx(8x+i%Ax)+cy<ay+i%Ay>+H%% +%‘2H IC)=0
[_i[m, ooyl (%000 [ocanien])] + 2] o) =0

Por fim, temos as matrizes y*, as derivada d, e as componentes do potencial vetor A, Ag.

[— iy (aa + i%Aa> + ‘;(v? i

C)=0

iv*(a+ i%Aa> C) = %;) ), (3.56)
Temos uma forma mais geral da equacdo de Dirac Eq.(3.56) para o grafeno [21],
tendo em vista a equacgdo Eq.(3.53), em que conseguimos colocar potenciais vetoriais A(r) para
campos magnéticos e potenciais escalares V (r) relativo nao s6 a campos elétricos como também
a outros de forgas ou tensdes conservativas @
Vemos que tais alteragdes nas propriedades eletronicas com a inclusio desses cam-
pos podem acontecer como uma simples mudangas no momentum, que foi alterado p — p+eA.

Usaremos mais vezes as formas acima mostrada, como Eq.(3.51), principalmente na secdo de

grafeno sofrendo deformacdes (strain).

3.3.5.2 Auto-estados |C)

Tomando a equacdo Eq.(3.48) (independente do tempo e sem potenciais) e calcula-

mos os ket’s (auto-estados) |C) para K = K e K= K_. Tendo que:

hyo-q|C) = EX(K)[C) , |C) = (2;)

Usando a equag@o Eq.(3.48)) e as energias Eq.(3.49), chegamos em um sistema de duas equagdes

{:Fhvf, /q% —|—q§C1 -|—th<%6 —iqy)C, =0
hvf(‘lx + iCIy)Cl :Fhvf\ / CI)ZC +(]§C2 =0

10Forcas ou tensdes que podem ser expressos como o gradiente de um potencial VV (r).

para K=K,:
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Simplificando, temos:
{¢\m%+%Cr+wr4%ﬂk=0
(gx+iqy)C1 T /42 +¢2Cr =0

Dividindo ambas as equagdes por 4 /q2 + qg temos:

FCi+eC,=0
€i¢C1 FC = 0

onde

e = xt gy e = By ¢ = arctan (@>

VG4 VETS @

Pela as duas equagdes, temos que:

C, = +Cye'?

Logo, os ket’s |C¥(¢)), ja normalizados, é:

+ _ (1

para o vale K, e para o vale K_, como € o complexo conjugado [18], temos:

1 1
ICx () = 7 (ie—ﬂl’) , (3.58)

Logo, a solugdo geral para um dado ¥(r,#) para uma particula no grafeno para

baixas energias pode ser dado por:

1 i + 1
N - prpor—E=(K)t) _
(x1) Znh\/ieh +oin9 |’ (3.59)

sendo E* (K) as energias do cone de Dirac no grafeno Eq.(3.49)) com a solucio da parte temporal

E* (k) ,Mémn =1paraovale Ky e N = —1 para o vale K_ e, por fim, pg seria 0 momentum

e
da particula representada por V.

O momentum pg € fixo pela a prépria lei de conservacdo do momento em que,
quando nao h4 nenhuma interferéncia externa com forcas ou potenciais V, a variagao do mo-
mentum € nula. po trata-se de um vetor localizado no espago reciproco do grafeno e € depen-
dente do pequeno vetor q (pp = q) que estd bastante proximo do vértice do cone de Dirac
(Fig[T6).

Para cada um dos vales K = K, ou K = K_, temos duas solu¢gdes possiveis =+.
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Essas duas solucgdes foi consequéncia do trabalho do fisico P. A. M Dirac| ‘|responsavel pela a
equacdo Eq.(3.52).

As duas solugdes que Dirac encontrou através de sua equagado, tendo uma dispersao
de energia E* (k) que forma os Cones de Dirac (Fig, viu-se que uma diz respeito a banda
superior, para o sinal 4+ (marron), e a outra, para a banda inferior, sinal — (azul), onde ambas
sao simétricas quanto suas caracteristicas. Dirac sabia que a banda positiva (marron) de energia
estava relacionado a elétrons, contudo, ndo se sabia qual particula se relaciona com a banda
inferior (marron), que até entdo era previsto uma carga positiva para mesma de médulo igual ao
do elétron.

Entao Dirac cunhou tal particula até entdo desconhecida de anti-particula que, no
caso do elétron, € pésitron, que foi descoberto um pouco depois da publicacdo de sua equagdo
em 1932.

Na préxima se¢do, iremos ver, de forma aplicada, como o modelo continuo do
Tight-Binding, através da Equacao de Dirac, constitui a dindmica de elétrons em que feito

através de um método denominado Split Operator.

"Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) foi um fisico britanico que trabalhou com Mecénica quéntica e foi o
responsavel, ndo s6 pela a predicdo da anti-matéria como também pela a criagdo da Eletrodindmica Quantica.
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4 EVOLUCAO TEMPORAL

Na secdo passada, vimos o comportamento de estados eletronicos no diz respeito a
sua energia quando possui o momentum q bastante préximos do ponto K = K /K_ onde estd
situado o Cone de Dirac Fig[I16

Supondo, entdo, que temos um dado vetor de estado |¥) em regido de baixas ener-

gias no grafeno, é necessdrio que saibamos como |¥(fy)) se comporta em tempos posteriores

a 1y, ou seja, em um tempo ¢, |¥(¢)) e assim conseguimos entender a evolugdo temporal de

vetores de estados que podem representar nao so elétrons como também outras particulas.

4.1 O Operador de Evoluciio Temporal U (1o, ?)

Tomando a Equagao de Schrodinger dependente do tempo em funcdo do operador

Hamiltoniano H para o estado |'¥(z)), temos:
~ _d
H|¥(1)) = ih_[¥(1))

Multiplicando em ambos os lados pelo o bra (r|, que representa um vetor de estado para o

espaco real na coordenada r.
. ) d
(r|H[¥(2)) = i (x| 5~ [¥(1)), (4.1)
Tendo que H é Hermitiano, entdo o mesmo atua em (r|. Sendo que H ¢ dado por:
H=T([p)+V({)

em que T (p) é o operador energia cinética em fung¢do do operador momentum p € V (r) o ope-

rador energia potencial em fung¢@o do operador posigdo T. Tendo que H atuando em (r|, temos:

Wi = xl(T6)+V )
»

= H{r|, 4.2)

ISendo H definido no espago de Hilbert.
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onde H seria o auto-valor do operador Hamiltoniano H Pl Substituindo (r|H em Eq.@I),
temos: 5
H((0)) = ih 5 (] (1)

implicando, entdo, na convencional Equaciao de Schrodinger no espago real, ou seja, fora do

espaco de abstrato Hilbert, onde mora os vetores de estados como |W¥(¢)) e operadores como H.

HY(r,t) = ih%‘l’(r,t), 4.3)

em que (r|¥(r)) = ¥(r,1).
Com isso, para o célculo do ¥(r,#) em um tempo posterior, dividimos ambos os

lados da equagdo Eq.(4.3) por ¥(r,?).

)
Y(r,t) ot

P(r,1) = —%H

Integrando no tempo do instante 7y a um tempo posterior ¢, temos:

t 1 i
i P(r,t") dt’

o
W(r,/)dl' = — | “Hdi
o h

Supondo que H seja dependente do tempo, H = H (), temos:

i t
H(t")dt'

In[¥(r,1)] — In[¥(r,70)] = -7

In[¥(r,7)] = In[¥(r,1)] —% : H(t')dr'

Chegamos em W(r,¢) para um tempo posterior ¢.

W(r,t) = e Hho TN, 10) = T (10,1 ¥(r, 1)

~

lP(I‘,l) = U(t()vt)lll(r?t())v (44)
Entiio, o Operador de Evolugio Temporal U (fo,t) é:
ﬁ(to,t) _ e—%fz’OH(ﬂ)dﬂ’ 4.5)

Se H for independente do tempo, temos:

-~

Ulto,t) = e~ i1, (4.6)

2
2T sendo o operador energia cinética convencional T = % e o potencial V(r) ,também convencional. Ambos

sdo “auto-valores”,quando aplicado em (r|, de suas respectivas representagdes de operadores no espago de Hilbert
T eV que sdo Hermitianos, obrigatoriamente, para que H também seja. r seria a coordenada no espago real e p,
por se tratar de momentum, é a coordenada no espaco reciproco.
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em que At =1 — 1.
Temos entdo as duas formas do operador de evolugio temporal U (19,7) Eq.(@3) e
Eq.(4.6) onde diferem quanto a dependéncia do hamiltoniano H no tempo. Como o Hamiltoni-

ano que iremos usar ¢ como na equacao Eq.(3.53), por ser independente do tempo, usaremos o
operador Eq.(4.6).

4.2 A técnica Split Operator

Tendo primeiramente um estado em um dado tempo 79, ¥(r, o), queremos conhece-
lo em um dado instante posterior at como ¢t = ty+ At, logo W(r,t = 1o+ At), que € a sua evolugdo
temporal usando o operador U (1o, 7).

A técnica Split Operator se baseia em um método de multiplicarmos, computacio-
nalmente, o operador de evolugao temporal U (fo,t) em um dado ¥ que representa um elétron no
grafeno e obter-lo em um tempo posterior (dindmica). E importante fazermos essa distin¢io de
uma simples multiplicac@o pois estamos trabalhando com operadores, nao no espaco de Hilbert
mas operadores normais que podem envolver ndo s6 matrizes como também derivadas, como
o operador energia cinética T(p) Eq.@.2). Logo, em muitas vezes, ndo se trata de produtos
meramente comutativos.

Sabendo que H = T'(p) 4+ V(r) como na equacao Eq.(4.2), expandimos uma expo-
(A+B)

nencial do tipo e , em que Ae B sdo operadores, até a 3% ordem de A [22].

(A, [A+ B]| +2[B,[A + B]
— A[A+B]—[A+B|A+2B[A+B]—2[A+B|B
= A2+AB—A?—BA+2BA+2B>—2AB 2B
— AB—BA+2BA—2AB
— BA—AB
= [BA] 4.7)

3 A operacio [v,w] é conhecido como comutador na mecénica quéntica onde v e w sdo operadores. [v,w] é dado
por [v,w] = vw —wv.
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Para representar H, como na equagio Eq.(@2), fazemos A = V(r) ¢ B = T(p). Com isso,
resolvemos Eq.(4.7), temos:
[B,A] = [T.V]

Como V = H — T pela a equagio Eq.(.2)), temos

[T,V] = [T,H—T)
= [TvH] - [Tv T]
= [T,H]

em que [7,T] é nulo. Como a energia cinética T sempre vai comutar com o Hamiltoniano H,
entao:
[T,H| =0

~ o~

(A+B) aproximado para A = — LAt A=V(r)e B=T(p), com S =0, temos:

()
()]

onde tomamos o erro & da ordem de A3 com a aproximacio de 22 ordem S.

Logo, et

i

e HVERTOIA o §(T(p), V(r), _%m) +o

¢ RHA o =3 VAL~ ETA = VAL | 15

A equacdo Eq.(4.8) consiste na aproximagao de segunda ordem feito por M. Su-
zuki, publicado em 1990 [23]] para teoria de muitos corpos e simulacdes usando Monte Carlo.
Desprezando o erro ¢, podemos simplesmente, representar o operador de evolucdo temporal
como:

~

U(to,t) _ e—éHAt ~ e—z’—hVAte—éTAte—ﬁVAt7 (4'9)

A equacdo Eq.(d.9) € a base para a técnica Split Operator, onde seu algoritimo tem a

forma da figura Fig[T7]onde o operador de evolucao temporal € aplicado N vezes, por exemplo.
W(r,19+NAL) = [U(to,0)|N¥(r,10)

i i i N
W(r, 10+ NA?) ~ e—ﬁ“’e—ﬁme—ﬁ”f] W(r, 1), (4.10)

Dado um ¥(r, ), multiplicamos, primeiramente pelo o termo de energia potencial
e~ 7"M ¢ formamos funcao:

i

a(r,io) = e~ VA (r, 1)

Em seguida, fazemos uma Transformada rapida de Fourier (FFT) em «(r,#y) para
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W(r,ty)

i
—>  a(r.ty) = e 2R MW t,) ‘ Multiplicagio do 12 termo no espago real ‘

FFT ‘ Transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform) ‘

a(p, to)

Loop —%TAt

n(p,to) =e

a(p, ty) ‘ Multiplicagdo do termo no espaco reciproco |

iFFT | Transformada inversa rapida de Fourier (Inverse Fast Fourier Transform) ‘

n(r, to)

_d inlicacs o
W(r ty + At) = e ?ﬁl/Atrr(r, to) | Multiplicacdo do 22 termo no espaco real

Depoisde N loops

W(r,ty + NAt)

Figura 17: Algoritimo da técnica Split Operator

b

0 espago reciproco de p ﬂ

1

o(p,t) = g/ﬂeiva(l‘,m)dzr

TA

Tendo entdo a FFT de o(r,1y), o(p, o), multiplicamos pelo o termo e i TN em que

T estd no espacgo reciproco T = T (p).

n(p.to) = e 1 a(p, 1)

Com isso, fazemos a Transformada rapida inversa de Fourier (iFFT) em n(p,#) e

voltamos para o espaco real.

1 BT
n(r,t) = o= /Q e " n(p,1o)d’p

Por ultimo, multiplicamos 1(r,#y) pelo o ultimo termo do espago real e VA ¢

obtemos W(r, 7 + Ar).
W(r, 10+ Ar) = e~ 72 (r, 1)

Repetindo esse processo mais N — 1 vezes, como no Loop na figura Fig[I7] chega-

mos no ¥(r, 7y + NAtr). O uso de transformadas de Fourier é bastante ttil na multiplicagio pelo

“Lembrando que espaco real e reciproco remetem a redes reais e reciprocas, respectivamente, no grafeno
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P | , . )
o t ermo cinético e~ 77 tendo que T, por estd no espaco reciproco, pode representar derivadas

0 que nao seria muito interessante para o calculo, computacionalmente falando.

4.2.1 Hamiltoniano de Dirac no Split Operator

Adotaremos nas proximas secoes o Hamiltoniano de Dirac H como na equagio

Eq.(3.55) que, por ser mais geral, aborda vérios aspectos que iremos ver no grafeno.
H=v/0 (p+eA> LV @.11)

Fazemos, entdo, H composto por uma parte no espago reciproco Hy, € outra parte no espago real
H,, todos mostrados abaixo.

Hy,=vso-p, Hy=vsec-A+V(r)l, (4.12)

O operador de evolugéo temporal Eq.(4.6) para o Hamiltoniano de Dirac seria como:

Ulto,t) = e #HN

_ efﬁ(HerHr)At

~ elethrAleféHpAlef jthrAl (413)
onde Hy e Hy, dados em Eq.(.12)), remetem, respectivamente, aos espagos reciproco e real,

assim como T (p) e V (r) na equacdo Eq.(@.9). Reescrevemos o operador U (fy,) como:

U(l07t) =~ MrMer
em que My e My sdo:
i i
Mr = e_ﬁHrAt’ Mp = e_ﬁHpAt

iv peAt A LV]IAI‘ ivar
My=e " ORem w8 My=e H P (4.14)
As exponenciais como operac¢des usando as matrizes de Pauli Eq.(3.40) do tipo ¢/°S

podem ser representadas com a identidade [20][24]]:

oS = cos(S)H+i$(o -S), (4.15)

onde S seria um vetor como p ¢ A e S o seu médulo S = |S|, sendo 6 = (0, 0y). A equagdo

Eq.(4.15)) ainda pode ser escrita como:

- in(s) { 0 S,—iS
¢S — cos($)1 i) e B (4.16)
S \S+iSy, 0
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onde Sy e S, sdo componentes de S. Logo, as matrizes My e M, podem ser escritas como:

in(A’ 0 A —iA ;
M, = cos(A’)]H—ism(, ) x| g 4.17)
AT \A Ay 0
N / O (A
My = cos(p)1 + i S2P) Peibr) (4.18)
p Py +ipl 0
em que A’ e p’ sdo dados por:
et eAt
A=A A=A = A
2h 2h
,__VfAt r _VfAt
p=——""p P =p|=-"=Ip

Tendo as a forma das matrizes My e My Eq.(4.17) e Eq.(4.18]), temos que, depois do
operador de evolugdo temporal U (f,t) sendo redefinido, um dado ¥(r,7) (dado em Eq.(3:39))

em um tempo posterior W(r,s + Ar), pode ser dado por:

W(r,t+At) =~ MiMpM¥(r,1), (4.19)

Nas proximas duas se¢des, veremos a aplicacdo do operador de evolugdao tempo-
ral, como mostrado em Eq.(4.19), em duas situa¢des para o grafeno: um simples camada e
um camada deformada. Nessas duas situagdes, usaremos W¥’s iniciais iguais Eq.(3.59), no que
diz respeito a sua forma, e veremos seu comportamento de amplitude de probabilidade e de
trajetorias médias frente a um cendrio normal e outro com uma perturbacio no grafeno, sendo
ambos os caso tendo sua dinamica de evolugdo temporal realizada pela a técnica Split Operator,

cujo seu algoritimo é mostrado na figura Fig[17]
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5 DINAMICA DE PACOTE DE ONDA NO GRAFENO NA MONOCAMADA

5.1 Modelo Tedrico
5.1.1 Definicao do pacote de onda gaussiano

No século XX, vimos os desdobramentos da mecanica quantica a respeito da natu-
reza ondulatéria e corpuscula do elétron postulada por De Broglie E| em sua tese de doutorado
em 1924. De Broglie postulou que as orbitas desempenhadas pelos elétrons ao redor do nicleo
atdmico sao tais que a equacao:

h
P=7 (5.1

deve ser satisfeita, onde p seria 0 momentum do comportamento corpuscular do elétron e A
o comprimento de onda relativo a sua natureza ondulatéria, unindo, entdo os dois mundos:
corpuscular e ondulatério para o elétron.

Com isso, De Broglie também postulou que o comportamento ondulatorio eletronico
seria proporcional a chamada onda piloto dada como efPOT em que po seria ndo somente o
momentum da particula como também implica na direcdo de propagacao de sua onda, seme-
lhante & Eq.(3.59).

A natureza corpuscular e ondulatéria foi também discutida para a luz onde se acre-
ditava que a mesma sé possuia uma natureza corpuscular que foi uma teoria proposta por New-
ton no século XVII. Foi somente em 1801 que Thomas Young [’ através de seus experimentos
com dupla fenda, descobriu que duas fontes luminosas proximas uma da outra se interferem
construtivamente e destrutivamente [25]], ou seja, geram padrdes de interferéncia semelhante a
pequenas ondas proximas na superficie da dgua feita com a ponta de um dedo ou como fontes
sonoras proximas, em que o som também possui essa capacidade.

Depois das Equacdes de Maxwell em meados de 1865, na virada do século em
1900, Max Planck |z_fl provou a natureza corpuscular da luz em que a radiagdo de corpos negros
(o brilho de metais por exemplo) é emitida por um conjunto de “pacotes energéticos” sendo cada
um com energia A f, sendo f a frequéncia da radia¢do. Planck cunhou o nome de seus pacotes de
quantum e ele os enxergou como a parte fundamental (indivisivel) da radiacdo de corpo negro.

Hoje sabemos que essa parte fundamental consiste no féton, o guantum da radiagdao de corpo

!Comportamento de particula (corptisculo).

?Louis de Broglie (1892-1987) foi um fisico francés ganhador do premio Nobel de 1929 pela descoberta da
natureza ondulatdrio do elétron.

3Thomas Young (1773-1829) foi um fisico, médico e egiptélogo do Reino Unido conhecido pelo seu famoso
experimento da dupla fenda com a luz, observando seus padrdes de interferéncia.

4Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) foi um fisico alemao que, gragas 2 sua teoria sobre o corpo negro,
ficou conhecido como o pai da teoria quantica, sendo laureado em 1918 com o prémio Nobel.
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negro e do campo eletromagnético de Maxwell, ou seja, da propria luz.

Tendo a natureza corpuscular ndo sé do elétron como também da luz, € necessario
que, como particulas, estejam bem localizadas ou seja, ndo fiquem dispersas no espago. Para
isso, sendo que particulas possui momentum po como na onda piloto de De Broglie, fazemos
com que sua fun¢io de onda no espaco reciproco ¢ (p) (Eq.(5.2)) seja um gaussiana com o

ponto médio no seu momentum pg, € comprimento de é.

_ a?lp—pg|?

o(p) =Ae 2 (5.2)

Para obtermos a y(r) no espaco real, fazemos a transformada de Fourier de ¢ (p),

tal como:

1 T
_ i 2
y(r) = el A ¢(p)dp
p- o2 |p—pgl?
= —f; el¥ede2p
2°m Jo
A .por _ 2Ju)?
= S l%/el“,{e 2 d*u
T Q
2.2
A .por © _05214% © uy %Wy
= W@’T e W duy / e i duy,
T —oo —oo
A ZM Fl 7x2+)2
= ——e h — ]e 402
2hm a
A pgr 2
= %e’ e 4052, (53)

Em Eq.(5.3), temos a fun¢do de onda da particula no espago real y(r) que é de fato

o Pacote de Onda, onde A é sua normalizacdo. Note que y(r) é proporcional a onda piloto de

De Broglie e"y, contudo, a sua amplitude é modulada pela a funcdo gaussiana ef% Fig _
fazendo com que a particula fique localizada para distancias r grandes no espago, funcionando
como uma funcao envelope. Temos algo semelhante as funcdes de Wannier ¢ vistas no modelo
Tight-Binding para as fun¢des de Bloch, como nas equacdes Eq.(3.3) e Eq.

Vemos que ¢(p), pela a conservacdo do momento, sempre vai se manter a mesma
com o passar do tempo, salvo a ocorréncia de uma influéncia externa como uma forgca. Por
outro lado, o pacote de onda no espaco real y(r), que também € gaussiano, tem a liberdade de
se mover no espaco gracas a onda piloto de De Broglie. Veremos a propagacao desse pacote de

onda no espaco real realizado com aplicagcdo do Split Operator, visto no capitulo 4.

>Em que atinge o valor maximo na regdes préximas a um atomo de carbono no grafeno e vai i zero para maiores
distancias do atomo de carbono.
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0.20 4 4’ 1. —— Pacote de Onda

0.15 4 S Envelope Gaussiano

0.10 A
0.05 A

0.00 A

Re(y(r))

—0.05 1

—0.10 1

—0.15 1

—0.20 1

-10.0 -75 -=5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Espaco real r

Figura 18: Representagdo da parte real R(y/(r)) para um pacote de onda em uma dimensao.
Note a onda (vermelho) no interior do envelope tendo sua amplitude modulada pela a funcao
gaussiana (preto). Vemos que, aumentando a distancia, vemos que a onde no vai a zero gragas
ao limitador que € a fungdo envelope.

5.1.2 Pacote de onda no grafeno

Agora, tomamos a mesma ideia de particulas localizadas no espaco mas para o
grafeno. Sabendo que as auto-fungdes sdo dadas por Eq.(3.59) para baixas energias usando o
Hamiltoniano de Dirac Eq.(.11]), um pacote de onda gaussiano no grafeno, assim como em
Eq.(5.3), pode ser representado [1]] por:

P(r,19) = LeikO'fe*% € : (5.4)
Nx G

no instante inicial 7o = 0 em que o seria seu comprimento de onda, ko o valor e a direcao do
seu vetor de onda (onde pg = 7ikg) e rp o centro do pacote ou seu ponto médio no espaco real.
C1 e C; sao os chamados pseudo—spimﬁ em que podem assumir valores semelhantes as autos-
fungdes (Eq.(3.37) e Eq.(3.58)), podendo ser C; = 1 e C, assumindo os valores C; = [0, 1, ]
g

Como, neste caso, estamos considerando uma simples camada de grafeno como
Fig@-a, entdo nao temos pertubagdes feitas por potenciais vetores A ou escalares V (r), levando
o Hamiltoniano a ser como:

H=hvs0,-k, (5.5)

®A solucdo padrio para o vetor de estado |C) na equagdo de Dirac original na relatividade restrita seria o
chamado spinor que consiste em uma combinagao linear dos spin’s up e down, no caso do elétron, através das
constantes C; e C;. Como o vetor de estado |C), nesse caso, estd relacionado com caracteristicas geométricas
no que diz respeito a sub-rede A e B do grafeno (Eq.(3.11)) ao invés do spin, nos referimos a |C) como um
pseudo — spinor ou pseudo — spin.

7Com base nos auto-estados na equagio Eq.(3:39) obtidos para o vetor de estado |C).
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onde k seria um vetor no espaco reciproco do grafeno proximo ao vértice do Cone de Dirac
(como q Fig@ em que k estd em func¢do do momentum (p = 7iK) e 0, seria as matrizes de
Pauli 6, = (0y, 0y). Tendo Eq.(5.5), na técnica Split Operator se resumiria a multiplicagao da
matriz Mp Eq.(4.18) em ¥(r,0) tendo em que M, é praticamente a matriz identidade M, = I

por ndo ter potenciais A e V(r).

5.2 Resultados

Tomando o pacote de onda Eq.(5.4) em uma camada de grafeno com dimensdes
1024 nm x 1024 nm, adotamos para simulacdo de propagacdo no tempo com os valores [[1] na
tabela 2] com o comprimento da gaussiana o, os possiveis valores de C; e C,, sua posigio ry
tomado na origem. Para kg tomando uma polarizagao vertical, direcao do eixo y, com o médulo

ko, implicando em uma energia E = hv kg = 0.548 €V, bastante proximo do vértice do cone de

Dirac Fig|[I6]

Constantes | Valores
(o] 2nm
ro (O, O)
ko (0,ko)
ko 0.6nm!
Ci 1
G [0,1,]

Tabela 2: Tabela com os valores usados no pacote onda Eq.(5.4) para o, ko, ro, C| e C;.
Vemos que para C,, temos 3 valores diferentes que veremos aplicados nas proximas secoes [/1].

Tendo que o Hamiltoniano H na forma da Eq.(53.5]) escrito em termos das matrizes
de pauli, implica em M, = I Eq.(.17)). Aplicando a técnica Split Operator, ¥(r,ty + At) pode
ser dado por:

W(r,t0+At) = MpW¥(r,10), (5.6)

usando todo o algoritimo relativo a técnica mostrado na figura Fig[T7] com as transformadas
de Fourier. Para este caso adotamos o passo temporal At com o valor At = 0.1 fs em que fs
significa femtosegundo (10~13 5), ou seja, uma unidade temporal muito pequena, o que acontece
pelo o fato do elétron estar com a velocidade de Fermi v (ﬁ da velocidade da luz c¢) em baixas
energias no grafeno.

Tomando os valores de o, Kq, rg e os valores de C; e C,, propagamos o pacote de
onda Eq.(5.4), tomando a densidade de probabilidade p (r) = |¥|* em alguns instantes do tempo
posteriores,

p(r) =¥ =¥y, (5.7)
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5.2.1 C1:10C2:0
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Figura 19: Densidade de probabilidade de p(r) = |¥|?> Eq.(5.7) com
o =2nm, ko= (0,0.6nm™"') erg = (0,0) paraC; = 1 e C; = 0, em que ¢ = O f's temos a
densidade de probabilidade do pacote de onda inicial Eq.(5.4).

Na figura Fig[T9] apresentamos a densidade de probabilidade Eq.(5.7), para o caso
C; =1¢e (C; =0. Vemos que nesse, com o passar do tempo, o pacote se divide em duas parte
se propagando ao longo do eixo-y em sentidos opostos (um propagando-se para cima € outro,
para baixo) visto mais claramente no instante # = 3.5 fs. Essa divisdo faz com que a densidade

de probabilidade p(r) seja simétrica com relagdo ao eixo-y , ou seja:

p(xv_y):p(xay)v (58)

Outro aspecto interessante € o fato de que, vemos um aumento da largura dos sub-
pacotes Fig[20}-a, se espalhando pelo eixo-x em ambos os lados.

O valores médios de x e y, (x) e (y) podem ser dados por [16]]:

o) = [[ peyydsdy. )= [[ yp(xy)dxay, 59

(x) e (y) podem ser enxergados como o “centro de massa”da densidade de proba-
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20

15 — o=2nm

— o=4nm
1.24

=15
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Figura 20: a-) Densidade de probabilidade p(r) = [¥|? para C; = 1 e C; = 0 no instante

t =7.7 fs em que a duas partes divididas na propagagao dos pacotes de onde aumentam sua
largura. b-) Valores médios de x , (x) para valores de comprimento ¢. Vemos que, para

0 =4nm e o = 8nm, temos uma oscilagdes, indicando o movimento trémulo do pacote, o
zZitterbewegung.

bilidade de p em que é tomando a média ponderada sobre todos x’s e y’s do espaco Q. Para o
caso C; = 1 e C; = 0 no grafeno, temos que (y) sempre serd nulo (y) = 0 devido a simetria de
p com relagéo ao eixo-y Eq.(5.8) em qualquer instante do tempo.

No eixo-x, p ndo tem simetria (nem anti-simetria) como podemos ver nas Fig [T9]
e a. Logo, (x) ndo serd necessariamente nulo para um dado valor de tempo ¢. Na figura
FigR0}b, vemos os valores de (x) com passar do tempo  para os valores de 0 = 2nm, como na
tabela 2 6 =4nm e 6 = 8nm. Para os valores de ¢ = 4nm e 6 = 8nm, vemos que (x) sofre
oscilagdes no decorrer da evolugdo temporal, fazendo o pacote de onda tremular no ponto médio
({(x),(y)), como destaque para ¢ = 8 nm onde as oscila¢des sdo bem intensas. Esse movimento
trémulo foi definido, originalmente, por Schrédinger em 1930 com o nome de zitterbewegunglﬂ
(movimento trémulo do alemao)[1].

Em instantes maiores de ¢, vemos que (x) praticamente se estabiliza para ¢ = 2nm,
o =4nm e 6 = 8nm, fazendo com que o ponto médio do pacote ({x),(y)) ndo oscile tanto,
estabilizando-se. Vemos que, com apds o movimento trémulo pelo zitterbewegung, vemos que
(x) assumi um valor permanecendo constante, estabilizando o ponto médio do pacote ((x), (y))
, 0 fazendo parar de se mover, embora as partes do pacote de onda que se dividiram ainda se
movam.

d d
(vy) = % = E//pr(x,y) dxdy , (5.10)

Na figura Fig vemos as velocidades média em x, (v,), para diferentes valores de

80 efeito zitterbewegung, proposto por Erwin Schrodinger em 1930, descreve a oscilagio de trajetérias médias
como (x) e (y) para pacotes de onda. Schrodinger, através da equac@o de Dirac, viu que essas oscilagdes ocorriam
com interferéncia entre estados como energia £, e E_ no cone de Dirac Fig@
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Figura 21: Velocidade (v,) Eq.(5.10) do pacote de onda com C; =1e C, =0.

o em que (vy) pode ser visto, também, como uma média ponderada sobre todas as velocidades
do nos pontos x’s e y’s no espaco Q, como na equac¢do Eq.(5.10). Vendo Fig21] percebemos
que as oscilacdes para o comprimentos de onda ¢ = 4nm e o = 8nm & perceptivel também
nas velocidades. Contudo, devido aos mesmos amortecimentos vistos nos graficos de trajetoria
do eixo-x (Fig20) para o efeito zitrerbewegung, as oscilagdes cessam com o passar do tempo,
como podemos ver nos comprimentos de onda 6 = 4nm e o = 8nm. Para instantes de tempo ¢
maiores, vemos que a velocidade media (v,) vai a zero, indicando, como previsto, a parada do

ponto médio do pacote de onda ((x), (y)), mantendo-se estavel.
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522 Ci=leCG =1

MAX

y{nm)

ylnm)

20
-2 -15 -8 -5 @ 5 10 15 20

4,2 fs
<
<

MIN

yinm)

20 -
20 15 10 5 o 5 10 15 0 20 15 10 5 o 5 10 15 0
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Figura 22: Densidade de probabilidade de p(r) = |¥|?> Eq.(5.7) com
o =2nm, ko= (0,0.6nm™") erg=(0,0) paraC; = 1 e C; = 1, em que = 0 f's temos a
densidade de probabilidade do pacote de onda inicial Eq.(5.4).

Analisando a densidade de probabilidade de p(r) na figura Fig vemos que, as-
sim como no caso para C; = 1 e C; = 0 Fig[I9para o caso C; = 1 e C; = 1, o pacote de onda, no
decorrer do tempo, também se divide em duas partes ambas se propagando ao longo do eixo-y
com sentidos opostos, implicando também, na simetria com relagéo ao eixo-y em p Eq.(5.8).
Vemos que nesse caso, o pacote tende a se propagar ainda mais para o sentido positivo de x,
x>0 no instante r = 4.2 fs. Em Fig[23}-a, assim como em Fig[20}a para C; = 1 e C; = 0, vemos
que, com o decorrer do tempo, o pacote de onda também aumenta a sua largura e continua em
continuo descolocamento para o sentido positivo do eixo x [1]].

Tomando Eq.(5.9) para o calculo dos valores médios (x) e (y), vemos que (y) ainda
continua sendo nulo (y) = 0 tendo em vista a simetria de p como relagéo ao eixo-y Eq.(5.8)),
assim como o caso C; = 1 e C; = 0. Contudo, nesse caso, também nao temos simetria(e muito
menos anti-simetria) p(x,y) no eixo-x, visto com mais clareza na figura Figa, fazendo com
que (x) ndo seja necessariamente nulo para qualquer instante de tempo ¢

Calculando (x), assim como na Fig@-b, para os valores 6 =2nm, 6 =4nme 0 =

8nm, vemos que o zitterbewegung também se faz presente mas nao com tanta intensidade como
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— g=2nm

y(nm)
<x>(nm)

-20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20 T T T T T T

X(nm) 0 5 10 15t(f5) 20 25 30

Figura 23: a-) Densidade de probabilidade p(r) = [¥|? Eq.(53.7) paraC; = 1 e C; = 1 no

instante = 7.7 f's em que a duas partes divididas na propaga¢ao do pacote de onde nao

aumentam sua largura como também caminham mais em dire¢@o ao eixo positivo de x. b-)

Valores médios de x , (x) para valores de comprimento 6. Vemos que, para ¢ = 4nm e

o = 8nm, também temos oscila¢des assim como em Fig[20}b, indicando a presenga do

zitterbewegung.

podemos ver para o caso C; = 1 e C; = 0. Notamos que o zitterbewegung € mais intenso para
o =8nm Fig@-b, assim como em C; = 1 e C; = 0, ainda que ndo tenha a mesma intensidade.

N figura b, diferente do caso C; =1 e C; =0 em Figb, vemos que (x) néo
se mantém constante para instantes de ¢ maiores. Isso implica dizer que existe uma velocidade
(vx) no eixo x dependente da derivada total no tempo de (x) (com base na equagio Eq.(5.10))

em que (v,) ndo é nulo para instantes de tempo ¢ grandes.

— o0=2nm
— o0=4nm
— 0=8nm

1.0

0.5
i
0.0 T
_0 4

-1.01

< vy > (nm/fs)

[&]

0 é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0
t(fs)
Figura 24: Velocidade (v,) Eq.(5.10) do pacote de onda com C; = 1 e C; = 1, para os mesmos
pardmetros da Fig[23}b.

A velocidade (vy) é a responsével pelo fato do pacote se deslocar ainda mais para o
eixo-x positivo pois, para o caso & = 2nm (tabela[2)), vemos que a velocidade, embora decresca
muito rdpido para instantes proximos a t = 0 Fig[24] é estabilizada acima de O (aproximada-

mente 0.36 nm/ fs), fazendo com que as duas partes do pacote de onde que se dividiram conti-
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nuem deslocando-se, continuamente, para eixo positivo de x, como vemos na figura Fig@-b na
reta acendente de (x) para 6 = 2nm, formando a abertura vista no lado esquerdo do eixo-x (eixo
negativo x < 0) Figa. Por causa desse deslocamento continuo em (x), o ponto médio do pa-
cote de onda ((x),(y)) ndo se mantém parado, como em C; = 1 e C; = 0, mas deslocando-se
continuamente sem oscilagdes.

Observamos pela a figura 24 que, quanto mais aumentos o valor de ¢, diminuimos
a velocidade de estabilidade. Vemos, para ¢ = 8 nm depois das oscilagdes zitterbewegung, uma
velocidade quase nula (aproximadamente 0.03 nm/ fs). Ainda ndo se trata de uma velocidade
nula tendo em vista ainda temos um reta acendente de (x), mesmo que sua inclinagdo (derivada)

seja pequena para valores de ¢ altos.
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MAX

yinm)

-0
-0 -15 -10 -5 L 5

yinm)

yinm)

-20
5 0 5 -2 -15 -1 -5 o 5
x(nm) x{nm)

Figura 25: Densidade de probabilidade de p(r) = |¥|? com ¢ = 2nm, ko = (0,0.6nm™ 1) e
ro = (0,0) paraC; =1 e C; =i, em que r = 0 f's temos a densidade de probabilidade do pacote
de onda inicial Eq.(5.4).

Para o caso C; = 1 e C, =i, diferente dos dois anterioresde C; =1e C, =0e C; =1
e C, =1, vemos, pela a figura 25 que o pacote de onda ndo se divide em duas partes com o
decorrer do tempo como podemos ver no instante t = 3.5 f's, propagando-se somente no sentido
positivo do eixo-y (y > 0). Sendo entdo a propagacio no eixo-y, assim como 0s outros casos,
vemos que, depois de um certo tempo, o pacote também aumenta sua largura horizontalmente
Fig[26}a, no instante r = 7.7 fs. Um aspecto interessante é fato de que a simetria que antes

existia no eixo-y Eq.(5.8)), desaparece completamente, dando lugar a simetria no eixo-x.

p(_x7y):p(xay)7 (511)

Calculando os valores médios de (x) e (y) Eq.(5.9), vemos que, dessa vez, serd (x)
a ser nulo (x) = 0 uma vez que temos a simetria p agora no eixo-x Eq.(3.11)). Em contrapartida,
(y) ndo serd nulo uma vez que, como em x nos casos [C; = 1,C, = 0] e [C} = 1,C; = 1], ndo

possui simetria (nem anti-simetria) [[1]].
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b-)

— ag=2nm

40

y(nm)
<y>(nm)

n
o

10

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15
x(nhm)

0 5 10 15 20 25 30

t(fs)

Figura 26: a-) Densidade de probabilidade p(r) = [¥|? Eq.(53.7) paraC; = 1 e C; = i no
instante t = 7.7 f's onde, mesmo nao se dividindo em duas partes na propagagao, o pacote de
onde aumenta sua largura assim como os dois casos anteriores. b-) Valores médios de y , (y)
para valores de comprimento ¢. Vemos que praticamente nao observamos o efeito de
Zitterbewegung para esse caso.

Na figura b, estudamos os valores médios (y). Note que ndo vemos o efeito
zZitterbewegung tao aparente para nenhum dos valores de ¢ estudados pois ndo conseguimos
observar oscilacdes de valores médios. Podemos ter uma ideia da existéncia ou ndo dessas
oscilagdes tomando os graficos das velocidades, apresentada na Fig no eixo-y, (vy) com
base na equacdo Eq.(5.12).

d d
=22 _4 J|pty)dady. (5.12)

1'4_\/\/¥
1.3
@
=
g 1.2
£
A>‘ 1.14
>
\
101 — 0=2nm
— o0=4nm
0.9 4 — o0=8nm

0 é 1‘0 1’5 2‘0 2‘5 3‘0
t(fs)
Figura 27: Velocidade (v,) Eq.(5.12) do pacote de onda com C; = 1 e C; = i, para os mesmos
parametros da Fig26tb.

Observando Fig[27] vemos que, embora tenhamos oscilagdes em algumas partes
(mais intenso em ¢ = 8nm), a velocidade (v,) ndo muda seu sinal em nenhum caso estudo de

O, ou seja, sempre mantendo-se positiva ainda que diminua ou aumente seu modulo em alguns
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momentos. Do ponto de vista das derivadas, isso significa que (y) terd sempre sua inclinagdo
positiva, o que impossibilita a oscilagdo do mesmo, uma vez que € caracterizada pela continua
mudanga do sinal da inclinagdo, como podemos ver no caso C; = 1 e C; = 1. Logo, ndo tem-se
efeito zitterbewegung para nenhum do valores de o calculado [/1].

Vendo novamente as trajetoria médias de (vy) Figb, assimcomoCi=1le(Cy =1
, também temos retas acendentes, o que implica em velocidades (vy) estabilizadas depois de um
certo tempo 7. Vemos em Fig[27] que as velocidades sdo estabilizadas para valores maiores
quando comparado ao caso C; =1 e C; = 1 Fig24] Temos para ¢ = 2nm (Tabela [2)) uma
velocidade de, aproximadamente, 1.02 nm/ fs, para ¢ = 2nm, 1.26 nm/ fs e, para 6 = 8nm,
1.36 nm/fs.

Vemos até aqui que C; = 1 e C; =i consiste em um caso muito destoante do outros
dois que vimos anteriormente, simplesmente por uma mudanga na funcdo de onda W inicial
Eq.(5.4), mais especificamente no pseudospin C;.

Na proxima parte deste trabalho, veremos um estudo similar com a dinamica de
pacotes de onda no grafeno mas agora, para uma monocamada com pertubagdes relativo a
mudangas geométricas. Isso significa que o Hamiltoniano H Eq.(5.3), utilizado no Split-Operator
Eq.(5.6) para essas 3 simulagdes, ndo serd mais o mesmo e serd remodelado refletindo as

modificacOes gerada por tais pertubagdes.
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6 DINAMICA DE PACOTE DE ONDA NO GRAFENO NA MONOCAMADA
DEFORMADA

6.1 Modelo Teorico

Nesta parte, iremos, também, fazer uma anélise da dinamica para pacotes de onda
como fizemos na parte anterior contudo, tratando agora a mesma monocamada de grafeno Fig[4}
a mas com agora com uma pertubagdo geométrica, a chamada deformacao.

A deformagdo que iremos fazer consiste em uma alteracdo dos vetores primitivos da
rede 0, Eq.(2.13)) em que tal mudanga pode ser entendida com o uso da Teoria da Elasticidade,

visto no apéndice [C|em que usaremos as deformacdes do tipo fora do plano.

6.1.1 Deformacio nao-uniforme no Hamiltoniano do Modelo Continuo

Como estamos trabalhando com baixas energias, na regido do cone de Dirac Fig[16]
entdo usamos uma abordagem do modelo continuo do Hamiltoniano para trabalharmos com
a deformacdo. Tomando a equacdo Eq.(3.37), o novo Hamiltoniano Tight-Binding pode ser

escrito como:

0 efi(K+q)~5,’,
: (6.1)

3
Hrg=Y 1,
e Z " <6i<K+q>-6,4 0

em que os vetores 0, consiste na transformac@o do vetores primitivos da rede Eq.(2.13) com a

deformacdo aplicada, que sdao dados por [26]:
8, = (I+U)8,, (6.2)
onde U consiste no tensor de strain Eq.(C.13) para deformagdes fora do plano,sendo escrito na

U= " ") 6.3)
Uyx  Uyy

Em Eq.(6.1)), vemos que ndo é somente os vetores de rede &, que sofre alteragdes,

forma:

os termo de Hopping t,, também sofre mudangas com a deformagio, resultando em 7/, que é dado

por:

£ = —tpe " (%) , 6.4)
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em que B é dado por B = 21%2% ~ 3 [26]. Calculando |8/, tendo a equacdo Eq.(6.2)), temos:
q p n quag q

dlogay
5] = V&6,
= V(I+U)§,- (I+U)8§,
_ \/6,%+26,,~U6n+(U5n)2 (6.5)

Como trataremos de deformacdes pequenas [8ﬂ podemos aproximar Eq.(6.3) por:

6, - U6,
\6,;\za0<1+ > ) (6.6)
0
Logo, 1, é dado por:
7[3 on-Udn
/ a2
1, = —lpe 0

Por se tratar de deformacdes pequenas, novamente, fazemos uma aproximacdo de primeira

ordem na exponencial acima, levando t,g a Ser como:

S (1 - %5,1 : U5n> : 6.7)
a

0
6.1.1.1 Aproximacao de primeira ordem
Em Eq.(6.1)), substituimos, primeiramente, d, com a equagio Eq.(6.2).

3 0 e—i(K+q)~8,2
Hrg = Yt
e Z "\ ¢i(K+q)-; 0

3, 0 e (K+q)-(8,+U8,)
- Zn:t" ¢/(K+q)(8,+U3,) 0 ©68)
Calculando (K+q) - (6, +U9,), temos:
(K+q)-(8,+U8,) = (K+q)-6,+(K+q)-Us,
= K-6,+q-6,+K-U§,+q-Ug, (6.9)

Como q é pequeno (bastante proximo do cone de Dirac) e temos deformagdes pequenas, in-

fluenciando o tensor de strain U, podemos desprezar o termo ¢ - Ug, na soma Eq.(6.9). Logo,

'Na deformagio gaussiana, por exemplo, tomamos o comprimento by muito maior que a sua altura hg.
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aproximando, o hamiltoniano Eq.(6.8)), temos:

5 0 o~ {(K+q)-(8,+U8,)
H — Zt/
TB — "\ pi(K+q)-(8,+U8,) 0

0 efi(K'sn‘Fq'an‘f’K'USn)
Zt i(K-8,+q-6,+K-U5,) 0

Q

(6.10)

Tendo a matriz acima, representamos a mesma como um produto de 3 matrizes [8]].

0 e—iK"Sn eiK.UEn 0 eiQ'5n 0
HTB Zt eiK~6n 0 0 e_iK'Uén 0 e_i(I'3n , (61 1)

Em Eq.(6.11), fazemos a aproximacao de primeira ordem na exponenciais da segunda e terceira

matriz, assim como em Eq.(3.38), por se tratar de grandezas ’pequenas”.

Hmwit,ﬁ .o e Ko\ [14iK-US, 0 1+iq- 8, 0
w\eKa 0 1—iK-U$, 0 1—iq-§,

Representamos as duas matrizes aproximadas em fun¢io de o, das matrizes de Pauli Eq.(3.40).

0 efiK-5n

3
Hrg~)Y 1, (eimn . )(]I+iGZK-U6,,)(]I+iGZq-5n), (6.12)

Usando a identidade Eq.(3.41) [8]], usada no modelo continuo, a representa¢do hamiltoniano

Tight-Binding Eq.(6.12) é dada da forma:
, 10Oy :
Hrp ~ Zt o;(I+ioK-US§,)(1+io.q-5,)
aop

Substituindo #,, Eq.(6.7), temos a representagdo final de Hrp.

3 io-5

Hrp~—1y)y (1 — %6,, -U6n> i 20,(I+ic,K-U8,) (I +io.q-&8,), (6.13)
n aO ap

Abrindo a equagdo Eq.(6.13)), temos:

Hrp =~ —l‘()Z( 5 U5) a06 GZ(H+iGZK'U5n)(H+iGZq'511)
0

_o ((c.an) LTS Ua)(o~6n)oz> (I+io:q-8,+ic:K- U, ~Tq-6,K- U3,

2
aon 0

Q

Desprezamos o termo Iq - 6,K - U§, pelo mesmo motivo em Eq.(6.9)), por q ser pequeno, multi-

plicado por um termo proporcional ao tensor de strain U, que representa deformacdes pequenas,
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formando um termo depressivel. Logo, Hrp é:

: B
Hrp~—2Y [ (0-8,)0,— 5(8,-U8,)(0- 8,0, (H+io’zq~6n+iGZK-U6,,)
o

Fazendo as devidas multiplicacdes, temos:

ity 3

a()n

Hrp

Q

(0-8,)0.+i(c-8,)(q-8,) +i(c - 5,)(K-US,)

~ P 6,08 (08K US,)

(6.14)
ay

Na equagdo Eq.(6.14)), vemos uma nova representa¢ao do Hamiltoniano Tight-Binding

no modelo continuo. Faremos um simplificacdo nos termos para melhor andlise.

6.1.2 Simplificacao do novo Hamiltoniano

Podemos escrever Hrp Eq.(6.14) como uma soma de hamiltonianos Hy, Hy e Hp.

Hrp ~ Hy+ Hs + Hp, (6.15)
onde Hy, H4 e Hp sao:
ity 3 .
Hy = =2 [(0-8,)0c+i(0-8.)(a- &)
ap 3,
ity o | . B
Hy = —— z(c7'5,,)(K~U5n)——2(5,1~U5,1)(G~5,1)GZ
ap 7, CZO
. 3 [. .
Hp = o [@(Sn-USn)(Gﬁn)(K-USn)+€(5n'U5n)(G'5n)(q-5n) (6.16)
ao 5 | ag ag

Hp é o mesmo Hamiltoniano dado no modelo continuo na equacdo Eq.(3.43) e
Eq.(3.44) em que H; é praticamente nulo Eq.(3.45)) e Hj; é dado na equagdo Eq.(3.46), que
pode ser dado em fun¢do da matrizes de Pauli como na equagdo Eq.(3.50). Logo, Hy é dado

por:

Hy = thO' -(q, (6.17)
6.1.2.1 O termo H,: Pseudo-Potencial Vetor

Podemos dividir H4 em dois termos Hy, € Hy, dados por:

Hy = Hp, +Hy,
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l 3
Hy = ’ao—fzs .US,)(c-8,)0,
0 n
¢ 3
Hy, = a—‘)oz(o-sn)(K-Uan) (6.18)

Calculamos, entdo, Hy,. &, - UJ, pode ser representado por:

xx  Ux 62(
8,08, = (53 ) o Ty , (6.19)
Uy Uyy 5

onde & e &, sdo, respectivamente, a componente x € y do n-ésimo vetor da rede &, Eq.(2.13).

Logo, Eq.(6.19) pode ser escrito como:

6x XX 6y X
5,-Us, = (5;!( 5y> Uxx + Op Uyy
8y + Oy uyy

= (8 Pte + 20y 558 + (87) Pty (6.20)

Com Eq.(6.20) e tendo que os produtos de & - 8, sdo dados por:

0 85 —id;
-6, =
85 +i6;) 0

entdo, temos que Hy, Eq.(6.18) pode ser dado por:

HA1 - ltOB [[(éx) uxx+2uxy6x3y (5{)21’!)’)’] <O Z)

ao

2 2 0 \/Tg B %
(%) e+ 20838 + (8wl | 5
0

2 Yy )2 \? é 10
+ 03 ) “Uxy + 2uyy 0305 + (03 ) u . 6.21
[( 3) y¥3%3 ( 3) yy] V3 é 1 ( )

Substituindo & e §; com base na equagio Eq.(2.13)), temos:

0 i
o

3 3 1 0 V_i
+ |:_uxx+uxy£+—uyyi| . 2 2
- 2 4 Bl
0

itoao3
ap

Hy, =

1




Fazendo as devidas operagdes, temos que Hy, pode ser escrito como:

Hy = itoao3 0 iuyy n 0 _%”xx + %”xy — Gty
1 4o —iuyy 0 Fier + ity + Fityy 0

_ itaoP 0 —%“xx + %”xy + %”yy 10

. 3i 3 3i
_ itgaoP ( 0 Flhax = lhxy — z’“yy)

3i 3 3i
40 \Fthex + FUxy — ity 0

Simplificando Eq.(6.23)), temos:

H B <3t . ) 0 %(uxx—uyy)+iuxy
A, = —— | ztoao
1 ao \2 3 (e — ttyy) — ity 0

Tendo que %toao = livy, como no modelo continuo, temos que:

0 I — uyy) + i
a0\ 7 (Ux — ttyy) — ithyy 0
h . f
= —Vf<hﬁ ’ B T(ﬁ)(uxx_uyy)—f—lz—ﬁ)Zuxy)
m(uxx —Ulyy) — im2uxy 0

Escrevendo Eq.(6.24) em funcdes das matrizes de Pauli Eq.(3.40)), temos:

(0 1)\ 1B 0 —i np
Hy = _Vf_<1 0) 2_ao(uxx_”yy)+<i 0><_2_ao2”xy>]

h

B hp
= —Vvr ze—ao(uxx — I/tyy) + Oy < — 2—(102uxy>

Logo, temos:

HA1 = —V fG . A,
em que A é o Pseudo-Potencial Vetor que é dado por:

h
A= 2—50 (uxx — Uy, —2uxy> ,
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(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

Com a dependéncia do vale, ou seja, se K=K, /K_ Eq.(2.12), podemos reescrever Hy Eq.(6.17)

e Hy, Eq.(6.26) como:

H() = Vfan

(6.28)
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em que p = iq e N seria N = = sendo + para o vale K, e — para o vale K_, sendo oy =
(nox,oy) [27]. Ha, dado em Eq.(6.18) também estd fun¢do de um potencial vetor A" [28],
dado, aproximadamente, por:

A" < V(K-u), (6.29)

onde u seria o vetor de deslocamento na teoria da elasticidade Eq.(C.I). A’ seria como uma
corre¢do de segunda ordem para A, contudo, como A’ é proporcional ao gradiente de uma
funcao escalar K - u, logo, a mesma ndo tem uma acao efetiva sobre as fung¢des de onda no
grafeno, uma vez que tal a¢do seria mediante ao seu rotacional V x A’ e, como V x V¢ =0
por defini¢do 19, podemos ignorar A’ nas equagdes (consequentemente Hy, ), admitindo apenas
A. Logo, Hy é:

Hy=—vmoy-A, (6.30)

6.1.2.2 O Pseudo-Potencial Escalar

Como estamos tratando de deformagdes nao uniformes em U, temos que o termo
Uy + Uyy NA0 serd necessariamente nulo, o que seria o caso para deformagdes uniformes. O
termo uyy + iy, geralmente implica dilatagdes em uma deformagdo, que consiste no caso que
estamos trabalhando [29], resultado de potenciais eldsticos como de um sistema massa-mola. O
termo u,y + uyy nao nulo foi observado para a analise de fénonﬁ em um nanotubo de carbono

[30]. Logo o Pseudo-Potencial escalar € dado por:

V(r) = g(ue +uyy), 6.31)

em que g seria o parametro de deformacdo, podendo ser nulo ou atingir valores até g = 20eV

[29]. Esse termo entrard na diagonal do hamiltoniano H7p no novo modelo continuo.

6.1.3 Hamiltoniano Deformado Final

O termo Hp Eq.(6.16)), consiste em uma parte no novo hamiltoniano que realiza
uma resinificagdo da velocidade de fermi v¢ [8]. Contudo, ndo usaremos esse termo em nossos
calculos pois ndo é o proposito principal deste trabalho a investigacao de mudancgas na veloci-
dade de fermi com strain ndo-uniforme.

Portando, o Hamiltoniano deformado H Eq.(6.15]), com Hy e H4 dados em Eq.([6.28)),

pode ser escrito como [31]:
H=vpop-(p—nA)+1V(r), (6.32)

em que A € o Pseudo-potencial vetor Eq.(6.27) e V(r) o Pseudo-potencial escalar Eq.(6.3T]),

2Seria o quantum de um vibragio mecénica.
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sendo ambos o pseudo-potenciais originados da deformag¢ao nao-uniforme causada pelo o tensor
de strain Eq.(6.3), justificando o uso do prefixo ”pseudo”por néo ser algo “real”, ou seja, ndo
aplicamos um campo magnético B ligado ao potencial vetor A e, muitos menos, um potencial
escalar V(r), ligado a um campo elétrico, por exemplo [16].

Isso que significa que estaremos lidando com pseudos-campos, ou seja, um pacote
de onda no grafeno se comportaria com estivesse sobre efeito de campos reais aplicados dire-
tamente no grafeno, o que teoricamente ndo seria verdade pois ndo estamos aplicando nenhum
tipo de campo. Veremos na se¢do de resultados com mais detalhes como esses pseudo-campos

pode influenciar, fisicamente, no pacote de onda.

6.1.4 Auto-funcoes do Hamiltoniano deformado

Embora estejamos trabalhando em regides de baixas energias no cone de Dirac do
grafeno Fig[16](assim como a monocamada simples), as auto-fungdes, como Eq.(3.59), sofrerdo
mudancas.

Tomando o Hamiltoniano Eq.(6.32]), voltamos a trabalhar como o hamiltoniano Hy
e com o pseudo-potencial escalar Eq.(6.31)). No artigo [27]], é usado a aproximagdo de Born de

primeira ordem para descobrir as auto-funcdes ‘Pk(r) (com vetor de onda k) que € dado por:
anzwwm+/Gw;wﬂ+wnmwmﬁam (6.33)

em que W*o(r) seria a fungio de onda incidente na deformacio nio-uniforme, com vetor de

onda kg e G(r/,r) conhecida fun¢do de Green que, nesse caso [27], é dada por:

ik HVY@kp) ieHD (kp)
4ty \ie?r(" (kp) — H (kp)

onde H,gl)(kp) é fungdo de Hankel de ordem n, 0 médulo p = |r — 1’|, o Angulo ¢ € dado por

¢ =arg(r—r') e k = |k|. Com isso, podemos adotar a fun¢@o de onda incidente na deformagao

kW—Lmrﬁﬁ (6.34)
v V2 neins |’ '

tendo que as particulas incidente teriam a mesma velocidade de fermi v por estarem em baixas

como [31]]:

energias, tendo uma nova representacdo dos pseudo-spins vistos na equagido Eq.(5.4). Temos
que kg seria o vetor de onda da particula incidente em que, como depende do momentum, temos
que po = 7ko, 6 consiste na polarizagdo inicial, dado pelo o argumento de ko Eq.(6.33). A
equacdo Eq.(6.34)) seria uma representacdo em coordenadas polares das auto-fun¢des Eq.(3.57)

3Fungio argumento de um vetor, dado por arccos (V—"‘

v ), sendo o v um vetor como r —r’ € X 0 eixo-x.
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e Eq.(3.58) para Hamiltoniano de Dirac convencional do grafeno Eq.(3.50).
6 = arg(ko), (6.35)

Com isso, tomaremos o pacote de onda inicial 7y = 0 assim como em Eq.(5.4) [31]].

1 . \rfro\z efin%
W(r,19) = ——e®0Te™ 202 ol (6.36)
oV2arn ne'nz
Posicionando o pacote de onda inicialmente, através de rg, e aplicamos a técnica
Split Operator, dessa vez com as matriz M, Eq.(@.17)), afim de analisarmos seu comportamento

ao incidir uma deformag¢do ndo uniforme.
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6.2 Resultados

Veremos nesta se¢do como um pacote de onda como Eq.(6.36) reagiria 2 uma
deformacdo ndo-uniforme para fora do plano sobre o grafeno. Diante disso, com base na
equacdo Eq.(C.12) e Eq.(C.13) para o calculo do tensor de strain U, tomamos a fungio h(x,y)
com a representacdo de uma deformacdo gaussiano, sendo 4 representado da forma:

_ 24

h(x,y) =hoe " (6.37)

com hg sendo a altura méxima da gaussiana e by o comprimento da fun¢ao gaussiana. Com isso,
vendo na figura Fig@ para uma folha de grafeno com tamanho de L, X Ly, nm, observemos que
as deformacdes ndo acontecem de maneira uniforme sobre todos os pontos da rede, como ja
mencionado anteriormente, caracterizando uma deformacgao nao-uniforme propriamente dita.

Esse serd o tipo de deformagdo que adotaremos nesse trabalho.

Plano xy

z Plano xz
vy v
b b 6 6 b b 6 6 6 6 6 s b 6 o b s b b s
20 Sk 25 S5 S £b Sh S5 S5 S5 S5 S5 Sh S5 Sh S0 S0 S an
. .

S 8 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 & b 8
(20 20 20 S 20 S0 50 an"an ‘an ‘an ‘an ‘on ‘on Ton "anan Tan ‘an an}
.

a;

Figura 28: Representacdo da deformacao gaussiana ndo uniforme no grafeno, com base na
equacdo Eq.(6.37) em que temos by = lnme € = Z’—g =1.

Em Fig[28] na esquerda, vemos uma representagéo no plano xy, mostrando que suas
posicdes em x e y ndo se alteram ao contrario do eixo-z (figura a direita) em que suas posicoes
se alteram quando vistas no plano xz, tudo isso com base na equagio Eq.(C.12).

Tomaremos o parametros do pacote de onda inicial e deformac¢@o que usaremos nas

simulagdes.



66

6.2.1 Parametros iniciais do pacote de onda e da deformacao

Tendo o pacote de onda inicial Eq.(6.36)), tomamos seu comprimento de onda o, sua
posicdo inicial ro = (xp,y0), 0 vetor Ko, seu modulo ko, sua polarizagdo 6 e, claro, o tamanho
da folha do grafeno L, x L,. Tendo ko, temos que a energia do pacote E (ko) Eq.(3.49) ¢,
aproximadamente, E(kg) = 0.11¢V ou seja, bastante préoximo do vértice do cone de Dirac

Fig[16] Todos o referidos valores sdo dados na tabela 3]

Constantes Valores
(o] 30nm
o (—150,0)
ko (ko,0)
ko 0.167nm™!
0 0°
ho 10nm
by 50nm
Ly xLynm | 1024 x 1024 nm

Tabela 3: Tabela com os valores usados no pacote onda Eq.(6.36) para ¢, Kk, sua posi¢ao
inicial ry tomado em xog = —150nm e yy = Onm e sua polarizacdo de kg, 8 = 0° tomado
direcdo do eixo-x positivo. Tomamos também os valores da deformacao kg e by relativo a

fun¢do h Eq.(6.37).

6.2.1.1 Pseudo-campo magnético B e Pseudo-potencial escalar V (r)

Na tabela[3] tendo os valores da deformag@o kg e b, calculamos os termos do tensor
de strain U para deformagdes fora do plano com base na funcéo 4 Eq.(6.37). Com os termos do
tensor de strain U, calculamos o pseudo-potencial vetor A Eq.(6.27) e potencial escalar V(r).
Sendo A, um campo vetorial V (r) uma funco escalar simples, observamos que, de acordo com

a equagdes Eq.(6.27) e Eq.(6.31), tendo a deformacgdo dada Eq.(6.37)), podemos escrever-los
como [27]]:

2
A —ﬁ—gn<i) (cos20, —sin28)

vrbg bo

h2 r
1% = g9 — 6.38
® = gun(;) (6.38)

em coordenadas polares (r, Q)H onde, g =3¢V, B = hzﬁTvO’ ~ 7eV e a fungdo I1(z) = 27272
Plotando o campo vetorial de A Fig[29] temos uma ideia do seu comportamento.
Na figura Fig29] vemos uma representagdo do campo vetorial do Pseudo-potencial

vetor A para a deformagdo gaussiana Eq.(6.37). Analisando as dire¢des do campo através de

*Tendo que r = \/Jﬁy2 e 0 = arctan (}—t)
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Figura 29: Representa¢do do campo vetorial do Pseudo-potencial vetor A Eq.(6.38) para a
deformacdo cujo os pardmetros sdo dado na tabela

suas setas, vemos um comportamento interessante quando observamos eixo-x Fig2%}a, primei-
ramente, e notamos que nao ha uma mudanca de sentido ou dire¢do ao longo do eixo (x,0),
apenas no modulo do vetor, tendendo a 0 quando estd préximo da origem, gragas a funcdo
I1(z).

Com isso, podemos representar a direcao no eixo-x como um vetor horizontal apon-
tado para x positivo, como na figura Fig[29}b. Podemos fazer a mesma analise para o eixo-x
para nas diagonais vistas em Fig[29}a em que ndo mudam sua dire¢éo ou sentido. Em Fig[29}b,
vemos um comportamento resumido do campo vetorial de A com o eixo-x e as duas diagonais.
Em preto, temos a representacdo da mudancga de direcdo de um vetor para outro. Essa regides
com as setas pretas Fig[29}b, consiste nas regides onde o pseudo-campo magnético ¢ maximo.

Com isso, podemos calcular o pseudo-campo magnético com o rotacional abaixo
[31]:

B— gv A, (6.39)

em que notamos a dependéncia com relacdo vale Ky ou K_ que estamos adotando através de

!

B(r,0) = % (b—i))n(b—ro) $in(30)Z, (6.40)

Na figura Fig[30}a, temos entdo o pseudo-campo magnético B Eq.(6.39) calculado
que é perpendicular ao plano do grafeno ou seja, estd no eixo-z Eq.(6.40). Vemos que seu
comportamento é semelhante aos vetores mostrados em Fig[29}b que resume o comportamento
do potencial vetor A, mostrando que as setas pretas, que geram a mudancga de direcdo de A,
indicam a regido onde o campo tem intensidade maxima devido a circulacdo na regido por parte

de A. Notamos que B consiste em um campo que ndo é uniforme e seu sentido no eixo-z se

Slembrado que para 1 = + temos o vale K, e, paran = —, K_.
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Figura 30: Na esquerda, nos temos o pseudo campo magnético induzido (ou pseudo-campo
magnético) B Eq.(6.40), obtido através do pseudo-potencial vetor A Eq.(6.38)) para o vale K+
(n = +), Para o vale K_ seria a inversdo do sinal de B Eq.(6.40) onde regides em vermelho
tornam-se em azul e as regides em azul tornam-se em vermelho. Na direita, temos o pseudo
campo escalar V(r) Eq.(6.38). Ambos sdo obtidos do tensor de strain U da deformagéo
gaussiana ndo-uniforme no grafeno cujo os parametros sdo dado na tabela@

0.000

inverte, apontando para cima em algumas regides e para baixo em outras, como os 16bulos azul
e vermelho, vistos na figura Fig[30}a, alternados uns dos outros pelo dngulo de 6 = 60°, gracas
ao fator sin(36) que modula o sinal de B a cada 60°.

No pseudo-potencial escalar V (r) Eq.(6.38), vemos seu comportamento proporcio-
nal a fungéo I1(z). Observamos que V (r) é totalmente simétrico, o que implica ser independente
de 6 como mostra a figura Figb e a equacdo Eq.(6.38). Vemos que a fungdo I1(z) cumpre
seu papel de ser limitador para os campos e centralizar-los na regido da deformacao.

Voltando para o pseudo-campo magnético B, temos que o mesmo consegue atingir
valores da ordem de Tesla (7)) como 7,227 o que implica em um campo magnético muito alto,
mais do que as maquinas de ressonancia magnética usadas em hospitais, que trabalham com
o campo de, aproximadamente, 27. Contudo, devemos lembrar que os campos vistos aqui
passam longe de serem, de fato, reais ("pseudo’”), embora, na natureza, exita uma possibilidade
ser observar campos magnéticos muito intensos.

Usando a técnica Split Operator Eq.(.19), juntamente com seu algoritimo Fig[I7]
investigamos dindmica do pacote de onda Eq.(6.36), como os pardmetros da tabela 3] sobre a
influencia de B e V (r), mostrados na figura Fig[30]
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6.2.2 Dinamica de pacote de onda

Tomando o pacote de onda Eq.(6.36), como os pardmetros da tabela 3] Usamos a
técnica Split Operator Eq.(#.19) para vermos sua dinimica, calculando a densidade de proba-
bilidade p Eq.(5.7). Em V (r) Eq.(6.31)), como g é um pardmetro varidvel, analisamos para dois
casos, g =0eV eg=3eV paraovale K (n =+)e K_ (n =—) [31]].

6.22.1 g=0eVeovaleK, (n=+)

Tendo o pacote posicionado em xo = —150 nm e yo = 0 nm, como a tabela 3] inves-

tigamos a propagacao para esse caso.

Min I I Max

28 fs

y(nm)
B y(nm)
B y(nm)
. yinm)
y(nm)

rrrrrrrr

B y(nm)
y(nm)

. y(nm)
. y(nm)
. y(nm)

0 —00 200

x(nm)

o o 0 00 200 o T N
x(nm) x(nm) x(nm)

20 0 20
x(nm)

Figura 31: Densidade de probabilidade p Eq.(5.7), mostrando a dindmica de pacote de onda
sobre o grafeno deformado no vale K (n = +) e g =0 ¢V, reagindo ao campos mostrados na
figura Fig[30|onde sdo obtidos do tensor de strain U da deformagdo gaussiana ndo-uniforme no
grafeno cujo os pardmetros sdo dados na tabela[3] Na densidade, regides mais vermelhas
indicam maiores probabilidades e regides tendendo para o azul escuro seria de menor
probabilidade.

Na figura Fig[31] vemos que o pacote se propaga incidindo horizontalmente (no
sentido do eixo-x positivo) a deformacgdo, gracas a sua polarizacao de 8 = 0° dada na tabela
Bl Outra aspecto que podemos observar consiste em que, uma vez na regido de deformacdo
Ir| < by, como nos instantes ¢ = 63 fs a r = 244 fs, vemos que o pacote de onde consegue
atravessar-lo, mantendo quase 100% de sua integridade original, vista no pacote gaussiano no
instante inicial = 0 f's, ainda que tenha mudado sua forma um pouco.

Isso deve-se ao fato de que, na figura Fig@-a, entre o 16bulos de sinais opostos
no eixo-x do pseudo-campo magnético onde o pacote incide, temos que o pacote se encontra
em um dilema na escolha de qual 16bulo deve seguir. Acontece que é nesse dilema que o
nosso pacote de onde assume um novo estado denominado de snake state’s (estados cobraﬂ

[31] em que o pacote fica oscilando entre os sinais do campo magnético onde, pela a regra da

®Estados caracteristicos quando hd a presenca de campos magnéticos ndo-uniformes na regiio onde temos
sinais opostos do campo.
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mao direita da forca magnética, mantém o pacote de ondzﬂ sobre o0 eixo-x, caminhando em seu

sentido positivo, possibilitando a travessia do mesmo na deformacdo como o todo.

6222 g=0eVeovaleK_ (n=-)

Tendo o pacote posicionado, novamente, em xo = —150 nm e yg = 0 nm, como a
tabela[3] investigamos o propagacdo, agora, para o caso g =0 eV e vale K_ (1 = —).
Min T I Max

63 fs

y(nm)
y(nm)
y(nm)
. y(nm)

y(nm)
N y(nm)
y(nm)
y(nm)

400 0

0 o a0
x(nm) x(nm)

00 o 200
x(nm)

Figura 32: Densidade de probabilidade p Eq.(5.7), mostrando a dindmica de pacote de onda
sobre o grafeno deformado no vale K_ (n = —) e g =0 ¢V, reagindo ao campos mostrados na
figura Fig[30|onde sdo obtidos do tensor de strain U da deformagdo gaussiana ndo-uniforme no
grafeno cujo os parametros sao dados na tabela@

Analisando a densidade de probabilidade na figura Fig[32] ainda vemos o pacote
incidindo, horizontalmente, sobre a deformacao contudo, vemos diferencas quanto o caso para
o vale K} (n = +) Fig[31] No caso anterior, vemos que o pacote de onda conseguia atravessar
toda a deformacdo mas, nesse caso, ndo vemos a mesma coisa. Esse caso para o vale K_
(n = —) que, quando o pacote chega perto da regifio de deformacéo |r| < by, vemos que ha uma
repulsdo por parte da deformacdo contra o pacote de onda, fazendo o mesmo dividir-se em duas
partes, vistas de maneira bem clara nos instantes t =91 fsat =252 fs.

A repulsdao mencionada ocorre simplesmente pela a mudangas de 1 no pseudo-
campo magnético B Eq.(6.40). Quando fazemos 11 = —, invertemos todo o sentido do pseudo-
campo magnético, o que implica na seguinte situagdo: se antes tinhamos a atragdo do pacote
de onda por parte da deformacgdo através dos l6bulos com sinais invertidos do pseudo-campo
magnético Fig[30}a, formando os snake state’s, agora temos que os sinais desses 16bulos se
invertem entre si ﬁ e a forca magnética, que antes centrava o pacote no eixo-x, agora faz o

pacote se dispersar, para cima e para baixo, formando duas partes, contornando a deformacao.

"Lembrando que o pacote de onda é a representacio de um elétron. Logo, devemos considerar sua carga —e na
forca magnética
80que antes era negativo, passa a ser positivo e o que era positivo, torna-se negativo.
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Figura 33: Valores médios das posi¢des x, (x) e y, (y) para o vale K; e K_ do pacote de onda

relativo a deformagdo gaussiana ndo-uniforme no grafeno cujo os parametros sao dados na

tabela[3|com g = 0eV.

Calculando os valores médio das posicdes x, (x) e y, (y) Eq.(5.9), vemos em (x) a
capacidade do pacote no vale K, de atravessar a deformacao em que, ao passar da regido de in-
cidéncia, a posi¢do média (x) cresce indefinidamente, indicando sua travessia pela a deformagao.
Do contrario, analisando o caso para K_, vemos que o pacote de onda, ao chegar no ponto de
incidéncia na deformagdo, sua posi¢do (x) decresce, indicando a repulsdo do pacote por parte
da deformacao.

Diferente dos dois primeiros caso da dinamica no grafeno mono-camada simples,
os valores médios em y, (y), vemos que esses valores ndo sdo necessariamente nulos. Vendo
para (y) para o vale K, observamos que esse valor é pequeno ao longo do tempo ¢, o que
faz sentido uma vez que, pela a figura Fig[31] vemos que o pacote estd predominantemente
no eixo-x contudo, ha uma pequena oscilagdo, podendo ter algum significado com o efeito
zitterbewegung. No vale K_ Fig[32] (y) se faz mais notério devido o fato de que o pacote se
divide em duas partes ao longo do tempo.

Tendo que g = 0 eV nesse dois casos Vvistos, isso significa que nao temos a presenga
do pseudo-potencial escalar V(r). Veremos como a presenca de V(r) pode gerar casos bastante
distintos. Veremos mais dois casos de dindmica de pacote de onda para os vales K, e K_ agora

parag =3eV.

6223 g=3e¢VeovaleK,. (n=+)

Tendo o pacote posicionado, novamente, em xo = —150 nm e yy = 0 nm, como a
tabela (3| investigamos o propagagdo, agora, para o caso g = 3 eV (agora com a presenca de
V(r)) evale Ky (n =+).

Esse caso € muito semelhante ao primeiro caso com parametros g =0 eV e o vale K

(n = +), representado na figura Fig31] Temos que, analisando a densidade de probabilidade



Min T I Max

y(nm)
y(nm)
y(nm)
y(nm)
y(nm)

y(nm)
y(nm)
B y(nm)
. y(nm)
y(nm)

%00 w0 0 )

0 o0 200 o 200 0 0 200 o 200
x(nm) x(nm) x(nm) x(nm)

Figura 34: Densidade de probabilidade p Eq.(5.7)), mostrando a dindmica de pacote de onda
sobre o grafeno deformado no vale K (n = +) e g = 3 ¢V, reagindo ao campos mostrados na
figura Fig[30|onde sdo obtidos do tensor de strain U da deformagdo gaussiana ndo-uniforme no
grafeno cujo os parametros sao dados na tabela@

Fig[34] quanto a evolugdo temporal do pacote de onda, vemos algo semelhante a formacdo
dos snake state’s, devido ao pseudo-campo magnético B Eq.(6.40) ser idéntico ao da situagdo
g=0¢eV e K (n =+), atravessando, da mesma forma, toda a deformacao.

Vemos que a presenga do pseudo-potencial escalar V(r) Eq.(6.38) ndo impediu o
pacote de onda de atravessar toda a deformacao mas afetou sua morfologia quando comparamos
com o caso Fig[3T] em que vemos uma espécie de “cauda” no caso anterior e, nesse caso, nao
o vemos mais. Isso deve-se ao fato de que a presenca de V (r) deve interferir na velocidade do

pacote o deixando um pouco mais lento do que o normal.

6224 g=3e¢VeovaleK (n=-)

No dltimo caso, temos o pacote posicionada na mesma posi¢do adotada, em xo =
—150 nm e yo = 0 nm, como a tabela[3] Investigamos o propagacao, agora, para o caso g =3 eV
(agora com a presenca de V(r)) e vale K_ (1 = —).

Analisando, entdo, o ultimo caso, também vemos semelhanga nos casos anteriores
quanto ao vale K_ e g = 0 eV em que o pacote de onda ndo consegue atravessar a deformacao,
dividindo em duas partes gragas a mudanga de sinal no 16bulos do pseudo-campo magnético B
Eq.(6.40) que empurra a um parte do pacote para cima e outra para baixo (instante ¢ = 70 fs).
Contudo, dessa vez, vemos uma grande diferenca causada pela a presenca do pseudo-potencial
escalar V(r) Eq.(6.38).

Esse caso torna-se um pouco especial pois vemos o pseudo-potencial escalar V (r)
Eq.(6.38) em a¢do de forma mais evidente que o caso g =0 eV e K, (1 = +), o caso anterior.
V(r) funciona como uma barreira de potencial que dificulta a penetragdo eletronica (pacote de

onda) na deformagdo, como ocorre nos casos do vale K, sejag=0 eV oug=3¢V.
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Figura 35: Densidade de probabilidade p Eq.(5.7), mostrando a dindmica de pacote de onda
sobre o grafeno deformado no vale K_ (n = —) e g = 3 ¢V, reagindo ao campos mostrados na
figura Fig[30|onde sdo obtidos do tensor de strain U da deformagdo gaussiana ndo-uniforme no

grafeno cujo os parametros sao dados na tabelaEl

Pra esse caso em especifico, a dificuldade de penetracdo se eleva muito em comparacao

com o caso K_ e g = 0¢eV pois o obstaculo ndo é composto somente pelo pseudo-campo

magnético invertido, dispersando o pacote para cima e para baixo, como também, agora, temos

o pseudo potencial escalar V(r) comportando-se como uma “cerca” a ser “pulada” . O resul-

tado disso, como vemos dos instantes t = 119 fs a t = 252 fs, € boa parte do pacote de onda

sofrer repulsdo vinda diretamente da deformacdo de forma completa: pseudo-campo magnético

e pseudo-potencial escalar.

.
v
o

<x>(nm)
"
3

|
%
o

s

—100 4

—150 1

g=3eV

%
o
L

o
L

— K

1 — K

\

Momento da
incidénciana
deformacgdo

100

150 200 250 300 350

t(fs)

2.0

0.0 1

g=3eV

— K
- K.

50

150 200

t(fs)

100

250

300

350

Figura 36: Valores médios das posi¢des x, (x) e y, (y) para o vale K; e K_ do pacote de onda

relativo a deformagdo gaussiana ndo-uniforme no grafeno cujo os parametros sao dados na

tabela[3|com g = 3eV.

Na figura Fig[36] fazemos a mesma analise que fizemos para a figura Fig[33]quanto

aos valores médios das posicdes x, (x) ey, (y) para o vale K, e K_ agora, para g = 3 eV
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Para o vale K, vemos que (x) atinge valores menores para 0 mesmo instante ¢
quando comparado com o (x) para o caso no mesmo vale K, mas para g =0 eV Fig justifi-
cando o fato de que a presenca de V (r) Eq.(6.38) pode deixar o pacote de onda um pouco mais
lento. Para (y), vemos que, para o vale K tende a crescer mais tendo em vista de que, diferente
do caso g = 0 eV para o vale K, o pacote para esse caso tende a se desviar mais um pouco do
eixo-x, diminuindo até a pequena oscilagdo que havia quando comparado com Fig[33]

No vale K_, observando (x) Fig vemos que, apos a repulsdo na hora da in-
cidéncia na deformacdo, pacote € refletido com mais intensidade, como explicado anterior-
mente, quando comparado com o caso no mesmo vale K_ mas para g =0 ¢V. Em (y), vemos
que o pacote mantem o mesmo comportamento de crescimento em y indefinidamente, ainda

mais acentuado com a repulc¢ao intensa que o pacote de onda sofreu.

6.2.3 Variacao do parametro de impacto y

Na sec¢do anterior, vimos 4 exemplos de como um dado pacote tem a capacidade ou
ndo de atravessar uma deformagao no grafeno como Fig[28] Agora, iremos analisar as trajetdrias
médias (r) com mudanga valores diferentes de yo, visto na tabela 3]

O parametro yq funciona como um parametro de impacto que nos diz a que distancia
horizontal do eixo-x (portanto sobre o eixo-y) o pacote de onda ird incidir sobre a deformacdo,

como mostrado na figura Fig[37]

Figura 37: ParAmetro de impacto yg e o angulo de deflexdo da trajetéria média (r)
(representado pela a linha preta continua) do pacote de onda 6,;, obtido no final de sua
dindmica temporal. Representacao feita para o vale K_.

Com isso, dependendo do valor de yg, podemos ter ou ndo deflexdes na trajetoria

média do pacote de onda, sendo que tais deflexdes podem ser representadas pelo o angulo de



75

deflexdo 6; que seria o angulo que mede o desvio do pacote com relacdo ao eixo-x no final de

sua evolugdo temporal Fig[37]
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Figura 38: Trajet6rias médias (r) (linhas pretas) do pacote de onda para diferentes valores de
parametro de impacto yy, incidindo a deformacao que € a regido representada pelo o
pseudo-campo magnético B Eq.(6.40).

—100 7

-1501

Em Fig[38] observando as trajetorias para o vale K Fig[38}a e Fig[38}b, para ¢ =
0 eV vemos que a maioria mostra que o pacote de onda consegue atravessar a deformacao
gaussiana, ainda que sofram um pouco de deflexdo. Em K, ainda, comparando o caso g =0 eV
e g =3eV, vemos que, em g = 0 eV, o pacote de onda tem mais facilidade de atravessar a
deformacdo do que em g = 3 ¢V, para qualquer que seja o parametro de impacto yg. A presenca
do pseudo-potencial escalar V(r) Eq.(6.38) em g = 0 ¢V formam a, j4 mencionada, “cerca” a
ser “pulada” ou seja, um obstaculo para o pacote de onda. Logo, para g = 3 eV, a deflexdo 6,
para o pacote de onda tende a ser maior.

Outro aspecto importante com relagéo a ao vale K, para g = 0 ¢V Fig[38a ¢ que,
em valores de yg proximos de 0 (yg = 0 nm), vemos que notamos algo peculiar que ndo vemos
me g = 3 eV. Quando proximos das regioes do pseudo-campo magnético com sinais distintos,

vimos que hé a formacgdo dos snake states, seja g = 0 ou g = 3 mas, para valores do parametro
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de impacto préximos de 0, vemos que os snake states formados nao sdo somente sao empur-
rados para dentro da deformagdao como também convergem em um ponto focal na saida da
deformacdo, como uma lente convergente para um feixe de luz.

Para o vale K_, observando as trajetérias para o vale em Fig[38}c e Fig[38}-d, vemos
que a oposic¢ao do pseudo-campo magnético (N = —) Eq.(6.40) se faz bem mais evidente do que
nos casos estudados para yo = 0 nm em Fig[32]e Fig[35] Como, ndo temos a formagao de snake
states para nenhum de valor de yp, uma vez que sua existéncia, como vimos, € condicionada ao
sinal 1 do pseudo-campo magnético B Eq.(6.40), o que implica em que, para qualquer valor do
parametro de impacto yg, ndao temos a penetracao do pacote de onda na deformacao para o vale
K_, tendo, entdo deflexdes 6, vindas por parte da deformacao.

Assim como em K, vemos que, em K_, a presenca do pseudo-potencial escalar
V(r) faz aumentar a deflexdo 6, pelo o mesmo motivo, o obstdculo a ser vencido pelo o pacote
de onda. Como o pacote de onda encontra dificuldades para vence-lo, logo, a deflexdo 6, ird

aumentar consideravelmente.
6.2.4 Parametro de impacto versus Angulo de deflexio versus Parimetro g
O angulo de deflexdo 6, Fig[37pode ser dado por:

<x>f
VO ()30

em que (x) , e (y) , seriam as posi¢oes médias final ou seja, (r) ., obtidas no término da evolucao
! f f

6, = arccos , (6.41)

temporal do pacote de onda. No pseudo-potencial escalar V (r) Eq.(6.38)), como g é um pardmetro
livre, podemos varia-lo afim observar como os angulos de deflexao 6, se comportam para dife-
rentes valores de parametro de impacto yy para cada um dos vales K e K.

Analisando Fig[39| para o vale K (os dois primeiros graficos), vemos que, para
valores de yg proximo de 0 (yp = 0 nm), a deflexdo 6, € minima ou praticamente nula indicando
a penetracdo na deformacgdo para qualquer que seja o valor de g . Isso se deve pelo fato ja
discutido nos caso em K para g =0 eV Fig[3Ie g = 3 eV Fig[34]em que exite a formagdo dos
snake state’s (estados cobra)[31]] onde o pacote de onda fica oscilando entre os sinais opostos
do campo magnético, sendo empurrado para dentro da deformacao.

Outra coisa a se analisar para o vale K| € que, como o aumento de g, juntamente
com a variagdo para valores distantes de yo = 0 nm, vemos que o angulo de deflexdo aumenta
consideravelmente pois o pseudo-potencial escalar V(r) Eq.(6.38) passar a ser um obstaculo
maior, ainda que seja para o vale K, como podemos ver no grafico de ponto para K, onde,
quando aumentamos g, a deflexdo do pacote aumente e muito para valores yq diferentes de 0.

Para o vale K_ (os dois tltimos graficos) Fig[39], vemos que, para diferentes valores
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Figura 39: Relagdo entre o parametro do potencial escalar g, o parametro de impacto yg € o
angulo de deflex@o 6, sendo o ultimo calculado pela a equagio Eq.(6.41)). Temos a anlise
para o vale K (os dois primeiros graficos) e K, (os dois ultimos).

de g, aincidéncia horizontal na deformacao, para o parametros de impacto entre —50 nm < yg <

50 nm (regido da deformacdo), ndo temos de maneira nenhuma a penetracdo na deformacdo,

tendo uma reflexdo de quase 180° para alguns casos e, com o aumento de g, vemos que a

deflexdo 6, se intensifica para diferente parametros de impacto yp, como podemos no gréfico

de pontos para K_ em que, com o aumento de g, os pontos sobem, indicando um aumento do

angulo, tudo isso graga a intensificacdo do pseudo-potencial escalar V (r) Eq.(6.38)) feita por g,

aumentando a barreira proporcionada pelo o potencial e, por fim, dificultando a passagem do

pacote de onda pela a regido de deformacao.
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7 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

7.1 Conclusao

Desde sua descoberta em 2004, o grafeno tem sido muito estudado,suas proprie-
dade e seu “mistérios” analisados, rendendo vérios artigos em muitas revistas de alto impacto
anualmente. Nesse trabalho, nos trabalhamos com algumas dessas propriedades . Listamos
aqui, primeiramente, como conseguimos chegar em uma equacao relativistica para o grafeno, a
Equacido de Dirac, com um técnica muito familiarizada na Teoria de Estado Solido na Fisica,
o modelo Tight-Binding. O uso desse modelo aproximativo foi de extrema importancia nesse
trabalho pois, a parti de um unico dtomo de carbono na sub-rede A e seus vizinhos na sub-rede
B (como na figura Fig[I3), conseguimos entender todo comportamento eletronico no grafeno,
ainda que seja aproximativo, claro, todo o trabalho feito tendo como fundamento as funcdes de
Bloch Eq.(3.3) e Eq.(3.4)), que representam os orbitais 7 (ou |p;)), perpendiculares ao plano do
grafeno e responsdvel por sua mobilidade eletronica.

No Modelo Continuo, ao fazermos a aproximacao de primeira ordem série de Taylor
no Hamiltoniano 7Tight-Binding ao redor do Cone de Dirac (baixas energias) e, por fim, chega-
mos na Equagdo de Dirac, constatamos algo bastante interessante: nao existe termo de massa
m na equagdo de Dirac (canonicamente estabelecida por P.A.M Dirac na publica¢do) quando a
calculamos para o grafeno, o que nos leva a concluir que elétrons em baixas energias no grafeno
comportam-se como particulas sem massa, os chamados Férmions de Dirac sem massa. E com
essa teoria que baseamos toda a nossa anélise de dinamica para pacotes de onda feita através da
técnica Split Operator que consiste em um método de multiplicacdo do operador de evolucao
temporal U (z,f9) em uma fungdo de onda P, que representa o pacote de onda no instante inicial
to, € obté-lo em um tempo posterior 7.

Ao analisarmos dinamica de pacotes de onda para uma mono-camada de grafeno
simples a partir do capitulo 6, vemos que a evolucdo temporal de um pacote de onda pode
mostrar efeitos bastante interessantes, usando o Hamiltoniano de Dirac, obtido do modelo con-
tinuo. Vemos que a propagacdo nos resulta em uma densidade de probabilidade p que divide
duas partes ao longo do tempo no eixo-y, uma para cima e outra para baixo, perfeitamente
simétrica no eixo-y nos dois primeiros casos C; = 1/C, =0 e C; = 1/C, = 1 mas, no dltimo
caso, C; = 1/C, = i, vemos que essa simetria da lugar a simetria no eixo-x pois o pacote de
onda se propaga de forma completa no sentido positivo do eixo eixo-y.

O ponto alto da simulagdo na monocamada simples de grafeno € a observagdo nas

trajetorias médias de um efeito denominado zitterbewegung. Tal efeito consiste no surgimento
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de oscilagdes nas trajetrias médias (x) ou (y), fazendo com que seu ponto médio (r) também
oscile. A tnica os oscilagdo que ndo vemos tdo aparentemente é para o caso C; = 1/C, =iem
que o pacote propaga-se no eixo-y sem se dividir.

Na monocamada de grafeno deformada, a partir do capitulo 8, observamos que
uma deformacgdo pode gerar efeitos interessantes nao s6 a mudanca geométrica como também
aspectos eletrotonicos. Com o auxilio da Teoria da Elasticidade (vista no apéndice|C), tomamos
o tensor de strain U que faz a transi¢do nos pontos da nossa rede no grafeno e os move de um
espaco nao-deformado para o espaco deformado, como uma mudanga de varidveis, alterando
suas coordenadas de acordo com deformidade ou curvatura que é imposta sobre o sistema,
implicando, entao, em uma deformac¢ao nao-uniforme, que depende de cada ponto da rede.

Quando incluimos o tensor de strain U no Hamiltoniano Tight-Binding, repetido
todo o processo do Modelo Continuo, vemos que, com as mudangas no parametros de Hop-
ping 7, e dos vetores de rede 8, Eq[13] ao fazermos as contas e a aproximagd@o para baixas
energias no grafeno, depois de simplificarmos, vemos que o novo Hamiltoniano ainda consiste
no mesmo formulado por Dirac em sua equacdo mas com a aplicacdo de potenciais: um veto-
rial e um escalar, o que é, de fato, algo bastante interessante. Tais potenciais sdo, na verdade,
pseudo-potenciais pois nao estamos de fato aplicando nenhum tipo de campo, seja um campo
magnético, ligado ao potencial vetor A, ou um campo elétrico, ligado ao potencial escalar V (r).

Ainda que, no grafeno com deformac¢@o nao-uniforme, estejamos tratando como
pseudos-potenciais, um pacote de onda, quando feita sua dindmica sobre essa situacdo, reage
a esse pseudos-potenciais como se fossem verdadeiros. No caso do pseudo-potencial vetor, o
seu rotacional implicam em um campo magnético B ndo uniforme, V(r) funciona como um
barreira de potencial durante todas as simulacOes em que esteve presente, fazendo como que
as deflexdes, relacionadas as trajetérias médias (r), que pacote de onda sofria por parte de
deformacgdo aumentasse mais, algo bastante perceptivel quando feita uma comparacao entre a
sua presenga € auséncia, em que, na auséncia, vimos que as trajetoria do pacote de onda para
diferentes pardmetros de impacto conseguiam adentrar mais a regido deformada, diferente de
sua presenca que, juntamente com o aumento do parametro g, intensifica ainda mais a deflexao.
Contudo, vemos que a escolha do vale K /K_ importa bastante, independente do qudo grande
ou pequeno V(r) for. Com a escolha do parimetro de impacto préximo de yo = 0 nm no vale
K., a deflexdo tende a ser a minima possivel, possibilitando a travessia do pacote de onda
pela a deformacgdo quase que de forma completa, o contrario do que acontece no vale K_, com

deflexdes proximas de 180°, ambos os casos para qualquer que seja o valor de g.
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7.2  Perspectivas Futuras

Com pacote de onda no grafeno, seja deformado ou ndo, podemos ver uma varie-
dade de novas abordagens e efeitos como a possibilidade de existéncia de snakes states (Estados
Cobra) na presenc¢a de campos magnéticos ndo uniformes, como aconteceu no vale K, no gra-
feno deformado.

Uma das perspectivas futuras seria a investigacado de tais snakes states em uma outra
situacdo e observarmos o seu comportamento quando submetidos a uma evolugao temporal.

A técnica Split Operator foi de extrema importancia para esse trabalho pois nos per-
mitiu fazer uma abordagem numérica de uma evolucao através de sua aproximacao de Suzuki-
Trotter, como o uso da Transformada Répida de Fourier (FFT), cujo o algoritimo foi retirado do
livro Numerical Recipes [32].

Uma mudanca que poderiamos fazer, futuramente, na técnica seria uma nova abor-
dagem da evolucao temporal, ndo com elétrons mas com outros tipos de particulas fermionicas
(ou ndo) com spin diferente % em materiais que ndo sejam o grafeno mas que possui em suas
bandas de energia, o famoso Cone de Dirac.

Para isso, € necessario a redefinicdo da algebra da equagdo de Dirac, a chamada
algebra de Clifford (ou dlgebra geométrica) que define a natureza da matrizes de Pauli, em que

representam o spin % do elétron.
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APENDICE A - RESOLUCAO ATOMO TIPO HIDROGENIO

A.1 Equacao para o Centro de massa R e a coordenada relativa r

Usando (2.1)), tomamos o Hamiltoniano H EI do sistema com a energia cinética T
e potencial V(r,,r,) de um sistema niicleo-elétron (o nicleo, do ponto de vista da carga, Z
prétons como uma Unica particula Y| A energia cinética total 7' do sistema é definido como
a soma da energia cinética individual de cada particula dada em funcdo do operador momento
p = —ihV com V definido para ambas em funcdo sua respectivas coordenadas r, para o nicleo

ou r, para elétron, resultando no hamiltoniano (A.T).

PP R(VE VRN L1z
2m,  2m, 2\ m, m, |’ e Amey |r, — |
2 (V:  V? 1 Zé
He-2 (Xl tee) o 2 (A1)
2\ m, m, ey |r, — 1|

Como temos duas particulas interagindo entre si, fazemos analise em seu centro de
massa R, que é bem préximo do nicleo por ser mais massiv e de um vetor r que une ambas
as particulas . Com isso, chegamos no hamiltoniano (A.2) em fun¢do da massa total M e da

massa reduzida p .

myhni,
M=my+m,, I =———
my, +nm,
1% 7 1 Ze?
H=——_V2 v 2% (A.2)

oM R 2ut dmey r
Com isso, fazemos uma mudanga de varidveis em W na equagéo (2.1)), tornando-o
em funcdo de R e r, ¥(R,r). Entdo, fazemos ¥ como produto de duas fun¢des, uma depen-
dendo apenas do centro de massa ¥ (R) e a outra dependendo da coordenada relativa r, y(r).
Logo, usando a equagdo (2.1)) e (A.2)), com separagdo de varidveis, chegamos em duas solugdes,
uma para o centro de massa e outra para a coordenada relativa r (A.4), independentes

entre Si.

0 formalismo Hamiltoniano, visto em tépicos de mecénica analitica, é ttil para determinarmos grandezas
como energia e momento de um sistema fisico quando ndo conseguimos enxergar sua complexidade através do
formalismo Newtoniano. O Hamiltoniano de um sistema é dado pela a soma de sua energia cinética T e suas
energia poténcial V. (H =T +V).

2A massa do préton equivale 1836 vezes a massa do elétron, o torna o niicleo ja bastante massivo em relaciio
ao elétron, sem contar os néutrons.
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2
— 537 VRA(R) = Ecux (R), (A3)
n? 1 Ze?
- EV%‘I’(I‘) + (‘ %76> y(r) = Ey(r), (A.4)

A.2 Mudanca para coordenadas esféricas para a coordenada relativa r

Vemos que a energia £ € uma composi¢do da energia do centro de massa Ecys
juntamente com a energia da coordenada relativa E,,; (E = Ecy + E,.;). Em (A.3), a solugao
para ¥ é uma onda plana simples e™*R onde k = 21”;_1# Deixaremos de lado a solug¢do ¥ uma
vez que, para o calculo de |¥|?, que de fato possui significado fisico, y é irrelevante. Focando
na solug@o de y em (A.4)), assumimos que o centro de massa estd muito préximo do nicleo e,
portanto, ndo se movimentando tanto, fazendo o elétron orbitar o nicleo em que tal orbita pode
ser representada pela a fungiio w. Escrevemos o laplaciano V2 em coordenadas esféricas em
fun¢do do operador momento angular LZ(G, ¢) que depende apenas de coordenadas angulares

Oeo.

20.00— L 9 [gngl 102
L76.9) =630\ 5956 | ¥ 570 292

Pl1d/(,0 L*(6,¢) 1 Ze? B
_ﬂ [ﬁE”(r E”) +r—2 W(r)_mTW(w = E,y(r), (A.5)

Com a equacdo (A.5]), usamos a técnica de separacdo de varidveis na fungéo y/(r)
separando em trés fungdes: @(6), ®(¢) e R(r). O operador L*(8,¢), como depende apenas de
6 e ¢, so opera nas funcoes @(0) e P(¢), nesse caso, resultando em uma equagio de auto-valor
onde A, que é uma constante de separacdo de varidveis, seria tal auto-valor. Com isso, chegamos

em 3 equacdes diferenciais para as 3 coordenadas, independentes entre si [(A.6),(A.7) e (A.§)].

L%(6,9)0(8)D(9) = —AO(6)D(9)
21d <r2dR(r)> . =) 1z

i\ P ar ) o R e R = EaR(r), (A.6)

ey r

1 d (. ae6)\ m B
sin@%(sme de )_sin29®(9)__/1®(0>’ (A7)
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d*®(9)

e —m*®(9), (A.8)

A.2.1 Solucao para ¢

As solucdes em ¢ sdo do tipo €9, logo, para que sejam solugdes periédicas em(9+2m) —
et m, que é outra constante de separacdo de varidveis, deve ser inteiro m = +1,42, +3....
Logo, as solugdes para ®(¢), com a devida normalizacio da fungdo exponencial complexa,

pode ser escrita como (A.9).
1 im¢@
P(p) = —€"?, (A.9)

A.2.2  Solucao para 0

A equagdo em 6 (A.7), chamando x = cos 0, pode ser reescrita em uma nova
equacdo diferencial (A.10) que resulta no conhecido Polindmio de Legendre Associado P/ (x)
o que implica em A ser A =[(/ 4 1), sendo / um inteiro, para que o polindmio seja uma série

convergente.

d dP"(x)
dx [(1 _xz)il—x

2
+ <1(1+1)—(1'f—xz)>13,m(x) ~0, (A.10)

O Polindmio de Legendre Associado P"(x) pode ser dado por (A.TT), onde P;(x)
¢ o Polindmio de Legendre convencional de grau / dado por (A.12) dado pela a férmula de

Rodrigues.
m d™
_ 2\%
P = (=1)"(1=2%)% - P(x), (A.1D)
1 d .,
Pl(x>:ﬁﬂ(x -1, (A.12)

Como P;(x) possui grau /, isso implica dizer que, pela a equagao (A.TT)), m ndo pode
ultrapassar / em mdédulo pois resultaria em um polindmio associado P/"(x) igualmente nulo, o

que nao € procurado. Logo os novos valores que m assumir, com / inteiro positivo, sao:
m=—l,—1+1,..,1—1,] (A.13)

Portando, a solucdo para ®(0), com a devida normalizagdo do Polindmio de Le-

gendre Associado P/"(x), pode ser escrito como (A.14).

00) = \/(21;— D Ei;Z%:PI’"(Cos 0), (A.14)
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A.2.3 Harmonicos esféricos

Tomando entdo as solugdes de 0 e ¢, (A.9) e (A.14), a jun¢do de ambas forma o
tdo conhecido Harmonico esférico ¥/"(0,¢) (A.15)) que a auto-fungdo do operador momento
angular L2(0,¢).

Y"(0,0) = \/(214;1) ZIZ;:PZ"’(COS 0)e™?, (A.15)

A.2.4 Solucao radial r

Resolvendo agora a equagdo radial (A.6). Podemos rescreve-la como (A.17) se
escrevermos a solucdo radial R(r) como (A.16), chegando em uma nova equacao diferencial

dessa vez para a fungdo v(p), com adoc@o de constantes k, pp e uma mudanga de variavel p.

zuu(_Erel) Z[LLez
= NI TRl SR g
/) 0 271'80?12]( P '
R(r) = ~p™1ePy(2p). (A.16)
r
d*v(p) dv(p) B
apr T [(21+1)+1 —p]W+ 41— 20+ 1)]v(p) =0, (A.17)

A equacdo (A.17) consiste na Equacao diferencial de Laguerre que tem como solugdes
os Polindmios de Laguerre associados L} ,(p) (A.I8) [16], dado pela a férmula de Rodrigues,
onde L,(p) € o Polindmio de Laguerre convencional. O inteiro n estd relacionado ao grau do Po-
lindmio de laguerre para que a solu¢@o ndo venha divergir para qualquer valor de p, utilizando

o0 Método de Frobenius El, algo semelhante aos polindmios de Legendre onde foi introduzido o

fator /. »
L ,(p)= (-1 (%) Ly(p), (A1)
q
Lq<p>—ep<%> (ePp?)

A introdugdo do fator n > 1, inteiro, faz com que pg tenha valor de py = 2n, o
implica na quantizagdo da energia dos orbitais E,,; algo ja previsto do Bohr em sua teoria na
mecanica quantica velha, antes mesmo dos trabalhos de Schrodinger. Tendo que a massa do

nucleo m;, € muito maior que a do elétron m, (m, >> m,), isso implica podemos aproximar a

Amegh®
mee? ’

massa reduzida it como a propria massa do elétron. Sendo que o raio de bohr ag € ap =

a energia do orbital pode ser escrita como (A.19) onde E| € a energia fundamental do dtomo de

3Método de resolugio de equacgdes diferencias na qual se admite que a solu¢io pode ser representada por uma
série do tipo Y7° ; ¢;x'™* onde s seria um inteiro a determinar na leis de recorréncia.
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hidrogénio sendo que, uma vez quantizado a energia, quantiza-se outros fatores como k.

U~ me
Z h?
kn = T Ey=— B
apn 2agm,
72E;
fel - 7, (A19)

Logo, a solugdo radial (A.T6) pode ser escrita com (A.20), com a devida normaliza¢do

3 [
22\ (n—1-1)! _z [2Zr o1 [ 2Zr
Ry (r) = — | —————ze | — | |L — |, A20
1(r) <a0n> 2n[(n+l)]3e 0 (ama) n=1=1\ qon ( )

A.3 Solucao Final

[16].

Logo, formamos a fun¢do de onda relativo a coordenada relativa r da equagéo (A.5)).
Tomamos y(r) como um vetor de estado de Dirac, dependendo dos trés fatores de quantizagio

estabelecidos acima n, [ e m, |n,l,m) (A.21).

(4,0,0)

Figura 40: Densidade de probabilidade | |n,1,m) |> dos orbitais eletronicos para diferentes
valores de n, [ e m.

As fungdes de onda sdo orbitais eletrdnicos para um dtomo de numero atdmico
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Z procurados. A representacio da densidade de probabilidade ||n,1,m)|> desses orbitais pode
vista na ﬁgura@ onde € tomado diferentes valores de n, [ e m.

Essa € solu¢do da mecanica quantica de Schrodinger que houve semelhancas em
alguns aspectos com a solucdo de Bohr na mecanica velha, adotando uma simples dnalise de
conservagdo de energia com o potencial V(r,,r.) e a energia cinética de um elétron como
se o mesmo fosse algo corpuscular, um simples particula, € ndo uma onda. A grande ideia
de Bohr foi a imposi¢do, proposta anteriormente por De’Broglie em sua tese de doutorado,
da quantizacdo do momento angular como 7/, [ um inteiro positivo chegar em uma energia

quantizada.
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APENDICE B - FiSICA DO ESTADO SOLIDO

B.1 Estrutura Cristalina

A Fisica do Estado solido é uma érea da fisica que estuda a morfologia, proprie-
dades eletronicas e geométricas de todos os materiais presentes na natureza, desde um simples
cristal de sal de cozinha (NaCl) até uma complexidade como um diamante encontrado nas pro-
ximidades de um vulcio.

Todo material presente na natureza, no seu interior, possui uma estrutura geométrica
de arranjo dos dtomos que cria suas formas e o da estabilidade como pilares que, em um prédio,
nao s6 dao sua forma como também o sustentam. O arranjo de 4tomos em um cristal, como o
sal de cozinha ou de metais, pode ser visto com a repeticdo de “tijolos”’elementares, formando

toda a estrutura cristalina. Tais “'tijolos”sdo chamados de células unitdrias @d}-a.

B.1.1 Célula unitaria e primitiva

A construcdo de uma célula unitdria em uma estrutura cristalina dar-se pela a selecao
de um conjuntos de pontos (como em 4 1}a) que se repete em uma estrutura cristalina e por um
conjunto de vetores, chamado de base, que a da direcao e o sentido de replicacao da célula. Esse
conjuntos de vetores a;, em 2 (d = 2) ou 3 (d = 3) dimensdes, quando combinados linearmente
entre si (como em um espago vetorial visto em dlgebra), formam todos os pontos r presentes na

rede (B.1)).

d
r=)Y na, (B.1)
i=1

Um célula unitéria pode ser classificada também como primitiva quando seu volume
v (em 3 dimensdes) ou drea A (em 2 dimensdes), formada por seus vetores de
base a;, € o menor possivel. Isso leva crer que toda célula primitiva de uma rede € também
unitdria mas nem toda célula unitdria € primitiva. Em uma estrutura cristalina, por causa de
uma estrutura algébrica como um espaco vetorial, podemos adotar vérios tipos de bases para
representar os pontos de uma rede, consequentemente, varias células unitarias diferentes mas

com érea e volumes nem sempre iguais, muito menos o menor valor.

v=a;-(az x a3)|, (B.2)



90

/ AS 14 REDES DE BRAVAIS . (P 1)
CUBICA (P, F, I)

= Z

ORTORROMBICA (P, L, F, €) TRIGONAL /
HEXAGONAL P

B
///\/

3 )
Flourte (CoF 3 ) Perovskte (CaT0 3)
0= ca?® - S Quc® @oF

Figura 41: a-) Representacdes de células unitarias (’tijolos”) de materiais, como minérios,
encontrados na natureza como Cloreto de Césio (CsCl), Cloreto de Sédio ou sal do cozinha
(NaCl), Sulfeto de Zinco ou Esfalerita (ZnS), Fluoreto de Calcio ou Fluorita (CafF>), Diéxido
de Titanio ou Rutilo (Ti0;) e o Oxido de Cilcio e Titanio ou Perovskita (CaTiOs). b-) Os 14
tipos de Redes de Bravais em que sdo tipos de redes invariantes a traslagdes e rotagdes.
Destaque para a rede hexagonal da forma ao grafeno. Figuras adaptadas de [9].

A= |a1 X az|, (B.3)

B.1.2 Célula de Wigner-Seitz

A Célula de Wigner-Seitz consiste em um método de se construir uma célula unitéria
ou primitiva de uma estrutura cristalina seja ela em duas dimensdes ou trés.

A construcao célula € feita tomando, no caso bidimensional, tracando retas per-
pendicularmente a ligacdes entre dtomos vizinhos e, no final, unem-se a retas para formar o
poligono que representa um célula unitéria e primitiva por possuir a menor drea A (B.3). No
caso tridimensional, tomamos planos no lugar de retas, colocando-as perpendiculares a ligacoes

entre atomos vizinhos na qual, quando unidos, formam a célula unitaria de menor volume v

(B.2) @2

a)

Figura 42: a-) Representacao de uma constru¢c@o de uma célula de Wigner-Seitz
bidimensional, trangcando retas perpendiculares a ligacdes entre dtomos. b-) Representagdo de
uma constru¢do de uma célula de Wigner-Seitz tridimensional para uma rede ctbica de face
centrada. Vemos que, ao invés de tracarmos retas, colocamos planos perpendiculares a retas
que ligam os dtomos. Figura adaptada de [10] e [11]].
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B.2 Redes de Bravais

Um conjunto de pontos em um material, também chamado rede, que é formado
pela simples replicacdo de uma célula unitéria tal que, quando feita operacdes de simetria como
translacdo e rotacdo, a forma elementar da célula ndo se altera, pode ser classificada como
uma das jd catalogadas Redes de Bravais #1}-b como as células unitdrias em 4 I}-a também pode
ser vista como uma rede de bravais ou composi¢do de redes visto que sdo invariantes a tais
operacoes de simetria.

As combinacdes entre os vetores da base a; deve ser feita tal que a replicacao da seja
feita de maneira sobreposta. Logo, os fatores n; em devem ser inteiros (n; € Z). Com isso,
chegamos em pontos de um rede, preenchendo todo o espago, formando toda rede cristalina[43]

Podemos resumir a teoria de Rede de Bravais na defini¢do [I]

Definicao 1 Redes de Bravais: Um conjunto infinito de pontos com arranjo e orientacdo que
parecem exatamente os mesmos quando vistos de qualquer ponto da rede gracas as simetrias
da células unitdrias. Os pontos de uma rede de Bravais sdo descritos em fungcdo da base de

vetores a; como na equagdo (B.1]).

a-) , b-)
l oo0o0o0 ooo0o0 OOOOO

900 000 o ooo
9 0 0 EO:OO G£® o

e
) ) la #a} @ = 90° lay) % | ¢ = 90° la# o). @ #90°
\ @ % Obliqua Retangular Retangular centrada
\3 | (s} {

L ,—,//)\ _ ) ey Y/ 0+0 © o 0 O
X e ‘ “ =l 9 =120° =l =0
& o Hexagonal , Quadrada

Figura 43: a-) Representacao da replicagdo de um célula unitaria do tipo BCC (Cubica de
Corpo Centrado), um dos 14 tipos de Redes de Bravais @ com seus vetores de base aj, ay e
a3. b-) Representacio da replicagcdo células unitdrias bidimensionais (2D), que também sdao
tipos de Redes de Bravais em duas dimensoes, com os vetores de base a; e ay. Vemos que nao
ha pontos sobrepostos, nem células, pelo o fato de n; na equacao ser inteiro. Figura
adaptada de [9].

B.3 Redes Real e Reciproca

O conjunto de pontos em uma Rede de Bravais formados pelos os vetores a; em
(B.I), visto na figura 43| é chamado de Rede Real ou, também chamada, rede direta em que o

conjunto de vetores a; € chamada também de base real.
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Em uma Rede Real, em 3 dimensdes, podemos criar uma familia de planos que
englobam muitos pontos como [44] tais que os mesmo funcionam como uma crista de um onda

no espaco. Supondo que a onda tenha um vetor k de onda, escrevemos como uma onda plana

eikvr.
2
p{ ® °
- \‘;_\ P
*- \& .
‘/1/\ ‘m /T
‘/ )

Figura 44: Representacdo de Familia de planos em rede cristalinas tridimensionais. Note que,
em ambos, os planos estao sempre distanciados igualmente, funcionando como cristas de uma
onda. Figura adaptada de [11]].

Pela a replicacdo da célula unitaria para se formar a Rede Real, temos entdo uma
periodicidade associado a rede devido a teoria de Redes de Bravais. Tal periodicidade implica
em termos um vetor R em que, pela a equacao (B.4)), ndo temos alteragdo na onda plana, fazendo
de R o nosso “periodo”. Para que isso seja verdade, a equag@o (B.3) deve ser consistente.

eik~(r+R) _ eik~r (B _4)

MR — 1 (B.5)

A consisténcia de (B.3) implica que o produto escalar k- R deve possuir valores bem
definidos de maneira discreta (numero de valores finitos). Pela a equagdo (B.6), tais valores
devem ser multiplos pares de @ (2n7), com n inteiro, gracas a propriedade da exponencial
complexa em (B.7). Isso faz com que seja uma equacgdo de uma familia de planos na rede
real com o mesmo vetor normal (perpendicular) k, deslocados uns dos outros por valores de n

distintos, como mostrado na figura 44]

k-R=2nnm, (B.6)
T =1, (B.7)

Tendo que exitem outros tipos de familias de planos em uma rede (pela a figura
[A4), implica dizer que exite outros vetores k para representarem tais planos. Temos, entdo, um
conjunto de vetores Kk discreto pelo o fato dos pontos em um cristal serem discretos também. O

conjunto de vetores k formam um espaco em que possui um base vetorial (como em um espago
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vetorial) juntamente com um espécie de célula unitdria para uma Rede Real.

Com isso, podemos classificar um conjunto de vetores k como uma Rede de Bravais
em que podemos escrever qualquer vetor k como combinacido de uma nova base b;, com k;
inteiro e d a dimensao (B.§). A essa nova Rede de Bravais, damos o nome de Rede Reciproca
que tem como defini¢io (3).

A nova base b; possui relagdo com a base real a; mostrado em (B.9)), onde §; €0
famoso Delta de Kroneckelﬂ Com isso, podemos escrever a base reciproca b;, seja em duas

dimensoOes ou trés dimensoes.

k=) kb;, (B.8)

bi-aj:27l'5ij, (B9)

Definicao 2 Rede Real: Conjunto de pontos r que representa dtomos em uma estrutura crista-
lina formado pela a replica¢do de uma célula unitdria, sendo entdo um tipo de Rede de Bravais

em que os pontos r sdo escritos como combinagdo linear dos vetores a; (B.T)).

Definicao 3 Rede Reciproca: Conjunto de vetores k que representa vetores de ondas planas
em estruturas cristalina cuja as cristas das ondas sdo familia de planos com o mesmo vetor
normal K (como em em que é dado em fungdo de uma combinagdo linear b; como uma
Rede de Bravais (B.8), que é formada também por uma replicacdo de uma célula unitdria,

chamada de 1 zona de Brillouin, dando origem a todos os vetores K.

'Tdealizado pelo o matemético alemao Leopold Kronecker (1823-1891), a fungio de Delta de Kronecker &; ;80
possui dois valores possiveis: 1 parai= je 0 parai# j.
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APENDICE C - TEORIA DA ELASTICIDADE

Tendo um vetor no espaco real x, a i-€sima componente do mesmo x;, quando “de-
formado”ou seja, transformando-se em um novo espaco x;, pode ser representado por uma
mudancga de variadvel do tipo:

u; = xé —X;

xézx,'—kui, (C.D
em que u; seria a componentes de um vetor de decolamento u [33], representado um desloca-
mento do espago original x; .

O vetor u seria a base para deformacao que estamos estudando, uma vez que u altera
a organizagdo de vetores como x no espaco (C.I). Vemos que u depende da coordenadas x; do
espaco, implicando em uma deformagdo do tipo ndo-uniforme, tendo em vista que vetores di-

ferentes no espago podem sofrer deformacdes distintas, ndo caracterizando um agdo totalmente

uniforme sobre todo o espaco original x;.
C.1 O tensor de Strain

No espaco anterior a deformacao x;, a distancia entre dois pontos pode ser repre-

sentado por dx;. Com a deformacgdo, podemos representar a distancia no novo espaco por [33]:
dx} = dx; +du; , (C.2)

Calculamos, entdo, o quadrado do comprimento dI? relativo a distincia entre cada ponto no

espaco original dx;, dado em notacdo de Einstein
di? = dxidx; = dx? = dx3 +dx3 + ...+ dx2 (C.3)
Calculando, entdo, dI’* com a aplicacdo da deformacao, temos:

di”* = dxldx,
= (dx,' + dui) (dx,- + dui)
= dx? + 2dxidu; + du? (C4)

ITambém conhecido como notagio de soma em que os indices repetidos i indica um soma da parcelas dx;dx;
sobre todos os valores de i, omitindo o termo Y de somatdrio.
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Como u; depende das coordenadas do x; do espago sem deformacdo, temos que du; pode ser

representado por [33]]:

u;
du; = axjdxj
Logo, continuando de (C.4), temos:
du; du; du;
2
dl’” = dx —|—2a dxldxj ax;a ]l(dxjdxk
au- du; du; du;
= dx} L = |dxd L dx;d C5
X7+ 8xj+8xl~ Xidxj+ axjakxj X (C.5)

Em (C.3), trocamos os indices k e i entre si na tltima parcela da soma. Temos que dI'? é
81/!,‘ L o4 8uj 8uk 8uk

di* =di*+ | 5—
% T on om oxy

] dxidx; , (C.6)

O termo em colchetes € conhecido com o Tensor de Strain u;; [33]. O tensor
u;j reuni as possiveis dire¢des e sentidos em que uma deformagao acontece, sendo u;; um tensor
simétrico (C.8). Podemos ver que o tensor estd ndo s6 em func¢do da coordenadas convencionais
x; como também do vetor de deslocamento u, o significa que, sem deslocamento u, ndo existird

tensor de strain u;;.

1 du; 8uj duy duy,
ul]__la_)cj+8_)ci+a_)6ia_)6j] (C.7)
Uij = Uji , (C.8)

Em (C.7), vemos que o ultimo termo da soma possui o indice repetido k, o que
implica em uma soma sobre todo os indices k, mantendo os indices i e j fixos, como base na
teoria da notacdo de Einstein.

Tendo entiio o tensor de strain (C.7), podemos escrever dI'? (C.6) como:
dl'* = dI* + 2u;jdxidx; | (C.9)
C.2 Tensor de Strain para deformacoes fora do plano

Tendo a deformacao na situaciao de um plano, significa que na equacdo (C.3)), temos

n =2 ou seja, apenas duas componentes por vetor X.
dI? = dxidx; = dx? = dx? + dx3 = dx* + dy*

No plano, tomamos a deformagao para fora do plano em que mantem intactos a

coordenadas x e y, tendo apenas deformacao na dire¢ao do eixo-z. Isso significa que o tensor de
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pode ser reescrito como:

1 8uk 8uk
R K C.10
Hij 2 ax,‘ 8xj ’ ( )
em que uy seria a unica componente de u no eixo-z.
7 =z+u, (C.1D)

Podemos escrever u;, como uma func@o A(x,y) que modela a deformacéo para fora

do plano, funcionando como coordenada para o eixo-z, levando (C.T1)) a ser representado como:
"=z+h(x,y), (C.12)

Logo, o tensor de Strain para deformagdes fora do plano (C.I0) pode ser escrito

Ccomo:

y— LR o
Yo 28)61' 8)61' ’

A fungdo h(x,y) deixa mais notéria a caracteristica de deformacao nao-uniforme

(C.13)

tendo em vista que, como & modela a altura que o pontos pertencentes ao plano no eixo-z
(ortogonal ao plano), nem todos irdo subir igualmente, caracterizando, novamente, a nao uni-
formidade. Para uma folha de grafeno, o tensor de strain u;; da forma (C.13)) faz-se bastante util

numa deformac¢do ndo uniforme fora do plano, tendo que o grafeno é uma forma bidimensional.
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