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RESUMO

O objetivo do presente trabalho € discutir com certa profundidade teorias de campos para o
Eletromagnetismo. Primeiramente, destacamos os motivos de trabalhar com teorias classicas de
campos e fazemos a construcdo desse formalismo. Posteriormente, introduzimos o formalismo
de formas diferenciais com o intuito de estudar teorias em dimensdes arbitrdrias e sem nos
restringir a sistemas de coordenadas. Discutimos e equacao de Klein-Gordon e observamos que
ao fazer uma comparag¢do da Lagrangiana de Maxwell com a de Klein-Gordon fica claro que o
campo de gauge correspondente ao féton nao tem massa na teoria cldssica do eletromagnetismo.
Baseado nisso, estudamos a teoria de Proca e as teorias topoldgicas em que o féton adquire um
termo de massa: o modelo de Chern-Simons e o modelo BF.

Palavras-chave: Fisica de Particulas. Teorias de Gauge. Geracdo de Massa. Campos To-
poldgicos.



ABSTRACT

The aim of this paper is to discuss theories of fields for Electromagnetism in some depth. First,
we highlight the reasons for working with classical field theories and build this formalism. Sub-
sequently, we introduced the differential forms formalism in order to study theories in arbitrary
dimensions and without restricting ourselves to coordinate systems. We discussed the Klein-
Gordon equation and observed that when making a comparison of Maxwell’s Lagrangian with
that of Klein-Gordon it is clear that the gauge field corresponding to the photon has no mass
in the classical theory of electromagnetism. Based on this, we studied the Proca theory and
topological theories in which the photon acquires a mass term: the Chern-Simons theory and
the BF model.

Keywords: Particle Physics. Gauge Theories. Mass Generation. Topological Fields.
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1 INTRODUCAO: TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Um dos objetos de maior interesse da ciéncia é responder do que € feita a matéria
que nos cerca € como ela interage para gerar todos os fendmenos que conhecemos. A fisica € a
parte da ciéncia responsadvel por estudar a matéria no seu nivel mais fundamental.

Hoje em dia, sabemos que a matéria é constituida basicamente de dois tipos de
particulas: férmions e bdsons. Os férmions sdo os constituintes da matéria. Esse tipo de
particula tem spin semi-inteiro e fun¢do de onda antissimétrica, obedecendo a chamada es-
tatistica de Fermi-Dirac. Como exemplos de férmions temos prétons, elétrons, neutrinos, entre
outros. Ja os bésons sdo particulas com funcdes de onda simétrica e spin inteiro, obedecendo a
estatistica de Bose-Einstein [1]]. Como exemplos de bosons temos o glion, os mésons, o bdson
de Higgs, o f6ton, entre outros.

Os bosons sdo os responsdveis por mediar as interagdes fundamentais da natureza.
As interacoes fisicas sdo descritas por 4 grandes forcas: forca nuclear forte, forca nuclear fraca,
forgca gravitacional e forca eletromagnética [2]]. Este trabalho € focado no estudo da teoria
eletromagnética e seu boson mediador, o féton. Estudaremos primeiro o eletromagnetismo
desenvolvido a partir unicamente das equacoes de Maxwell, que descreve um campo vetorial
Abeliano ndo-massivo e suas interacdes com fontes. Posteriormente estudaremos o modelo de
Proca, no qual € introduzido um termo de f6ton massivo que quebra a simetria de gauge da
teoria e que afeta diretamente as equacdes de campo, modificando por exemplo o potencial de
Coulomb por um fator exponencial dependente da massa: o chamado potencial de Yukawa.
Esse tipo de teoria tem aplicacdes por exemplo no estudo da supercondutividade, mais especi-
ficamente no efeito Meisner que descreve os campos elétricos no interior de um supercondutor.

Além disso, estudaremos dois tipos de teoria chamadas topoldgicas, por nao depen-
derem da métrica do espago-tempo em questdo. Tais modelos t€ém importancia histérica como
alternativa de geracdo de massa ao mecanismo de Higgs, que por muito tempo seguiu sem
comprovagao experimental. Além disso, tais teorias também tem aplicacdes como modelos
efetivos do comportamento dos campos fundamentais. O modelo de Chern-Simons € uma ten-
tativa de encontrar um mecanismo de geracdo de massa para o féton preservando a invariancia
de gauge. No entanto, essa teoria apresenta uma complicacdo, uma vez que sua constru¢cao
limita a dimensionalidade do sistema. Uma alternativa € entdo o modelo BF, que preserva a

invariancia de gauge e nao restringe a dimensionalidade do sistema.
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1.1 A Mecanica Classica

Uma das teorias cientificas mais revolucionarias de todos os tempos é um trabalho
de Isaac Newton. Publicado pela primeira vez em 1687, a obra de trés volumes Philosophize
Naturalis Principia Mathematica, usualmente chamada apenas de Principia, estabelece as
bases da Mecanica Cléssica. Nos livros sdo formuladas a Lei da Gravitacdo Universal de New-
ton, uma derivacdo para as Leis de Kepler do movimento planetario e as famosas Leis de New-
ton.

O formalismo utilizado por Newton em sua teoria € a mecanica vetorial. Essa tem
como objetivo identificar todas as for¢as atuando sob uma particula em um determinado instante
e a partir disso determinar o movimento posterior da particula, sendo a equacdo que rege o
movimento dada pela segunda Lei de Newton[3]]

- 2=
F= Z—f = m%, (1.1)
onde F representa a forga que atua sobre a particula, p'representa 0 momento linear
e 7 0 vetor posi¢ao.

A teoria desenvolvida por Newton tem grande sucesso para tratar de diversos pro-
blemas, inclusive fornecendo derivacdes dos teoremas de conservacdo do momento linear,
conservacao do momento angular total e conservagao da energia para sistemas de particulas[3]].

No entanto, apesar da sua grande utilidade e do seu abrangente limite de validade, o
formalismo vetorial utilizado por Newton apresenta dificuldades para lidar com certos tipos de
problemas, principalmente em sistemas com muitas particulas ou sistemas com vinculos, onde

identificar as forcas que agem sobre cada particula se torna invidvel.

1.2 Principio Variacional

Como alternativa ao formalismo vetorial, em que precisamos identificar todas as
forcas que agem sobre cada particula a fim de encontrar as equacdes de movimento, podemos
derivar as mesmas equacdes de movimento a partir de um unico principio. O principio varia-
cional da mecénica analitica forma uma base capaz de descrever os sistemas mais variados de
uma maneira simples e elegante.

Além do fato, de ser derivada de apenas um principio a mecanica analitica apresenta
outras vantagens. Na andlise de corpos rigidos, sabemos que a distancia entre duas particulas
deve permanecer a mesma em todo o movimento. Ja no estudo de fluidos, observamos que as
particulas do fluido tendem a gerar uma forte reacdo contra uma variagdo no volume do fluido.

Nos dois casos, o formalismo vetorial apresenta dificuldades em determinar todas as forcas
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que agem sobre as particulas. No entanto, na mecanica analitica, podemos utilizar apenas as
condi¢Oes cinematicas descritas anteriormente[4]].

O principio de Hamilton, no qual nos basearemos para construir todo o formalismo
utilizado a seguir afirma que o movimento do sistema entre os tempos t; € ¢ € tal que de todos
os caminhos que o sistema poderia percorrer, o que ele realmente percorre € aquele no qual a
integral de linha chamada de a¢do tem um valor estacionario.

Veremos na prética, como isso funciona. A a¢@o € um funcional integral, isto €,
diferentemente de uma funcdo f(x) cujo valor depende apenas de x, um funcional depende da

forma funcional de uma funcdo, integrada nas suas varidveis. Ela é definida como: [3]]

t2
S:/mu (1.2)
t

1

onde L € a fun¢do Lagrangiana, que consideraremos a principio que depende apenas
das coordenadas generalizadas ¢; e das velocidades generalizadas ¢;. As coordenadas genera-
lizadas sdo os parametros que descrevem os graus de liberdade do sistema e as velocidades
generalizadas, sdo equivalentes as velocidades usuais, apesar de ndo necessariamente terem
dimensao de velocidade.

A seguir, pelo principio de Hamilton, podemos impor que:

to
0S = 5/ Ldt = 0. (1.3)
t

1

Utilizando os principios do célculo variacional e o fato de que a Lagrangiana de-

pende apenas de ¢; e ¢;, temos:

to
w:/ @m+@mdt (1.4)
t dq; d¢;

Na equacdo (1.4)) e em todas daqui em diante, a menos que se afirme explicitamente

1

o contrario, € utilizada a notacdo de soma de Einstein, em que dois indices repetidos indicam
uma soma nesses indices, eliminando a necessidade de escrever o simbolo do somatério. O
indice i varia de 1 a n, onde n é o nimero de graus de liberdade do sistema em questao.

Para os propdsitos desse trabalho, podemos considerar verdadeira a seguinte relacao
de comutagdo entre operadores: "
: q
0q; = O

Fazendo isso, podemos utilizar uma técnica frequentemente utilizada no célculo de

(1.5)
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variagdes para eliminar determinados termos, a integral por partes:

2 9L 2 9L dég; oL . 1" 24 (0L
gt = | == Edt= | =—=6q;| — | — =) dqdt 1.6
n 04 ¢ n 0g di [3%‘ qu /t de (3%’) ¢ (1.0

1

No entanto, as condicdes iniciais de contorno do problema fixam o valor das coor-
denadas nos pontos inicial e final da trajetdria, e portanto, d¢;(t;) = dg;(t2) = 0. Dessa forma, o

primeiro termo do lado direito da equacdo (1.6) € nulo. Substituindo esse resultado na equagio

(1.4), ficamos com:
2T9L  d (9L
58 = — — — | = || dqdt = 0. 1.7
° /t [6‘% dt <8%)] wdt =0 (47

1

Como as variagdes infinitesimais dg; sao arbitrarias, a condi¢io para que a equagio
(1.7) seja satisfeita € que os coeficientes que multiplicam esses termos sejam nulos. Impondo

esse fato, obtemos as chamadas equagdes de Euler-Lagrange([3]:

d /0L oL
4 (a_qi) -5 -0 (1.8)

Como o indice 1 varia de 1 an, a equagdo (1.8)) na verdade representa um conjunto de

n equacoes. Com esse conjunto, obtemos as equagdes de movimento do sistema de particulas.
1.3 Transicao para Campos

Na sec¢do anterior, um novo formalismo para a mecanica de particulas pontuais foi
descrito, o formalismo Lagrangiano, e encontramos n equacgdes de Euler-Lagrange para o sis-
tema, onde n é o nimero de graus de liberdade do sistema. Esse formalismo pode ser facilmente
generalizado para um sistema continuo, como veremos adiante.

O que faremos nessa secdo € descrever sistemas utilizando fun¢des continuas das

., . . o 1 2 ~ ~
varidveis espago-temporais x* = (¢,z', x*, ...). Essas fungdes sdo o que chamamos de campos

e serdo o objeto de estudo deste trabalho daqui em diante.

1.3.1 Tensores

Antes de seguir em diante e mostrar a generalizacao dos resultados do formalismo
lagrangiano para campos, ¢ importante definir alguns conceitos relevantes aos calculos que
faremos. Quando estdvamos lidando com particulas, ndo explicitamos nenhuma diferencga entre
coordenadas covariantes ou contravariantes, porém para os assuntos que abordaremos a seguir
uma diferenciacdo se faz necesséria.

Uma das questdes mais importantes da fisica é estudar como os objetos de uma
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teoria se comportam sob determinadas transformagdes. Sob uma transformagao de coordenadas
xt — x'", objetos se transformam de duas formas distintas. Primeiramente, temos os chamados
objetos contravariantes, que se transformam como(S]:
dz'™ = aiwdx”. (1.9)
oxVv
Por outro lado, vejamos agora como se transforma um vetor dado pelo gradiente de

um campo escalar[]:

dp  Ox¥ 0¢
ox'm Q' Qxv’

Observando as equagdes e (I.10) fica clara a diferenca na forma como variam

(1.10)

os dois tipos de vetores. Objetos que se transformam como (1.9) sdo ditos vetores contravari-
antes e sdo representados com indice em cima. J4 os que se transformam como (I.10) sdo ditos
vetores covariantes ou co-vetores e sao representados com o indice em baixo. Por esse motivo,
adota-se a notagdo 0; para indicar a i-ésima componente do vetor gradiente.

Vale notar que € possivel encontrar uma relagdo de correspondéncia entre objetos
dos dois tipos. Sejam V o espaco dos vetores e *V o espago dual dos co-vetores. Entdo, existe
um mapeamento g : V —* V que leva um objeto do espaco V para o espaco *V, chamado de

métrica. Em termos de indices, podemos escrever[S]]:

o =g"r,ex, = gur’, (1.11)

onde g"”z € o inverso de g,,, isto é:

guagow =0l (112)

14

As operagdes efetuadas na equagdo (I.11)) sdo chamadas, respectivamente, de ’le-
vantamento’ e abaixamento’ de indices. Um caso particular a ser estudado é o da métrica do
espaco de Minkowski. Essa métrica é independente das coordenadas e descreve o espaco das
coordenadas da relatividade especial. Ao longo deste trabalho serd adotada a convencao para a
métrica como 1), = diag(+1,—1,—1,—1).

Por udltimo, podemos definir um tensor de posto r+s, com r indices covariantes e
s indices contravariantes como um conjunto de quantidades que se transformam segundo a

féormulal[l6]

i1 12 uz P1 P2 P
02’ Oz Ox'ts Jxf' Oz 0T 5\ g,

a2 s . .
r (z) = ox . OzH2 Oxs Ox'"r Ox'v2 Oglvr ~ P1P2Pr (2).

ViV Uy

(1.13)
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Observando o modo como os tensores se transformam, € possivel construir os cha-
mados escalares ou invariantes de uma teoria através de um mecanismo chamado contragao de

indices. Como exemplo, temos o produto escalar, que se transforma do seguinte modo[Sl]:

ox'* Oz
! A
A¥B, = e 8x’ﬂA B,. (1.14)
Pela regra da cadeia, sabemos que:
ox'™ OxP OxP
= = 51)' 1.15
ox* dx'v Oz A (1.15)
Assim, temos que:
A"B), = 8§ AB, = A’B, = A*B,, (1.16)

onde ¢é utilizado o fato de que J% elimina um somatdrio e na dltima passagem ¢é
possivel renomear os indices que estdo somando. Assim, fica provado que o produto escalar
¢ invariante por mudanca de base. Seguindo o mesmo raciocinio, € possivel criar infinitos
escalares pra determinada teoria.

Por ultimo, é importante ressaltar uma propriedade importante de tensores de dois
indices. Tais tensores podem ser separados em uma parte completamente simétrica e outra
completamente assimétrica da seguinte maneira:

T;w + Tvu Tuv _ Tvu

T = 5 + 5 = Ty + Thu, (1.17)

onde T{,,) e 1}, sdo a parte simétrica e a parte antissimétrica, respectivamente.

Essa caracteristica € importante pois ao contrair um tensor antissimétrico com um tensor simétrico

o resultado € nulo, como mostrado a seguir:

Ry Siu) = Ry Ston) = Ry (= Spuy) = 0 (1.18)

Esse resultado mostra que ao contrair um tensor 7}, qualquer com um tensor antis-

simétrico (simétrico), resta apenas a parte antissimétrica (antissimétrica) de T.

1.3.2 Campos Classicos

Agora, com a base matematica necessaria € possivel seguir adiante e iniciar o es-
tudo do formalismo lagrangiano para campos. Primeiramente, é importante destacar que na

teoria de campos é comum trabalharmos com uma densidade Lagrangiana, ao invés da prépria
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Lagrangiana. A Lagrangiana € simplesmente a integral no espaco da densidade Lagrangiana:

L= /d%ﬁ (1.19)

Resta agora definir quais os parametros de £. Como era de se esperar, 0s parametros
sdo os proprios campos e suas derivadas. Como os campos tratados no presente trabalho sao
campos relativisticos, a densidade Lagrangiana é uma fungao de objetos covariantes de Lorentz,

mas nao de ¢ e 0;¢ separadamente[7]):

L(z") = L(¢" ("), 0up(2”), 0,0,0(2"), - - ). (1.20)

Portanto, a acao € da forma:

S = /dtL(t) = /dtdgmﬁ(gb(x’)),@“qﬁ(ﬁ),---) = /d4x£(¢(x”),6u(gb(:pp), ). (1.21)

Para obter as equacdes de campos, fazemos um procedimento andlogo ao da se¢ao

1.2, isto é, uma variac@o dessa vez nos campos

0S = 5/dtd3x£(¢(:vp),8u¢(x’)),8yau¢(mp), )
(1.22)

oL oL oL
= [ d*z | =6 — 400 ——00,0, .
/ ””[fw Ot 50,0) %t 5(9,0,0) 0 T }

Novamente utilizando a comutagdo entre os operadores 0 € J,,, isto é, 60, = 9,0 e

integrando cada termo por partes, temos:

Y S L G 9L N, |
o5 = [ atess [aqs On (a@@) + O <8<ayau<z>>> i ] + Spronteras (1.2

onde S'tronteira € um termo de fronteira equivalente ao termo que se anula na equagao
(I.6). Consideramos que esse termo também se anula devido a condi¢des de contorno. Depois
disso, ficamos somente com um termo que € coeficiente da variagdo d¢, que € arbitraria e por-
tanto para que 05 se anule esse coeficiente deve ser nulo também. Temos assim as equagdes

generalizadas de Euler-Lagrange[7/]]:

oL oL oL
o= ) +0,0, (=) 4. =0 1.24
96~ (8@@)) o (6(@6@)) " e

Apesar de ndo ser sempre assim, em teorias cldssicas de campos geralmente siao

utilizadas teorias de primeira ordem, isto €, cuja densidade lagrangiana contém apenas termos
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dos campos e de suas primeiras derivadas. Nesses casos, as equagdes de Euler-Lagrange sao:

oL oL
— =0, |l ——— | =0 1.25
55~ O (a@as)) (1.25)

Uma das propriedades mais interessantes do formalismo Lagrangiano € sua facili-
dade em tratar das chamadas simetrias do espaco-tempo. Isso pode ser visto através do teorema
de Noether que associa uma grandeza conservada a cada simetria continua do espago-tempo.

Vamos considerar uma transformacio do tipo ¢ — ¢’ dada por:

o(x") — ¢ (2t) = d(x* + ), (1.26)

onde " sdo quatro parametros independentes. A Lagrangiana ndo depende explicitamente das
coordenadas do espaco tempo, de forma que £(¢', 0,¢") = L(a# + ¢") . Expandindo a Lagran-

giana em termos das variagdes de primeira ordem, temos:

, N oL 5 oL .
L(¢',0,¢") = L(¢,0,0) + 96 O, e’ + 8(0,0) 0,0,0¢"”. (1.27)
Além disso, podemos escrever
Lzt + €)= L(z") + 0,Le". (1.28)

Comparando as duas equacgdes acima, encontramos a seguinte igualdade:

oL oL oL
— 0,0+ ——0,0,0 =0, L — 0, | =———0, =0,L. 1.29
967t 50,9 ? z (a@aﬁ) ¢) (1.2
Podemos reescrever a equagio acima como:
oL
0, (-2 8,6 —svL) =0. (130
z (a@as) ¢ ) )

Assim, podemos definir o chamado tensor de energia-momento como:

oL
T+
T 0(0u9)

de forma que esse tensor ¢ uma quantidade conservada, uma vez que obedece a uma

0y — 0L L, (1.31)

equacdo de continuidade da forma 9,7} = 0.

O tensor recebe esse nome pois sua componente p = 0, v = 0 representa a
energia do sistema e as componentes (. = ¢, ¥ = 0 estdo relacionadas a i-€sima componente do
momento do sistema.

E importante ressaltar que utilizando o tensor energia-momento, podemos construir
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uma quantidade conservada igual a T# = T* + 0,€2#*. Esse é um fato importante, uma vez que
pode ser utilizado para simetrizar o tensor de energia-momento 7.

Um exemplo de aplicagdo pratica € o calculo do tensor energia-momento do eletro-
magnetismo. Como serd mostrado posteriormente neste trabalho, a Lagrangiana de Maxwell
para o caso sem fontes € dada por:

1

L= —ZF“”FW. (1.32)

Substituindo essa equagdo na defini¢ao (1.31)), encontramos:

1
TH = FMO¥ Ay + ZnWFpAJW’A. (1.33)

Podemos ver que essa equacao nao € simétrica na troca dos dois indices. No entanto
como vimos € possivel criar um tensor semelhante a esse através da adi¢do de uma divergéncia.
Assim, escrevendo 9,A" — 0*A, + FY, encontramos o tensor energia-momento simétrico,

dado por [3]:

_ 1
TH = —FHRY + Zn“”FpAFpA. (1.34)

Assim, a densidade energia eletromagnética dada pela componente 1 = 0, v = 0

do tensor energia-momento € positiva definida e igual a:

1
T = 5(E2 + B?) (1.35)

Uma outra forma de se obter o tensor energia momento simétrico de uma teoria é
assumindo uma métrica g"” ligeiramente diferente da métrica de Minkowski n*”. Escrevemos

entdo a Lagrangiana da teoria como [8]:

5= [ dtay/Tolt(™. 0.0,0), (1.36)

onde |g| é o determinante da métrica. Dai, o tensor simétrico energia-momento é encontrado

diferenciando a a¢@o em relagdo a métrica [8]:

N N e=r1rs
T, = . 1.37
W= o (137

Esse método € relevante para calcularmos a energia de teorias topoldgicas, pois

mostra que os termos que ndo dependem da métrica ndo contribuem para o tensor energia-
momento. Com isso, ja temos as ferramentas necessarias para um primeiro estudo de teorias

classicas de campos.
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2 O ELETROMAGNETISMO

O eletromagnetismo € um ramo da fisica que estuda fendmenos envolvendo a relacao
entre o campo elétrico e o campo magnético, que antes eram considerados objetos separados,
mas foram unificados por James Clerk Maxwell. Tais fendmenos sdo extremamente comuns no
dia a dia e constituem a base da tecnologia utilizada atualmente, dai a importancia de compre-

ender a teoria e possivelmente a expandir ainda mais.

2.1 Equacoes de Maxwell

As equagdes mais famosas e talvez as mais importantes da teoria eletromagnética
sdo as chamadas equagcdes de Maxwell, que determinam a dindmica dos campos elétrico e
magnético e mostram como eles se relacionam. A contribui¢do de Maxwell ndo se deve a
descoberta das equagdes, e sim a adi¢do de um termo de corre¢cdo em uma delas e por ter
percebido que essas 4 equagdes juntas demonstravam que os fendmenos elétricos e magnéticos
eram intrinsecamente relacionados. No Sistema Internacional (SI) de medidas, as equacdes
sao[9]:

v.-E=L 2.1)

€o
V-B=0, (2.2)

. 9B
E+—= 2.3
V X E + 5 0, 2.3)

. OF -

V X B— NOGOE = HoJ- (2.4)

A equacgdo (2.1) é a chamada Lei de Gauss e descreve como uma densidade de
cargas elétricas gera um campo elétrico. A equacdo (2.2) é a chamada Lei de Gauss para o
magnetismo e € andloga ao caso do campo elétrico, porém indica a ndo existéncia de mono-
polos magnéticos. A equagdo (2.3) € a Lei de Faraday e mostra como uma variacdo em um
campo magnético gera um campo elétrico. Por ultimo, a equacdo (2.4) mostra que um campo
magnético pode ser gerado por um campo elétrico variando no tempo e/ou por uma densidade
de corrente elétrica.

Uma vez conhecidos os valores dos campos, € possivel identificar as for¢as que
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agem em uma particula a partir da equacgao para a Forca de Lorentz[9]:

F=Q(E+7xB). (2.5)

No entanto, por hora vamos focar nos resultados que podemos obter utilizando ape-

nas as equagdes de Maxwell.

2.1.1 Consequéncias diretas

Primeiramente, derivando a equag@o (2.1)) em relagdo ao tempo, temos:

OE_19p
ot —ant.

Utilizando a equacdo (2.4) para isolar o valor da derivada do campo elétrico no

(2.6)

tempo, temos:

V x B — uoj 10
v. (YL T Hg ) 2 9P 2.7)
Ho€o €0 ot
Utilizando o fato de que o divergente do rotacional de um campo € nulo e reorgani-
zando os termos, ficamos com:
dp

== 2.
Vit =0, (2.8)

que € chamada de equacdo da Continuidade, pois € a partir dessa equagdo que mos-
tramos a conservagao da carga elétrica.

Além disso, podemos utilizar as equagdes de Maxwell para estudar o comporta-
mento ondulatorio dos campos. Para isso, vamos considerar as equacdes de Maxwell no vécuo,

de forma que temos[9]:

V.-E=0, (2.9)
V.-B=0, (2.10)
. OB
E+ 2= =9 2.11
. E
V xB— ,uoeoa— —0. (2.12)
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Aplicando um rotacional na equagdo (2.11)), temos:

OV x B
ot =0

Podemos utilizar uma identidade vetorial para calcular o primeiro termo e utilizar a

V x (V x E) + (2.13)

equacio (2.12) para substituir o segundo, de forma que ficamos com:

. . 0 OF
. J— 2 —_— —_— =
V(V-E) VE+m oo 0. (2.14)

Por ultimo, utilizamos a equacao (2.9) para eliminar o primeiro termo acima, tendo

portanto que[9]]:

L) OF
p=— — . 2.15
\% 57 | Fofo, (2.15)
Por um procedimento andlogo chegamos a mesma equacao para o campo magnético[9]:
.9 0B
’B=— e 2.16
V (9t :LLO €o 8t > ; ( )

Dessa forma, podemos ver pelas equagdes acima que tanto o campo elétrico como

0 campo magnético, no vacuo, se comportam como ondas com velocidade igual a

=3 x 10%m/s. (2.17)

Ho€o
2.1.2 Invariancia de gauge

Uma das propriedades mais importantes da teoria eletromagnética € a invariancia
por determinadas transformacdes. Primeiramente, é importante notar que € possivel representar
os campos elétrico e magnético a partir de outros campos chamados de potenciais. A vantagem
desse mecanismo € trocar as 6 componentes dos campos elétrico € magnético, por um campo ¢
chamado de potencial escalar e um vetor A chamado potencial vetorial.

Para isso, devemos observar que o campo vetorial Btem divergéncia nula, podendo

portanto ser escrito como o rotacional de um campo vetorial[6]]:

B=VxA. (2.18)

Substituindo a equacdo (2.18) na (2.11)) e utilizando o fato de que os operadores
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rotacional e derivada no tempo comutam, temos:

L 0A
E+—|= 2.1
Vx| B+ 0, (2.19)

de forma que o que estd entre paréntesis na equacdo (2.19) é um campo irrotacional

e, portanto, pode ser escrito como o gradiente de um campo escalar[6]:

E=-V¢— o (2.20)

Assim, conseguimos escrever os dois campos EeBem func¢do apenas de um campo
escalar e um campo vetorial. No entanto, podemos observar que ambos 0s potenciais nao sao
unicamente definidos. Isto €, € possivel aplicar transformagdes nos potenciais sem que isso afete
os valores dos campos nem de outras quantidades observaveis da teoria. Considere, portanto o

seguinte conjunto de transformacgdes[9]:

A= A+ VA
¢ =6~ )

E facil notar que substituindo os novos valores A’ e ¢’ nas equagdes (2.18) e (Z.20)

(2.21)

nao ocorre nenhuma variagdo nos campos. Esse fato € chamado de invariancia de gauge e a

escolha de uma fungéo analitica \(Z, ¢) € chamada de escolha do gauge.
2.2 Formulacao Covariante

Na se¢ao anterior foi discutido brevemente o fato de que os campos elétrico e
magnético se comportam como ondas que viajam com velocidade c igual a velocidade da luz. A
relatividade restrita postula que essa velocidade é a mesma em todos os referenciais. Sendo as-
sim, € esperado que as equacdes de Maxwell sejam compativeis com as transformagdes tipicas
da relatividade restrita, isto €, as transformagdes de Lorentz. Para mostrar isso, € interessante
escreve-las em uma formulagdo covariante, isto €, em termos de quadrivetores e quadritensores.

Por uma questdo de simplicidade das equacgdes, o sistema de unidades utilizado
daqui em diante nao serda mais o Sistema Internacional (SI) e sim o Sistema Gaussiano (SG), no

qual as equacdes de Maxwell sdo dadas por[9]:

V- E = 4drp, (2.22)

V-B=0, (2.23)
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VXE+33—B:0, (2.24)
c Ot

L. 10E 4r-
vxpoL0E s (2.25)
c Ot c

Para descrever o eletromagnetismo na formulacio covariante, precisamos primeiro
definir alguns quadrivetores e quadritensores que servirdo de base para todo o estudo. Primeira-

mente, vamos definir um quadrivetor potencial em fun¢do dos potenciais citados anteriormente:

A

C

A* = (9,

A partir disso, podemos definir um tensor antissimétrico de rank 2, chamado de

). (2.26)

tensor de campo Eletromagnético:

FHY = GRAY — Q¥ AR, (2.27)

de forma que os campos elétrico e magnético podem ser expressos em funcao desse

tensor da seguinte forma:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 =—B,
E. —B, B, 0

v = (2.28)

E possivel observar de forma quase imediata que, devido a antissimetria do tensor

de campo F'*” podemos obter uma relacdo chamada de identidade de Bianchi[8]]:

ONFHY L gV FM 4 9 FVA = (), (2.29)

que também pode ser escrita como[8]]

O, (*F*) =0, (2.30)

onde

1
= SR, (2.31)

¢ o chamado dual do tensor de campo F*. A partir da equagdo (2.30) é possivel obter as
equacdes homogéneas de Maxwell, isto é, as equagdes (2.23) e (2.24). No entanto, ainda é

preciso derivar as duas equacdes ndo-homogéneas. Essas equacdes podem ser obtidas a partir
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de [8]
4
0, F" = 7” i, (2.32)
onde
3 = (cp,J) (2.33)

€ a quadricorrente. Essa quadricorrente € uma quantidade conservada da teoria. Isso pode ser
percebido aplicando uma derivada parcial 0, a equacéo (2.32):

4
0,0, F" = % Lj¥ = 0,5" =0 (2.34)

Assim, conseguimos reduzir as 4 equagdes de Maxwell para uma representacdo
com apenas 2 equacdes envolvendo o tensor de campo e seu dual, (2.32) e (2.30). Além disso,
conseguimos obter novamente a equago da continuidade, (2.34)), de forma que recuperamos a
propriedade da conservagdo da carga elétrica.

Dessa forma, s6 resta mostrar o principio da invariancia de gauge nessa formulagao.

Isso pode ser feito realizando uma transformagao do tipo

Al — AP+ OF . (2.35)

Substituindo a equag@o acima na definicdo do tensor de campo (2.27), vemos que
o mesmo permanece inalterado pela transformacdo. Assim fica definida a transformacao de
gauge no formalismo covariante do eletromagnetismo. Por dltimo, vale citar as duas escolhas

mais comuns para a fixacdo de gauge [8]:

0; A" =0 (2.36)

9, A" =0, (2.37)

que sao chamados, respectivamente, de gauge de Coulomb e gauge de Lorentz.
Por dltimo, podemos utilizar a expressdo (2.32)) para encontrar uma equagio que

descreva a dindmica do campo A*. Para isso, basta utilizar a defini¢do de F'** dada em (2.27):

4 4
0, (M A — ¥ AP) = % 7 = 0,0%AY — 9,0" AM = 7” . (2.38)

Fixando o gauge de Lorentz, (2.37)), e considerando o caso no vacuo (3 = 0),
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ficamos com:

0,0%A” = 0. (2.39)

Assim, o féton que € a particula mediadora da interacao eletromagnética, é repre-

sentado por um campo A” que obedece a uma equacio de onda homogénea.
2.3 Formulacio em formas diferenciais

Uma caracteristica interessante a ser observada € a que um dos objetos centrais de
estudo da teoria eletromagnética, o tensor de campo F*” (e por consequéncia seu dual, * F'*), é
antissimétrico nos dois indices. Uma consequéncia imediata da antissimetria nos indices de um
objeto é a grande redugdo do nimero de componentes independentes do mesmo. De fato, um
objeto com dois indices, digamos 7", com indices variando de 1 a N, tem N? componentes.
Se T for antissimétrico nos indices, entdo a quantidade de componentes independentes cai

parall6]

2 2

Isso pode ser visto para o tensor F'*, cujos indices variam de 0 a 3. Dessa forma,

(N ) _ NV -1 (2.40)

fazendo N = 4 na equacdo (2.40)) vemos que esse tensor deve ter 6 componentes independen-
tes, que sdo exatamente as 3 componentes do campo elétrico e as 3 componentes do campo
magnético.

Como veremos mais adiante neste trabalho, essa caracteristica de antissimetria esta
presente em grande parte dos objetos mateméticos em questdo. Assim, € interessante adotar um
formalismo que tire proveito da antissimetria dos tensores e que simplifique os calculos. Dessa

forma, daqui em diante serd adotado o uso de formas diferenciais nas teorias de campo.

2.3.1 Formas Diferenciais

Para definirmos as formas diferenciais, primeiro precisamos escolher uma base ade-
quada. Uma base adequada devido a sua caracteristica contravariante é o conjunto de elemen-
tos infinitesimais de comprimento {dz'}. A partir desse conjunto base, podemos definir uma

1-forma como[|10]

Ty = Tydx". (2.41)

Com isso em mente podemos partir para a defini¢do geral de uma forma diferencial

de dimensao qualquer.
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Primeiramente, seja M uma variedade. Uma variedade, em geral, é um espago
topoldgico que é homeomorfico localmente ao RP, apesar de poder ser diferente globalmente.
Dessa forma, a cada ponto da variedade sdo atribuidas p coordenadas locais. Por exemplo,
no R3 uma superficie é parametrizada por 2 nimeros, digamos u e v, como (x(u,v), y(u,v),
z(u,v)). Assim, uma superficie no R3 é homeomérfica localmente ao R? e cada ponto tem como
coordenadas o par (u,v). [11]

Uma forma diferencial de ordem p ( que denotaremos por p-forma) é um tensor
totalmente antissimétrico do tipo (0,p). Para definirmos uma expressdo matematica geral de
uma p-forma, € preciso primeiro definir uma base para o espaco 2’(Mp, g) das p-formas.
Queremos construir essa base em termos das 1-formas de base dz’ e vamos impor que um
elemento da base seja completamente antissimétrico na permutacdo de dois indices quaisquer.

O produto exterior (cujo simbolo é A) € definido como a parte totalmente antis-

simétrica do produto tensorial[[11]:

dx" Ndz"? N - Ndatr = Z sgn(P)dxHP® A dxHP@ A - A daxtPe) (2.42)

PES,
onde S, € o grupo totalmente simétrico de ordem p e sgn(P) = +1 para permutagdes pares e -1
para permutagdes impares. Dessa forma, podemos construir elementos de base para dimensodes

quaisquer. Por exemplo, a 2-forma de base é definida como:

dat N dr¥ = da* ® do¥ — dz¥ @ dxt. (2.43)

A 3-forma de base € definida como:

dz? A dat A da? =da @ dat @ da¥ + dr¥ @ da ® dat + drt ® de¥ @ dat .44
—dr* @ d2¥ ® da* — dz¥ @ dat @ da — dat @ da @ da” .
Seguindo 0 mesmo procedimento é possivel construir uma p-forma de base para

qualquer ordem p. Com isso, definimos uma forma diferencial de ordem p, 7,y € Q"(Mp, g),

comol[l11]]

1 1
Tip) = ETMW_MCZQ;M Adat A A dpi = HTWQ_M A (2.45)

. . »
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onde

/\ = dz" Ndat A - A date. (2.46)
p

Como por defini¢do os indices sdo antissimétricos por qualquer permutacao entre 2

indices, em D dimensdes uma p-forma de um ndmero de componentes igual a[12]]

D D!
(p) ~p(D—p) (247

Observando a equag@o (2.46), observamos que (D-p) deve ser maior ou igual a 0
pela defini¢do de fatorial. Assim, em D dimensodes s6 podemos ter p-formas com p < D e uma
r-forma, com r > D, € necessariamente nula. Se p = D, vemos que a forma diferencial s6 tem
uma componente independente e € portanto um escalar.

Assim como definimos o produto exterior entre elementos infinitesimais de base,

podemos definir o produto exterior entre formas diferenciais como[/12]

1
plg!

T(p) A W(q) = Tu1u2-..ule/1V2--.quxm A NdxPP ANdx?t N - A dxte (2.48)

formando portanto uma (p+q)-forma, desde que p + ¢ < D. Como exemplo, tome o produto
exterior de duas 1-formas diferenciais em um espago com dimensdo D = 3. Sejam u = u;dz’ e

v = v;dx?, o produto exterior é dado por

w = wdz" A\ da?, (2.49)

onde w;; € a parte totalmente antissimétrica do produto u;v; e portanto vale:

1
Wij = §(uivj — UjUZ'>, (250)

onde os indices i e j variam de 1 a 3. Desse modo, podemos notar que as componentes da
2-forma w, sdo diretamente proporcionais as componentes do produto vetorial entre os vetores
u e ¥. Tomemos por exemplo a componente wis = u1v2 — usvy, que € a componente 3 do
produto vetorial « x . Assim, temos um primeiro indicio de que é possivel utilizar as formas
diferenciais para generalizar o conceito de produto vetorial em 3 dimensdes. Isso serd feito
adiante com a introduc¢do do conceito de dual de uma p-forma.

Algumas outras propriedades interessantes do produto exterior sdo citadas a seguir.

Sejam T(,,), W, e Sy formas diferenciais de ordem p,q e r, respectivamente. Utilizando as
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defini¢Oes citadas anteriormente, temos[12]:

Ty N Wig = (=1)" Wiy ANy, 2.51)

que mostra que a comutatividade do produto externo estd condicionada a ordem das formas
diferenciais envolvidas. Como consequéncia direta da propriedade acima, temos que o produto

entre duas formas idénticas de ordem impar € nulo[l11]:

T(p) A\ T(p) = 0. (2.52)

Por tltimo, temos que o produto externo apresenta como propriedade a associatividade[/11]]:

(Tio) A Wig)) A Sty = Tipy N (Wig) A Siry)- (2.53)

Antes de partir para as definicdes do cdlculo com formas diferenciais, é necessario
definir o conceito de dualidade. Para isso, observe que uma p-forma em uma variedade de
dimensdo D tem, como ja citado anteriormente em uma quantidade de componentes

igual a

D D!
<p) ~ (D= p) (239

No entanto, pela definicdo do bindmio, temos que:

©)-(°)

Assim, podemos facilmente observar que uma (D-p) forma tem exatamente o mesmo
numero de componentes de uma p-forma. Esse fato induz a ideia de que podemos definir uma
operagdo * : QP(Mp,g) — QP7P(Mp, g) chamada de dualidade que faz o mapeamento de
uma p-forma em uma (D-p)-forma. O dual de uma p-forma 7,, denotado por *7{;), € dado
por[l11]

. 1 1 o y
T(p) = HTNIMQWHPWEMUQ ’upl,p_,'_l..‘,/D |g|dl’ LA oA dxtP. (256)

Com essa defini¢do, € natural surgir uma questdao quanto a aplicac@o sucessiva de
operacodes de dualidade. Mais especificamente, ao aplicar duas vezes a operacdo de dualidade a
uma p-forma, o objeto encontrado € idéntico a p-forma original ? Isso vai depender primeira-
mente do tipo de variedade em que se define a forma diferencial.

O tipo de uma variedade se refere ao tipo de métrica associada a ela. Como j4 foi

dito anteriormente na sec¢ao 1.3.1, uma métrica € um mapeamento que leva um objeto do espaco
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dos vetores V ao espago dos covetores *V. Uma forma equivalente de definir a métrica € como
um mapeamento que associa um escalar a dois vetores do espago tangente a variedade, 7, M.
E daf que surge a defini¢do de produto escalar em variedades.

Assim, podemos definir o tipo de métrica baseado nas propriedades associadas ao
produto escalar na variedade.

Sejam « e ¥ dois vetores e M uma variedade diferenciavel. Uma métrica g € dita
Riemanniana se for uma forma bilinear positiva definida e simétrica. Ou seja, se g(u,u) > 0,
com igualdade no caso que ¥ = 0, e g(u,v) = g(¥,u). Por outro lado, podemos excluir a
exigéncia que o tensor métrico seja positivo definido e adicionar a condi¢go de que se g(u, v) =
0 para todo u, entdo necessariamente devemos ter ¥ = (. Nesse caso, temos uma métrica
pseudo-Riemanniana.

Em ambos os casos, as métricas sdo simétricas e portanto t€ém autovalores reais.
Se g € Riemanniana, todos os autovalores sd@o necessariamente positivos, enquanto no caso de
g pseudo-Riemanniana alguns autovalores podem ser negativos. No caso em que exatamente
1 autovalor € negativo, temos uma métrica de Lorentz. Assim, uma variedade dotada de uma
métrica Riemanniana é dita uma variedade Riemanniana e uma variedade com uma métrica de
Lorentz € dita uma variedade Lorentziana|l1]].

Para uma variedade Riemanniana, a aplicacao consecutiva do operador de dualidade

leva a

Ty = (—1)PPPT,, (2.57)

enquanto que em uma variedade Lorentziana temos

Ty = (=), (2.58)
de forma que a auto-dualidade fica dependente da dimensao do espago e da ordem da forma
diferencial. A operagdo inversa do dual € entdo definida como

=l = (—1)pPP) * (2.59)

para uma variedade Riemanniana e

1 2 ()LD (2.60)

para uma variedade Lorentziana. Assim, encerramos as defini¢cdes basicas da dlgebra de formas

diferenciais. Resta agora definir operadores diferenciais e integrais a serem utilizados na teoria.
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2.3.2 Calculo Exterior

Seguindo com o estudo das formas diferenciais, vamos definir operagdes com essas
formas tais como diferenciacdo e integragcdo, a fim de generalizar esses conceitos do cdlculo
vetorial e tensorial.

A primeira no¢do importante € a de derivada exterior. Essa derivada é um mapea-
mento d: QP(Mp, g) — QP Mp, g), ou seja, transforma uma p-forma em uma (p+1)-forma.

O operador da derivada exterior é dado por[11]:

d = dx'0;, (2.61)

de forma que ao atuar sobre uma p-forma, temos:

1
dT,) = —'(8PTH1,L2,,_,Lp)de A dxt ANdzt? N - N datr (2.62)
P!

Por exemplo, ao atuar o operador d sobre um escalar ¢ temos:
do = 0;¢da’, (2.63)

de forma que as componentes de d¢ sdo idénticas as do gradiente V ¢.
Além disso, € possivel encontrar uma expressao para o rotacional utilizando a deri-

vada do vetor dual como se segue:
*(di) =V x 4. (2.64)
Da equacdo (2.62)) podemos extrair uma propriedade andloga a regra de Leibniz, s6
que para o produto de formas diferenciais[11]:

d(Tipy N Wig) = (dT)) A Wigy + (=1)P Ty A (dW(y)) (2.65)

Outra propriedade fundamental, conhecida como o Lema de Poincaré, diz que a

aplicagdo sucessiva do operador diferencial resulta necessariamente 0, isto é[11]:

dQT(p) = ddT(p) =0. (266)

Utilizando a derivada exterior definida anteriormente, podemos definir também uma

derivada exterior adjunta ou coderivada, dada por

AT,y = (—1)PPHPH =g (2.67)
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para variedades Riemannianas. Ja para variedades Lorentzianas a co-derivada é definida como

d'Ty) = (-1)PPHD *q ", (2.68)

Pode-se demonstrar que a co-derivada reduz a ordem da forma diferencial em uma
unidade, isto é, transforma uma p-forma em uma (p-1) forma. Além disso, vale ressaltar que
o Lema de Poincaré também é vélido aqui e que a co-derivada de um escalar € nula. Como
exemplo da atuagdo da co-derivada, vejamos o caso da co-derivada agindo sobre uma 1-forma

v = v;da’:

(2.69)

=t

dv=—-V-

Por altimo, podemos definir um ultimo operador diferencial que envolve a derivada

exterior e a co-derivada, o operador de Laplace-Beltrani dado por

A= (d+d)?=dd+dd. (2.70)

Esse operador, ao atuar em um escalar ¢ resulta no laplaciano de ¢, como mostrado

a seguir:

A¢ = (d'd + dd")e. (2.71)

Porém, como j4 citado antes, a co-derivada de um escalar ¢ € nula. Assim, ficamos

com

Ap = V3¢, (2.72)

isto €, o laplaciano de ¢. De maneira semelhante, para uma 1-forma, temos:

Av = (d'd + dd")v;ds" = —V?7. (2.73)

Se uma p-forma € fechada (d7" = 0) e co-fechada (d'T = 0), entdo segue-se que
(AT = 0) e dizemos que a forma diferencial € harmdnica.

Com os operadores diferenciais definidos, podemos também definir integracdes de
formas diferenciais para que possamos passar para o cdlculo de variacdes utilizando p-formas.
Para isso, o primeiro passo a ser realizado € definir um elemento de volume invariante. Isso €

feito adicionando um fator multiplicativo do determinante da métrica [11]]

Qi =/ |glde' Adx? A+ A da?. (2.74)
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Como explicitado anteriormente através da equagdo (2.47), em uma variedade D-
dimensional, uma D-forma tem exatamente uma componente independente e portanto é um
escalar. Além disso, como mostrado na equacao (2.48)), o produto exterior entre uma p-forma e
uma g-forma resulta em uma (p+q)-forma, desde que p + ¢ < D. Usando esses dois resultados,
podemos construir um produto entre duas formas diferenciais para obter um escalar. Para isso,
basta que p + ¢ = D, de forma que o produto exterior entre os dois objetos resulte em uma
D-forma, isto €, um escalar.

Assim, podemos definir um produto tal que

. 1
Tipy * Wiy = Tipy N " Wipy = T pagegy W70 (2.75)

p!

O resultado da equagdo (2.75)), como desejado é uma D-forma e por consequéncia,
um escalar. Desse modo, podemos utilizé-lo junto ao elemento de volume definido em (2.74)
para criar um produto interno entre formas diferenciais. O produto interno €, entdo, definido

comol[l11]]]

1
(T, W) = / Ty ¥ W) = H/ Tmuz...upwmmmupg/\/(- (2.76)
M CJIM

Além disso, pode-se facilmente notar que a equacdo (2.73)) trata-se de um produto
comutativo, ou seja, T, * W, = Wy *T(;,). Assim, por consequéncia direta, o produto interno

também tem essa propriedade:

(T, W) = (W,T) 2.77)

Uma propriedade ndo tdo direta como a comutatividade do produto interno, mas
de suma importancia é que o operador derivada exterior atuando sobre um dos elementos do
produto interno é equivalente a um operador co-derivada atuando no outro elemento do produto,

ou seja:

(dT, W) = (T, d'W) (2.78)

A propriedade da equag@o ¢ vélida tanto para variedades Riemannianas quanto
para variedades Lorentzianas. Porém, em variedades Riemannianas ela resulta no fato de que o

operador de Laplace-Beltrani € positivo definido e portanto temos

(T,AT) = (T,d"dT) + (T, dd'T)
= (dT,dT) + (d'T,d'T) (2.79)

> 0.
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Agora, com a no¢ao de produto interno e de integracao de formas diferenciais bem
definidas, podemos partir para o calculo funcional em p-formas, que é simplesmente uma ex-
tensdo do calculo funcional estudado anteriormente.

Em uma variedade plana, o produto interno entre duas formas diferenciais de ordem
p € dado por [11]

1

(4, B) = / Ap) (@) * By (z) = — / Ay () BP42 (2)dP 3. (2.80)
M P Jm

A derivada funcional desse produto com relagdo a A,, Vo...Vp (y) é dada por [[13]

R
5AV1V2-~~VIJ (3/)

Assim, podemos definir uma derivada funcional para o produto interno, o que sera

(A, B) = BYva-r(y). 2.81)

fundamental para obter as equacdes de movimento das teorias de campo tratadas posteriormente

no trabalho. A derivada funcional entio é definida como

)
—— (A, B) = B(y). (2.82)
Sy B) = B
Um objeto fundamental nas teorias de campo com certeza € a distribuicdo delta de
Dirac. Observando a equagdo (2.82) podemos definir uma p-forma equivalente a distribui¢do

delta de Dirac utilizando a seguinte equacao:

(8, (x —y), B(x)) = B(y) (2.83)
e, portanto, podemos dizer que
0A(x) _ p
AW o, (. —y). (2.84)

Utilizando a equacgdo (2.83) podemos obter uma relagdo entre a p-forma delta de

Dirac e a distribui¢@o usual delta de Dirac, dada por([13]]

1
(51?(56 —y) = HéD(aj —Y)Jpivr Gy T N NdXP? @ dyt A - N dy'. (2.85)

Podemos obter a delta de Dirac usual fazendo p = 0, o que era esperado uma vez

que a delta de Dirac € um escalar:

5y (x —y) = 6" (x — y). (2.86)



35

2.3.3 Formulacao em Formas Diferenciais do Eletromagnetismo

Uma vez construida a base necessdria para o entendimento dos tipos de variedades,
das definicdes formas diferenciais e seus operadores diferenciais e integrais e de algumas pro-
priedades algébricas desses objetos, € natural a formulacdo da teoria eletromagnética utilizando
essas ferramentas.

A vantagem desse formalismo € a que ele tira proveito da caracteristica antis-
simétrica de grande parte dos objetos matemadticos da teoria eletromagnética. Sendo assim,
vamos comegar a expressar as grandezas da teoria em termos de formas diferenciais. O pri-
meiro passo para isso € definir o equivalente ao quadripotencial A,, que logicamente deve ser

dado por uma I-forma, uma vez que o A, é um quadrivetor. Desse modo, temos

A=A, dz". (2.87)

E natural entdo utilizar essa defini¢do para formar em seguida equivalente ao tensor
de campo eletromagnético, F),,. Para isso, lembremos que £, € um tensor antissimétrico do
tipo (0,2) e que € definido em termos de derivadas do quadrivetor A,. Dessa forma, ¢ intuitivo

definir uma 2-forma F, tal que

F =dA = 0,A,dx" Ndz"”. (2.88)

A 2-forma de base dx* A dz” é um objeto antissimétrico nos indices, de modo que

a contragdo com 0, A, anula o termo simétrico, como j4 era esperado a fim de que a forma
diferencial seja definida em termos de um tensor antissimétrico. Desse modo, ficamos com

F =0, A,da" Nde” = -(0,A, — 0,A,)dx" N dx”. (2.89)

1
2

Assim, fica claro que a forma diferencial F tem como componentes, a menos de
uma constante multiplicativa, o tensor de campo eletromagnético F,,.Podemos entdo fazer uma
transformacdo na forma diferencial A, equivalente a transformacdo de gauge e usar as proprie-

dades do cdlculo exterior para procurar por simetrias. Para isso, fazemos

A= A+d), (2.90)

onde lambda € um escalar qualquer. Por consequéncia, teremos também uma varia¢ao na forma

diferencial F:

F' =dA = dA+ )\ (2.91)
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No entanto, pelo Lema de Poincaré, d?\ = 0. Assim, ficamos portanto com

F'=dA"=dA=F, (2.92)

mostrando portanto a invariancia de gauge para a forma diferencial F. No entanto, lembrando
que F também € uma forma exata, isto €, F' = d A, podemos utilizar o mesmo argumento acima.

Assim, pelo Lema de Poincaré a forma F deve ser fechada, ou seja, devemos ter

dF' = 0. (2.93)

Utilizando a definicdo de derivada exterior (2.61) para abrir a equagdo (2.93) em

termos de suas componentes, temos:

dF = 0,F,,dz” N\ dz" N\ dz", (2.94)

onde novamente utilizaremos o fato de a 3-forma de base ser um objeto antis-
simétrico em todos os indices, de modo que a parte simétrica de d,F),,, quando contraida com a

3-forma de base se anula. Assim ficamos apenas com a parte antissimétrica de 0, F),,, dada por

1
Ol = 5(6,)5“, +0,F,, +0,F,,—0,F,, —0,F,, — 0,F,,). (2.95)

Utilizando a antissimetria do tensor F},, para agrupar os termos dois a dois, temos

ao final

1
0 Fu) = g(ame, +0,F,, +0,F,,). (2.96)

Portanto, a forma diferencial F € dada por

1
AF = (0, Fyu + 0, Fyy + 0,Fp)da® A da A da”, 297

Comparando a equacgao (2.93)) com a equagao (2.97), encontramos finalmente

apF/w + aVFpu + auFl/p =0, (2.93)

isto é, recuperamos portanto as identidades de Bianchi definidas em (2.29). No entanto, na
equacgdo (2.30) escrevemos essas identidades em func¢do do tensor dual ao tensor de campo
eletromagnético. Também € possivel fazer isso utilizando o dual da forma diferencial F, de

forma que a equacdo (2.93)) é equivalente a

dt*F =0. (2.99)
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Assim, ja escrevemos uma das 2 equacdes de Maxwell na forma covariante em
termos de formas diferenciais. Resta agora escrever o equivalente a equacdo (2.32)), isto é, as

equacOes ndo-homogéneas. Para isso, definimos uma 1-forma J para a quadricorrente

J = j,da". (2.100)

A partir dai podemos construir a equagao em formas diferenciais como

4
dF =7 (2.101)
C

Dessa forma, conseguimos recuperar ambas as equagdes de Maxwell em termos de
formas diferenciais, para uma dimensao qualquer e sem envolver o uso de um sistema especifico
de coordenadas. Com isso, encerramos o capitulo de revisdo do eletromagnetismo tendo pas-
sado pelos formalismos vetorial, covariante e em formas diferenciais e tendo introduzido um

conceito fundamental para a teoria, o da invariancia de gauge no eletromagnetismo.
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3 EXTENSOES A TEORIA DE MAXWELL

Nos capitulos anteriores foram discutidas defini¢des e propriedades matematicas
relevantes ao estudo da teoria eletromagnética, tais como célculo tensorial, cdlculo variacional
e cdlculo exterior. Utilizando essas ferramentas fomos capazes de ter uma boa compreensao do
eletromagnetismo de Maxwell e de algumas de suas consequéncias.

Neste capitulo, iremos discutir possiveis extensdes a essa teoria. Isso serd feito
utilizando o formalismo Lagrangiano através da adi¢ao ou modificagdes de termos a densidade
Lagrangiana que leva as equacOes de Maxwell. Os principais modelos estudados serdo o de

Proca, o de Chern-Simons e o modelo B-F.

3.1 Leis de Maxwell a partir do formalismo Lagrangiano

O primeiro passo para fazer extensdes a teoria de Maxwell do eletromagnetismo
é encontrar uma Lagrangiana que leve as equagdes covariantes (2.32)). Para isso buscaremos
termos que preservem as simetrias de Lorentz ( pois estamos tratando de teorias relativisticas
) e a simetria de gauge (que é uma propriedade fundamental do eletromagnetismo, como mos-
trado anteriormente). Pensando nisso, o termo mais simples possivel deve envolver o tensor de
campo F*”. Assim, uma primeira tentativa de gerar uma Lagrangiana invariante que obedeca
as simetrias exigidas € do tipo

1
L=~ F"F,, 3.1)

onde a constante multiplicativa estd relacionada ao sistema de unidades de Heaviside-Lorentz,
que serd utilizado nesse capitulo. Podemos escrever a equagdo (3.1)) em termos do campo A,
do seguinte modo:

L=——(0"A" — 0" A")(9,A, — 9,A,), (3.2)

1
4

de forma que a variagcdo dessa Lagrangiana é dada por

5L = —%(8‘64” — Y AMS(0,A, — 0,A,)

— —%F"”(@MSA,, —0,0A,) (3.3)

= 0,F"™5A,.

Assim, utilizando o principio de que a acdo deve ser estaciondria e por consequéncia
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a variacdo em primeira ordem da Lagrangiana deve ser nula, isto €, 6L = 0, temos:

9, F"™ =0, (3.4)

recuperando assim a equagdo (2.32) para o caso sem fontes.

Para encontrar a versdo do caso com fontes devemos adicionar um termo linear no
campo A,, e que realize o acoplamento do campo com uma densidade de corrente. Dessa forma,
a Lagrangiana mais simples que gera a equacao desejada €[ 14]

1 1
Lo = = F"Ey =~ A" (3.5)

Para obter a equacdo de movimento faremos novamente um processo semelhante
ao feito na equacgdo (3.3). No entanto, podemos aproveitar o fato de que a variagdo do termo
cinético, isto €, o termo que contém o tensor de campo F*”, ja foi encontrada. Sendo assim,

resta apenas somar a varia¢ao do termo de acoplamento. Assim, temos:

5Ly = (D, F™ — %J”)éAV, (3.6)

de modo que, mais uma vez utilizando o principio variacional, encontramos como era de se

esperar que

1
OuF" =~ J". 3.7)

Como mostrado anteriormente na equagao (2.39), quando consideramos o caso no

vacuo e fixamos o gauge de Lorentz, essa equagao resulta em
0,0%A” =0, (3.8)

isto é, uma equagao de onde para o féton ndo-massivo.

Podemos também escrever uma agdo para o eletromagnetismo em termos de formas
diferenciais e utilizar a teoria discutida no capitulo 2 deste trabalho para encontrar as equacoes
de campo. Assim, para uma Lagrangiana da forma (3.5)) a acdo em formas diferenciais é dada

por:

1 1
SM:—/ F/\*F——/ AN *J, 3.9)
2 Jm CJm

ou, utilizando o produto interno:

Sy = %(dA,dA) - %(A, J). (3.10)

Utilizando a equacdo (2.82)) para a derivada funcional do produto interno de p-
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formas e a propriedade do produto interno, temos

5Sm R
Saly 0= dF = (3.11)

que é exatamente a equacgdo (2.10T)) (mudando apenas o sistema de unidades). Portanto, ja
encontramos as Lagrangianas mais simples que levam as equagdes de Maxwell para o eletro-

magnetismo.
3.2 Teorias de Foton Massivo

Como mostrado anteriormente, o eletromagnetismo de Maxwell em nenhum mo-
mento atribui uma massa a sua particula intermediadora, o féton. No entanto, é possivel estudar
modelos em que essa caracteristica € modificada ao atribuir uma massa ao féton e em seguida

observar quais as consequéncias dessa modificacao na teoria.

3.2.1 Equacao de Klein-Gordon

Antes de partir propriamente para as teorias modificadas, € importante fazer uma
breve contextualizacdo a respeito da equacdo de Klein-Gordon, que serd de suma importincia
para as discussdes posteriores. Essa equacdo é uma primeira tentativa de formular uma teoria
quantica consistente com a relatividade especial.

Comecaremos estudando a relagdo entre energia e momento ndo relativistica, dada

por

p2
E=2"—1V(), (3.12)

2m
onde E € a energia total, p € o momento da particula e V € a energia potencial. Em mecanica
quantica, esses objetos sdo transformados em operadores atuando sobre uma fun¢do de onda no

espaco de Hilbert H da seguinte forma:

;- ﬁQ
E_ '1

onde os operadores E e p sdo dados respectivamente por[15]:

N 0
E = m& (3.14)
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de modo que ao aplicarmos a uma funcao de onda ¥ temos[16]:

oV (r,t)
ot '

isto €, a equacgdo de Schrodinger. Essa equagdo descreve fendmenos quanticos ndo-relativisticos.

—ihV2U (7, ) + VU (7 t) = ih (3.16)

Logo, uma tentativa de unir isso a relatividade € partir de uma versao relativistica da equagao

(3.12). A relag@o relativistica entre energia e momento é dada por[[17]

E? = p?c® + m?c, (3.17)
fazendo uma mudanga das varidveis para operadores semelhante a (3.14)) e (3.13), temos[135]:

m2c?

72
Essa equacdo pode ser obtida a partir de uma Lagrangiana do tipo[18]:

(0,0" +

)¢ = 0. (3.18)

1 1
Lic = 50u00"6 — §u2¢2, (3.19)
onde
m202
W= (3.20)

Assim, dizemos que o primeiro termo da equagao € um termo cinético e que
o segundo termo € um termo de massa, pois € a partir dele que encontramos um termo de massa
na equacgio de movimento e em (3.17). E importante notar essas relacdes, uma vez que daqui
em diante surgirdo termos andlogos a esses em outras teorias, isto é, termos quadraticos nas
derivadas dos campos, que também serdao chamados de termos cinéticos e termos quadraticos
nos proprios campos, que serdo chamados de termos de massa.

Com isso podemos observar o motivo da teoria eletromagnética ndo atribuir uma
massa ao féton. Lembrando que a Lagrangiana para o eletromagnetismo é:

1

1
Ly = _ZFWFW — EA“JM' (3.21)

isto €, apresenta um termo cinético, porém nao apresenta um termo quadritico no campo e

portanto ndo tem um termo massivo.

3.2.2 Modelo de Proca

Uma vez explicada a equacdo de Klein-Gordon podemos partir para as teorias que

modificam o eletromagnetismo. Proca foi o primeiro a tentar adicionar um termo massivo a
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Lagrangiana do eletromagnetismo, de forma que a nova Lagrangiana é dada por[/19]

1 v 1 W K’ M
Lap = = FYFpy = — A"+ S AA" (3.22)

Para utilizar o principio variacional na equagdo (3.22) basta encontrar a variagdo
do termo massivo e somar a equagdo (3.6) para encontrar a variacdo total da Lagrangiana de

Maxwell-Proca. A variagdo no termo massivo € dada por

K2AYSA,, (3.23)

de modo que a variagio da Lagrangiana (3.22)) é dada por:

1
SLyp = (0, F" — S+ K*AY)SA,, (3.24)

e, por consequéncia, a equacao de movimento se torna

1
O F" + KPAY = = J". (3.25)

C

Observagdes experimentais exigem que uma teoria consistente com o eletromagne-
tismo tenha como caracteristica a conservacao local das cargas elétricas, isto é, uma equacgdo da

continuidade da forma (2.34)). Para que isso acontega, devemos ter necessariamente que

0,A” =0, (3.26)

ou seja, o campo € restrito ao gauge de Lorentz. Isso pode parecer estranho, uma vez que eram
esperadas teorias que respeitassem a simetria de gauge. No entanto, a adi¢do do termo de massa
em faz com que seja adicionado um termo linear no campo de gauge A", que faz com
que a equagdo nao seja invariante por esse tipo de simetria.

Assim, considerando o gauge de Lorentz, e escrevendo a equagio (3.25) em termos

do campo A", temos:
(0,0% + K*)A” = %J”. (3.27)
Para o caso sem fontes, a equagcdo acima se resume a
(0,0 + K*)A” = 0, (3.28)

isto é, uma equacdo do tipo de Klein-Gordon para o campo de gauge A", de forma que nesse
caso temos um féton com massa xh/c.
Um exemplo simples de aplicagdo dessa teoria € para o caso de uma carga pontual

em repouso na origem do sistema de coordenadas. Nesse caso, a densidade de corrente J* €



43

dada por (¢gd(r),0,0,0). Como estamos estudando o caso estatico, o operador d’ Alambertiano
se resume 2 parte espacial 9,0% = —V? e o campo de gauge A” tem apenas o potencial escalar,

ou seja, A = (V,0,0,0). Dessa forma, temos:

(V2 — k)V (1) = —qd(r). (3.29)

E facil verificar que a solucdo para essa equacdo é o potencial de Yukawa, dado por

RT

Vi) = L

C4m o

(3.30)

Assim, vemos que a imposi¢ao de um fator de massa para o féton gera alteragcoes
sensiveis a teoria eletromagnética. Na equagdo (3.30), o potencial de uma carga pontual em
repouso ¢ alterado do potencial de Coulomb para um potencial que decai mais rapidamente
com a distancia, em razio de um fator exponencial dependente da massa. Quanto maior o valor

da massa atribuida ao f6ton, mais rapido esse potencial decai com a distancia.
3.3 Chern-Simons

A teoria de Chern-Simons € uma alternativa a teoria de Proca para a geracao de
massa do féton. No entanto, os termos de Chern-Simons sao restritos a espacos de dimensoes
determinadas. As razdes para isso serao discutidas posteriormente.

Uma das principais aplicagOes da teoria de Chern-Simons € na eletrodinamica pla-
nar. Esse termo se refere ao estudo de situagdes fisicas em duas dimensdes espaciais. Nessas
condicdes o comportamento de elétrons e fétons difere sensivelmente do comportamento usual
na teoria classica de Maxwell. Uma aplicacao pratica desse tipo de fendomenos € o efeito Hall
quantico fraciondrio.

Em 2 dimensdes espaciais e 1 dimensao temporal, a Lagrangiana de Chern-Simons
¢ dada por[14]

Los = ge’“’pAuayAp. (3.31)

Assim como no termo de massa da Lagrangiana de Maxwell-Proca na equacdo
(3.22), o termo de Chern-Simons contém explicitamente o campo de gauge A, e portanto nio

¢ evidente a sua invariancia de gauge. Fazendo a variacdao do termo de Chern-Simons em uma
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transformag@o do tipo 04, = 9, A, temos:

K

0Lcs = Ee“”pé(A“&,Ap)
K 4 K vV
= Ee" PoA,0,A, + Ee“ PA,0,04,
(3.32)
= re"PyA,0,A,

= 0 (5A70,4, )

Assim, vemos que a variagdo do termo de Chern-Simons € um divergente e por-
tanto, com as condi¢des de contorno adequadas, a Lagrangiana pds transformacgdo de gauge €
equivalente a Lagrangiana pré transformacgdo. Dessa forma, diferentemente do termo de Proca,
a Lagrangiana de Chern-Simons ¢ invariante de gauge.

Considerando isso, € interessante acoplar esse termo de Chern-Simons ao termo de

Maxwell do eletromagnetismo usual. A Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons é dada por(//]

1 1
Lasos = =7 F" Fuy = —A, 0"+ ge””pAH&,Ap. (3.33)

Somando as varia¢des dos termos ji calculados previamente e utilizando o principio

variacional, encontramos as seguintes equacdes de movimento:

1
0, F™ + geprﬂp = (3.34)

Para entender de onde surge a massa no modelo de Chern-Simons, podemos analisar

o caso sem fontes e reescrever a equagao (3.34) comol[14]

0,0 + K2 FY = 0, (3.35)

onde F é 0 pseudo-vetor dual definido como

~ 1
= S

vp (3.36)

que € evidentemente invariante de gauge e por defini¢do satisfaz 8Mﬁ“ = (. Assim, chegamos
uma equacao do tipo Klein-Gordon, evidenciando o surgimento de massa na teoria.
Fazendo v = 0 na equacao (3.34)), vemos que surge uma densidade efetiva de carga

relacionada com o campo magnético B dada por:

V-E=p+rB=pgs. (3.37)

Assim como a densidade de carga, a densidade de corrente também tem o acréscimo

de um termo proporcional a constante da teoria de Chern-Simons e a componentes do campo



45

elétrico:
0B 1 . 10FE,
oy E(]x + ckEy) + ~a (3.38)
) 0 0
B 1 10F
_9Z Ly, — By + -2 .
e C(jy ckE,) + - (3.39)

A tnica equac¢do que permanece inalterada na teoria de Maxwell-Chern-Simons em
2+1 dimensoes € a Lei de Faraday, dada por:
oE, O0FE, 10B

e ] = - 4
ox oy c Ot (3-40)

Para passar essa teoria para o formalismo do cdlculo exterior e das formas dife-
renciais, € necessario encontrar o termo de Chern-Simons em fun¢do do produto interno de
p-formas e adicionar a equacdo (3.9). Assim, a Lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons em

2+1 dimensdes € dada por:

1 1
M M

ou, utilizando o produto interno:

1 1
Sucs = 5(dA, dA) + g(A,* dA) = ~(4,]). (3.42)

Assim, conseguimos construir mais uma proposta de teoria de féton massivo, que
diferentemente da teoria de Proca, € invariante de gauge. No entanto, como dito anteriormente,
esse tipo de teoria tem restricdes quanto a dimensionalidade do sistema.

E possivel observar na Lagrangiana que o termo de Chern-Simons € a contra¢ao
de um simbolo de Levi-Civita com um termo relacionado ao campo e a suas derivadas. Isso im-
plica necessariamente que, para construir invariantes do tipo Chern-Simons, a variedade deve

ter uma dimensdo impar.
3.4 Modelo BF

A fim de generalizar teorias do tipo Chern-Simons para variedades de dimensao
quaisquer, iremos estudar o modelo topologicamente massivo BF abeliano, onde F € a 2-forma
usual correspondente ao tensor de campo eletromagnético £, e B € uma (D-2)-forma chamada
de campo de Kalb-Ramond.

Como queremos que o modelo BF seja uma generalizacdo do modelo de Chern-
Simons, iremos discutir um termo BF (3+1)-dimensional na Lagrangiana e posteriormente fazer

uma reducdo dimensional, esperando que ao realizar esse procedimento o resultado seja equi-
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valente aos da teoria de Chern-Simons em 2+1 dimensdes. Assim, seja a acdo do modelo BF
dada por[20]:

1 1 m
SBF = /d4l' |:_ZFMVF/LV + EHMV'DHMW) + ZGMVpUBuVFpU ) (343)

onde H € o fieldstrength de B,,,.
A partir dessa ac¢do, podemos observar que o modelo BF € invariante de gauge. De

fato, a equag@o (3.43) € invariante por dois conjuntos de transformacdes de gauge[21]]:

5114” == 8,HA7 51.8”” =0e
02A, = 0,008, = 0,5, —0,%,

(3.44)

Em termos de formas diferenciais, a acdo do modelo Maxwell BF é dada por:

1 1
My

onde H = dB.
A fim de fazer a redugcdo de dimensionalidade, iremos considerar que os campos

independem da coordenada z, de forma que os tensores dos campos da teoria sdo dados por

A = (A, As) = (A, 0)
B = (B, Bus) = (Buy, by) (3.46)
d = d2"0, = dz"d,, + da*ds = dad,,

onde ¢ e b, sdo campos constantes relacionados a coordenada da qual o sistema é

independente e p, v = 0,1 e 2. Dessa forma, podemos escrever em formas diferenciais:

A= Apdah = A da" + pda® = A+ ¢
(3.47)

1 . o1 =
B= §B,—“—,dx”“ Adx’ = §B/ﬂ,dx“ A dz” + b, dx" A dz® = B +b.

Nas equagdes (3.47) fica clara a separacdo das formas diferenciais em uma parte
reduzida em 1 dimensdo e uma parte constante relacionada a dimensao que ndo serd estudada.

Assim substituindo a equagdo na acdo (3.43) e integrando em 23, temos:

(SpF)ess = / %(Iﬂdb) A" (H +db) +m(B +b) A (F +dyp) + %<F+d¢) A (F + dp).
M3

Distribuindo os produtos, temos:
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1
—F N dp

[\]

1= _ 1= 1 _ 1 1_ _
(SBF)efs :/ [—H NHA+-HNd+=dbN"H+ =dbN"db+ —F N" F +
e |2 2 2 2 2
1 _ 1 _ _ _
+§d<,0/\*F+Edcp/\*dgo—l—mB/\F—l—mB/\dgp+mb/\F—l—mb/\dgp :

Utilizando as propriedades das formas diferenciais podemos ver que varios desses

termos irdo se anular. Definindo G = db, a equacdo acima em componentes € igual a

1 1 1
(SBF)eff N /d337 |:_ZFW/FHV B ZGMVG/“’ + %eququybp + EHHW)HMWJ
(3.48)
mow 1 m v
_56# PH 0 + 5(9#908“80 4 5(%(6# ’B,,0)]| -

O ultimo termo € um gradiente, logo pode ser eliminado através das condi¢oes de

contorno. Além disso, podemos definir um escalar

1
h = ge“”pHWp, (3.49)
de forma que
Hp = €uph. (3.50)

Substituindo isso na agdo efetiva, temos

1 1 m 1 1
(SBF)eff = /dgx {_ZFWFW — ZLGWGW + =" Fub, + §h2 — mhy + 5@6@8"4 .

2
(3.51)
Fazendo a varia¢do da acdo em relagcdo ao escalar h, temos:
0(SBF)e
%z()éh—mgo:o, (3.52)

e portanto a acdo efetiva é

1 1 m 1 1
(SBF)eff = /d3x [_ZFWF’“’ — ZLGWGW + Ee”””FWbp + 58#303‘@0 — §m2g02] :
(3.53)
Também € possivel verificar que a agdo efetiva (3.53) mantém a invariancia de

gauge para transformagdes com dimensdo reduzida. Ou seja, se reduzirmos a dimensdo das
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transformagdes 1 e 2 em (3.44)) respectivamente para

(5114“ = GHA, 5190 = 33/\7
51B,LLI/ == 0, (51()“ = O

(3.54)

(SQAH = O, 52@ = O,
: (3.55)
098, = 0,8, — 0,5, 02b, = 0,%3

a acdo efetiva do modelo BF (3.53)) se manterd invariante, preservando a simetria de

gauge como era desejado.

3.4.1 Dinamica da teoria Maxwell-BF

A Lagrangiana (3.45) na notagdo de produto interno pode ser escrita como

S = %(H, H)+ %(F, F) —m(B* F). (3.56)

Para obter as equagdes de campo, faremos o cdlculo da derivada funcional de Sgpp

em funcdo dos campos da teoria. Para o campo A, temos:

0SpF
0A

de forma que a equagdo de movimento para A € dada por[22]

=d'F—md™*B =0, (3.57)

d'F = —mH. (3.58)

Fazendo o mesmo procedimento para B:

0SBF
0B

=d'H—-m'F =0, (3.59)

que leva a[22]]

d"H =mF. (3.60)
Dessa forma, obtivemos as duas equagdes de movimento para os campos H e F.

Aplicando d* nos dois lados da equacdo (3.58)) e usando a equacio (3.60), temos:
(dd' +m*)F =0 (3.61)

Como F' = dA, pelo Lema de Poincaré temos que dF = 0, de modo queA = 9,,0".
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Portanto[22]:

(0,0 +m?)F = 0. (3.62)

Fazendo um procedimento andlogo ao feito acima, podemos obter[22]:

(0,0% +m*)H = 0. (3.63)

Assim, observamos que tanto F quanto H obedecem individualmente a equagdo de
Klein-Gordon, com massa m. Além disso, é possivel mostrar que o campo A também obedece
a uma equacao do tipo Klein-Gordon.

Pelo Lema de Poincaré, sabemos que d?>p = 0. Podemos utilizar esse fato para

encontrar uma solucdo de (3.60) da seguinte forma:

d"H —mF =0,
d(*H — mdA) = 0,. (3.64)
*H — mdA = dep.

Substituindo essa solu¢cdo chegamos em:

(0,0 +m*)A = d(*d* A — my) (3.65)

Fixando o gauge do campo como d'A = my, temos entdo que a equagio para o

campo A ¢é dada por:

(0,0 +m?)A =0, (3.66)

assim, fica claro que o campo A obedece a uma equacdo de Klein-Gordon e o campo eletro-

magnético adquire uma massa m.

3.4.2 Equacoes de Maxwell-BF

Vamos agora tentar encontrar equacdes semelhantes as equacoes de Maxwell para o
caso com fontes, como em (2.22)), (2.23),(2.24)) e (2.25)). Para isso, primeiro vamos considerar
as equagodes ([3.58)) e (3.60), s6 que na presenga de fontes[22]:

1
'F = —mH + . (3.67)

d"H =mkF. (3.68)
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Em teorias fisicas é esperado que resultados de extensdes a teorias bem estabeleci-
das recuperem fatos conhecidos. Podemos ver que a teoria de Maxwell-BF facilmente recupera
a teoria de Maxwell, bastando para isso fazer m — 0 nas equagdes acima.

Além disso, usando a mesma solu¢io dada por (3.64) na equacado ¢ a mesma
condi¢do de gauge utilizada para chegar em (3.66), ficamos com:[22]]

1
d'F ==J—m?A,, (3.69)
C
onde
d
A=A+ 2P (3.70)
m

€ o quadripotencial vetor efetivo da teoria. Em termos desse potencial efetivo também podemos

escrever um tensor de campo F;,, efetivo, dado que:

F,=dA, =dA=F, (3.71)

assim, é conveniente escrever (3.69) como

1
d'F, = =J —m2A,,. (3.72)

C

Abrindo essa equacdo em componentes tensoriais, temos:

VxB—=-"=2]-—m24, (3.73)

V-E=p—m?V,. (3.74)

Além disso, como mostrado em (3.71)), o tensor de Faraday efetivo F}, é igual ao
tensor F', de modo que as identidades de Bianchi continuam vélidas e portanto as equacoes

homogéneas ndo se alteram. Portanto, na teoria de Maxwell-BF, temos:

V.E:O, (3.75)
. 10B

vx B lt9B _ (3.76)
c Ot

Uma tltima observacao a ser feita na teoria de Maxwell-BF € a respeito da equagdo
de continuidade. Como explicado anteriormente, uma teoria fisica que deseja ser uma extensao
de um modelo bem sucedido deve recuperar os sucessos do mesmo. Um fato conhecido do

eletromagnetismo € a conservagdo da carga, expressada através da equacgdo da continuidade para
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a densidade de corrente. Dessa forma, na teoria BF espera-se essa conservacdo se mantenha.

Considerando isso, podemos supor que

dtJ =0. (3.77)

Substituindo isso na equacao (3.72)), chegamos a

1
d'A+ —d'dp = 0. (3.78)
m

Mais uma vez utilizando a fixa¢do de gauge d'A = m¢ e o fato de que, por ser um

escalar, d'y = 0, temos:

(0,0% +m*)p =0, (3.79)

Assim, por consequéncia da exigéncia de conservacao da carga ( que € uma exigéncia
completamente razodavel dados os conhecimentos experimentais da teoria eletromagnética ), o
campo escalar ¢ também obedece a uma equacgao de Klein-Gordon.

Com isso terminamos os estudos a respeito da teoria de Maxwell-BF como uma
generalizacdo da teoria de Maxwell do eletromagnetismo. Foram obtidas as equacdes de mo-
vimento e recuperadas propriedades fundamentais, demonstrando que em uma redugdo de di-
mensionalidade o modelo BF tem propriedades semelhantes aos modelos de Chern-Simons e

que no limite da massa tendendo a zero o modelo BF se reduz a teoria de Maxwell.
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4 CONCLUSAO

Nesse trabalho, comeg¢amos falando sobre a evolug¢do dos formalismos utilizados na
fisica, comecando pelo formalismo vetorial utilizando principalmente para a mecanica Newto-
niana e explicando a necessidade da mudanca para um formalismo Lagrangiano para o trata-
mento de campos classicos.

Posteriormente, definimos o formalismo das formas diferenciais € demonstramos
propriedades e vantagens desse formalismo em relacdo ao formalismo vetorial e Lagrangiano,
entre elas o fato de ndo depender nem da dimensionalidade nem das coordenadas do sistema
em questao.

Utilizando os formalismos discutidos, mostramos as equagdes de Maxwell e deba-
temos sobre suas principais propriedades, entre elas a ndo existéncia de massa do féton nesta
teoria e a simetria por transformagdes de gauge. Logo em seguida, fizemos uma primeira tenta-
tiva de generalizar a teoria, adicionando um termo de massa a Lagrangiana através do modelo
de Proca. Para esse modelo, mostramos como variavam as equagdes de Maxwell e que o campo
de gauge passava a obedecer uma equagdo de Klein-Gordon, explicando por qué dizemos que
o féton adquire uma massa nessa teoria.

Posteriormente, foi discutido o modelo de Chern-Simons acoplado com os termos
do eletromagnetismo classico. Encontramos as equacdes de Maxwell-Chern-Simons, verifi-
cando que a densidade de carga e a densidade de corrente sdo modificadas para densidades
efetivas, visto que ocorre o surgimento de termos extras relacionados aos valores dos campos.
Também foi explicado que teorias de Chern-Simons sdo restritas a variedades de dimensdes
impar.

Por fim, seguimos 0 mesmo procedimento para encontrar as equacdes do eletromag-
netismo no modelo BF utilizando tanto o formalismo tensorial quanto o de formas diferenciais,
assim como no restante do trabalho. Vimos que o modelo BF é uma generalizagdo eficaz do
modelo de Chern-Simons e provamos isso fazendo uma redu¢do dimensional de um sistema de
(3+1) dimensdes para um sistema de (2+1) dimensdes, encontrando uma Lagrangiana efetiva
coerente com a teoria de Chern-Simons. Também foi mostrado como ocorre o surgimento de

massa nesse modelo e como ficam as equagdes dos campos elétrico e magnético.
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