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RESUMO

Nesta tese, estudamos o con�namento de partículas bosônicas e de superpartícula teste em
modelos de Randall-Sundrum suave. Para isso, mostramos que é possível encontrar um
potencial efetivo que descreve o movimento da partícula sobre a dimensão extra. Para
o caso bosônico, é um fato conhecido que as partículas de teste livres não podem ser
localizadas nos modelos de brana tipo delta nem suave. Recentemente, um acoplamento
com um campo escalar foi usado para localizar uma faixa limitada de massas. Até agora,
nenhum mecanismo foi encontrado para capturar partículas de teste de qualquer massa
sobre a brana. Para resolver isso, mostramos que um acoplamento com o dilaton pode
con�nar partículas de qualquer massa. Em seguida, analisamos a superpartícula teste. As
variáveis de spin, ψP , introduzem uma interação com o tensor de curvatura de Riemann.
Isso introduz uma correção para o potencial efetivo. Ao analisá-lo, descobrimos que a
superpartícula teste pode ser localizada em uma posição diferente daquela da brana.
Também mostramos que uma superpartícula teste sobre a brana pode escapar ao in�nito.
Portanto, podemos concluir que as partículas bosônicas livres e superpartícula teste não
estão aprisionadas na brana.

Palavras-chave: Modelo Randall-Sundrum. Partícula bosônica. Superpartícula. Locali-
zação. Massa efetiva.



ABSTRACT

In this thesis we study the con�nement of bosonic and spinning test particles in smooth
Randall-Sundrum models. For this, we show that it is possible to �nd an e�ective potential
that describes the motion of the particle over the extra dimension. For the bosonic case,
it is a known fact that free test particles can be localized neither on thin nor on thick
branes. Recently, a coupling to a scalar �eld has been used to localize a limited range of
masses. Up to now, no mechanism has been found that can trap test particles of any mass
over the brane. To solve this, we show that a coupling with the dilaton can trap particles
of any mass. Next, we analyze the spinning particle. The spin variables, ψP , introduces
an interaction with the Riemann curvature tensor. This introduces a correction to the
e�ective potential. By analyzing it, we �nd that the spinning particle can be localized at
a position di�erent of that of the brane. We also show that a spinning particle over the
brane can escape to in�nity. Therefore, we can conclude that free bosonic and spinning
particles are not trapped in the brane.

Keywords: Randall-Sundrum model. Bosonic particle. Superparticle. Localize. E�ective
mass.
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1 INTRODUÇÃO

Desde o desenvolvimento do modelo de Kaluza-Klein [1�3], cenários gravitaci-

onais com dimensões extras tem atraído a atenção dos físicos. Neste contexto, L. Randall

and R. Sundrum (RS) propuseram o modelo de mundo-brana com uma métrica não fa-

torizável [4, 5].

Uma das mais duradouras ideias considerando a uni�cação entre gravitação e

eletromagnetismo é a teoria de uni�cação de Kaluza [1]. Esta teve o interesse revivido no

�nal da década de 70 por várias razões. Por exemplo, todas as interações não gravitacio-

nais são ditadas por simetrias de gauge e a escala de uni�cação ser razoavelmente perto

da massa de Planck, onde a gravitação não mais pode ser negligenciada. Embora a teoria

de Kaluza-Klein não seja consistente com a física de baixas energias, é importante explo-

rar sua estrutura [7]. No trabalho de Kaluza [1], este propõe a adição de uma dimensão

espacial na geometria Riemanniana a�m de obter uma uni�cação entre gravitação e ele-

tromagnetismo, impulsionado pelos trabalhos de Thirring [8] e Weyl [9], onde a dimensão

extra é compacti�cada cilindricamente. O trabalho de Kaluza tinha alguns problemas,

como uma métrica não tensorial e a não justi�cativa da dimensão extra não visível. Foi

Klein [10] quem resolveu estes problemas, propondo uma métrica com caráter tensorial,

que mostrava a invariância de gauge da componente γµy como campo de gauge e de�ne o

raio de compacti�cação da ordem de grandeza do comprimento de Planck. No modelo de

Kaluza-Klein, é considerado o caso onde a dimensão extra é periodicamente identi�cada

como

y → y + 2π,R

que é chamado de compacti�cação toroidal. O espaço obtido é o produto do espaço-

tempo de MInkowsky com um círculo (M4⊗S1) que pode ser imaginado como um cilindo

5-dimendional de raio R. Na teoria, um campo escalar não massivo φ(xµ, y) teria um

momento quantizado na dimensão periódica:

py =
n

R
, onde n ∈ Z.

Podemos então expandir o campo em série de Fourier:

φ(xµ, y) =
∞∑

n=−∞

φn(xµ)ei
n
R
y,
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e as equações de movimento para o campo escalar 5-dimensional tornam-se

(∂µ∂
µ + ∂y∂

y)φ = 0→ ∂µ∂
µφn(xµ) =

n2

R2
φn(xµ).

Assim, uma torre in�nita de campos com massa m2 = n2/R2 é gerada. Para pequenas

energias, comparada a R−1, somente o modo zero (n = 0) permanece e a física é efetiva-

mente 4-dimensional. Para energias acima de R−1, a torre de Kaluza-Klein é �sicamente

aceitável. Um limite experimental no tamanho do raio de compactação R é imposto

pelo fato de que esses estados de Kaluza-Klein nunca terem sido detectados em colisões

com energias da ordem de TeV . Suas massas, consequentemente, devem ser maiores,

n/R > TeV , o que implica uma forte restrição sobre R:

R . 10−21cm.

Além do mais, teoria de Kaluza-Klein e as teorias das supercordas naturalmente dão

origem a campos de dilaton, ou seja, a campos escalares neutros cujos valores de fundo

determinam a força de algumas das constantes de acoplamento da teoria quadridimensi-

onal efetiva. As consequências experimentais de um campo de dilaton são de dois tipos:

(i) modi�cação de fenômenos gravitacionais em grande escala (devido à mistura de um es-

calar com a interação tensorial usual) e (ii) violação do princípio de equivalência (através

do espaço-tempo induzida pelo dílaton das constantes de acoplamento efetivas medidas

localmente, notavelmente a constante gravitacional de Newton). Ambos os tipos de efeitos

são severamente restringidos pelos experimentos atuais. É por isso que freqüentemente

se espera que os dilatons se tornem de alguma forma su�cientemente grandes para cor-

tar todos os desvios experimentais em escalas de comprimento (ou tempo) maiores que

seu comprimento de Compton. No entanto, não é óbvio que um ou mais escalares sem

massa não sobrevivam, acoplados à matéria com força gravitacional [11]. Este campo foi

inicialmente introduzido na métrica de Kaluza-Klein, em que, quando é �xado o raio de

compacti�cação da dimensão extra, surge espontaneamente um bóson de Goldstone, o

qual é comumente chamado de dílaton [7].

Uma saída para a restrição do raio de compacti�cação foi proposta em 1988

por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [12], conhecido como modelo ADD, baseado em

uma ideia formulada em 1983 por Rubakov e Shaposhnikov [13]. Se as dimensões extras

são acessíveis apenas para a gravidade e não para os campos do modelo padrão, o limite

em seu tamanho é �xado por testes experimentais da lei da gravitação de Newton, que é

da ordem de um milímetro:

R . 1mm,
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logo, essas dimensões poderiam existir perfeitamente. Ademais, este cenário fornece uma

solução para um dos problemas centrais da física de partículas: o Problema de Hierarquia.

Este problema surge na teoria quântica de campos por causa das correções quadratica-

mente divergentes para a massa do campo de Higgs, que requerem um incrível ajuste

�no para obter a massa esperada de algumas centenas de GeV . Este problema pode ser

formulado de forma equivalente em termos da discrepância entre a força da gravidade e as

das outras três forças fundamentais. No cenário ADD, a baixa magnitude da gravidade

em comparação com as outras forças encontra uma explicação no fato de que a gravidade

se dilui no grande volume das dimensões extras. A hierarquia entre a escala de Planck

4-dimensional MPl ' 1019GeV e a escala de interações fracas MW ' TeV seria, na re-

alidade, apenas aparente. No entanto, esta solução apenas nos faz enxergar o problema

da hierarquia como o problema da discrepância entre o enorme tamanho da dimensão

extra R ' 1mm e seu valor natural R ' lPl ' 10−33cm. O modelo apresentado por Lisa

Randall e Raman Sundrum em 1999 [4, 5] fornece uma nova explicação para o problema

da hierarquia.

O modelo Randall-Sundrum assume a existência de uma dimensão extra com-

pactada em um círculo cujas metades superior e inferior são identi�cadas. De um maneira

formal, isso signi�ca que trabalhamos no orbifold S1/Z2, onde S1 é uma esfera unidimen-

sional (ou seja, um círculo) e e Z2 é o grupo multiplicativo {−1, 1}. Esta construção

envolve dois pontos �xos, um na origem y = 0 e um na outra extremidade do círculo, em

y = πR ≡ L [14]. Em cada um dos essas fronteiras representam uma hipersuperfície que

equivalem a um mundo quadridimensional como aquele em que vivemos. Por analogia

com as membranas que encerram um volume, esses mundos com 3 + 1 dimensões que

encerram o espaço 5-dimensional foram chamados de 3-branas. Então, o modelo contém

duas 3-branas, a uma distância L uma da outra, envolvendo um espaço 5-dimensional.

Este modelo também leva em consideração a constante cosmológica 5-dimensional Λ (que

ao contrário da constante cosmológica 4-dimensional efetiva não precisa ser nula ou mesmo

pequena) a ação fundamental é a soma da ação de Hilbert-Einstein SH e uma parte da

matéria SM :

S = SH + SM =

∫
d4x

∫ +L

−L
dy
√
−g(2M

(3)
P R + Λ).

Onde M
(3)
P é a escala de massa 5-dimensional fundamental, R o escalar de Ricci 5-

dimensional e g o determinante da métrica, cuja forma explícita será investigada posteri-

ormente [14]. Ainda hoje, modelos RS desempenham um papel importante no contexto

de dimensões extra. Principalmente porque nos permitem recuperar a bem conhecida te-

oria gravitacional, mesmo com uma dimensão extra in�nitamente grande. Isto é possível
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pelo fato da gravidade estar con�nada em uma hiper-superfície 4D (3-brana) embebida

em um espaço-tempo 5D. Inspirado pelos modelos RS, muitos outros modelos de mundo

brana com a gravidade con�nada foram propostos [15�24]. Para todos estes modelos, a

gravidade é con�nada em uma 3-brana, nos permitindo recuperar a teoria gravitacional

4D. Entretanto, o mesmo não é verdade para campos de matéria, como foi amplamente

veri�cado para todos os modelos mencionados anteriormente [25�32]. A concepção de

modelos tipo Randall-Sunrum possibilitou o aparecimento de uma nova linha de pesquisa

teórica em Física de Altas Energias, chamada localização ou con�namento de campos na

3-brana.

Em mecânica clássica, essencialmente, todas as variáveis dinâmicas são bosôni-

cas, uma vez que são representadas por variáveis que comutam. Por outro lado, na teoria

moderna de partículas elementares, somos tentados a especular que todas as partículas

fundamentais da natureza são férmions, inclusive na composição dos bósons. Campos

quânticos anticomutantes não possuem um limite clássico em termos de variáveis comu-

tantes (c-números), mas sim em termos de variáveis de Grassmann [33]. A possibilidade

de utilizar variáveis de Grassmann em mecânica quântica foi apontada por vários outros

autores, como Casalbuoni [34] e Berezin, que introduzem graus de liberdade de spin no

nível clássico. No caso da superpartícula, será introduzida a variável fermiônica ψP (τ) e

o seu super-parceiro, a variável posição xP (τ). A variável ψP (τ) é uma variável de Grass-

mann e é tomada como o grau de liberdade de spin, τ é um parâmetro ao longo da linha

mundo da partícula e P , um índice de Lorentz, tal que P = µ, 5 (µ = 0, 1, . . . , D − 1).

O movimento da superpartícula é descrito por uma ação que é invariante por

reparametrização e transformações de supersimetria local. A invariância sob reparame-

trizações de τ é necessária para que a escolha de qualquer parâmetro não altere a física

do sistema [35], enquanto que a invariância por transformações de supersimetria local são

necessárias para evitar que normas negativas, devido a componente temporal de ψP , não

apareçam no espectro físico. A teoria quântica do sistema pode ser construída impondo

as relações de comutação de Dirac [36]. Supersimetria representa a menor rota entre estas

duas situações extremas que apresenta uma completa equivalência entre variáveis fermiô-

nicas e bosônicas. Isto requer que a supersimetria possua operadores que conectam estes

dois tipos de variáveis, umas vez que todas elas são fermiônicas [33]. Neste trabalho, a

variável fermiônica estudada será a superpartícula de Brinck-Schwarz, que recebe o nome

pelo fato do sistema apresentar uma supersimetria, ou seja, uma simetria que relaciona

férmions e bósons [37]. A superpartícula recebe esse nome devido o trabalho de Brinck e

Schwarz, de 1981, no qual eles analizam a mecânica quântica de uma superpartícula [38].

O con�namento de campos em mundo-brana leva, evidentemente, à localização
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das partículas relacionadas. Entretanto, esta interpretação só pode ser obtida em um

vível quântico. Para modelos de Kaluza-Klein 5-dimensional, a dinâmica de partículas

foi largamente discutido [39�45]. Entretanto, a dinâmica e o con�namento de partículas

teste clássicas em mundo-brana RS foi pouco discutido na literatura. Por exemplo, em [46]

é discutido o movimento geodésico de partículas teste livre em mund-brana RS-II tipo

delta. A partir desta análise, os autores mostraram que o movimento na dimensão extra

y é desacoplado das outras dimensões e é dado por

|y(t)| = 1

2k
ln
(
1− v2k2t2

)
,

onde t é um parâmetro não a�m e p2 = ηµνp
µpν . Na equação de movimento acima k2 > 0

está relacionada com a constante cosmológica. Portanto, matéria comum (v2 < 0) é

inevitavelmente expulsa para a dimensão extra e não pode ser con�nada. Uma discussão

semelhante também foi realizada em [47] para o modelo de brana espessa [15]. Os autores

de [47] não encontraram uma solução analítica para y(t). No entanto, eles encontraram

um "potencial efetivo"fornecido pelo espaço-tempo curvo e, a partir disso, o con�namento

foi discutido. A conclusão foi que, assim como no modelo tipo delta, o con�namento das

partículas 'livres' nesta brana espessa não pode ser alcançado. Portanto, um mecanismo

de localização para aprisionar partículas teste na 3 -brana é necessário. Em [47], os

autores forneceram o con�namento através do acoplamento da partícula com um campo

escalar φ. Esta interação é construída modi�cando a ação da partícula "livre"por meio

de uma rede�nição da massa dada por M0 →
√
M2

0 + h2φ2. Este mecanismo fornece o

con�namento para alguns valores de massa.

Aqui, propomos um novo mecanismo para o con�namento das partículas de

teste inspirado em [49], onde eles usaram uma transformação conforme do referencial de

Jordan para o Einstein gerando um novo campo, chamado dilaton. Nesse cenário, todos

os campos de matéria são acoplados a esse novo campo. No caso mais simples, onde a

matéria é fenomenologicamente representada por um conjunto de partículas pontuais de

massa M̃ , a ação da matéria torna-se

SM = −
∑∫

M̃eλπds.

Isso ainda pode ser reformulado como uma massa dependente do espaço-tempo no refe-

rencial conforme de Einstein, M = M̃eλπ, onde M̃ é a massa constante no referencial

conforme de Jordan [49, 50]. Com esse novo acoplamento, o momento conjugado da par-

tícula teste passa a ser PAPA = −M2
0 e

2λπ(y), permitindo, como veremos, o con�namento

de partículas teste na brana.
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Neste contexto, discutiremos o con�namento de partículas teste clássica em

mundos-brana 5-dimensional. Ao fazer isso, iremos propor um novo mecanismo de locali-

zação para partículas teste bosônicas que nos permitirá con�nar qualquer valor de massa.

Além disso, também discutiremos o con�namento de superpartícula teste proposto por L.

Brink et.al. [51]. Este modelo apresenta alguns recursos interessantes em 4-D e ainda não

foi explorado no contexto do mundo brana.

O capítulos desta tese estão organizados da seguinte maneira: no capítulo 2 é

feita uma revisão do modelo RS-II, no qual utilizaremos como espaço-tempo 5-dimensional

no qual estamos interessados em localizar partículas bosônicas e superpartículas em uma

hipersuperfície, chamada de 3-brana que seria a representação do nosso universo. No

capítulo 3 são tradadas as variáveis de Grassmann, as quais fazem parte da construção

da pseudomecânica que descreve partículas de spin 1
2
e que embora não as representem

�sicamente, após o processo de primeira quantização veri�camos que estas representam as

matrizes de Dirac. É tambem estudado a teoria de vínculos, uma vez que a lagrangeana

para superpartículas possuam um vínculo no momento precisamos extender o conceito de

parenteses de Poisson para parênteses de Dirac. No capítulo 4 desenvolvemos o procedi-

mento geral para localização de partículas e aplicamos a alguns problemas já existentes

na literatura. Finalmente no capítulo 5 aplicamos nosso mecanismo de localização via um

novo mecanismo, o acoplamento não mínimo de partículas bosônicas com o dílaton e o

processo de localização de superpartículas.
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2 REVISÃO DO MODELO RANDALL-SUNDRUM

Uma vez que estamos interessados em tratar o con�nemanto de partículas

em modelos de mundo brana. Faremos neste capítulo, uma breve descrição dos mo-

delos do mundo-brana, tais como: tipo delta, espessa, deformado por campo escalar

(dílaton) e a brana como defeito topológico. Devemos usar a métrica de Minkowski

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) na brana.

A primeira etapa é encontrar a métrica para tal con�guração. Como estamos

procurando soluções para as equações de Einstein 5-dimensional que possam representar

o mundo real, exigimos que a métrica preserve a invariância de Poincaré: o universo 4-

dimensional derivado desta teoria deve parecer plano e estático. Isso leva ao seguinte

ansatz [14]:

ds2 = e2a(y)ηµνdx
µdxν + dy2. (2.1)

Segundo o ansatz (2.1), a métrica da teoria tem a forma:

gAB = diag(e2a(y)ηµν , 1). (2.2)

O prefator e2a(y), chamado de fator de dobra, é escrito como um exponencial por conve-

niência. Sua dependência é apenas da dimensão extra y, fazendo com que esta métrica

não seja fatorável, o que signi�ca que, ao contrário das métricas que aparecem nos cená-

rios usuais de Kaluza-Klein, a métrica (2.2) não pode ser expressa como um produto da

métrica de Minkowski 4-dimensional e um termo da dimensão extra. Para determinar a

função a(y), temos que calcular as equações de Einstein 5-dimensional:

GMN = RMN −
1

2
gMNR = κ2TMN , (2.3)

onde κ2 = 1

4M
(3)
P

. Na ação (2.3) , GMN é o tensor de Einstein, RMN é o tensor de Ricci, R

é o escalar de Ricci e TMN é o tensor energia-momento. Vamos de�ní-los abaixo:

RMN = ∂NΓPPM − ∂MΓPPN + ΓSPMΓPNS − ΓSPNΓPMS (2.4)

R = gMNRMN (2.5)

TMN =
−2√
−g

δSM
∂gMN

(2.6)

em que ΓPMN é o símbolo de Christo�el e é dado por

ΓPMN =
1

2
gAB(∂NgMQ + ∂MgNQ − ∂BgMN) (2.7)
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Com o escopo matemático representado acima, podemos agora descrever os

modelos de mundo-brana.

2.1 Brana tipo delta

Iremos de�nir branas tipo delta pela ação [46]

S =

∫
d4x

∫
dy
√
−g(2M

(3)
P R− Λ) + σ

∫
y=0

d4x
√
−gb, (2.8)

onde M (3)
P é a escala de Planck para a teoria, R é o escalar de Ricci, Λ é a constante

cosmológica, σ é a tensão da brana e gb é a métrica induzida na brana, gb = g(x, y)|y=0.

Os símbolos de Christo�el são dados por:

ΓρMN = [δρNδ
y
M + δρMδ

y
N ] a′, (2.9)

ΓyMN = −δµMδ
ν
Ngµνa

′. (2.10)

O tensor de Ricci e o escalar de Ricci são dados por:

RMN = δρMδ
τ
N(−a′′ − 4a′2)gρτ − δ5Mδ5N(4a′′ + 4a′2)g55

R = 8a′′ + 20a′2,

com os quais podemos obter o tensor de Einstein

GMN = δρMδ
τ
N(6a′2 + 3a′′)gρτ + δ5Mδ

5
N(6a′2)g55. (2.11)

Da ação (2.8), podemos tomar a ação de matéria como SM =
∫
d4x

∫
dy
√
−g(−Λ) +

σ
∫
y=0

d4x
√
−gb, daí obtemos o tensor energia momento (2.6)

TMN = −gMNΛ + δµMδ
ν
Ngµνσ. (2.12)

As equações de Einstein (2.3) obtidas são

Λ = −24M
(3)
P a′2, (2.13)

σδ(y) = 12M
(3)
P a′′ + 24M

(3)
P a′2 + Λ. (2.14)

Resolvendo a equação (2.13), obtemos a solução

a(y) = −k|y|, (2.15)
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este é um fator de dobra, onde k =

√
−Λ

24M
(3)
P

. A métrica (2.2) então assume a forma

gAB = diag(e−2k|y|ηµν , 1), (2.16)

que representará a 3-brana como uma hiper superfície tipo delta no espaço-tempo 5-

dimensional.

2.2 Brana espessa

Na presença de um campo gravitacional em um espaço-tempo 5− dimensional,

a ação para um campo escalar é [16]:

S =

∫
dx5
√
−g
(

2M
(3)
P R− 1

2
∂Aφ∂

Aφ− V (φ)

)
. (2.17)

Onde g é o determinante da métrica, R é o escalar de curvatura relativo à gAB, V (φ)

corresponde ao potencial do campo escalar e M (3)
P é a constante de Planck para o espaço-

tempo 5 -dimensional. Nós obtemos da ação (2.17), que o tensor energia-momento (2.6)

do modelo é:

TAB = ∇Aφ∇Bφ− gAB
(

1

2
∇Aφ∇Aφ+ V (φ)

)
, (2.18)

que nos permite obter as equações de Einstein (2.3), enquanto a dinâmica do campo

escalar é governada pela equação

∇2φ− ∂V (φ)

∂φ
= 0. (2.19)

Para um potencial escalar do tipo de poço duplo V (φ) = λ
4
(φ2 − v2)2, na

ausência de gravidade, a equação do campo escalar possui uma solução estática semelhante

a um salto dependendo apenas da dimensão extra, que é o mais simples [16]

φB(y) = v tanh(cy), (2.20)

onde c2 ≡ λv2/2. Quando introduzimos a métrica (2.2) obtemos as equações de Einstein

1

2
(φ′)2 − V (φ) = 24M

(3)
P (a′)2, (2.21)

1

2
(φ′)2 + V (φ) = −12M

(3)
P a′′ − 24M

(3)
P (a′)2. (2.22)

Quando adicionamos (2.21) e (2.22), obtemos a equação diferencial de segunda ordem

(φ′)2 = −12M
(3)
P a′′. (2.23)
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Aplicando (2.20) em (2.23), obtemos as soluções

a(y) = −β ln cosh2(cy)− β

2
tanh2(cy), (2.24)

onde β ≡ v2

36M
(3)
P

. Portanto, a métrica (2.2) assume a forma

gAB = diag(e−2[β ln cosh2(cy)+β
2
tanh2(cy)]ηµν , 1), (2.25)

Observe que (2.24) representa um fator de dobra da métrica localizado [16]:

e2a(y) =
e−β tanh2(cy)

(cosh2(cy))2β
∝ e−4cβ|y| y →∞, (2.26)

tendo a forma de Randall-Sundrum (2.16) para longas distâncias na direção da dimensão

extra em relação a brana (y = 0).

2.3 Acoplamento com o Dílaton

Vamos considerar a ação [16]:

S =

∫
dx5
√
−g
{

2M
(3)
P R− 1

2
(∂φ)2 − 1

2
(∂π)2 − V (φ, π)

}
, (2.27)

onde φ é o campo escalar destinado a obter a con�guração tipo salto e o outro campo

escalar π é chamado dilaton, com a escolha adequada do potencial, que, em geral, depende

de φ e π. Apresentando um ansatz para a métrica na forma [16]

gAB = diag(e2a(y)ηµν , e
2b(y)) (2.28)

Usando a métrica (2.28), os símbolos de Christo�el symbols são dados por

ΓρMN = [δρNδ
y
M + δρMδ

y
N ] a′, (2.29)

ΓyMN = δyMδ
y
Nb
′ − δµMδ

ν
Ngµνe

−2ba′. (2.30)

Usando os símbolos de Christo�el (2.29) e (2.30), as componentes do tensor

de Riemann são dadas por

Rρ
SQR = δyS

[
δρRδ

y
Q − δ

ρ
Qδ

y
R

] [
a′′ + a′2 − a′b′

]
+
[
δρRδ

µ
Q − δ

ρ
Qδ

µ
R

]
δνSgµνe

−2ba′2, (2.31)

Ry
SQR = δνS

[
δyRδ

µ
Q − δ

y
Qδ

µ
R

][
a′′+a′2−a′b′

]
gµνe

−2b.

(2.32)
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As equações de movimento resultantes de (2.27) são

RAB −
1

2
gAB =

1

4M
(3)
P

{
∂Aφ∂Bφ+ ∂Aπ∂Bπ − gAB

(
1

2
(∂φ)2 + ∂π)2 + V

)}
,(2.33)

∇2φ− ∂V (φ)

∂φ
= 0, (2.34)

∇2π − ∂V (π)

∂π
= 0. (2.35)

e enquanto as soluções para os campos escalares dependem apenas da dimensão extra y,

obtemos o conjunto de equações de Einstein

1

2
(φ′)2 +

1

2
(π′)2 − e2bV = 24M

(3)
P (a′)2, (2.36)

1

2
(φ′)2 +

1

2
(π′)2 + e2bV = −12M

(3)
P a′′ − 24M

(3)
P (a′)2 + 12M

(3)
P a′b′, (2.37)

φ′′ + (4a′ − b′)φ′ = ∂φV, (2.38)

π′′ + (4a′ − b′)π′ = ∂πV, (2.39)

das quais três são independentes. Soluções para o sistema de equações acima podem

ser encontradas seguindo o método de superpotencial para o qual φ′ = ∂W
∂φ

. A solução

particular que consideraremos aqui corresponde ao potencial

V = eπ/
√

12M
(3)
P

{
1

2

(
∂W (φ)

∂φ

)2

− 5

32M
(3)
P

W (φ)2

}
(2.40)

Tomando as soluções

π(y) = −
√

3M
(3)
P a(y), (2.41)

b(y) =
a(y)

4
, (2.42)

a(y)′ = − 1

12M
(3)
P

W. (2.43)

escolhendo um especí�co W (φ), a solução está completamente especi�cada [16]. Para o

superpotential

W (φ) = vc

(
1− φ2

3v2

)
(2.44)

obtemos

φB(y) = v tanh(cy),

a(y) = −β ln cosh2(cy)− β

2
tanh2(cy),

π(y) =

√
3M

(3)
P β

(
ln cosh2(cy) +

1

2
tanh2(cy)

)
.
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A métrica (2.2) então assume a forma

gAB = diag(e2[−β ln cosh2(cy)−β
2
tanh2(cy)]ηµν , 1), (2.45)

que tem a mesma forma da métrica da brana espessa (2.25), ou seja, em grandes distâncias

da brana (y = 0) em relação a dimensão extra, representa a métrica RS.

2.4 Brana deformada

O método de deformação, abordado em [52] é baseado em modi�cações dos

potenciais de modelos contendo solitons, a �m de produzir soluções novas e inesperadas

[17], vamos usar o ansatz para a métrica

gAB = diag(e2as(y)ηµν , e
2bs(y)), (2.46)

onde s é o parêmetro de deformação, que controla o tipo de topologia. O parâmetro de

deformação controla o tipo de defeito topológico deformado que desejamos para obter

diferentes classes de membranas. Para resolver este problema, usamos a chamada função

superpotencial Ws(φ), de�nida por

φ′ =
∂Ws

∂φ
, (2.47)

usando, então, a mesma abordagem de Kehagias e Tamvakis [16]. A solução particular

decorre da escolha do potencial

Vs = e

π√
12M

(3)
P

[
1

2

(
∂Ws

∂φ

)2

− 5

32M
(3)
P

Ws(φ)2

]
, (2.48)

e superpotential

Ws(φ) = cφ2

[
2

2s− 1

(
v

φ

) 1
s

− 2

2s− 1

(
φ

v

) 1
s

]
, (2.49)

onde c e v são parâmetros para ajustar a dimensionalidade. Como em [16], este potencial

nos dá a solução do tipo soliton desejada. Desta forma, é fácil obter equações diferenciais

de primeira ordem cujas soluções são as mesmas para a equação do movimento acima, a

saber

a′s =
Ws

12M
(3)
P

, bs =
as
4
, πs = −

√
3M

(3)
P as. (2.50)

A solução para esse novo conjunto de equações é a seguinte:

φ(y) = v tanh(cy), (2.51)

a1(y) = −β1 ln cosh2(cy)− β1
2

tanh2(cy), (2.52)
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para s = 1, e

φ(y) = v tanhs
(cy
s

)
(2.53)

as(y) = −βs
2

tanh2s
(cy
s

)
− 2sβs

2s− 1

{
ln
[
cosh

(cy
s

)]
−

s−1∑
n=1

1

2n
tanh2n

(cy
s

)}
,(2.54)

para s > 1, onde β1 = v2

36M
(3)
P

e βs = v2

12M
(3)
P

s
2s+1

[52]. Em seguida, obtemos um conjunto

de equações diferenciais de segunda ordem semelhantes à equação (2.23),

(φ′)2 = −12M
(3)
P a′′s . (2.55)

E s assume apenas valores inteiros ímpares positivos, uma vez que a primeira derivada da

função escalar deve se comportar como uma função degrau [53]. E observe que este fator

de distorção representa um fator de distorção métrico localizado

e2as(y) ∝ e−
4s

2s−1
βs|y| ≡ e−4csβs|y| y →∞, (2.56)

com cs = s
2s−1 . A métrica (2.2) então assume a forma

gAB = diag(e2as(y)ηµν , 1), (2.57)

onde as(y) é dado por (2.53). E assim como os modelos de brana vistos anteriormente,

este também representa bem o modelo RS para longas distâncias da brana (y = 0) em

relação a dimensão extra.

2.4.1 Localização de campos

Após o desenvolvimento do modelo Randall Sundrum-tipo II [5], surgiram vá-

rios trabalhos em que foram estudados os campos clássicos de matéria, dando origem a

um novo ramo de pesquisa na física teórica, o problema da localização de campos, cujo

objetivo é a criação de mecanismos para que os campos de vários spins que existem na

natureza estejam con�nados na 3-brana. Além do ramo do novo ramo de pesquisa na

�síca teórica citado acima, cria-se também o ramo de localização de partículas teste.

Veri�ca-se que partículas bosônicas e superpartículas não são con�nadas estavelmente na

brana sendo, portanto, necessário também a criação de mecanismos de mecanismos que

possibilitem a sua localização ou con�namento. Embora haja uma sutil diferença, pois

localização de campos é baseado em modos de Kaluza-Klein, ao passo que a localização

de partículas (ao menos um dos mecanismos) é baseado na contrução da equação da con-

servação da energia e dela encontrar e analisar as condições de equilíbrio de um potencial

efetivo o qual a partícula (partícula bosônica e superpartícula) esteja sujeita. Além do
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mais, quando obtemos as equações de movimento para a partícula bosônica, surge um

vínculo da massa que após quantização nos fornece a equação de Klein-Gordon e ana-

logamente, ao determinarmos as equações de movimento para superpartículas surge um

vínculo associado às variáveis de Grassmann que, após quantização, nos fornece a equação

de Dirac.

Seguindo, faremos nesta seção uma breve revisão sobre localização do campo

escalar e do campo fermiônico de spin 1/2. Para o caso onde existe apenas uma dimensão

extra, é sempre possível escrever

S5 =

∫ ∞
−∞

dy|φ(y)|2Seff , (2.58)

onde S5 é a ação do campo no espaço-tempo 5-dimensional, Seff é a ação efetiva do

campo na 3-brana e φ(y) é uma função da dimensão extra [99]. Um campo é localizável

se a integral de localização ∫ ∞
−∞

dy|φ(y)|2 (2.59)

for �nita, ou seja, φ(y) deve ser quadrado integrável.

Uma vez que o modelo RS possui uma descontinuidade devido a presença de

branas tipo delta, onde os modos zero de campos de spin 0 e spin 2 são localizados [25], por

outro lado, os modos zero do campo de calibre (spin 1) e do campo spinorial (spin 1
2
) não

o são [25]. Esse problema motivou o aparecimento de branas espessas [16]. Neste modelo

é introduzido (ver seção 2.2) é introduzido um campo escalar dependente unicamente

da dimensão extra, responsável pela geração da 3-brana dinamicamente, ou seja, através

das equações de movimento. Nesse contexto, os autores mostram que, além dos modos

zero da gravidade e do campo escalar, é possível também localizar uma das quiralidades

(esquerda ou direita) do campo fermiônico [16,73]. No trabalho [16] é também mostrado,

com a introdução do campo dílaton, a localização do campo de spin 1.

2.4.2 Localização do campo escalar

Nesta subseção vamos analisar o con�namento de um campo escalar real no

espaço-tempo 5-dimensional com métrica (2.1). Iremos ver que para o fator de dobra

(2.15) o modo zero do campo escalar é localizado na 3-brana. Vamos, assim, tomar a

ação do campo escalar não massivo acoplado com a gravidade:

S5 =
1

2

∫
d5x
√
−ggAB∂AΦ∂BΦ. (2.60)
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A equação de movimento para a ação (2.60) tem a forma

δS5

δΦ
= 0→ ∂A(

√
−ggAB∂BΦ) = 0. (2.61)

Usando a métrica (2.16) e decompondo esta equação na parte 4-dimensional e na parte

da dimensão extra, encontramos a equação:

1

e2a
∂µ(ηµν∂νΦ) +

1

e4a
∂y(e

4a∂yΦ) = 0 (2.62)

Vamos agora decompor o campo escalar Φ(x, y) como segue:

Φ(x, y) = φ(xµ)χ(y), (2.63)

e ao substituirmos (2.63) em (2.62), obtemos:

1

φ e2a
∂µ(ηµν∂νφ) +

1

χ e4a
∂y(e

4a∂yχ) = 0 (2.64)

Uma onda plana que se propaga em um hiper-volume 4-dimensional satisfaz a correspon-

dente equação de movimento:

ηµν∂µ∂νφ(x) = m2φ(x), (2.65)

sabendo disso, ao compararmos (2.64) e (2.65) chegamos à seguinte equação dependente

apenas da dimensão extra:
1

χ e2a
∂y(e

4a∂yχ) = −m2. (2.66)

Introduzindo uma nova variável

u(y) = e2aχ(y) (2.67)

na equação (2.66), podemos obter uma equação tipo Schrödinger para a parte dependente

apenas da dimensão extra y :

[−∂2y −m2e−2a + 4k2 − 4kδ(y)]u(y) = 0. (2.68)

Esta equação coincide com a equação obtida em [5] para o graviton localizado. A solução

para massa zero (m2 = 0) para esta equação tem a forma:

u(y) = ce2a, (2.69)

onde c é uma constante. É interessante notar que, em termos da variável original χ o

modo zero é apenas uma constante

χ(y) = c. (2.70)
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Em primeira vista, a solução não poderia ser localizada, uma vez que não é suprimida

da brana, devido o termo exponencial multiplicativo na massa que diverge. Porém, a

solução ainda pode ser considerada como um modo localizado. A presença do fator de

dobra exponencial na métrica (2.16) permite realizar a seguinte decomposição para o

modo zero [25]

S5 =
1

2

∫
d4xdy

√
−ggAB∂AΦ0∂BΦ0

=
1

2

∫ ∞
−∞

dy
√
−gχ2(y)gµν

∫
d4x∂µφ(xρ)∂νφ(xρ)

=
1

2

∫ ∞
−∞

dy
√
−gχ2(y)e2a

∫
d4xηµν∂µφ(xρ)∂νφ(xρ)

=

∫ ∞
−∞

dy
√
−gχ2(y)e2aSeff [φ(x)], (2.71)

como o modo zero nos fornece (2.70), a integral da dimensão extra não diverge, ou seja,∫ ∞
−∞

dy
√
−gχ2(y)e2a <∞. (2.72)

Como podemos ver, o modo-zero do campo escalar φ é efetivamente localizado sobre a

brana devido o termo do fator de dobra que decresce exponencialmente.

2.4.3 Localização do campo fermiônico de spin 1
2

Nesta subseção iremos analisar o con�namento do campo fermiônico na 3-

brana. Para tal, partiremos da ação do campo fermiônico de spin 1/2 não massivo no

espaço tempo 5-dimensional:

S5 =

∫
d5x i
√
−gΨ̄ΓBDBΨ, (2.73)

cuja equação de movimento pode ser obtida como abaixo

δS5

δΨ̄
= 0→ ΓBDBΨ = 0, (2.74)

onde DB é a derivada spin-covariante, de�nida por

DA = ∂A + ΩA, (2.75)

em que ΩA é a conexão de spin e tem um papel similar a conexão a�m para o caso de

vetores e tensores em espaço curvo, ou seja, ela é introduzida para que a derivada de um

spinor no espaço curvo mantenha seu caráter spinorial. Sendo assim, a conexão a�m tem
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a forma

ΩA = eÃB(∂Ae
B̃B + ΓBACe

B̃C)ΣÃB̃ =
i

2
ΩÃB̃
A ΣÃB̃, onde ΣÃB̃ =

i

4
[ΓÃ,ΓB̃]. (2.76)

Na equação (2.76), ΩÃB̃
A são os coe�cientes da conexão de spin e os índices com˜ repre-

sentam os índices do espaço de Minkowsky enquanto os outros representam os índices

do espaço curvo. Os vierbeins não nulos para a métrica de Randall-Sundrum (2.2) são

eµ̃µ = ea(y)δµ̃µ e eÃy = δÃy . Assim, as componentes não nulas da conexão de spin são:

Ωµ =
1

2
a′ΓµΓy. (2.77)

As equações de movimento (2.74) podem ser decomposta como:

(ΓµDµ + ΓyDy)Ψ(x, y) = 0. (2.78)

As relações entre as matrizes gamma no espaço curvo ({ΓA,ΓB} = 2gAB) e as matrizes

gamma no espaço de Minkowsky ({γA, γB} = 2ηAB) , de acordo com a métrica (2.2), são

dadas por:

Γµ =
γµ

ea
, (2.79)

Γy = γy (2.80)

E as derivadas covariantes (2.75) e conexão de spin (2.77) associadas à métrica (2.2) nos

fornece:

Dµ = ∂µ +
1

2
a′ΓµΓy, Dy = ∂y. (2.81)

Seguindo a mesma ideia que usamos na seção anterior, podemos decompor o campo espi-

norial Ψ(x, y) 5-dimensional, através do método de separação de variáveis, em uma parte

4-dimensional e outra parte associada à dimensão extra: Ψ(x, y) = ψ(x)α(y), com a qual

obtemos (
Γµ∂µ +

1

2
a′ΓµΓµΓy + Γy∂y

)
ψ(x)α(x) = 0, (2.82)

e após algumas manipulações matemáticas, obtemos

Γµ∂µψ

ψ
+

Γy∂yα

α
+ 2a′Γy = 0. (2.83)

Nós queremos que a parte 4-dimensional satisfaça a equação de movimento de uma par-

tícula não massiva, ou seja, γµ∂µψ = 0. Logo, com (2.79), Γµ∂µψ = γµ

ea
∂µψ = 0. Como

resultado, obtemos uma equação com dependência apenas na componente y:

Γy[∂y + 2a′]α = 0→ [∂y + 2a′]α = 0, (2.84)
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e ao multiplicarmos equação do lado direito por e2a, obtemos [25,90]:

α(y) = ce−2a(y). (2.85)

E agora, vamos analisar se o campo fermiônico é localizado na brana, e para

isso vamos reescrever a ação (2.73) e veri�car se a integral da parte relativa à dimensão

extra converge ou diverge:

S5 =

∫
d5x i
√
−gΨ̄ΓBDBΨ

=

∫ ∞
−∞

dye4aα2

∫
d4x iψ̄

γµ

ea
∂µψ

=

∫ ∞
−∞

dye3aα2

∫
d4x iψ̄γµ∂µψ

=

∫ ∞
−∞

dy
(
e2a
) 3

2 α2

∫
d4x iψ̄γµ∂µψ

=

∫ ∞
−∞

dye−ac2Seff [ψ]. (2.86)

Como podemos notar, a integral em y na equação (2.86) diverge, ou seja,∫ ∞
−∞

dye−ac2 →∞,

o que implica que o campo fermiônico não é con�nado livremente na brana. Portanto, é

necessário algum mecanismo que permita a localização de campos fermiônicos em models

RS.

Um mecanismo que possibilita a localização de campos fermiônhicos é mos-

trado em [73], onde é introduzido um acoplamento de férmions com um campo escalar,

φΨ̄Ψ, cuja ação (2.73) seria modi�cada e tomaria a forma:

S5 =

∫
d5x
√
−g[iΨ̄ΓBDBΨ− hφΨ̄Ψ], (2.87)

o que dá uma massa 5-dimensional efetiva aos férmions. No entanto, o termo de massa

de massa dos férmions 5-dimensional MΨ̄Ψ mudaria de sinal sob o re�exo em relação

à brana. Desta maneira, apenas uma quiralidade do férmions pode ser localizada na

brana [73], e a equação de movimento para o férmion toma a forma:

(∂y + 2a′ + iγyM [θ(y)− θ(−y)]) Ψ(x, y) = 0, (2.88)

onde θ(y) é a função degrau. Introduzindo as quiralidades como iγyΨL,R = ±ΨL,R,

descobre-se que a solução quiral ΨL ∝ exp(2k −M) é localizada [25, 73] para a métrica
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(2.2) enquanto:

M >
k

2
. (2.89)

Então, ao introduzirmos o acoplamento entre o férmion e o campo escalar, torna-se pos-

sível a localização de apenas uma quiralidade do férmion. Além disso, o mecanismo de

acoplamento aplicado para a localização de campos abre as portas para a criação de me-

canismo de localização de partículas, pois como citado no início da seção, partículas livres

(bosônicas e superpartículas) não são con�nadas estavelmente na brana.
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3 A PARTÍCULA BOSÔNICA E A SUPER PARTÍCULA

Neste capítulo iremos descrever o movimento de partículas bosônicas como

tambem o movimento de superpartículas teste no espaço-tempo. Como estamos interes-

sados no con�namento de partículas bosônicas e superpartículas, queremos analisar tanto

o con�namento de partículas massivas quanto de partículas não massivas. Para alcançar

nosso objetivo iremos descrever a ação da partícula livre em uma forma polinomial através

da inserção de um grau de liberdade. Já para o movimento de superpartículas teste, este

pode ser descrito em termos da posição xA(τ) e variáveis de Grassmann ψA(τ), que são

quadri-vetores no espaço de Minkowski. O sistema é invariante sobre transformações ge-

rais de coordenadas τ → f(τ) o que nos vai proporcionar uma relatividade geral em uma

dimensão. Existe também uma invariância local, que corresponde a uma supersimetria,

quando o sistema é escrito de forma a ser manifestamente covariante [51].

Ademais, iremos discutir a construção da lagrangeana mais simples para des-

crever superpartículas. Uma vez que queremos avaliar o comportamento de superpartí-

culas teste em mundo brana, devemos conhecer a ação que a descreve. Na natureza as

partículas observadas não são necessariamente patículas Bose ou bosônicas, cujos opera-

dores obedecem a relação de comutação [xi, pj] = iδij.

3.1 Partícula livre não-relativística

Nesta seção iremos ver brevemente o processo de primeira quantização para

partículas livres não-relativística, onde a lagrangeana é quadradática na velocidade, na

qual processo de primeira quantização é dado simplesmente por (3.4), uma vez que não

existem vínculos na teoria. Adiante veremos que o mesmo não ocorre na descrição da pseu-

demecânica para partículas de spin 1
2
, na qual veremos que a representação lagrangeana

da teoria não possui uma forma quadrática da velocidade.

A descrição clássica para a partícula livre não relativística é dada pela ação

S =
1

2
m

∫
ẋ2dt, (3.1)

onde ẋ2 = xixi e L = 1
2
mẋ2 é a lagrangeana do sistema. O momento canônico da partícula

é dada por

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi. (3.2)

Como a lagrangeana da partícula livre não-relativística é quadrática na velo-

cidade, não existe problemas quanto aos processos de primeira quantização [35, 62]. A
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relação básica de quantização canônica é dada por [58]

{A,B} → 1

i}
[A,B], (3.3)

para sistemas que não possuam vínculos. Sendo esta, a menos rota entre a mecânica clás-

sica e a mecânica quantica. Logo, a relação de comutação para partículas não relativistas

segue a relação:

{xi, pj} →
1

i}
[xi, pj], (3.4)

É bem sabido que o parênteses de Poisson da partícula não relativística é dado

por {xi, pj} = δij, logo a relação de comutação para a partícula não relativística é:

[xi, pj] = i}δij. (3.5)

Como veremos adiante, sistemas cuja lagrangeana não são quadráticas na ve-

locidade possuem vínculos associados ao momento conjugado, sendo necessário a extensão

dos parênteses de Poisson para os parênteses de Dirac.

3.2 Varáveis de Grassmann

Existem partículas chamadas férmions, cujos operadores satisfazem relações de

anti-comutação. Normalmente, uma 'descrição clássica' de spin é realizada na estrutura

de campos, uma vez que não existe uma descrição clássica do spin. No entanto, partindo

de uma representação de grupo de Lorentz adequada para campos clássicos, a descrição de

spin pode ser obtida após o processo de quantização apropriado. Para o caso da partícula

de teste, o grau de liberdade de spin pode ser incluído usando variáveis de Grassmann.

Esses modelos são chamados de modelos pseudomecânicos ou de superpartículas. Este

estudo foi realizado em 4 D para espaços-tempos planos [51, 62] e também curvos [63].

Entretanto, a passagem direta da Lagrangeana para a teoria quântica é limitada aos casos

onde a Lagrangeana é quadrática nas velocidades. Para evitar esta limitação, vamos obter

um método geral para Lagrangeanas mais gerais que esta [35].

Assim, a localização de partículas com spin 1
2
será descrita por variáveis de

Grasmann. Todavia essas variáveis só podem ser interpretadas como spin após quanti-

zação. Isso nos leva à teoria de sistema vinculados. Portanto nesta seção e na próxima,

vamos estudar, respectivamente, variáveis de Grasmann e a teoria dos vínculos, necessaria

para sua quantizaçao.
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3.2.1 De�nições Básicas

Se {ψi}, i = 1, 2, ..., N , é um conjunto de variáveis de Grassmann reais no

espaço cartesiano não relativístico onde i = 1, 2, 3. Os elementos do conjunto {ψi} satis-
fazem as seguintes relações de anti-comutação

ψiψj + ψjψi ≡ {ψi, ψj} = 0, (3.6)

para todos os possívels valores de A e B, sendo imediato das relações de comutação acima

que ψ2
i = 0. Entretando, assume-se que um c-número, x, real ou complexo comuta com

variáveis de Grassmann, ou seja, xψi = ψix [59].

Para um sistema de N variáveis de Grassmann é possível escrever um produto

arbitrário de N variáveis de Grassmann como ψA1ψA2 . . . ψAN = εA1A2...iNψ1ψ2 . . . ψN ,

onde εA1A2...iN é o símbolo de Levi-Civita em ordem N , de�nido por

εA1...AN =


+1 se {A1 . . . AN} é uma permutação par de {1, . . . N}
−1 se {A1 . . . AN} é uma permutação ı́mpar de {1, . . . N}
0 caso contrario.

Segue-se a partir de (3.6) que o conjunto de variáveis de Grassmann {ψi}, como um

espaço linear possui dimensão 2N . É conveniente considerar como bases os monômios

1;ψ1, . . . , ψN ;ψ1ψ2, . . . , ψN−1ψN ; . . . ;ψ1ψ2 . . . ψN . O monômio ψAi1 . . . ψAiN é chamado

monômio de grau N [57�59].

Se tomarmos f(x, ψ) uma função da variável c-número x e de ψ ∈ {ψi}, então
a forma da expansão polinomial de f(x, ψ) em termos de ψ é

f(φ, ψ) = f0(x) +
∑
A

ψA1f1(x,A) +
∑
Ai

ψA1ψA2f2(x,A1, A2) + . . .

+
∑
Ai

ψA1 . . . ψANfN(x,A1, . . . , AN), (3.7)

onde fN(x,A1, . . . , AN) = ∂Nf(x,ψ)
∂ψA1

∂ψA2
...∂ψaN

. Devido a conexão, tais funções possuem uma

supersimetria, elas são conhecidas como superfunções e esta combinação entre x e ψ é

conhecida como super-espaço [59].

3.2.2 Derivação

De�ne-se derivada a esquerda e a direita de uma função f(ψ) das variáveis de

Grassmann como
−→
∂
∂ψi
f e f

←−
∂
∂ψi

, respectivamente, de uma função f(ψ) de {ψi}. Ambas as
derivadas são operações lineares em {ψi}. A derivada sobre um monômio de grau s é
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dada dadas por

−→
∂

∂ψj
[ψA1ψA2 . . . ψAN ] = δA1jψA2 . . . ψAN + . . .+ (−1)N−1δAN jψA1 . . . ψAN−1

, (3.8)

[ψA1ψA2 . . . ψAN ]

←−
∂

∂ψj
= δAN jψA1 . . . ψAN−1

+ . . .+ (−1)N−1δA1jψA2 . . . ψAN , (3.9)

onde −→
∂

∂ψj
[ψA1ψA2 . . . ψAN ] = [ψA1ψA2 . . . ψAN ]

←−
∂

∂ψj

se N é par e −→
∂

∂ψj
[ψA1ψA2 . . . ψAN ] = −[ψA1ψA2 . . . ψAN ]

←−
∂

∂ψj

se N é ímpar. Portanto, para calcular a derivada a esquerda de ψA1 . . . ψAN em relação

a ψj, devemos permutar ψj até o primeiro lugar no monômio por meio de (3.6) e então

derivamos; para calcular a derivada a esquerda devemos permutar ψj até o último lugar e

então derivar. Obviamente, se o monômio não possuir ψj, então ambas as derivadas são

nulas [58].

É interessante notar que a diferenciação ∂/∂ψi (à esquerda ou a direita) é

nilpotente, ou seja, ∂2

∂ψi
2 = 0. Alguns exemplos simples podem ser tratados a partir dessa

relação, como por exemplo a regra de Leibnitz que, para duas variáveis de Grassmann

toma a forma (
−→
∂ /∂ψk)(ψiψj) = (∂ψi/∂ψk)ψj − (∂ψj/∂ψk)ψi = δikψj − δjkψi, com a qual

podemos mostrar que {∂/∂ψi, ∂/∂ψj} = 0 [57]. A partir de agora, todas as derivadas

envolvendo variáveis de Grassmann serão tomadas pela esquerda.

3.2.3 Mecânica Clássica

Vamos aqui, formular a mecânica clássica no caso de variáveis de Grassmann

e o resultado obtido, obviamente, possui uma forma diferente da usual, porém os con-

ceitos de ação e Hamiltoniana sobrevivem à transição. Os parênteses de Poisson podem

ser adaptados à variáveis de Grassmann a�m de permitir a de�nição de uma mecânica

quântica Grassmanniana.

Para construírmos a ação Grassmanniana, vamos inicialmente considerar um

espaço N -dimensional e parametrizar a variável real ψi de forma que possamos representar

a �posição"da partícula num determinado instante t, então ψi ≡ ψi(t). Da equação (3.6),

temos que {ψi(t), ψj(t′)} = 0, e como nosso ψi é função de t, é possível termos uma

derivada temporal, ψ̇i(t), onde, ao derivarmos {ψi(t), ψj(t′)} = 0 em relação ao tempo t′,

teremos {ψi(t), ψ̇j(t′)} = 0, que nos mostra que a derivada em relação ao tempo de uma

variável de Grassmann, também é uma variável de Grassmann [59]. Para de�nirmos uma
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ação apropriada envolvendo variáveis de Grassmann, iremos tomar os seguintes ansatz

para a lagrangeana:

ψ, ψ̇, ψψ, ψ̇ψ̇ e ψψ̇.

Agora iremos examinar as ações possíveis e suas variações, para descobrir quais ações

são inconsistentes ou quais fornecem equações de movimento inconsistentes. Inicialmente

vamos analisar ψ

S =

∫
dτψ → δS =

∫
dτδψ

A partir do Princípio de Hamilton, sabemos que δS = 0, portanto, a equação de movi-

mento que obtemos é:

1 = 0,

que é claramente inconsistente. Os dois seguintes ansatz ψψ e ψ̇ψ̇ são identicamente nulos,

veja (3.6), logo também são inconsistentes. Assim, uma possível ação para um sistema é

S =
i

2

∫
dtψiψ̇i. (3.10)

Ao aplicarmos o princípio de Hamilton na ação acima, obtemos

δS =

∫
dt

(
i

2
ψiδψ̇i +

i

2
δψiψ̇i

)
= −i

∫
dtψ̇iδψi = 0,

foi aplicada integração por partes no primeiro termo depois da igualdade. A equação de

movimento obtida é [37]

ψ̇i = 0. (3.11)

As equações de movimento de Hamilton podem ser construídas de forma similar a con-

truída com c-números. Vamos de�nir πi, o momento conjugado a variável de Grassmann

ψi, de maneira que a Hamiltoniana em termos da Lagrangeana tem a forma

H(π, ψ) = πiψ̇i − L(ψ, ψ̇) (3.12)

via transformação de Legendre. Ao variarmos a Hamiltoniana obtemos

δπi
∂H

∂πi
+ δψi

∂H

∂ψi
= δπiψ̇i − δψ̇iπi − δψi

∂L

∂ψi
− δψ̇i

∂L

∂ψ̇i
, (3.13)

de (3.13) obtemos que o momento conjugado associado as variáveis de Grassmann possui

a forma

πi = − ∂L
∂ψ̇i

, (3.14)

uma vez que a Hamiltoniana deve ser independente da componente ψ̇i. Daí segue que as
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equações de Hamilton são

π̇i =
∂H

∂ψi
, ψ̇i =

∂H

∂πi
. (3.15)

O sinal diferente das equações de Hamilton para um sistema Grassmanniano em relação

a um sistema bosônico vem do fato de πi e ψ̇i anti-comutarem [59].

O parênteses de Poisson para variáveis de Grassmann é de�nido por

{Π, Ω}+ ≡
∂Π

∂ψi

∂Ω

∂πi
+
∂Π

∂πi

∂Ω

∂ψi
,

que é chamado anti-pararênteses de Poisson. É simples ver que o anti-pararênteses de

Poisson de ψi e πj é dado por [59]

{ψi, πj}+ = δij. (3.16)

3.3 Teoria dos vínculos

Para alguns sistemas é possível passar diretamente da Lagrangeana para a

teoria quântica, porém são limitadas aos casos onde a Lagrangeana é quadrática nas

velocidades. E como vemos, a ação mais simples para superpartículas (3.10) não é qua-

drática na velocidade, então para evitar esta limitação, vamos obter um método geral

para Lagrangeanas mais gerais que esta [35]. No qual, iremos extender os parênteses de

Poisson para os parênteses de Dirac a�m de possibilitar a aplicação do método de pri-

meira quantização e mostrar que variáveis de Grassmann podem representar as matrizes

de Dirac e assim serem usadas para representar classicamente partículas com spin, através

da pseudomecânica. E assim, poderemos investigar o con�namento de superpartículas em

modelos de mundo brana tipo RS

3.3.1 Sistemas Vinculados

Seja um sistema descrito pela Lagrangeana L(q, q̇, t) num espaço de con�gu-

rações N -dimensional, com coordenadas generalizadas qi(t), onde i = 1, 2, ..., N e suas

respectivas velocidades generalizadas q̇i(t). A ação do sistema é

S =

∫ t1

t2

dtL(q, q̇, t). (3.17)

As equações de movimento clássicas obtidas ao variarmos (3.17) são dadas por

∂L

∂qi
=

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
, (3.18)
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que pode ser também escritas na forma (∂2L/∂q̇i∂q̇j)q̈j = ∂L/∂qi − (∂2L/∂q̇i∂qj)q̇j, Em

que o termo
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(3.19)

é chamado matriz Hessiana. Se o determinante dessa matriz é nulo, diz-se que o sistema

possui vínculos e não podemos determinar unicamente a aceleração do sistema em termos

das coordenadas e velocidades generalizadas. Neste caso, teremos diferentes evoluções

temporais para uma mesma condição inicial [55]. A transição para o formalismo Ha-

miltoniano é feito, inicialmente, pela introdução dos momentos canônicos, pi = ∂L/∂q̇i.

No caso de sistemas não vinculados, qi e pi são variáveis independentes. Para o caso de

sistemas vinculados, as equações do momnto canônico levam a vínculos denotados por

Φm(q, p) ≡ pm −
∂L

∂ ˙qm
= 0, m = 1, 2, ...,M ≤ N, (3.20)

Esses vínculos, oriundos diretamente da de�nição do momento, são chamados vínculos

primários. Outros podem existir, que não surgem de (3.20), e são chamados vínculos

secundários [56].

Vamos considerar a quantidade piq̇i − L. Ao fazermos variações em termos

das variáveis qi e q̇i teremos, δ(piq̇i − L) = δpiq̇i − ṗiδqi. Então vemos que a variação de

(piq̇i − L) envolve somente variações dos qi′s e pi′s. Essa quantidade é bem conhecida e

leva o nome de Hamiltoniana, H.

Entretanto, quando o sistema possui vínculos essa Hamiltoniana não é uni-

camente determinada e podemos adicionar combinações lineares dos Φ, que são nulos.

Assim, �caremos com a Hamiltoniana

HT = H + cmΦm, (3.21)

onde os coe�cientes cm podem ser funções dos qi′s e dos pi′s. Ao variarmos HT obtemos

as seguintes equações de movimento

q̇i =
∂H

∂pi
+ um

∂Φm

∂pi
(3.22)

ṗi = −∂H
∂qi
− um∂Φm

∂qi
, (3.23)

onde os um são coe�cientes desconhecidos.

É conveniente introduzir um formalismo que nos permita escrever estas equa-

ções de uma forma mais simples, para tal, usaremos o parêntese de Poisson. Se temos

duas funções dos q′is e dos p′is, por exemplo f(q, p) e g(q, p), então o parêntese de Pois-

son, {f, g}, é de�nido por {f, g} = (∂f/∂qi)(∂g/∂pi) − (∂f/∂pi)(∂g/∂qi). Os parênte-
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ses de Poisson possuem algumas propriedades que vêm de sua de�nição, que são anti-

simetria, linearidade, regra do produto e identidade de Jacobi, dadas, respectivamente,

por {f, g} = −{g, f}, {f1 + f2, g} = {f1, g} + {f2, g}, {f1f2, g} = f1{f2, g} + {f1, g}f2 e

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Com o auxílio do parêntese de Poisson, podemos reescrever as equações de

movimento. Seja uma função g(q, p), temos

ġ =
∂g

∂qi
q̇i +

∂g

∂pi
ṗi. (3.24)

Então, com as equações (3.22) e (3.23) a equação (3.24) toma a forma

ġ = {g,H}+ um{g,Φm}. (3.25)

Os parênteses de Poisson de duas funções f e g possuem signi�cado somente se estas

puderem ser expressas em termos das variáveis q e p. Para o caso de uma função que não

possa ser expressa em termos dos q′s e p′s, esta não possuirá parêntese de Poisson com

qualquer outra função. Portanto, vamos extender o signi�cado do parêntese de Poisson e

dizer que ele existe para quaisquer duas funções e satisfazem as suas propriedades, mas

por outro lado serão ditas indeterminadas se estas não são funções dos q′s e p′s. Desta

forma, podemos escrever (3.25) na forma

ġ = {g,H + umΦm}. (3.26)

Aqui, vemos os coe�cientes um aparecendo em um dos membros de (3.26), mas estes

não são funções dos q′s e p′s, então não podemos determinar o parêntese de Poisson

(3.26). Entretanto, podemos usar as propriedades dos parênteses de Poisson. Utilizando

a propriedade da soma, obtemos ġ = {g,H}+{g, umΦm}. Agora aplicando a propriedade
do produto no segundo membro da equação acima, teremos:

{g, umΦm} = {g, um}Φm + um{g,Φm}. (3.27)

O último membro em (3.27) é bem de�nido, pois g e Φm são, ambos, funções dos q′s e

p′s, enquanto que o termo {g, um} é inde�nido, mas é multiplicado por um termo nulo,

Φm, e desta forma o primeiro termo do lado direito de (3.27) se anula e assim chegamos

à {g,H + umΦm} = {g,H}+ um{g,Φm} e assim (3.26) concorda com (3.25).

Devemos ser cuidadosos acerca do formalismo do parênteses de Poisson, pois

no caso dos vínculos, (3.20), nenhuma aplicação foi feita com os mesmos, por isso vamos

representá-los por Φm ≈ 0, onde o sinal �≈� indica �fracamente nulo�, pois os parênteses

de Poisson de Φ com alguma variável canônica pode ser não nulo. Então a equação (3.26)
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pode ser escrita na forma ġ ≈ {g,HT}.
Portanto, as equações de movimento (3.22), (3.23) e (3.25) tomam a forma

q̇i ≈
∂H

∂pi
+ um

∂Φm

∂pi
(3.28)

ṗi ≈ −∂H
∂qi
− um∂Φm

∂qi
(3.29)

ġ ≈ {g,H}+ um{g,Φm}. (3.30)

Vamos assumir que os vínculos sejam constantes no tempo, então tomando a

equação (2.14) para g = Φn obtemos as seguintes relações de consistência

Φ̇n ≈ 0→ {Φn, H}+ um{Φn,Φm} ≈ 0, (3.31)

que nos dá três possibilidades [35]:

1. as equações reduzem-se a 0 = 0, ou seja, ela é identicamente satisfeita;

2. as equações reduzem-se a equações independentes dos u′s, envolvendo somente as

variáveis q′s e p′s que são chamadas vínculos secundários, Φn, (n = 1, 2, ..., K ≤
N −M) e devem ser feitas as relações de consistência com estes até que não surjam

mais vínculos;

3. as equações determinan os coe�cientes um.

A de�nição de vínculos primários e secundários é simplesmente pra diferenciar

os vínculos que surgem da de�nição de momento daqueles que surgem das relações de

consistência e é apenas por questão de organização, pois na aplicação do método de

quantização canônica ambos tem a mesma importância. Nesse contexto, uma classi�cação

útil é separar os vínculos que possuem parêntese de Poisson fracamente nulo, chamados

vínculos de primeira classe dos demais, que são chamados vínculos de segunda classe. A

existência de vínculos de primeira classe signi�ca que a teoria possui simetrias [56].

3.3.2 Parêntese de Dirac

Seja uma certa quantidade dinâmica A(q, p, t), sua evolução temporal será

dada por dA/dt = (∂i/∂qi)q̇i + (∂i/∂pi)ṗi +∂i/∂t e utilizando as equações (2.12) e (2.13),

obtemos,

dA

dt
≈ {A,H}+ um{A,Φm}+

∂i

∂t
, (3.32)

com m variando de m = 1, 2, ...,M + K, uma vez que os vínculos secundários devem ser

incluídos em HT .
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Voltando a equação (3.31) e de�nindo Cnm = {Φn,Φm} uma matriz n x m,

�caremos com

{Φn, H}+ umCnm ≈ 0⇒ up ≈ −(C−1)pn{Φn, H}. (3.33)

Substituindo a equação acima em (3.32), teremos

dA

dt
≈ {A,H} − {A,Φm}(C−1)mn{Φn, H}+

∂i

∂t
≈ {A,H}D +

∂i

∂t
(3.34)

onde de�nimos,

{A,H}D = {A,H} − {A,Φm}(C−1)mn{Φn, H} (3.35)

chamado parênteses de Dirac entre A e H.

A relação básica de quantização canônica é dada por (3.3) para sistemas que

não possuam vínculos. O resultado (3.34) leva a crer que no caso de sistemas vinculados,

a ponte com a Mecânica Quântica se faça através dos parênteses de Dirac,

{A,B}D →
1

i}
[A,B], (3.36)

onde o signi�cado de {A,B}D, da de�nição (3.35), é

{A,B}D = {A,B} − {A,Φm}(C−1)mn{Φn, B}. (3.37)

3.3.3 Quantização Canônica

Para quantizarmos a teoria devemos, primeiramente, calcular o momento canô-

nico associado a variável ψi que foi de�nido em (3.14). A Lagrangeana do sistema pode ser

obtida de (3.10). É interessante notar que a matriz Hessiana do sistema possui autovalores

nulos, o que con�gura vínculos primários ∂2L/(∂ψ̇i∂ψ̇j) = 0.

Sem perda de generalidade, podemos de�nir o anti-parêntese de Dirac a partir

da de�nição (3.37)

{A,B}D+ = {A,B}+ − {A,Φm}+C−1mn{Φn, B}+, (3.38)

onde A,B e Φm são, agora, variáveis de Grassmann.

Agora, vamos calcular os vínculos da teoria, de�nidos em (3.20). Para tal,

vamos utilizar a de�nição (3.14) e, desta forma, obtemos os vínculos

Φm = πm −
i

2
ψm. (3.39)

Para calcularmos as relações de consistência (3.31), precisamos calcular a Hamiltoniana do

sistema, que é dada por H(π, ψ) = πiψ̇i − L(ψ, ψ̇), que ao substituírmos a Lagrangeana
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L = (i/2)ψiψ̇i e o momento πm = (i/2)ψm obtemos que a Hamiltoniana é nula. As

relações de consistência �cam Φ̇n ≈ 0 → {Φn, H}+ + um{Φn,Φm}+ ≈ 0, mas como

H = 0, obtemos um{Φn,Φm}+ ≈ 0, resolvendo o antiparênteses de Poisson entre Φn e Φm

chegamos à {Φn,Φm}+ = (−i)δmn, o que nos dá a solução para os coe�cientes, un ≈ 0.

Da equação de consistência �ca claro que nenhum vínculo de segunda classe surge, então

podemos calcular o anti-parênteses de Dirac entre ψi e πj, assim

{ψi, πj}D+ = {ψi, πj}+ − {ψi,Φm}+C−1mn{Φn, πj}+, (3.40)

onde de�nimos a matriz Cmn ≡ {Φm,Φn} = −iδmn. Por �m, obtemos

{ψi, πj}D+ =
1

2
δij. (3.41)

A relação de quantização canônica equivalente a (3.36) é {A,B}D+ → (1/i})[A,B]+, onde

[A,B]+ é o anti-comutador e é de�nido por [A,B]+ = AB + BA, portanto, obtemos as

relações de anti-comutação

[ψi, πj]+ =
i}
2
δij , [ψi, ψj]+ = }δij, (3.42)

onde usamos a de�nição do momento canônico na segunda relação de anti-comutação.

É interessante notar que se tomarmos a dinâmica da variável ψ(t), obteremos,

via (2.14), ψ̇i ≈ {ψi, H}+um{ψi,Φm}+, onde ψ̇i = dψi/dt, refere-se a um tempo absoluto,

ou seja, as equações de movimento de Hamilton não são manifestamente relativísticas. No

entanto, o que ocorre é queH = 0, então a dinâmica de ψ(t) �ca ψ̇i ≈ um{ψi,Φm}+. Como

os coe�cientes um são arbitrários, podemos multiplicar os dψi/dt
′s por um fator qualquer,

que representa uma diferente escala temporal, ou seja, temos equações de movimento

em que a escala de tempo é arbitrária. Assim, podemos introduzir uma outra variável

temporal τ ao invés de t, que nos dá as equações de movimento

dψi
dτ
≈ u′m{ψi,Φm}+, (3.43)

que são equações de movimento onde a variável temporal não é absoluta. Se olharmos a

ação (3.10) podemos notar que a mesma é invariante por reparametrizações de t. Sendo

assim, podemos concluir que esta ação pode representar muito bem o sistema relativís-

tico e para tal devemos apenas inluir a invariância de Lorentz, assim temos que a ação

relativística para variáveis de Grassmann tem a forma [35]

L =
i

2
ηµνψ

µψ̇ν , (3.44)

onde µ = 0, 1, 2, 3 são as coordenadas do espaço-tempo plano 4-dimensional e ηµν =
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diag(−1, 1, 1, 1) é a métrica do espaço de Minkowsky 4-dimensional.

3.4 Ação Polinomial

Como o movimento da partícula teste é descrito por uma geodésica, e a ação

mais geral que inclui partículas massivas e não massivas é alcançada acoplando o sistema

minimamente ao campo vierbein (unidimensional) E [51], que, no entanto, não deve

introduzir novos graus de liberdade dinâmicos [60]. A ação contendo xA e E para uma

partícula de massa M num espaço-tempo curvo D-dimensional, com métrica gAB é

S =
1

2

∫ [
E−2gABẋ

AẋB −M2
]
Edτ, (3.45)

onde A = 0, 1, 2, . . . .D− 1 são os índices do espaço-tempo curvo D-dimensional, cuja mé-

trica é representada por gAB. Embora, como veremos mais adiante, avaliaremos o movi-

mento de superpartículas tanto no espaço tempo plano, no qual basta fazermos gAB → ηAB

quanto no espaço tempo curvo. Estamos, portanto, obtendo a forma polinomial da ação

da partícula livre para o caso mais geral.

Na ação (3.45), E é o vierbien, ẋA = dxA

dτ
e M é a massa da partícula no

espaço 5-dimensional. Para o caso livre, a massa da partícula é uma constante dada por

M0. Porém, como também será discutido o caso de interação (mecanismo de localização),

vamos considerar que esta massa é função das coordenadas do espaço-tempo xA, M =

M(xA). Geralmente, a ação usada para discutir a dinâmica das partículas relativísticas é

aquela na Eq. (3.50). No entanto, a ação (3.45) apresenta uma vantagem importante para

nossa discussão porque nos permite estudar o caso sem massa. Assim como a Eq. (3.50),

ação (3.45) é invariante pela transformação de parâmetro arbitrário τ → τ ′ = f(τ), se

o vierbein E se transforma como E → E ′ = dτ
dτ ′
E. Este vierbein desempenha o papel de

uma terada na linha mundo da partícula teste. Tomando a variação da ação (3.45),

δS =
1

2

∫ [
− δE(E−2gABẋ

AẋB +M2)− δxC
(
E−1δCgABẋ

AẋB

− 2
d

dτ
(E−1gAC ẋ

A)− 2M∂CM

)]
=

1

2

∫ [
− δE(E−2gABẋ

AẋB +M2)− δxC
(
D

Dτ
[E−1gAC ẋ

A]

− 2M∂CM
)]

(3.46)

onde ∂CgABẋAẋB = 2gBDΓDAC e assim, satisfazendo a condição de Hamilton δS = 0,
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obtemos as equações do movimento

δS

δE
= 0→ gABẋ

AẋB + E2M2(xN) = 0, (3.47)

δS

δxN
= 0→ D

Dτ

[
E−1gNAẋ

A
]

+ EM∂NM = 0. (3.48)

Como a equação de movimento para E é puramente algébrica (3.47), E não representa um

novo grau de liberdade dinâmico [60]. Em geral, para partículas teste massivas, podemos

�xar a nova variável como E = 1
M(xA)

e usar a restrição gAB
dxA

dθ
dxB

dθ
+ 1 = 0. Para

partículas teste não massivas, podemos escolher a nova variável como E = 1 e a restrição

gAB
dxA

dθ
dxB

dθ
= 0, para xA = 0, M2(0) = M2

0 = 0 . Então, se a massa M2
0 = 0, a ação

(3.50) não está bem de�nida para E = 1
M(xA)

. Da equação (3.48) obtemos que o momento

conjugado para a partícula é dado por:

pB = E−1gABẋ
A. (3.49)

Observe que, ao substituir a equação (3.47) na ação (3.45), obtemos

S = −
∫
M(xN)

√
−gABẋAẋBdτ, (3.50)

que é a ação comum para uma partícula de teste quando M(xA) = M0. Isso mostra que

as ações (3.50) e (3.45) são equivalentes.

3.5 Ação relativística para a superpartícula de Brink-Schwarz não massiva

A ação para a superpartícula de Brink-Schwarz não massiva é dada pela asso-

ciação da ação da partícula relativística polinomial não massiva juntamente com a ação

relativística Grassmanniana (3.44), que nos dá a ação

S =
1

2

∫
dτ
(
ẋ2E−1 − ηABψAψ̇B

)
, (3.51)

cuja Lagrangeana pode ser escrita como uma derivada total, que implica numa invariância

da ação. É possível que, devido a componente temporal de ψA normas negativas apareçam

no espectro físico assim como acontece com a partícula relativística. Para evitar este

problema é necessário adicionar uma invariância adicional que sane o possível problema

e nos dê uma invariância por supersimetria. Daí, introduzimos um super-parceiro, χ, ao

campo vierbein. A Lagrangeana �ca, então, na forma

L =
1

2

(
ẋ2E−1 − ηABψAψ̇B − iE−1χηABẋAψB

)
, (3.52)
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que é invariante por reparametrização τ → τ ′ = τ − f(τ) se:

δxA = fẋA (3.53)

δψA = fψ̇A (3.54)

δE = fĖ + ḟE (3.55)

δχ = ḟχ+ fχ̇, (3.56)

A transformação por reparametrização é dada por

δL =
d

dτ
(fL), (3.57)

ver (A.1), daí, a variação da Lagrangeana é uma derivada total, que implica na invariância

por reparametrização.

Se escolhermos as seguintes transformações de supersimetria local,

δx = iαψ, δψ = α

(
ẋE−1 − i

2
E−1χψ

)
;

δE = iαχ, δχ = 2α̇, (3.58)

teremos uma invariância por transformações de supersimetria local. A variável de Grass-

mann α é uma função arbitrária de τ e sob as transformações (3.58), a variação da ação

é

δL =
1

2

d

dτ
(αE−1ψAẋA), (3.59)

ver (A.2), e assim nosso sistema tem as invariâncias requeridas [36]. Se tomarmos o

comutador entre duas transformações de supersimetria e atuarmos sobre os campos, en-

contraremos

[δβ, δα]E = fĖ + ḟE + iα′χ [δβ, δα]χ = fχ̇+ ḟχ+ 2α′ ,

[δβ, δα]x = fẋ+ iα′ψ [δβ, δα]ψ = fψ̇ + α′
(
ψ̇E−1 − i

2
E−1χψ

)
,

onde f(τ) = 2iαβ
E

e α′ = 1
2
f(τ)χ [51]. Então vemos que o comutador de suas transforma-

ções de supersimetria gera uma reparametrização adicionada de uma transformação de

supersimetria. Essas relações nos mostram também que não há uma estrutura simples

para o grupo na ação, pois não observamos constantes de estrutura.

As equações de movimento em relação a x e ψ pela aplicação das equações de
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Euler-Lagrange sob a ação (3.52) são

d

dτ

(
∂L

∂ẋA

)
=

∂L

∂xA
⇒ d

dτ

(
E−1ẋA − i

2
χE−1ψA

)
= 0

⇒ pA = E−1ẋA − i

2
χE−1ψA (3.60)

d

dτ

(
∂L

∂ψ̇A

)
=

∂L

∂ψA
⇒ ψ̇A − 1

2
χE−1ẋA = 0. (3.61)

Os campos E e χ não possuem dinâmica, então aplicando a equação de Euler-Lagrange

obteremos as seguintes equações de vínculos

d

dτ

(
∂L

∂χ

)
=
∂L

∂χ
⇒ E−1ẋAψA = 0 (3.62)

d

dτ

(
∂L

∂E

)
=
∂L

∂E
⇒ ẋ2 − iχẋAψA = 0 (3.63)

3.5.1 Quantização no gauge do tempo próprio

A Lagrangeana (3.52) possui uma invariância de gauge o que nos permite

escolher E = 1 e sua variação, que está em (3.58) nos leva a δE = 0 ⇒ χ = 0 e isto

corresponde ao gauge do tempo próprio e as equações de movimento (3.60-3.63) tornam-se

pA = ẋA (3.64)

ψ̇A = 0, (3.65)

para as variáveis x e y. E as equações de vínculo tornam-se:

ẋAψA = 0 (3.66)

ẋ2 = 0. (3.67)

Das equações (3.64) e (3.65), implica que ẍA = ψ̇A = 0, cujas soluções são

xA = qA + pAτ , ψA = ξA , (3.68)

com ξA um 4-vetor Grassmanniano costante. As equações de vínculo (3.62) continuam

válidas e correspondem a ortogonalidade spin-velocidade e condição de massa, respecti-

vamente. As equações de movimento podem ser obtidas da Lagrangeana linearizada

L =
1

2
(ẋ2 − iψAψ̇A), (3.69)

que agora é invariante apenas por translações de τ e transformações de supersimetria.

Para quantizar a teoria, vamos calcular o parêntese e o anti-parêntese de Poisson, e
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podemos obter assim as relações quânticas de comutação e anti-comutação. Para a relação

de anti-comutação, há um problema devido a um vínculo primário, pois a matriz Hessiana

da Lagrangeana (3.69), possui autovalores nulos. Assim, precisamos utilizar o método de

Dirac tratado nos capítulo (3.3) e seção (3.3.3) e obtemos

[xA, pB] = iηAB , [ψA, ψB]+ = ηAB , (3.70)

onde pB = ẋB. Uma solução para a relação de anti-comutação é dada por

ψA =

√
1

2
γA, (3.71)

que leva a álgebra de Grassmann para a álgebra de Dirac-Cli�ord, no regime quântico. Os

auto estados do momento da teoria são dados por |ψ〉 = |p〉u(p), onde |p〉 = e−ip
AxA |0〉,

em que pA são os autovalores do operador momento [36] e |0〉 é o fundamental do operador

momento que é gerado atuando o operador destruição a(p) sucessivamente. Um estado de

uma partícula, por exemplo, é gerado atuando o operador de criação a†(p) no operador

do estado fundamental e u(p) é um spinor de Dirac [88]. Os vínculos (3.66) e (3.67) são

impostos sobre esses estados e encontramos

p2 |ψ̃〉 = γApA |ψ̃〉 = 0, (3.72)

p2 |φ̃〉 = 0 (3.73)

em que os |ψ̃〉 e |φ̃〉 são estados físicos aceitáveis. A realização das relações de comutação

descrevem uma partícula de Dirac não massiva com a equação de Dirac e Klein-Gordon

para partículas não massivas surgindo como resultado dos vínculos da teoria. Então vemos

de (3.71) que variáveis de grassmann podem representar as matrizes de Dirac e, portanto,

representar classicamente partículas com spin 1
2
.

3.6 Superpartícula teste em espaço curvo

Vamos aqui descrever a ação da superpartícula massiva em espaço curvo, obter

suas equações de movimento a�m de analisar posteriormente como se dá o processo de

localização em modelos de mundo brana. Fazendo isso, vamos começar pela ação [63].

S =
1

2

∫ [
E−1gABẋ

AẋB − EM2
0 − igABψA

DψB

Dτ

−iξξ̇ − iχ
(
E−1gABẋ

AψB +M0ξ
)]
dτ, (3.74)

onde
DψB

Dτ
= ψ̇B + ΓBSRψ

SẋR
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é a derivada covariante de ψN . Da ação (3.74) obtemos o momento conjugado da super-

partícula:
∂L
∂ẋN

≡ pN = E−1gAN ẋ
A − i

2

(
gABψ

AψSΓBNS + χE−1gNBψ
B
)

(3.75)

Deve-se apontar que, ao contrário de xN , a variável Grassmann ψN é um vetor

por transformações de coordenadas gerais. Isso explica a forma da derivada covariante

acima. Aqui, evidentemente, essa ação merece explicações. Inicialmente, as coordenadas

xµ, y e E são variáveis comutantes (c-números), e ψN , ξ e χ são variáveis anticomutantes

(números a). Portanto, deve-se tomar cuidado com, por exemplo, ψNψM = −ψMψN ,
como vimor na seção 3.2. Nesta con�guração, as variáveis xA descrevem a geodésica e E

é o vierbein. As quantidades ψN e ξ estarão relacionadas com a descrição do spin e χ é

necessário para manter a supersimetria de linha mundo local [63]. Mais explicações sobre

o signi�cado das variáveis de Grassmann serão fornecidas após as equações de movimento

abaixo. Assim como a ação (3.45), a ação (3.74) é invariante pela reparametrização

τ → τ ′ = f(τ). Além disso, também é invariante pelas transformações SUSY de linha

mundo local.

δxN = iαψN , δE = iαχ, δχ = 2α̇,

δξ = M0α +
i

M0E
αξ

(
ξ̇ − 1

2
M0χ

)
,

δψN = αE−1
(
ẋN − i

2
χψN

)
.

Onde α é um parâmetro anticomutante real. Para uma discussão mais detalhada sobre

pseudomecânica, recomendamos [?, 62]. A seguir, é discutida a equação de movimento

para a ação (3.74). Fazendo isso, nosso objetivo é veri�car se as novas variáveis de spin

podem modi�car o potencial efetivo Ueff (y) a �m de possibilitar o con�namento.

A partir da ação (3.74), as equações de movimento podem ser obtidas e dadas

por

δS

δE
→ gAB

[
ẋAẋB − iχẋAψB

]
+ E2M2

0 = 0, (3.76)

δS

δχ
→ gABẋ

AψB + EM0ξ = 0, (3.77)

δS

δξ
→ ξ̇ − 1

2
M0χ = 0, (3.78)

δS

δψA
→ DψA

Dτ
− 1

2
E−1χẋA = 0, (3.79)

δS

δxN
→ D

Dτ

[
E−1gAN ẋ

A
]
− i

2

d

dτ

[
χE−1gANψ

A
]

+
i

2
RNSBRψ

BψRẋS = 0. (3.80)
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Vamos escolher E = 1 e χ = 0 [51] e da Eq. (3.78) implica que ξ é uma constante. As

outras equações acima podem ser simpli�cadas para

δS

δE
→ gABẋ

AẋB +M2
0 = 0, (3.81)

δS

δχ
→ gABẋ

AψB +M0ξ = 0, (3.82)

δS

δξ
→ ξ̇ = 0, (3.83)

δS

δψA
→ DψA

Dτ
= 0, (3.84)

δS

δxN
→ D

Dτ

[
gPN ẋ

A
]

+
i

2
RNSQRψ

BψRẋS = 0. (3.85)

As equações (3.82) e (3.84) irão descrever a dinâmica de spin, com a Eq. (3.82) de-

sempenhando o papel da equação de Dirac. Ao contrário do caso da partícula bosônica,

como discutido anteriormente, agora a geodésica (3.85) apresenta um acoplamento entre

o spin e o tensor de curvatura de Riemann. Na verdade, as Eqs. (3.81) - (3.85) seria

análogo às equações de Mathisson-Papapetrou que descrevem um corpo giratório em um

espaço-tempo curvo [75,76]. A partir das equações acima, pode ser discutido brevemente

a interpretação física das variáveis de Grassmann. Na verdade, não é possível entender as

variáveis ψB ou ξ classicamente. Porém, após a quantização ser realizada, as variáveis ψB

e ξ podem ser identi�cadas com a matriz gama de Dirac [51], como visto na seção 3.5.1.
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4 CONFINAMENTO DE PARTÍCULAS TESTE EM MUNDO BRANA

Nesta seção, revisaremos o que foi feito na literatura sobre o con�namento

de partículas teste no cenário Randall-Sundrum. Iniciaremos com a descrição analítica

de localização, onde o autor [46] descreve uma transformação não a�m para descrever a

dinâmica da partícula teste de maneira similar a leis de Newton. Em seguida, analisaremos

o método do potencial efetivo [47] que é descrito após a obtenção da equação da energia

para a partícula teste para o caso da partícula bosônica acoplada não minimamente como

campo escalar. Daremos aqui, uma visão geral sobre o con�namento de partículas de teste

com base no modelo Randall-Sundrum (RS), na qual faremos uma revisão da literatura

em outra abordagem, utilizando a ação para a partícula relativística como em (3.45),

com a qual mostraremos as vantagens de tal abordagem. Para o modelo RS, como dito,

consideraremos a ação (3.45) para uma partícula teste com massa M(y), onde a massa é

acoplada a qualquer campo dependente da dimensão extra do espaço-tempo RS como o

seguinte

S =
1

2

∫
E
[
−E−2gABẋAẋB +M2(y)

]
dτ. (4.1)

Como vimos, esta nova forma tem algumas vantagens sobre a original (3.50), pois nos

permite escrever a ação para o caso de partícula teste não massiva e também não contém

raiz quadrada, o que nos dá equações de movimento mais simples [60].

As equações de movimento para (4.1) em um espaço tempo de RS 5-dimensional

com uma métrica arbitrária

gAB = (e2a(y)ηµν , g55(y)), (4.2)

segundo (3.48), são dadas, como segue abaixo, por

δS

δE
= 0 → gABẋ

AẋB + E2M2(y) = 0, (4.3)

δS

δxµ
= 0 → ηµν ẍ

ν + 2a′ηµν ẏẋ
ν − E−1Ėηµν ẋν = 0, (4.4)

δS

δy
= 0 → g55ÿ − a′gµν ẋµẋν +

1

2
g′55(ẏ)2

− E−1Ėg55ẏ + E2M(y)M ′(y) = 0, (4.5)

com a′ = da/dy e M ′(y) = dM(y)/dy. Para obtermos quantidades conservadas nas

direções xµ e y, escrevemos as equações (4.4) e (4.5) como derivadas totais conforme a

seguir.

Inicialmente, para obter a quantidade conservada na direção xµ, multiplicamos
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a equação (4.4) por E−1e2a e a escrevemos como uma derivada total,

d

dτ

[
E−1e2aẋµ

]
= 0→ E−1e2aẋµ = pµ, (4.6)

que dá a quantidade conservada na direção xµ

ẋµ = e−2aηµνEpν . (4.7)

Para a dimensão extra y, substituímos (4.7) na equação (4.5) e escrevemos

como a seguinte derivada total

d

dτ

[
g55ẏ

2E−2 +M(y)2 + p2e−2a
]

= 0, (4.8)

nos fornecendo a quantidade conservada

g55ẏ
2E−2 +M(y)2 + p2e−2a = C2, (4.9)

onde p2 = ηµνpµpν . Da equação (4.7), obtemos

p2e−2a = gµν ẋ
µẋνE−2. (4.10)

Ao substituirmos (4.7) na equação (4.9) obtemos a seguinte expressão

g55ẏ
2E−2 +M(y)2 + gµν ẋ

µẋνE−2 = C2 → gABẋ
AẋBE−2 +M(y)2 = C2, (4.11)

comparando (4.11) com a equação (4.3) concluímos que C = 0 e, assim, (4.9) toma a

forma

g55ẏ
2E−2 +M(y)2 + p2e−2a = 0. (4.12)

Multiplicando (4.12) pelo fator e2a, obtemos uma quantidade conservada na direção da

dimensão extra como segue

E−2g55e
2aẏ2 +M2e2a = p2, (4.13)

esta quantidade pode ser interpretada como a energia total da partícula teste ao longo da

dimensão extra e isso mostra que o movimento da partícula ao longo da dimensão extra se

desacopla do movimento em outras direções. E como veremos mais adiante, dependendo

da escolha de E [ver(4.7)], obtemos o movimento da partícula teste independente, tanto

na direção xµ, quanto ao longo da dimensão extra y.

Portanto, com base nas quantidades (4.12) e (4.13) podemos analisar o con�-

namento e a estabilidade da partícula teste analiticamente ou pelo método do potencial

efetivo, respectivamente, como mostraremos a seguir.
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4.1 Método analítico

O con�namento de partículas de teste livres em branas tipo delta é descrito

analiticamente na referência [46], com base em uma transformação de parâmetro não a�m

t que nos permite obter uma forma analítica para as equações de movimento e veri�car o

comportamento da partícula ao longo da dimensão extra.

Como vimos, podemos escrever as equações (3.48) para a métrica (4.2) como

derivadas totais, ou seja, podemos obter quantidades conservadas nas direções xµ e y

dadas, respectivamente, por (4.7) e (4.13).

Podemos avaliar o movimento das partículas com base na parametrização não

a�m
dt

dτ
= Ee−2a, (4.14)

que se aplica apenas quando y 6= 0, pois em y = 0 a parametrização acima é a�m sob certas

condições [61], portanto, as equações (4.7) podem ser escritas como EDOs de primeira

ordem. Assim, aplicando a regra da cadeia na equação (4.7) e substituindo (4.14), obtemos

dxµ

dt
= pµ → xµ = xµ0 + pµt, (4.15)

que implica que, com o parâmetro não a�m t, a partícula segue uma geodésica plana.

Para partícula de teste livre, a massa é constante e dada por M2(y) = M2
0 . Aplicando

a regra da cadeia à equação (4.9), usando a parametrização não a�m (4.14), escolhendo

o parâmetro E = 1, a métrica (2.2) e a massa da partícula teste como M(y)2 = M2
0 ,

encontramos: (
dy

dt

)2

e−4a + e−2ap2 = −M2
0 . (4.16)

Após algumas manipulações matemáticas, podemos escrever a equação (4.16) como a

seguinte integral ∫
dy e−2a

(−M2
0 − p2e−2a)

1
2

=

∫
dt, (4.17)

que tem solução analítica para branas tipo delta (2.16), enquanto para branas espessas

é menos trivial, uma vez que o fator de dobra é composto de funções transcedentais, ver

(2.25), (2.57) e (2.45). Tomando (2.15) e com o novo parâmetro, a equação (4.9), pode

ser escrita como (
dy

dt

)2

e4k|y| + e2k|y|p2 = −M2
0 , (4.18)

podemos de�nir y0 para um dado tempo inicial t0, de modo que −M2
0 = ẏ20e

4k|y0|+e2k|y0|p2.
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Após manipulação matemática análoga, obtemos uma forma analítica para a equação

e2k|y| = e2k|y0| + 2k
dy0
dt
e2k|y0|t− p2k2t2. (4.19)

A equação acima é válida quando y 6= 0, uma vez que a parametrização (4.14) em y = 0

é a�m sob certas condições [61]. Assim, para o modelo Randall-Sundrum (k > 0), uma

partícula comum, p2 < 0, é repelida da brana mesmo se assumirmos |y0| → 0 em qualquer

tempo t. A partícula não atingirá y = 0, ou seja, a partícula é repelida para fora da

brana, e no limite que |dy0
dt
| → 0 e |ẏ0| → 0 o a equação (4.18) é válida se M2

0 > 0, ou seja,

a partícula no espaço 5-dimensional também é comum.

Para partículas taquiônicas, p2 > 0, elas são atraídas pela brana e no limite

que |y0| → 0 e |dy0
dt
| → 0 a equação (4.18) é válido se M2

0 < 0, ou seja, a partícula no

espaço 5-dimensional também é taquiônica. Enquanto partículas sem massa, p2 = 0, elas

só serão expelidas da brana se dy0
dt
6= 0, já que são contínuas, como podemos inferir de

(3.48) para N = y. Uma maneira de resolver o problema de localização de partículas é

inverter a tensão da brana k → −k [46], mas a gravidade não é mais localizada [25].

4.2 Método do potencial efetivo

O con�namento de partículas de teste em branas tipo delta é descrito em [47],

onde foi obtido uma equação de conservação de energia da partícula de teste em dimensão

extra através da ação padrão S = M0

∫
(−gABẋAẋB)

1
2dτ com o vínculo gABẋAẋB = −ε,

onde ε assume os valores {−1, 0, 1} representando táquions, partículas tipo luz e partículas
causais, respectivamente. Neste método, denominado método do potencial efetivo, a

partícula teste aparece sob ação de um potencial efetivo que depende apenas da dimensão

extra. No entanto, esta ação não está bem de�nida para partículas de teste sem massa;

isso porque a ação padrão não está bem de�nida para M0 = 0.

Para resolver o problema relativo a partículas teste não massivas, em vez de

aplicar a ação usada em [47]. Portanto, com a ação na forma (4.1) e o vínculo (4.3).

A equação de conservação (4.13), como veremos a seguir, pode ser interpretada como a

energia da partícula teste ao longo da dimensão extra. Assim, para avaliar a energia na

brana, devemos tomar o ponto y = 0, o que nos dá a equação de conservação igual a

p2 = ẏ2
∣∣
y=0

+ M2
0 , onde ẏ

2
∣∣
y=0

pode ser interpretada como a energia cinética inicial da

partícula ao longo da dimensão extra, quando a partícula estava inicialmente na brana.

Então, substituindo p2 = ẏ2
∣∣
y=0

+ M2
0 em (4.13), usando a métrica (2.16) e usando o

vierbein E = 1, obtemos

e2aẏ2 = ẏ2
∣∣
y=0
−M2

0 (e2a − 1), (4.20)
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onde a equação (4.20) é a energia total da partícula teste ao longo da dimensão extra. O

último termo é o potencial efetivo, segundo o qual a partícula pode se mover na região

ẏ2
∣∣
y=0
−M2

0 (e2a − 1) ≥ 0, sendo ẏ2
∣∣
y=0

o máximo valor do potencial efetivo

Ue�(ymax) = ẏ2
∣∣
y=0

. (4.21)

A equação (4.20), portanto, representa o movimento da partícula livre sob a in�uência de

um potencial efetivo

Ue� = M2
0 (e2a − 1), (4.22)

exceto para partículas não massivas, que não são afetadas pelo potencial efetivo e per-

manecem na brana se ẏ0 = 0, caso contrário, a partícula é expelida da brana, porque a

velocidade da partícula de teste sem massa obedecer, a partir da equação (4.20), a relação

e2aẏ2 = ẏ2
∣∣
y=0

, (4.23)

where in the limit y → ∞, ẏ2 → ∞, that is, the test particle does not return (see �gure

1 for M2
0 = 0).

Para investigar o movimento de uma partícula de teste na brana, iremos ana-

lisar a primeira e a segunda derivadas do potencial efetivo em torno de y = 0 e para

M2
0 6= 0. A primeira derivada é U ′

e�
= 2M2

0a
′e2a, onde a condição necessária para o con-

�namento é ter y = 0 como ponto crítico, sendo necessário que a′(0) = 0. Assim, a(y)

deve satisfazer uma condição inicial a(0) = a′(0) = 0. Uma vez que as duas condições são

satisfeitas, a segunda derivada do potencial efetivo, que é igual a U ′′
e�

(0) = 2M2
0a
′′(0), nos

fornece informações sobre a estabilidade do ponto crítico. Analisando a segunda derivada

e de acordo com as equações (2.15) e (2.24), a′′(y) ≤ 0 para todos y. Podemos, portanto,

avaliar a estabilidade das partículas teste de acordo com o valor de M2
0 , sendo o ponto

y = 0 um ponto máximo (equilíbrio instável) para partículas causais (ver �gura 1 para

M2
0 > 0) e ponto mínimo (equilíbrio estável) para táquions (ver �gura 1 para M2

0 < 0).

Para o fator de dobra da brana espessa, de�nido em (2.24), temos

Ve� = M2
0 (sech4β(cy)/eβ tanh2(cy) − 1).

Os táquions são con�nados de forma estável, enquanto as partículas causais não são,

ou seja, a gravidade por si só não é su�ciente para con�nar as partículas causais, como

mostrado no Fig. 1.
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Figura 1: Potencial efetivo para uma partícula livre Veff para uma escolha particular
das constantes (β =

√
2
2
, c = 1,M3

P =
√

2,M2
0 = 3).

Em seguida, é necessário introduzir outro mecanismo para que as partículas

teste sejam con�nadas de forma estável na brana. Em [47], o autor propôs um mecanismo

onde a partícula é acoplada não minimamente ao campo escalar para resolver o problema

do con�namento.

4.2.1 Partícula acoplada com o campo escalar

A localização de campos gerais no modelo Randall-Sundrum só é possível pela

implementação de um mecanismo especí�co que explica a localização do campo na brana.

Por exemplo, em regime quântico, apenas uma quiralidade (direita ou esquerda) do campo

espinoral de Dirac pode ser localizado na brana por uma interação do tipo Yukawa com

o campo escalar [13,16,73], cuja ação é expressa por (2.87). Quando a solução clássica de

parede de domínio φB é considerada, a equação de campo para Ψ é

iΓADAΨ− hφBΨ = 0, (4.24)

por analogia à equação de Dirac, notamos que o campo escalar gera massa para o férmion

5-dimensional. Admitindo que o férmion 5-dimensional possui uma massa de repousoM0,

devido à interação de Yukawa obtém-se a seguinte relação

PAP
A = −(M2

0 + h2φ2), (4.25)
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onde PA representa o momento 5-dimensional do férmion. Assim, assumindo que este

mecanismo pode surgir em uma imagem clássica de partículas de teste, o con�namento é

possível permitindo uma interação direta entre a partícula de teste e o campo escalar [47].

A interação é proposta pela rede�nição da ação (3.45) modi�cando a massa através da

interação de Yukawa

M0 → (M2
0 + h2φ2)

1
2 , (4.26)

então a nova ação para a partícula de teste assume a forma

S =
1

2

∫ (
−gABẋAẋB +M2

0 + h2φ2
)
dθ, (4.27)

onde escolhemos E = 1. Para a ação (4.27), obtemos as equações de movimento,

ÿ + a′
(
M2

0 + h2φ2 + ẏ2
)

+ h2φφ′ = 0, (4.28)

onde a restrição gABẋAẋB = −(M2
0 +h2φ2) foi usada, isto é, para partículas teste massivas

levando a uma massa diferente de zero, mas se M0 = 0 em y = 0 temos uma partícula de

teste sem massa, no entanto, isso não é mais um problema.

Multiplicando (4.28) pelo fator e2a dy
dθ
, a primeira integral pode ser obtida, então

obtemos uma quantidade conservada[
ẏ2 +M2

0 + h2φ2
]
e2a = C. (4.29)

Avaliando em y = 0 podemos reorganizá-lo e obter uma equação de energia na direção da

dimensão extra como abaixo

e2aẏ2 = ẏ2
∣∣∣
y=0
−
[
M2

0

(
e2a − 1

)
+ e2ah2φ2

]
, (4.30)

o último termo é o potencial efetivo

Ueff (y) =
[
e2a(M2

0 + h2φ2)−M2
0

]
, (4.31)

que se reduz ao caso livre (5.9), com M2
0 6= 0, quando h = 0. Podemos obter os pontos

extremos do potencial efetivo avaliando suas derivadas, como na seção anterior. Tomando

a primeira derivada do potencial efetivo, obtemos

U ′eff (y) = 2e2a
[
a′
(
M2

0 + h2φ2
)

+ h2φφ′
]
. (4.32)
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Os valores reais para y que devem satisfazer U ′eff (y) = 0 são

y = 0; (4.33)

|ymax| =
1

c
arctanh

[(
3

2
− M2

0

2h2v2
+

1

2β

+

√
−4h2v2β(h2v2 − 3M2

0β) + (−h2v2 +M2
0β − 3h2v2β)2

2h2v2β

) 1
2

 , (4.34)

(4.35)

onde

−1 <

[(
3

2
− M2

0

2h2v2
+

1

2β

+

√
−4h2v2β(h2v2 − 3M2

0β) + (−h2v2 +M2
0β − 3h2v2β)2

2h2v2β

) 1
2

 < 1,

que representa os pontos extremos da função. Para avaliar as condições de con�namento

estável da partícula de teste, devemos avaliar os pontos extremos em U ′′eff (y),

U ′′eff (y) = 2e2a
{
φ′2
[
h2 − 1

12M3
P

(
M2

0 + h2φ2
)]

+ 2h2φφ′ + h2φφ′′
}

+2a′U ′eff (y), (4.36)

onde a relação (2.23) foi usada. Obtemos uma condição para a partícula massiva, de modo

que y = 0 é um ponto mínimo se satisfazer (5.13), o que implica que esta é satisfeita em

(4.36) se [47]

M2
0 < 12M

(3)
P h2 (4.37)

O ponto y = 0 representará um ponto de equilíbrio estável quando a massa

na massa satis�zer a desigualdade (4.37). No entanto, o autor [47] não avalia a massa da

partícula de teste na brana.
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Figura 2: Comportamento de con�namento do potencial efetivo Ueff quando a interação
é levada em consideração (linha �na) para uma escolha particular das constantes
(c = 1, v = 6,M

(3)
P =

√
2 and M2

0 = 3), em comparação com o caso quando não há
interação (linha tracejada), ou seja, para h = 0.

Se a partícula adquire velocidade ao longo da dimensão extra, a energia ci-

nética da partícula ao longo da dimensão extra deve implicar em um aumento na massa

efetiva, embora a massa efetiva só tenha sentido físico se a partícula estiver con�nada na

brana. Mas ainda assim podemos dizer que o movimento da partícula na dimensão extra

é caracterizado pelo aumento da massa. Podemos, portanto, analisar a massa efetiva da

partícula em modelos RS-II, e então avaliar os valores observáveis. No próximo capítulo,

desenvolveremos um mecanismo que mostra que podemos determinar se a partícula pode

ser con�nada apenas por conhecer a função que descreve a massa da partícula na massa.
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5 PROCEDIMENTO GERAL PARA LOCALIZAÇÃO DE PARTÍCULAS
E A MASSA EFETIVA

Neste capítulo, iremos generalizar o método do potencial efetivo para o caso de

uma partícula cuja massa depende apenas da dimensão extra y, M2 = M2(y), e obtemos

também a massa efetiva observada na brana (y = 0) [48], a�m de alcançar um mecanismo

de con�namento de partículas teste bosônicas bem como analisar analisar a localização

de superpartículas teste. Portanto, será discutido o con�namento de uma partícula teste

bosônica e da superpartícula teste no mundo-brana codimensão um. A �m de obter uma

análise geral, vamos considerar uma métrica para o campo de fundo dada por (2.28). Os

fatores de dobra a(y) and b(y) são funções apenas da coordenada extra y, que é considerada

in�nitamente grande. O fator de dobra b(y) está relacionado ao dilaton e foi usado para

localizar campos de calibre. Com ele, a métrica acima é mais geral do que a RS original,

que pode ser obtida corrigindo b(y) = 0 [16]. Além disso, ηµν é a métrica de Minkowski

com assinatura (−,+,+,+). Consideramos a simpli�cação em que a métrica é um campo

de fundo plano quando a(y) = b(y) = 0. Portanto, não consideraremos possíveis efeitos

de reação reversa das partículas sobre ele, como nas Refs. [39�47]. Esta forma genérica

da métrica nos permitirá discutir uma variedade de mundo-brana, entre eles, o modelo

RS-II tipo delta [4] e também alguns modelos de brana espessa [15�18,65].

5.1 Método geral do potencial efetivo

Ao discutir a localização de uma partícula teste, devemos analisar seu movi-

mento na dimensão extra y, mas como vimos na seção anterior a solução da ação (4.17)

não é trivial quando se trata de modelos de brana espessa, uma vez que o fator de do-

bra, em geral, é uma função transcedental, daí se pudermos associar um potencial ao

movimento na coordenada y, a partícula será con�nada quando esse potencial tiver um

mínimo localizado sobre a brana, a saber, y = 0. Como visto na literatura, a localização

da partícula teste não pode ser alcançada para o caso livre, ou seja, M(y) = M0 [46, 47].

Portanto, é discutido o caso geral com M(y) arbitrário para incluir possíveis mecanismos

de localização. Para tal, usaremos a métrica (2.28), os símbolos de Christo�el são dados

por (2.29) e (2.30). Com isso, nossas equações para xP em (3.48) torna-se

δS

δxµ
= 0 → D

Dτ

[
E−1ẋµ

]
=

d

dτ

[
E−1ẋµ

]
+ 2a′E−1ẋµẏ = 0, (5.1)

δS

δy
= 0 → D

Dτ

[
E−1ẏ

]
+ EMM ′e−2b =

d

dτ

[
E−1ẏ

]
+ E−1b′ẏ2

−E−1a′gµν ẋµẋνe−2b + EMM ′e−2b = 0. (5.2)
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Nas equações acima, "' "signi�ca uma derivada em relação a y. Da equação (3.47) notamos

que o vierbein E não possui dinâmica e, portanto, podemos escolher uma condição de

calibre e �xar E. É conveniente de�nir que o parâmetro τ pode ser identi�cado com o

tempo próprio na brana. Isso pode ser alcançado pela escolha E = e2a(y). Usando este

calibre e equação (3.47), podemos mostrar que

gµν
D

Dτ

[
E−1ẋν

]
=

d

dτ

[
e−2agµν ẋ

ν
]

= 0 (5.3)

e

ẏe2b
[
D

Dτ

(
e−2aẏ

)
+ e2aMM ′e−2b

]
=

1

2

d

dτ

[
e2(b−a)ẏ2 +M(y)2e2a

]
= 0. (5.4)

Portando, das equações (5.3) e (5.4) juntamente com as equações (3.47), (3.48) e a de�-

nição do momento canônico (3.49)obtemos

e−2agµν ẋ
ν = pµ = constante, (5.5)

e2b(y)−2a(y)ẏ2 +M(y)2e2a = −C2 = constante. (5.6)

Na primeira equação acima, usamos a de�nição do quadri-momento (3.49)

pµ =
dL
dẋµ

= e−2agµν ẋ
ν . (5.7)

Para interpretar a constante C2, podemos usar a Eq. (3.47) e (5.5) para descobrir que

C2 = p2.

A equação (5.6) pode ser interpretada como a energia total E = T + U e, a

partir disso, é possível obter um potencial efetivo. A constante C2 em (5.6) y = 0 tem a

forma −C2 = ẏ2|y=0 +M(0)2, com a qual podemos escrever (5.6) como

e2b(y)−2a(y)ẏ2 = ẏ2|y=0 − [M(y)2e2a −M(0)2] (5.8)

Ao fazer isso, o último termo atua como potencial efetivo

Ueff = M(y)2e2a(y) −M(0)2. (5.9)

Veremos como a localização das partículas pode ser retirada da análise desse potencial.

Vamos discutir o con�namento e a massa efetiva observada sobre a brana abaixo.

Primeiro, a partícula será con�nada em uma brana colocada em y = 0 apenas

se o potencial (5.9) satis�zer

(i) U ′eff (y)
∣∣
y=0

= 0
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Tomando a primeira derivada do potencial efetivo (5.9)

U ′eff (y) = 2[a′(y)M(y)2 +M(y)M ′(y)]e2a(y) = 0, (5.10)

quando avaliado em y = 0, obtemos

U ′eff (0) = 2[a′(0)M(0)2 +M(0)M ′(0)] = 0 (5.11)

a condição ((i)) é satisfeita se, e somente se, em (5.11)

M ′(0) = 0, (5.12)

uma vez que a′(0) = 0 em modelos do mundo brana [15, 16, 18, 65]. Portanto, se

(5.12) é satisfeita, signi�ca que y = 0 é um ponto crítico. Porém devemos avaliar

também a segunda derivada para avaliar se y = 0 é um ponto de mínimo (equilíbrio

estável) ou ponto de máximo (equilíbrio instável). Além da condição (i), o potencial

efetivo (5.9) também deve satisfazer:

(ii) U ′′eff
∣∣
y=0

> 0 Tomando a segunda derivada do potencial efetivo (5.9), obtemos

U ′′eff (y) = 2[a′′(y)M2(y) + 2a′(y)M ′(y)M(y) +M ′(y)2 +M(y)M ′′(y)]e2a(y)

+2a′(y)U ′eff (y), (5.13)

que, ao ser avaliada em y = 0 nos fornece a expressão

U ′′eff (0) = 2[a′′(0)M2(0)+2a′(0)M ′(0)M(0)+M ′(0)2+M(0)M ′′(0)]+2a′(0)U ′eff (0) > 0.

Logo, se a condição (i) é satisfeita, ou seja, M ′(0) = 0, obtemos

U ′′eff (0) = 2[a′′(0)M2(0) +M(0)M ′′(0)] > 0

e a condição (ii) representa um ponto de mínimo (equilíbrio estável) se a seguinte

inequação for satisfeita[
M(y)M ′′(y) +M2(y)a′′(y)

]
e2a
∣∣∣
y=0

> 0. (5.14)

Concluímos, então, que o con�namento da partícula de teste na brana depende

apenas de sua massa no espaço tempo RS 5-dimensional. Logo, a condição (ii) é

satisfeita se (5.14) também o for. E juntamente com ((i), em y = 0, nos garante

que a partícula teste esteja em um ponto crítico de mínimo na brana e, portanto, a

partícula esteja em equilíbrio estável na brana.
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Devemos lembrar que as condições (i) e (ii) são necessárias, mas não su�cientes para

con�nar uma partícula. Se o potencial efetivo tiver a forma de um vulcão, uma partícula

com um grande momento na dimensão extra pode escapar. Portanto, dado que Ueff tem

um máximo em ymax, a partícula será capturada se ẏmax = 0.

5.1.1 Massa efetiva

Na seção anterior, investigamos as condições de con�namento de partículas

testes em modelos de mundo brana RS, mas aí surge um questionamento importante:

qual é a massa efetiva observada da partícula de teste? Nesse sentido, os autores em [61]

de�nem a massa efetiva através da restrição gABẋAẋB+1 = 0, mas eles não fornecem uma

solução. Nesta seção, obtemos uma expressão geral para a massa efetiva das partículas

teste observada na brana.

Diferente do que ocorre com campos, onde a localização do campo é baseada

nos modos de Kaluza-Klein [94], a massa efetiva das partículas teste pode ser obtida por

uma parametrização a�m no parâmetro de movimento τ para outro parâmetro λ. Tal

movimento é observado na hipersuperfície em y = 0 [61], chamada 3 brana, e este modelo

representa nosso mundo. Então, para escrever a equação do movimento (4.4) como

d2xµ

dλ2
= 0, (5.15)

precisamos encontrar uma transformação a�m. Portanto, na brana (y = 0), devemos ter

a métrica de Minkowsky como a seguinte

ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
+m2

e�
= 0, (5.16)

onde m2
e�

é a massa efetiva da partícula de teste na brana. Então, por parametrização

(4.3) obtemos a equação

ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
= −e−2a

(
dτ

dλ

)2
[
E2M2(y) + g55

(
dy

dτ

)2
]
, (5.17)

onde estamos utilizando a métrica (4.2). Uma vez que a ação (4.1) é invariante sob

reparametrização E(λ) = dτ
dλ
E(θ) para a nova variável, e por restrições (4.3) e (5.16)

escolhemos a relação sob os parâmetros da forma mais simples, portanto, sendo dada por(
dτ
dλ

)
= 1, o que implica em E(τ) = E(λ). A equação (4.4) pode ser escrita como uma

derivada total na forma
d

dτ
[E−1e2aηµν ẋ

ν ] = 0,

notemos que ao escolhermos E = e2a(y), obtemos a equação na forma (5.15) e, portanto,
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ao compararmos (5.16) e (5.17) obtemos que a massa efetiva da partícula teste ao longo

da dimensão extra é dada por

meff = e2a(y)M2(y) + e−2a(y)g55ẏ
2, (5.18)

Uma outra maneira de obter a expressão (5.18) vem da expressão (5.6) e usando p2 =

−m2
eff , uma vez que usamos a mesma escolha do vierbein E = e2a(y). Da discussão do �nal

da seção anterior, podemos substituir ymax e ẏmax = 0 na equação (5.6) para obter [48]

m2
eff = M2(ymax)e

2a(ymax). (5.19)

Assim, a expressão (5.19) nos dá a massa efetiva máxima que da partícula da partícula

teste que pode ser observada na brana e esta é intimamente relacionada ao ponto de

retorno ymax. Evidentemente, se o ponto de retorno ymax não existe, a massa efetiva (5.19)

não tem signi�cado físico. Para este caso, a partícula não está con�nada e o conceito de

massa efetiva sobre a brana não tem sentido. Agora, podemos aplicar o procedimento

acima a casos especí�cos.

Num ponto de vista geral, a partícula adquire velocidade ao longo dimensão

extra, então haverá uma energia cinética que implicará em um aumento na massa efetiva,

como pode ser visto na equação (5.18) portanto, o movimento da partícula teste ao longo

da dimensão extra é caracterizado pelo aumento da massa. Podemos, então, analisar a

massa efetiva da partícula em modelos RS-II, e então avaliar os valores observáveis.

Iremos aqui nesta subseção, encontrar a massa efetiva (5.19) dos modelos vistos

na literatura, como segue abaixo:

� Partícula teste Livre: Como vimos na seção 4.2 a partícula livre não é con�nada,

em concordância com [46,47], portanto, partículas livres não podem ser con�nadas

estavelmente na brana. Para con�nar partículas teste, é necessário acoplar a partí-

cula teste com algum campo que dependa apenas da dimensão extra e que satisfaça

a equação (5.10) e (5.13). Portanto, como não são con�nadas, partículas teste livres

não possuem massa efetiva na brana.

� Partícula teste acoplada com o campo escalar: Para uma partícula teste acoplada

com o campo escalar, cuja massa é dada porM2(y) = M2
0 +h2φ2 [47]. Ao substiuir-

mos essa massa nas equaçãoes (5.10) e (5.13) obtemos a desigualdade

h2 − M2
0

12M3
P

> 0, (5.20)

e então obtemos a mesma condição (4.37): M2
0 < 12M

(3)
P h2, para partículas teste
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com massa nua não nula, M2
0 6= 0 e h pode assumir qualquer valor para partículas

teste não massivas, M2
0 = 0.

Então, uma partícula teste massiva, M0 6= 0, é observada na brana, onde a

massa efetiva (5.19) dada por

12M
(3)
P h2 ≤ m2

e�
< [12M

(3)
P + φ2(ymax)]h

2e2a(ymax), (5.21)

onde ymax é dado por (4.35), e representa o ponto máximo do potencial efetivo (4.31),

que é o ponto onde a equação (5.21) é satisfeita (veja a Fig. 2, para h =
√

3). Então, se

a partícula de teste tem uma massa que não satisfaz as desigualdades (5.10) e (5.13), a

partícula de teste não pode ser con�nada de forma estável.

No caso de partículas de teste com massa nua nula, M0 = 0, a massa efetiva

na brana é obtida tomando o limite quando M2
0 → 0 na equação (5.21), então temos

h2φ2(0) ≤ m2
e�
< h2φ2(ymax); (5.22)

mas φ(0) = 0, portanto, na brana, a partícula de teste pode ser observada como uma

partícula teste não massiva desde que esta possua velocidade ao longo da dimensão extra.

m2
e�

= 0, (5.23)

mas note que devido a equação (5.22) a partícula pode também ser observada como uma

partícula massiva. Além disso, o momento canônico no campo de fundo (4.25), para

M2
0 = 0 dado por PAPA = −h2φ2 e pode assumir valores valor nulo, o que concorda com

os resultados obtidos em [47].
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6 LOCALIZAÇÃO DE PARTÍCULAS BOSÔNICAS ACOPLADAS NÃO
MINIMAMENTE COM O DÍLATON E DA SUPERPARTÍCULA
TESTE

6.1 Con�namento de partículas teste acopladas não minimamente com o di-
laton

Na seção (2.3), vimos que o dilaton atua de forma a modi�car a métrica espaço-

tempo, permitindo-nos escolher um campo apropriado da forma π(y) = −
√

3M3
P a(y) e

b(y) = 1
4
a(y) de modo que a equação (2.23) permaneça inalterada; ressaltamos que a

partícula livre neste novo cenário também não �cará con�nada.

Aqui vamos propor um mecanismo para con�namento das partículas baseado

na generalização da teoria escalar-tensorial mais simples, também chamada teoria de

Jordan-Brans-Dicke. A ação da teoria é dada por

S =

∫ [
φ̃R̃− ω

φ̃
g̃AB∂Aφ̃∂Bφ̃

]
g̃

1
2d4x+ SM [Φ, g̃AB],

onde ˜gµν é a métrica do espaço tempo (também chamado de referencial conforme de

Jordan), R̃ é o escalar de curvatura, ω é uma constante de acoplamento adimensional, φ̃ é

um campo escalar e Φ representa campos de matéria. Faz-se uma transformação de Weyl

na métrica g̃AB a�m de contruir uma generalização desta teoria que permita acoplamentos

mais fortes do campo escalar. Então, é de�nida outra métrica gµν do, chamado, referencial

conforme de Einstein e um outro campo escalar π dados por

gAB = (2κ2φ̃)g̃AB

π = −
(
ω +

3

2

) 1
2

ln(2κ2φ̃),

onde κ2 é uma constante. Com essa nova métrica podemos obter uma ação equivalente

S =

∫ [
R

2κ2
− gAB∂Aπ∂Bπ

2κ2

]
g

1
2d4x+ SM [Φ, e2λπgAB],

onde R é o escalar de curvatura no referencial de Einstein e [49]

λ =
1

2
(
ω + 3

2

) 1
2

, φ̃ =
1

2κ2
e−2λπ

Na nova ação obtida, o novo campo escalar, chamado dílaton (π), é obtido e todos os cam-

pos de matéria são acoplados com a métrica, isto é, a Lagrangeana de matéria aparece

somente na combinação gABe2λπ . No caso mais simples onde a matéria é fenomenolo-
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gicamente representada por um conjunto de partículas pontuais de massa M̃ , a ação de

matéria se torna

SM = −
∑∫

M̃eλπds (6.1)

que pode ser reformulada como uma massa dependente do espaço-tempo no referencial

de Einstein, M = M̃eλπ, onde M̃ é a massa constante no referencial de Jordan [49,50].

Para resolver isso, propomos a partícula teste acoplada não minimamente ao

campo de dilatação,

M2
0 → e2λπM2

0 , (6.2)

cujo momento conjugado passa a ser PAPA = −M2
0 e

2λπ(y), permite con�nar a partícula

na brana.

6.1.1 Acoplamento com dilaton no espaço-tempo RS deformado

Conforme mostrado na introdução, a ação para a partícula teste (3.45), para

M2(y) = e2λπM2
0 , pode ser escrito como:

S =
1

2

∫ (
−gABẋAẋB +M2

0 e
2λπ
)
dτ, (6.3)

onde escolhemos a nova variável E(θ) = 1, como vimos anteriormente. Usando a condição

de con�namento da partícula teste (5.10) e (5.13) e substituindo a massa desta partícula

teste dada por (6.2), obtemos a desigualdade

M2
0 (−λ

√
3M

(3)
p + 1)a′′s(0) ≥ 0. (6.4)

Mas como a′′s < 0 para todos y, a desigualdade acima é satisfeita se

λ ≥ 1√
3M3

P

, (6.5)

para uma massa nua não nula da partícula de teste na massa, M2
0 6= 0. Para o caso em

que a massa nua da partícula teste é nula, M2
0 = 0, a desigualdade (6.4) não é satisfeita,

portanto, a partícula de teste sem massa não é con�nada.

Então, uma partícula de teste no espaço 5-dimensional com massa nua não

nula, M0 6= 0, é observada na brana com massa efetiva máxima (5.19) dada por

m2
eff = M2

0 e
2as(ymax)(1−λ

√
3M

(3)
P ); (6.6)

onde ymax pode ser obtido analisando a equação do potencial efetiva (5.9), que é dada por

Ueff (y) = M2
0 (e2as(1−λ

√
3M

(3)
P ) − 1), (6.7)
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onde o caso para uma partícula teste livre é obtido quando tomamos λ = 0. Porém, se a

relação (6.5) for satisfeita, analisamos a segunda derivada do potencial efetivo (6.4)

V ′′eff (y) = 2(−
√

3M3
Pλ+ 1)a′′se

2(λπ+as) + 4(λπ′ + a′s)
2e2(λπ+as).

Notamos que o primeiro termo é positivo, uma vez que (φ′)2 = −12M
(3)
P a′′s para todos os

valores de y e o segundo termo do a expressão acima é sempre positiva, ou seja, a segunda

derivada do potencial efetivo (6.4) é positiva para todos os valores de y implicando em

um potencial máximo com ymax → ∞ e Ueff (ymax) → ∞. Portanto, a massa efetiva da

partícula livre acoplada ao campo de dilaton na brana pode assumir qualquer valor,

m2
eff <∞. (6.8)

Além disso, não há restrições quanto à massa da partícula teste causal no espaço 5-

dimensional, e é válido para brana deformada por qualquer valor de s. Somos capazes de

resolver o problema da massa limitada em [47], mas pagando o preço que as partículas do

tipo luz não �cam con�nadas de forma estável na brana.

-6 -4 -2 0 2 4 6

0

5

10

15

Figura 3: Comportamento de con�namento do potencial efetivo deformado Veff(s)
quando a interação é levada em consideração (linha �na) para uma escolha particular
das constantes (M2

0 = 3, b = 1
2
, c = 1, M3

P = 0.3, λ = 1.5), em comparação com o caso
quando não há interação (linha marcada), ou seja, para λ = 0.
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6.2 Con�namento de superpartículas

Antes de discutir o con�namento da superpartícula teste, é conveniente esco-

lher as condições de calibre para as duas simetrias mencionadas na seção 3.6. Vamos

escolher E = e2a, como na partícula bosônica, e χ = 0 [51]. Da Eq. (3.78) implica que ξ

é uma constante. As outras equações acima podem ser simpli�cadas para

gABẋ
AẋB +M2

0 e
4a = 0, (6.9)

gABẋ
AψB +M0e

2aξ = 0, (6.10)
DψA

Dτ
= 0, (6.11)

D

Dτ

[
e−2aẋA

]
+
i

2
RA

SBRψ
BψRẋS = 0. (6.12)

Como vimos para o caso da partícula bosônica, estamos interessados em ana-

lisar as equações para o componente y. Da equação (6.12), obtemos as equações para os

componentes de xM

D

Dτ

[
e−2aẏ

]
+
i

2
Ry

µλρψ
λψρẋµ

+iRy
µyρψ

yψρẋµ = 0, (6.13)

gµν
D

Dτ

[
e−2aẋν

]
+ iRµyyρψ

yψρẏ

+
i

2
Rµνραψ

ρψαẋν = 0. (6.14)

Substituindo os tensores de Riemman (2.31) e (2.32) em (6.13) e (6.14), respectivamente,

obtemos:

D

Dτ

[
e−2aẋρ

]
+ i [a′′ − a′b′]ψyψρẏ

+iM0ψ
ρξe2(a−b)a′2 = 0, (6.15)

D

Dτ

[
e−2aẏ

]
= iM0

[
a′′ + a′2 − a′b′

]
e2(a−b)ξψy. (6.16)

Na equação acima, usamos a restrição

e2bẏ2ψy + e2aηµν ẋ
µψν +M0e

2aξ = 0 (6.17)

que foi obtida de (6.10), para eliminar a dependência em ẋµ. Para encontrar as constantes

de movimento, precisamos usar as equações para ψM . Da Eq. (6.11) e usando os símbolos
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de Christo�el (2.29) e (2.30), obtemos

ψ̇ρ + [ψyẋρ + ψρẏ] a′ = 0, (6.18)

ψ̇y + ψy(ḃ+ ȧ) + ξM0e
2a−2ba′ = 0. (6.19)

Podemos multiplicar a Eq. (6.19) por ξ e usar a restrição (6.17) para encontrar a solução

ψy(τ)ξ = ψy0ξe
−a−b. (6.20)

Agora, podemos multiplicar as Eqs.(6.18) e (6.19) por ψy e ψρ, respectivamente, para

obter

d

dτ
[ψyψρ] + ψyψρ

(
ḃ+ 2ȧ

)
+M0ξe

2a−2ba′ψρ = 0. (6.21)

Finalmente, a partir da equação acima, podemos mostrar que

d

dτ

[
ψyψρe2a+b

]
+M0ξe

4a−ba′ψρ = 0. (6.22)

Com esta expressão, podemos discutir se a superpartícula teste pode ser con�-

nada. Se usarmos nossas relações anteriores (5.3), (5.4), (6.20) e (6.22) na equação (6.15),

obtemos

d

dτ

[
ẋµ + iψyψµe2aa′

]
=
dpµ

dτ
= 0, (6.23)

d

dτ

[
e2b−2aẏ2 +M2

0 e
2a − 2iM0ξψ

y
0e
a−ba′

]
= 0. (6.24)

Na primeira das equações acima, de�nimos o momento conservado (3.75)

pµ = ẋµ + iψyψµe2aa′. (6.25)

Para interpretar a constante proveniente da equação (6.24), devemos usar nossa restrição

de massa(6.9) e equação (6.25) para obter

−p2 = e2b−2aẏ2 +M2
0 e

2a − 2iM0ξψ
y
0e
a−ba′, (6.26)

com p2 = ηµνp
µpν . Assim, como antes, podemos interpretar o termo no lado direito da

equação (6.26) como uma energia total e

Ueff = M2
0

[
e2a − 2i

M0

ξψy0e
a−ba′

]
. (6.27)

Primeiro, quando ψN é zero, o último termo no lado direito da equação acima é zero.

Portanto, obtemos os resultados discutidos anteriormente para a partícula teste bosônica,
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dados pela Eq. (5.9) com M(y) = M0. Agora, por causa das variáveis de spin, obtemos

uma nova peça no potencial efetivo Ueff da partícula. Assim, o spin modi�ca o potencial

efetivo devido à interação deste com a curvatura. Com isso, temos a possibilidade de

con�nar a superpartícula teste.

6.3 Aplicação

Para o caso sem massa, vemos na Eq. (6.27) que Ueff = 0. Portanto, assim

como no caso bosônico, a superpartícula teste não está con�nada. Entretanto, para o caso

massivo Ueff tem uma correção devido às variáveis de Grassmann. A �gura (4) mostra

um grá�co do potencial efetivo (6.27) para a brana espessa apresentada em [15], a saber,

a(y) = ln [sechσ (cy)] , b(y) = 0. (6.28)

-4 -2 0 2 4

-10

-5

0

5

10

Figura 4: Plot de ueff = Ueff/M
2
0 para o modelo (6.28) com σ = 1 e δ ≡ i

M0
ξψy0 .

Como podemos ver, y = 0 não é um extremo para este potencial efetivo. Na

verdade existem dois pontos extremos, e um deles é o mínimo. Portanto, a superpartí-

cula teste pode ser localizada no mínimo desse potencial. No entanto, essa localização

não ocorre em y = 0, mas em um ponto ligeiramente deslocado da origem. Conclusões

semelhantes também são obtidas para outros modelos como, por exemplo, a brana tipo

delta [5], a brana espessa apresentada em [16] ou a brana espessa com estrutura interna

obtida em [18,64,65]. Da Fig.(4) podemos concluir que qualquer partícula sobre a brana

escapará para a dimensão extra. Observe que Ueff (y = 0) > 0 e para y grande o potencial

é nulo. Portanto, qualquer partícula sobre a brana vai para o in�nito.

Uma possibilidade interessante é procurar modelos em que o mínimo de Ueff

coincida com a posição da brana. Como nosso Ueff é assimétrico, devemos procurar

modelos de brana com a mesma propriedade. Eles são chamados de mundos-brana as-

simétricos e foram discutidos por D. Bazeia et.al. em [66�68]. No entanto, para esses

modelos, também descobrimos que a superpartícula teste não é localizada. Parece que há
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alguma propriedade geral do potencial (6.27) que proíbe o con�namento. Deixe-nos agora

mostrar isso. Primeiro observe que

U ′eff = 2M2
0 e

2aa′ − 2M2
0 δe

a−b [a′′ + a′2 − a′b′
]
. (6.29)

Agora devemos lembrar que para qualquer mundo-brana, devemos ter que na posição da

brana a′(yB) = b′(yB) = 0, a′′(yB) > 0 e com isso, obtemos que

U ′eff (yB) = −2δea−ba′′ 6= 0. (6.30)

Portanto, concluímos que na posição da brana nunca temos um mínimo de Ueff . No

entanto, poderíamos ter a possibilidade de que a partícula �que presa em torno da posição

da brana e não escape para o in�nito. Para analisar isso, usamos as propriedades gerais

a(yB) = 0, ea(∞) = 0 para obter

∆Ueff ≡ Ueff (∞)− Ueff (yB) = −M2
0 . (6.31)

Portanto, o potencial no in�nito é sempre menor do que o potencial sobre a brana e

qualquer superpartícula teste sobre a brana escapará para o in�nito [48].
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho, discutimos o con�namento de partículas de teste em mundos-

brana de codimensão um. Nós primeiro discutimos a partícula de teste bosônica e depois

conduzimos a discussão sobre o con�namento da superpartícula teste. A localização de

partículas de teste bosônicas já foi estudada anteriormente na literatura. Para o modelo

RS-II tipo delta, [46] discutiu o con�namento de uma partícula de teste livre. Para a brana

espessa, a discussão foi apresentada em [47], onde os autores propuseram um mecanismo

de localização.

Na discussão da partícula de teste bosônica, nós estudamos os casos massivo e

sem massa. Para o caso livre, obtivemos as quantidades conservadas dadas nas equações

(5.5) e (5.6). A partir disso, mostramos que o movimento na dimensão extra pode ser

desacoplado das outras coordenadas. Mostramos que este movimento pode ser descrito

pelo potencial efetivo (5.9), a saber,

Ueff = M(y)2e2a(y) −M(0)2. (7.1)

Com este potencial, o con�namento pode ser alcançado se as condições U ′eff (0) = 0 e

U ′′eff (0) > 0 forem satisfeitas. Para as partículas massivas livres, essas condições implicam

que a′′(y) > 0. No entanto, para todos os modelos do mundo brana com gravidade

localizada, as equações de Einstein nos fornecem a′′(y) < 0 [5,15,16,18,64,65]. Portanto,

o condição necessária para con�nar as partículas massivas, a saber, a′′(y) > 0, não pode

ser satisfeita. Este resultado está de acordo com o obtido nas Refs. [46, 47] por outros

meios. No entanto, o caso sem massa não foi considerado nas Refs. [46, 47], visto que

suas ações são mal de�nidas para M = 0. Usando uma ação quadrática, mostramos que

(7.1) é válido para ambos os casos. Para M = 0, obtemos que (7.1) é zero e, portanto, a

partícula sem massa não está localizada sobre a brana.

Em seguida, propusemos um novo mecanismo de localização para a partícula

massiva, substituindo

M0 →M(y) = M0e
λπ(y),

onde π(y) é um campo escalar chamado dilaton. Este novo mecanismo é uma alternativa

ao apresentado na Ref. [47], onde foi proposto um acoplamento com o campo escalar

dado porM0 →
√
M2

0 + h2φ2. Com este mecanismo, o con�namento pode ser obtido para

partículas com valores de massa que satisfaçam M0 <
√

3h
κ
. Usando nosso mecanismo de
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localização [48], mostramos que é possível obter um potencial efetivo modi�cado dado por

Ueff = M2
0

(
e2(1−λ

√
3M3

p )A − 1
)
. (7.2)

Mais uma vez, aplicamos as condições de con�namento para obter

λ >
1√
3M3

p

.

Este resultado apresenta a característica interessante de nos permitir con�nar partículas

com qualquer massa (M2
0 > 0). Nesse sentido, o acoplamento com o campo de dilaton

parece proporcionar um con�namento mais e�ciente das partículas massivas.

Para concluir a análise, discutimos a superpartícula teste, apresentada por 4D

em [?, 62, 63]. Este estudo ainda não foi realizado no contexto do mundo brana. Assim

como na partícula de teste bosônica, ela foi discutida para os casos massivo e sem massa.

Descobrimos que o potencial efetivo modi�cado é dado por (6.27), a saber,

Ueff = M2
0

[
e2a − 2i

M0

ξψy0e
a−ba′

]
.

A modi�cação neste potencial está intimamente relacionada à presença das variáveis de

spin ψA e ξ, o que introduz uma interação com o tensor de curvatura de Riemann. A

análise do con�namento foi primeiro realizado gra�camente. Da �gura (4), concluímos

que o potencial acima nos permite localizar as partículas de teste com spin em uma

posição próxima à brana, mas não sobre ela. Ao analisar as características gerais do

potencial acima, fomos capazes de mostrar que, de fato, qualquer partícula sobre a brana

escapará para o in�nito. Isso é válido para fatores de dobra geral a(y) e b(y). Além disso,

o potencial acima também é válido para o caso sem massa, e nós poderíamos concluir

que as superpartícula testes sem massa também são não localizadas. Portanto, nem a

partícula bosônica nem a partícula livre em rotação podem ser localizadas sobre a brana.

Isso é muito diferente da descrição do campo, onde o campo escalar livre está localizado,

mas os campos de spinor e calibre não.

Finalmente, devemos apontar que, devido à presença da supersimetria de linha

de mundo, a possibilidade de acoplamentos é muito restrita. Por exemplo, não é possível

introduzir um acoplamento com os campos escalares ou dilaton acima sem quebrar essa

simetria. No entanto, podemos considerar o caso com mais de uma supersimetria e spins

ainda mais altos do ponto de vista da linha de mundo [69, 70]. Outra possibilidade é

considerar a supersimetria do espaço-tempo do ponto de vista da linha de palavras, como

na superpartícula de Brink-Schwarz ou mesmo na descrição de espinor puro covariante

[71,72]. Portanto, a introdução de variáveis de Grassmann abre uma nova via de pesquisa
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sobre con�namento de partículas de teste em mundos-brana.
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APÊNDICE A -- TRANSFORMAÇÕES DE PARAMETRIZAÇÃO E

SUPERSIMETRIA LOCAL PARA A AÇÃO DA

SUPERPARTÍCULA NÃO MASSIVA

A ação (3.51) é invariante por reparametrização no parâmetro τ → τ ′(τ) =

τ − f(τ), segundo as variações (3.53-3.56), como segue abaixo:

δL =
1

2

[
2E−1ẋµδẋµ − ẋ2E−2δE − iψµδψµ − iδψµψ̇µ + iE−2χẋµψµδE − iE−1δχẋµψµ

−iE−1χδẋµψµ − iE−1ẋµδψµ
]

=
1

2

[
2ẋµ(ḟ ẋµ + fẍµ)− ẋ2E−2(fĖ + ḟE)

−iψµ(fψ̇µ + fψ̈µ)− ifψ̇2 + iE−2χẋµψµ(fĖ + ḟE)− iE−1(fχ̇+ ḟχ)ẋµψµ

−iE−1χ(ḟ ẋµ + fẍµ)ψµ − iE−1χfẋµψ̇µ
]

=
d

dτ
(fL), (A.1)

A ação (3.51) é invariante por transformações de supersimetria local (3.58),

como segue abaixo:

δL =
1

2

[
2E−1ẋµδẋµ − ẋ2E−2δE − iψµδψµ − iδψµψ̇µ + iE−2χẋµψµδE − iE−1δχẋµψµ

−iE−1χδẋµψµ − iE−1ẋµδψµ
]

=
1

2

{
2iE−1ẋµ(α̇ψµ + αψ̇µ − iE−2ẋ2αχ

−iα
(
E−1ẋµ − i

2
E−1χψµ

)
ψ̇µ − iψµ

[
α̇

(
E−1ẋµ −

i

2
E−1χψµ

)
+α

(
E−1ẍµ − E−2Ėẋµ +

i

2
E−2Ėχψµ −

i

2
E−1χ̇ψµ −

i

2
E−1χψ̇µ

)]
−E−2αχ2ẋµψµ − 2iE−1α̇ẋµψµ − iE−1χ(iαψ̇µ + iα̇ψµ)ψµ

−iE−1χψ̇µα
(
ẋµ −

i

2
χψµ

)}
=

1

2

d

dτ
(αE−1ψµẋµ) (A.2)
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