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RESUMO

Nesta tese, estudamos o confinamento de particulas bosoénicas e de superparticula teste em
modelos de Randall-Sundrum suave. Para isso, mostramos que é possivel encontrar um
potencial efetivo que descreve o movimento da particula sobre a dimensao extra. Para
o caso bosonico, ¢ um fato conhecido que as particulas de teste livres nao podem ser
localizadas nos modelos de brana tipo delta nem suave. Recentemente, um acoplamento
com um campo escalar foi usado para localizar uma faixa limitada de massas. Até agora,
nenhum mecanismo foi encontrado para capturar particulas de teste de qualquer massa
sobre a brana. Para resolver isso, mostramos que um acoplamento com o dilaton pode
confinar particulas de qualquer massa. Em seguida, analisamos a superparticula teste. As
variaveis de spin, 1%, introduzem uma interacao com o tensor de curvatura de Riemann.
Isso introduz uma correcao para o potencial efetivo. Ao analisa-lo, descobrimos que a
superparticula teste pode ser localizada em uma posicao diferente daquela da brana.
Também mostramos que uma superparticula teste sobre a brana pode escapar ao infinito.
Portanto, podemos concluir que as particulas bosonicas livres e superparticula teste nao
estao aprisionadas na brana.

Palavras-chave: Modelo Randall-Sundrum. Particula bosonica. Superparticula. Locali-
zacao. Massa efetiva.



ABSTRACT

In this thesis we study the confinement of bosonic and spinning test particles in smooth
Randall-Sundrum models. For this, we show that it is possible to find an effective potential
that describes the motion of the particle over the extra dimension. For the bosonic case,
it is a known fact that free test particles can be localized neither on thin nor on thick
branes. Recently, a coupling to a scalar field has been used to localize a limited range of
masses. Up to now, no mechanism has been found that can trap test particles of any mass
over the brane. To solve this, we show that a coupling with the dilaton can trap particles
of any mass. Next, we analyze the spinning particle. The spin variables, ¥, introduces
an interaction with the Riemann curvature tensor. This introduces a correction to the
effective potential. By analyzing it, we find that the spinning particle can be localized at
a position different of that of the brane. We also show that a spinning particle over the
brane can escape to infinity. Therefore, we can conclude that free bosonic and spinning
particles are not trapped in the brane.

Keywords: Randall-Sundrum model. Bosonic particle. Superparticle. Localize. Effective
mass.
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1 INTRODUCAO

Desde o desenvolvimento do modelo de Kaluza-Klein [13|, cenérios gravitaci-
onais com dimensoes extras tem atraido a atencao dos fisicos. Neste contexto, L. Randall
and R. Sundrum (RS) propuseram o modelo de mundo-brana com uma métrica nao fa-
torizavel [4,5].

Uma das mais duradouras ideias considerando a unificagao entre gravitagao e
eletromagnetismo é a teoria de unificacao de Kaluza [1|. Esta teve o interesse revivido no
final da década de 70 por varias razoes. Por exemplo, todas as interacoes nao gravitacio-
nais sao ditadas por simetrias de gauge e a escala de unificacao ser razoavelmente perto
da massa de Planck, onde a gravitagao nao mais pode ser negligenciada. Embora a teoria
de Kaluza-Klein nao seja consistente com a fisica de baixas energias, é importante explo-
rar sua estrutura [7]. No trabalho de Kaluza [1], este propoe a adi¢do de uma dimensao
espacial na geometria Riemanniana afim de obter uma unificagao entre gravitacao e ele-
tromagnetismo, impulsionado pelos trabalhos de Thirring [8] e Weyl [9], onde a dimensao
extra ¢ compactificada cilindricamente. O trabalho de Kaluza tinha alguns problemas,
como uma métrica nao tensorial e a nao justificativa da dimensao extra nao visivel. Foi
Klein [10] quem resolveu estes problemas, propondo uma métrica com carater tensorial,
que mostrava a invariancia de gauge da componente 7y, como campo de gauge e define o
raio de compactificacao da ordem de grandeza do comprimento de Planck. No modelo de
Kaluza-Klein, é considerado o caso onde a dimensao extra é periodicamente identificada
como

y—y+2m,R

que é chamado de compactificacao toroidal. O espaco obtido é o produto do espaco-
tempo de MInkowsky com um circulo (M*® S') que pode ser imaginado como um cilindo
5-dimendional de raio R. Na teoria, um campo escalar ndo massivo ¢(x*,y) teria um
momento quantizado na dimensao periddica:
n
Y= —, onde n € Z.
=R

Podemos entao expandir o campo em série de Fourier:
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e as equacoes de movimento para o campo escalar 5-dimensional tornam-se
(0,0" 4+ 0,0")p =0 — 0,0"¢" (z") = =5 9" (2").

Assim, uma torre infinita de campos com massa m? = n?/R? é gerada. Para pequenas
energias, comparada a R, somente o modo zero (n = 0) permanece e a fisica ¢ efetiva-
mente 4-dimensional. Para energias acima de R, a torre de Kaluza-Klein é fisicamente
aceitavel. Um limite experimental no tamanho do raio de compactacao R é imposto
pelo fato de que esses estados de Kaluza-Klein nunca terem sido detectados em colisoes
com energias da ordem de TeV. Suas massas, consequentemente, devem ser maiores,

n/R > TeV, o que implica uma forte restri¢ao sobre R:
R <107 %em.

Além do mais, teoria de Kaluza-Klein e as teorias das supercordas naturalmente dao
origem a campos de dilaton, ou seja, a campos escalares neutros cujos valores de fundo
determinam a forca de algumas das constantes de acoplamento da teoria quadridimensi-
onal efetiva. As consequéncias experimentais de um campo de dilaton sao de dois tipos:
(i) modificacao de fenomenos gravitacionais em grande escala (devido & mistura de um es-
calar com a interagao tensorial usual) e (ii) violacdo do principio de equivaléncia (através
do espaco-tempo induzida pelo dilaton das constantes de acoplamento efetivas medidas
localmente, notavelmente a constante gravitacional de Newton). Ambos os tipos de efeitos
sao severamente restringidos pelos experimentos atuais. E por isso que freqiientemente
se espera que os dilatons se tornem de alguma forma suficientemente grandes para cor-
tar todos os desvios experimentais em escalas de comprimento (ou tempo) maiores que
seu comprimento de Compton. No entanto, nao ¢ 6bvio que um ou mais escalares sem
massa nao sobrevivam, acoplados & matéria com forga gravitacional [11]. Este campo foi
inicialmente introduzido na métrica de Kaluza-Klein, em que, quando é fixado o raio de
compactificacdo da dimensao extra, surge espontaneamente um béson de Goldstone, o
qual é comumente chamado de dilaton [7].

Uma saida para a restricao do raio de compactificacao foi proposta em 1988
por Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali [12|, conhecido como modelo ADD, baseado em
uma ideia formulada em 1983 por Rubakov e Shaposhnikov [13]. Se as dimensoes extras
sao acessiveis apenas para a gravidade e nao para os campos do modelo padrao, o limite
em seu tamanho é fixado por testes experimentais da lei da gravitacao de Newton, que é
da ordem de um milimetro:

R < 1mm,
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logo, essas dimensoes poderiam existir perfeitamente. Ademais, este cenario fornece uma
solucao para um dos problemas centrais da fisica de particulas: o Problema de Hierarquia.
Este problema surge na teoria quantica de campos por causa das correcoes quadratica-
mente divergentes para a massa do campo de Higgs, que requerem um incrivel ajuste
fino para obter a massa esperada de algumas centenas de GeV'. Este problema pode ser
formulado de forma equivalente em termos da discrepancia entre a for¢a da gravidade e as
das outras trés forcas fundamentais. No cenario ADD, a baixa magnitude da gravidade
em comparacao com as outras forcas encontra uma explicagao no fato de que a gravidade
se dilui no grande volume das dimensoes extras. A hierarquia entre a escala de Planck
4-dimensional Mp; ~ 10'9GeV e a escala de interacoes fracas My ~ TeV seria, na re-
alidade, apenas aparente. No entanto, esta solucao apenas nos faz enxergar o problema
da hierarquia como o problema da discrepancia entre o enorme tamanho da dimensao
extra R ~ 1mm e seu valor natural R ~ [p; >~ 10733c¢m. O modelo apresentado por Lisa
Randall e Raman Sundrum em 1999 [4,5] fornece uma nova explicagao para o problema
da hierarquia.

O modelo Randall-Sundrum assume a existéncia de uma dimensao extra com-
pactada em um circulo cujas metades superior e inferior sao identificadas. De um maneira
formal, isso significa que trabalhamos no orbifold Sy /Zs,, onde S; é uma esfera unidimen-
sional (ou seja, um circulo) e e Zs é o grupo multiplicativo {—1,1}. Esta construgao
envolve dois pontos fixos, um na origem y = 0 e um na outra extremidade do circulo, em
y =7mR = L [14]. Em cada um dos essas fronteiras representam uma hipersuperficie que
equivalem a um mundo quadridimensional como aquele em que vivemos. Por analogia
com as membranas que encerram um volume, esses mundos com 3 4+ 1 dimensoes que
encerram o espaco 5-dimensional foram chamados de 3-branas. Entao, o modelo contém
duas 3-branas, a uma distancia . uma da outra, envolvendo um espaco 5-dimensional.
Este modelo também leva em consideracao a constante cosmologica 5-dimensional A (que
ao contrario da constante cosmologica 4-dimensional efetiva nao precisa ser nula ou mesmo
pequena) a acao fundamental é a soma da agao de Hilbert-Einstein Sy e uma parte da

mateéria Sy;:

+L
S =Sy+ Sy = /d%;/ dy/—g(2MP R + A).
—L

Onde M }(33) é a escala de massa 5-dimensional fundamental, R o escalar de Ricci 5-
dimensional e g o determinante da métrica, cuja forma explicita serd investigada posteri-
ormente [14]. Ainda hoje, modelos RS desempenham um papel importante no contexto
de dimensoes extra. Principalmente porque nos permitem recuperar a bem conhecida te-

oria gravitacional, mesmo com uma dimensao extra infinitamente grande. Isto é possivel
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pelo fato da gravidade estar confinada em uma hiper-superficie 4D (3-brana) embebida
em um espaco-tempo 5D. Inspirado pelos modelos RS, muitos outros modelos de mundo
brana com a gravidade confinada foram propostos [15-24]. Para todos estes modelos, a
gravidade é confinada em uma 3-brana, nos permitindo recuperar a teoria gravitacional
4D. Entretanto, o mesmo nao é verdade para campos de matéria, como foi amplamente
verificado para todos os modelos mencionados anteriormente [25-32]. A concep¢ao de
modelos tipo Randall-Sunrum possibilitou o aparecimento de uma nova linha de pesquisa
teorica em Fisica de Altas Energias, chamada localizacao ou confinamento de campos na
3-brana.

Em mecanica classica, essencialmente, todas as varidveis dinamicas sao bosoni-
cas, uma vez que sao representadas por variaveis que comutam. Por outro lado, na teoria
moderna de particulas elementares, somos tentados a especular que todas as particulas
fundamentais da natureza sao férmions, inclusive na composi¢ao dos bdsons. Campos
quanticos anticomutantes nao possuem um limite classico em termos de varidveis comu-
tantes (c-nimeros), mas sim em termos de variaveis de Grassmann [33]. A possibilidade
de utilizar variaveis de Grassmann em mecanica quantica foi apontada por varios outros
autores, como Casalbuoni [34] e Berezin, que introduzem graus de liberdade de spin no
nivel classico. No caso da superparticula, sera introduzida a variével fermionica ¢ (7) e
0 seu super-parceiro, a variavel posi¢ao z” (7). A variavel ¢*(7) é uma variavel de Grass-
mann e é tomada como o grau de liberdade de spin, 7 é um parametro ao longo da linha
mundo da particula e P, um indice de Lorentz, tal que P = p,5 (u=10,1,...,D —1).

O movimento da superparticula é descrito por uma agao que é invariante por
reparametrizacao e transformacoes de supersimetria local. A invariancia sob reparame-
trizagoes de 7 é necessaria para que a escolha de qualquer parimetro nao altere a fisica
do sistema [35], enquanto que a invariancia por transformagoes de supersimetria local sao
necessarias para evitar que normas negativas, devido a componente temporal de 1%, nao
aparecam no espectro fisico. A teoria quéntica do sistema pode ser construida impondo
as relagoes de comutagao de Dirac [36|. Supersimetria representa a menor rota entre estas
duas situacoes extremas que apresenta uma completa equivaléncia entre variaveis fermio-
nicas e bosoénicas. Isto requer que a supersimetria possua operadores que conectam estes
dois tipos de variaveis, umas vez que todas elas sdo fermionicas [33]. Neste trabalho, a
varidvel fermionica estudada serd a superparticula de Brinck-Schwarz, que recebe o nome
pelo fato do sistema apresentar uma supersimetria, ou seja, uma simetria que relaciona
féermions e bosons [37]. A superparticula recebe esse nome devido o trabalho de Brinck e
Schwarz, de 1981, no qual eles analizam a mecénica quantica de uma superparticula [38|.

O confinamento de campos em mundo-brana leva, evidentemente, a localizacao
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das particulas relacionadas. Entretanto, esta interpretacao s6 pode ser obtida em um
vivel quantico. Para modelos de Kaluza-Klein 5-dimensional, a dinamica de particulas
foi largamente discutido [39-45]. Entretanto, a dindmica e o confinamento de particulas
teste classicas em mundo-brana RS foi pouco discutido na literatura. Por exemplo, em [46]
é discutido o movimento geodésico de particulas teste livre em mund-brana RS-IT tipo
delta. A partir desta analise, os autores mostraram que o movimento na dimensao extra
y ¢ desacoplado das outras dimensoes e é dado por

1
ly(t)| = o In(1 — v*k*t?),

onde ¢ é um pardmetro nao afim e p? = 7, p"p”. Na equacdo de movimento acima k* > 0
estd relacionada com a constante cosmologica. Portanto, matéria comum (v? < 0) é
inevitavelmente expulsa para a dimensao extra e nao pode ser confinada. Uma discussao
semelhante também foi realizada em [47] para o modelo de brana espessa [15]. Os autores
de [47] ndo encontraram uma solu¢do analitica para y(¢). No entanto, eles encontraram
um "potencial efetivo"fornecido pelo espago-tempo curvo e, a partir disso, o confinamento
foi discutido. A conclusao foi que, assim como no modelo tipo delta, o confinamento das
particulas ’livres’ nesta brana espessa nao pode ser alcancado. Portanto, um mecanismo
de localiza¢ao para aprisionar particulas teste na 3 -brana é necessario. Em [47], os
autores forneceram o confinamento através do acoplamento da particula com um campo
escalar ¢. Esta interacdo é construida modificando a acao da particula "livre"por meio
de uma redefinigdo da massa dada por My — /M@ + h?¢?. Este mecanismo fornece o
confinamento para alguns valores de massa.

Aqui, propomos um novo mecanismo para o confinamento das particulas de
teste inspirado em [49], onde eles usaram uma transformacao conforme do referencial de
Jordan para o Einstein gerando um novo campo, chamado dilaton. Nesse cenério, todos
os campos de matéria sao acoplados a esse novo campo. No caso mais simples, onde a
matéria é fenomenologicamente representada por um conjunto de particulas pontuais de

massa M, a acao da matéria torna-se

Sy = —Z/]\Z/e’\”ds.

Isso ainda pode ser reformulado como uma massa dependente do espaco-tempo no refe-
rencial conforme de Einstein, M = Me*, onde M é a massa constante no referencial
conforme de Jordan [49,50]. Com esse novo acoplamento, o momento conjugado da par-
ticula teste passa a ser P4P4 = —MOQeQ’\”(y), permitindo, como veremos, o confinamento

de particulas teste na brana.
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Neste contexto, discutiremos o confinamento de particulas teste classica em
mundos-brana 5-dimensional. Ao fazer isso, iremos propor um novo mecanismo de locali-
zacao para particulas teste bosonicas que nos permitird confinar qualquer valor de massa.
Além disso, também discutiremos o confinamento de superparticula teste proposto por L.
Brink et.al. [51]. Este modelo apresenta alguns recursos interessantes em 4-D e ainda ndo
foi explorado no contexto do mundo brana.

O capitulos desta tese estao organizados da seguinte maneira: no capitulo 2 é
feita uma revisao do modelo RS-II, no qual utilizaremos como espaco-tempo 5-dimensional
no qual estamos interessados em localizar particulas bosonicas e superparticulas em uma
hipersuperficie, chamada de 3-brana que seria a representacao do nosso universo. No
capitulo 3 sao tradadas as variaveis de Grassmann, as quais fazem parte da construcao
da pseudomecanica que descreve particulas de spin % e que embora nao as representem
fisicamente, apds o processo de primeira quantizacao verificamos que estas representam as
matrizes de Dirac. E tambem estudado a teoria de vinculos, uma vez que a lagrangeana
para superparticulas possuam um vinculo no momento precisamos extender o conceito de
parenteses de Poisson para parénteses de Dirac. No capitulo 4 desenvolvemos o procedi-
mento geral para localizacao de particulas e aplicamos a alguns problemas ji existentes
na literatura. Finalmente no capitulo 5 aplicamos nosso mecanismo de localizacao via um

novo mecanismo, o acoplamento nao minimo de particulas bosénicas com o dilaton e o

processo de localizagao de superparticulas.
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2 REVISAO DO MODELO RANDALL-SUNDRUM

Uma vez que estamos interessados em tratar o confinemanto de particulas
em modelos de mundo brana. Faremos neste capitulo, uma breve descricao dos mo-
delos do mundo-brana, tais como: tipo delta, espessa, deformado por campo escalar
(dilaton) e a brana como defeito topologico. Devemos usar a métrica de Minkowski
N = diag(—1,1,1,1) na brana.

A primeira etapa é encontrar a métrica para tal configuracao. Como estamos
procurando solucoes para as equacoes de Einstein 5-dimensional que possam representar
o mundo real, exigimos que a métrica preserve a invariancia de Poincaré: o universo 4-
dimensional derivado desta teoria deve parecer plano e estatico. Isso leva ao seguinte
ansatz [14]:

ds? = Wy, datdz” + dy®. (2.1)

Segundo o ansatz (2.1)), a métrica da teoria tem a forma:

gaB = diag(eQ“(y)nW, 1). (2.2)

O prefator €2*®), chamado de fator de dobra, é escrito como um exponencial por conve-
niéncia. Sua dependéncia é apenas da dimensao extra y, fazendo com que esta métrica
nao seja fatoravel, o que significa que, ao contrario das métricas que aparecem nos cena-
rios usuais de Kaluza-Klein, a métrica nao pode ser expressa como um produto da
métrica de Minkowski 4-dimensional e um termo da dimensao extra. Para determinar a

fungao a(y), temos que calcular as equagoes de Einstein 5-dimensional:

1

Gun = Run — §9MNR = k*Tuw, (2.3)

onde k2 = 4]\/1%' Na acao 1) ,Gyn € o tensor de Einstein, Ry/n € o tensor de Ricci, R
P

é o escalar de Ricci e Ty € 0 tensor energia-momento. Vamos defini-los abaixo:

Ryny = aNP]];M - aMFgN + Fngﬁfs - FJS;NFES (2.4)
R = ¢™Run (2.5)

-2 0Su
T = — 2.6
MN =5 DgM N (2.6)

em que I'T;\ & o simbolo de Christoffel e é dado por
1

Pirv = 597 (Onguq + Ovgng — Ipgmn) (2.7)

2
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Com o escopo matematico representado acima, podemos agora descrever os

modelos de mundo-brana.

2.1 Brana tipo delta

Iremos definir branas tipo delta pela acdo |46]

S = /d4x/dy\/—g(2M}()3)R—A)+a/ d*x/= g, (2.8)

y=0

3) . , - ,
onde MI(J) é a escala de Planck para a teoria, R é o escalar de Ricci, A é a constante
cosmologica, o ¢ a tensdo da brana e g, ¢ a métrica induzida na brana, g, = g(z, y)|,—o-

Os simbolos de Christoffel sao dados por:

Dy = (0863, + 05,08 d', (2.9)
T = —0%8%gud. (2.10)

O tensor de Ricci e o escalar de Ricci sao dados por:

Runy = 8,05 (=d" —4a?)g,, — 65,03 (4a" + 4a”*)gss
R = 8d"+20a”,

com os quais podemos obter o tensor de Einstein
Gun = 85,05 (6a” + 3d")g,, + 85,03 (6a")gss. (2.11)

Da acdo (2.8), podemos tomar a a¢ao de matéria como Sy = [d*z [dy/=g(—A) +
7 [,—od*/=gy, dai obtemos o tensor energia momento (2.6)

T]\/[N = _gMNA —I— 5%[(Sjyvglw0'. (212)
As equagoes de Einstein (2.3]) obtidas sao

A = —2aMPa?, (2.13)
od(y) = 12MPa" +24MPa” 4 A. (2.14)

Resolvendo a equacao (2.13)), obtemos a solucao

aly) = —kly|, (2.15)
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este é um fator de dobra, onde k = 1 / . A meétrica entao assume a forma

= dlag( Qk‘y|77,u1/7 7 (2 16)

que representard a 3-brana como uma hiper superficie tipo delta no espaco-tempo 5-

dimensional.

2.2 Brana espessa

Na presenca de um campo gravitacional em um espago-tempo 5— dimensional,

a a¢do para um campo escalar ¢ [16]:

S = /dm5\/_<2M Dxp0 ¢ — V(¢)) (2.17)

Onde g é o determinante da métrica, R é o escalar de curvatura relativo & gag, V(o)
corresponde ao potencial do campo escalar e M }?” é a constante de Planck para o espaco-
tempo 5 -dimensional. Nos obtemos da acao (2.17), que o tensor energia-momento (2.6

do modelo é:

Tap =Va0Vpo — gan (%VAvaACb + V(Cb)) : (2.18)

que nos permite obter as equagoes de Einstein (2.3)), enquanto a dindmica do campo

escalar ¢ governada pela equagao

_av(9)
96

Para um potencial escalar do tipo de pogo duplo V(¢) = 3(¢* — v?)% na

V2 =0. (2.19)

auséncia de gravidade, a equacao do campo escalar possui uma solucao estatica semelhante

a um salto dependendo apenas da dimensao extra, que é o mais simples [16]

¢p(y) = vtanh(cy), (2.20)

onde ¢? = \v?/2. Quando introduzimos a métrica (2.2)) obtemos as equagoes de Einstein

S0 V() = UMDy, (2:21)
%WV+W@:=—HM9M—MM9Wﬁ (2.22)

Quando adicionamos ((2.21)) e (2.22), obtemos a equacao diferencial de segunda ordem

(¢)? = —12MPa". (2.23)
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Aplicando (22.20)) em (2.23)), obtemos as solugoes

a(y) = —B1Incosh?®(cy) — gtanhQ(cy), (2.24)
onde = Lj Portanto, a métrica (2.2 assume a forma
36 M)

Gap = diag<€f2[6lncos}12(cy)+§tanhz(cy)]nlw’ 1>7 (225)

Observe que (12.24) representa um fator de dobra da métrica localizado [16]:

675 tanh?(cy)

—4cBlyl
(coshQ(cy))m

e2aly) —

x e y — 00, (2.26)

tendo a forma de Randall-Sundrum (2.16) para longas distancias na direcao da dimensao

extra em relagdo a brana (y = 0).
2.3 Acoplamento com o Dilaton

Vamos considerar a acao [16]:

S = /dx5\/—_g {2M§’>R - %(8925)2 - %(37)2 —V(o, w)} , (2.27)

onde ¢ é o campo escalar destinado a obter a configuracao tipo salto e o outro campo
escalar m é chamado dilaton, com a escolha adequada do potencial, que, em geral, depende

de ¢ e m. Apresentando um ansatz para a métrica na forma [16]
gAB = diag(eQa(y)nW, e?W) (2.28)
Usando a métrica , os simbolos de Christoffel symbols sao dados por
Dy = [0R0%, + 0h,0%] (2.29)
Y, = 04,0%0 — ok, 0%guwe 2d . (2.30)

Usando os simbolos de Christoffel (2.29) e (2.30), as componentes do tensor

de Riemann sao dadas por

Rsqn = 0% (030 — 650%] [a” + a” — a'V]
+ [970G — 90R] O5guwe™"a”, (2.31)
Rlson = 04[54 — 8404] "+ a® ~a | guue ™

(2.32)
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As equagoes de movimento resultantes de (2.27)) sdo

Rap — %QAB = jﬁ’) {8A¢(93¢ + 0AmOBT™ — gaB (%(8@2 +0m)® + V) } (2.33)
V2 3‘;(;@ _o (2.34)
Vi agfﬁ 0. (2.35)

e enquanto as solugoes para os campos escalares dependem apenas da dimensao extra vy,

obtemos o conjunto de equacoes de Einstein

1 1

§(¢/)2 + 5(71_/)2 _ eQbV _ 24M1(33) (CL,)2, (236)

1 1

5@ + () + 2V = —12MPa" — 24MP (') + 12MP Y, (2.37)
¢ 4+ (4d — )¢ = 8,V, (2.38)
7 4+ (4d' = V)7 =0,V (2.39)

das quais trés sao independentes. Solugoes para o sistema de equacdes acima podem

ow

9 A solucao

ser encontradas seguindo o método de superpotencial para o qual ¢ =

particular que consideraremos aqui corresponde ao potencial

V = eﬂ/ 12M‘£,3> {% (aW(¢)) o W(¢)2} (2.40)

o6 ) 32M%

Tomando as solugoes

t(y) = —\/3MYa(y), (2.41)

bly) = #, (2.42)
a(y) = —@W. (2.43)

escolhendo um especifico W(¢), a solucao esta completamente especificada [16]. Para o

superpotential ,
W(¢) = vc (1 - %) (2.44)
obtemos
¢p(y) = wtanh(cy),
a(y) = —BIncosh?(cy) — gtanhQ(cy),

1
m(y) = 3M1(33)5 <ln cosh?(cy) + 3 tanh2(cy)).
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A métrica (2.2)) entdo assume a forma
gap = diag(eQ[*ﬁ lncoshQ(cy)fg tanhQ(cy)]nlw’ 1>7 (245)

que tem a mesma forma da métrica da brana espessa (2.25)), ou seja, em grandes distancias

da brana (y = 0) em relagao a dimensao extra, representa a métrica RS.
2.4 Brana deformada

O método de deformagio, abordado em [52] é baseado em modificagoes dos
potenciais de modelos contendo solitons, a fim de produzir solucoes novas e inesperadas

[17], vamos usar o ansatz para a métrica
gap = diag(e?® Wy, W) (2.46)

onde s é o parémetro de deformacao, que controla o tipo de topologia. O parametro de
deformacao controla o tipo de defeito topologico deformado que desejamos para obter
diferentes classes de membranas. Para resolver este problema, usamos a chamada funcao
superpotencial Wy(¢), definida por

%
0¢ "’

usando, entdo, a mesma abordagem de Kehagias e Tamvakis [16]. A solugao particular

¢ = (2.47)

decorre da escolha do potencial

ks 2
— 12M§5°’> 1 aWS _L 2
Vo=eV 15 (5) | (2.48)

Wi(9) = co” [252— : (g)l - 252— 1 (%)1] : (2.49)

onde ¢ e v sdo parametros para ajustar a dimensionalidade. Como em [16], este potencial

e superpotential

nos da a solucao do tipo soliton desejada. Desta forma, é facil obter equacoes diferenciais

de primeira ordem cujas solugoes sao as mesmas para a equagao do movimento acima, a

Ws s K
d = 2 b= “Z, 7y = —\/3MPa,. (2.50)

12

A solugao para esse novo conjunto de equagoes é a seguinte:

saber

é(y) = vtanh(cy), (2.51)
a1(y) = —B1 Incosh?(cy) — %tanhQ(cy), (2.52)
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¢(y) = wvtanh’ (%) (2.53)
s
Bs . o (YN 2585 AN = L e (Y
as(y) = -5 tanh <?) 5.1 In |:COSh (;)} - ”z:; %tanh (;) (2.54)
para s > 1, onde [5; = 36”721(33) e b, = ﬁﬁ [52]. Em seguida, obtemos um conjunto

de equagoes diferenciais de segunda ordem semelhantes & equagao (2.23),
(¢)? = —12MPa. (2.55)

E s assume apenas valores inteiros impares positivos, uma vez que a primeira derivada da
fungao escalar deve se comportar como uma fun¢do degrau [53|. E observe que este fator

de distorcao representa um fator de distor¢ao métrico localizado
0205 () ¢ o= 3T Bslyl = p—desBslyl y — 00, (2.56)

com ¢; = 5%5. A métrica (2.2) entdo assume a forma

gAB = diag(e2as(y)nuuy 1)7 (257)

onde as(y) é dado por (2.53). E assim como os modelos de brana vistos anteriormente,
este também representa bem o modelo RS para longas distancias da brana (y = 0) em

relagao a dimensao extra.

2.4.1 Localizacao de campos

Apos o desenvolvimento do modelo Randall Sundrum-tipo IT [5], surgiram vé-
rios trabalhos em que foram estudados os campos classicos de matéria, dando origem a
um novo ramo de pesquisa na fisica teorica, o problema da localizagao de campos, cujo
objetivo é a criacao de mecanismos para que os campos de varios spins que existem na
natureza estejam confinados na 3-brana. Além do ramo do novo ramo de pesquisa na
fisica tedrica citado acima, cria-se também o ramo de localizacao de particulas teste.
Verifica-se que particulas bosonicas e superparticulas nao sao confinadas estavelmente na
brana sendo, portanto, necessario também a criacao de mecanismos de mecanismos que
possibilitem a sua localizacao ou confinamento. Embora haja uma sutil diferenca, pois
localizacao de campos é baseado em modos de Kaluza-Klein, ao passo que a localizacao
de particulas (a0 menos um dos mecanismos) é baseado na contrugao da equagao da con-
servagao da energia e dela encontrar e analisar as condicoes de equilibrio de um potencial

efetivo o qual a particula (particula bosonica e superparticula) esteja sujeita. Além do



24

mais, quando obtemos as equagoes de movimento para a particula bosonica, surge um
vinculo da massa que apo6s quantizagao nos fornece a equacao de Klein-Gordon e ana-
logamente, ao determinarmos as equacoes de movimento para superparticulas surge um
vinculo associado as variaveis de Grassmann que, apos quantizacao, nos fornece a equagao
de Dirac.

Seguindo, faremos nesta secao uma breve revisao sobre localizagao do campo
escalar e do campo fermionico de spin 1/2. Para o caso onde existe apenas uma dimensao

extra, ¢ sempre possivel escrever

Sﬁ=/ dyl () 2Se s, (2.58)

[e.e]

onde S® é a agdao do campo no espago-tempo 5-dimensional, S.;; ¢ a agdo efetiva do
campo na 3-brana e ¢(y) é uma fungio da dimensao extra [99]. Um campo é localizavel

se a integral de localizacao

/mdmmwﬁ (2.59)

—o0
for finita, ou seja, ¢(y) deve ser quadrado integréavel.

Uma vez que o modelo RS possui uma descontinuidade devido a presenca de
branas tipo delta, onde os modos zero de campos de spin 0 e spin 2 sdo localizados 25|, por
outro lado, os modos zero do campo de calibre (spin 1) e do campo spinorial (spin %) nao
0 sdo [25]. Esse problema motivou o aparecimento de branas espessas [16]. Neste modelo
¢ introduzido (ver secao ¢ introduzido um campo escalar dependente unicamente
da dimensao extra, responsavel pela geracao da 3-brana dinamicamente, ou seja, através
das equacoes de movimento. Nesse contexto, os autores mostram que, além dos modos
zero da gravidade e do campo escalar, ¢ possivel também localizar uma das quiralidades
(esquerda ou direita) do campo fermionico |16[73]. No trabalho [16] é também mostrado,

com a introducao do campo dilaton, a localizagao do campo de spin 1.

2.4.2 Localizacao do campo escalar

Nesta subsecao vamos analisar o confinamento de um campo escalar real no
espaco-tempo 5-dimensional com métrica (2.1). Iremos ver que para o fator de dobra
(2.15) o modo zero do campo escalar é localizado na 3-brana. Vamos, assim, tomar a

acao do campo escalar nao massivo acoplado com a gravidade:

1

S5 = §/d5x\/—ggABaA(I>83<I>. (2.60)
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A equagao de movimento para a agao (2.60) tem a forma

5
% =0 — Oalv/—gg*P0p®) = 0. (2.61)

Usando a métrica (2.16)) e decompondo esta equacao na parte 4-dimensional e na parte

da dimensao extra, encontramos a equagao:
1 v 1 4a
Eau(n 0,P) + @83,(6 0,9) =0 (2.62)
Vamos agora decompor o campo escalar ®(z,y) como segue:

O(z,y) = o(")x(v), (2.63)

e ao substituirmos (2.63)) em (2.62)), obtemos:

1 1
Wﬁu(n“”@gﬁ) -+ Wﬁy(e‘mayx) =0 (264)

Uma onda plana que se propaga em um hiper-volume 4-dimensional satisfaz a correspon-

dente equacao de movimento:
" 0,0,0(x) = m*d(x), (2.65)

sabendo disso, ao compararmos ([2.64) e (2.65) chegamos & seguinte equagdo dependente

apenas da dimensao extra:

9, ("0, x) = —m?>. (2.66)
Introduzindo uma nova variavel

u(y) = e**x(y) (2.67)
na equacao , podemos obter uma equacao tipo Schrodinger para a parte dependente

apenas da dimensao extra y :

[—02 — mPe 2 + 4k — 4kd(y)]u(y) = 0. (2.68)

Y

Esta equagao coincide com a equacao obtida em [5| para o graviton localizado. A solugao

para massa zero (m? = 0) para esta equacao tem a forma:
u(y) = ce*, (2.69)

onde ¢ é uma constante. I interessante notar que, em termos da variavel original x o

modo zero é apenas uma constante

x(y) = c. (2.70)
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Em primeira vista, a solucao nao poderia ser localizada, uma vez que nao é suprimida
da brana, devido o termo exponencial multiplicativo na massa que diverge. Porém, a
solucao ainda pode ser considerada como um modo localizado. A presenca do fator de
dobra exponencial na métrica permite realizar a seguinte decomposi¢ao para o
modo zero [25]

1
S° = §/d4xdy\/—ggABaA<D083<D0

1

-5/ Z dy=l ) [ oot )0

1

= 5] awvEae [ dero,ew)oee)

~ [ tEawes.lo) (2.71)

como o modo zero nos fornece (2.70), a integral da dimensao extra nao diverge, ou seja,

/ IR ()e < oo (2.72)

Como podemos ver, o modo-zero do campo escalar ¢ é efetivamente localizado sobre a

brana devido o termo do fator de dobra que decresce exponencialmente.

2.4.3 Localizagao do campo fermiénico de spin %

Nesta subse¢ao iremos analisar o confinamento do campo fermiénico na 3-
brana. Para tal, partiremos da acdo do campo fermiénico de spin 1/2 nao massivo no

espaco tempo 5-dimensional:
S5 = /d‘r’xi\/—g@FBDB\If? (2.73)

cuja equacao de movimento pode ser obtida como abaixo

65°

onde Dp é a derivada spin-covariante, definida por
Dy =04+ Qy, (2.75)

em que 24 é a conexao de spin e tem um papel similar a conexao afim para o caso de
vetores e tensores em espaco curvo, ou seja, ela é introduzida para que a derivada de um

spinor no espaco curvo mantenha seu cardter spinorial. Sendo assim, a conexao afim tem



27

a forma

i

Q= e (04 + TE.ePO)S 45 = SQIPS 45, onde X5 = 1

5 T4 T4 (2.76)

Na equacao 1} 048 sdo os coeficientes da conexdo de spin e os indices com ~repre-
sentam os indices do espaco de Minkowsky enquanto os outros representam os indices
do espago curvo. Os vierbeins nao nulos para a métrica de Randall-Sundrum (2.2)) sdo

eﬁ = e“(y)cSﬁ e ej = 5;. Assim, as componentes nao nulas da conexao de spin sao:

1
QH = §CL/FHFy. (277)

As equagoes de movimento (2.74) podem ser decomposta como:
(T“D,, + VD) ¥(z,y) = 0. (2.78)

As relagoes entre as matrizes gamma no espaco curvo ({I'4, TP} = 2¢48) e as matrizes

gamma no espago de Minkowsky ({74,758} = 2n48) | de acordo com a métrica (2.2)), sao

dadas por:
"
T = Z— (2.79)
v = ¥ (2.80)

E as derivadas covariantes (2.75)) e conexao de spin (2.77) associadas a métrica (2.2)) nos

fornece:

1
D, =0,+ §G,F“Fy’ D, = 0y. (2.81)

Seguindo a mesma ideia que usamos na secao anterior, podemos decompor o campo espi-
norial ¥ (z,y) 5-dimensional, através do método de separagao de variaveis, em uma parte
4-dimensional e outra parte associada a dimensao extra: V(z,y) = ¢(x)a(y), com a qual
obtemos

(F“@M + %aT“FMTy + Fy8y> Y(z)a(z) =0, (2.82)

e apo6s algumas manipulacoes matematicas, obtemos

o, . Y0,

Y «
Nos queremos que a parte 4-dimensional satisfaca a equacao de movimento de uma par-
ticula nao massiva, ou seja, 70,1 = 0. Logo, com 1) o = Z—:a,ﬂ/} = 0. Como

resultado, obtemos uma equacao com dependéncia apenas na componente y:

+2a'T, = 0. (2.83)

Y0, + 2d/]a = 0 — [0, + 2d']a = 0, (2.84)
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e ao multiplicarmos equagao do lado direito por €**, obtemos [25}90]:
aly) = ce W), (2.85)

E agora, vamos analisar se o campo fermidnico é localizado na brana, e para
isso vamos reescrever a a¢ao (2.73)) e verificar se a integral da parte relativa & dimensao

extra converge ou diverge:

S° = / &’z i\/—gUTP DV

- / h dye**a? / d'z z’;zz—:a#w

— / h dye3®a? / d*z iy,

= /oo dy (62“)% a2/d4x USTIRY,

— / h dye S, ;¢ [V). (2.86)

Como podemos notar, a integral em y na equacao (2.86) diverge, ou seja,

/ dye c* — o0,

[e.9]

o que implica que o campo fermionico nao é confinado livremente na brana. Portanto, é
necessario algum mecanismo que permita a localizagao de campos fermionicos em models
RS.

Um mecanismo que possibilita a localizacao de campos fermionhicos é mos-
trado em [73], onde é introduzido um acoplamento de férmions com um campo escalar,

dWW, cuja agdo (2.73)) seria modificada e tomaria a forma:
SP = / d°x /—g[iVTE DV — ho W], (2.87)

o que da uma massa b-dimensional efetiva aos férmions. No entanto, o termo de massa
de massa dos férmions 5-dimensional MUW¥ mudaria de sinal sob o reflexo em relagao
a brana. Desta maneira, apenas uma quiralidade do férmions pode ser localizada na

brana [73], e a equagdo de movimento para o férmion toma a forma:
(0y +2a" + i, M[0(y) — 0(—y)]) ¥(z,y) =0, (2.88)

onde f(y) é a funcdo degrau. Introduzindo as quiralidades como iy, ¥, p = £V g,

descobre-se que a solucao quiral Uy o exp(2k — M) ¢é localizada [25,73] para a métrica
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(2.2) enquanto:
k
M> 5 (2.89)

Entao, ao introduzirmos o acoplamento entre o férmion e o campo escalar, torna-se pos-
sivel a localizacao de apenas uma quiralidade do férmion. Além disso, o mecanismo de
acoplamento aplicado para a localizagao de campos abre as portas para a criagao de me-
canismo de localizacao de particulas, pois como citado no inicio da secao, particulas livres

(bosonicas e superparticulas) nao sao confinadas estavelmente na brana.
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3 A PARTICULA BOSONICA E A SUPER PARTICULA

Neste capitulo iremos descrever o movimento de particulas bosonicas como
tambem o movimento de superparticulas teste no espago-tempo. Como estamos interes-
sados no confinamento de particulas bosonicas e superparticulas, queremos analisar tanto
o confinamento de particulas massivas quanto de particulas nao massivas. Para alcancar
nosso objetivo iremos descrever a acao da particula livre em uma forma polinomial através
da insercao de um grau de liberdade. Ja para o movimento de superparticulas teste, este
pode ser descrito em termos da posigao 2(7) e variaveis de Grassmann ¥4 (7), que sao
quadri-vetores no espaco de Minkowski. O sistema é invariante sobre transformacoes ge-
rais de coordenadas 7 — f(7) o que nos vai proporcionar uma relatividade geral em uma
dimensao. Existe também uma invariancia local, que corresponde a uma supersimetria,
quando o sistema ¢ escrito de forma a ser manifestamente covariante [51].

Ademais, iremos discutir a construgao da lagrangeana mais simples para des-
crever superparticulas. Uma vez que queremos avaliar o comportamento de superparti-
culas teste em mundo brana, devemos conhecer a acao que a descreve. Na natureza as
particulas observadas nao sao necessariamente paticulas Bose ou bosonicas, cujos opera-

dores obedecem a relagdo de comutacdo [z;, p;| = 0,5
3.1 Particula livre nao-relativistica

Nesta secao iremos ver brevemente o processo de primeira quantizagao para
particulas livres nao-relativistica, onde a lagrangeana é quadradatica na velocidade, na
qual processo de primeira quantizacao ¢ dado simplesmente por , uma vez que nao
existem vinculos na teoria. Adiante veremos que o mesmo nao ocorre na descri¢cao da pseu-
demecanica para particulas de spin %, na qual veremos que a representacao lagrangeana
da teoria nao possui uma forma quadratica da velocidade.

A descricao classica para a particula livre nao relativistica é dada pela acao

1
S = §m/x'2dt, (3.1)
onde i = r;z;e L = %mi’z é a lagrangeana do sistema. O momento canodnico da particula
é dada por
oL
Pi= g (3.2)

Como a lagrangeana da particula livre nao-relativistica é quadrética na velo-

cidade, nao existe problemas quanto aos processos de primeira quantizagao [35,62]. A
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relagdo basica de quantizagdo canonica é dada por |5§]
1
1h
para sistemas que nao possuam vinculos. Sendo esta, a menos rota entre a mecanica clas-

sica e a mecanica quantica. Logo, a relagao de comutacao para particulas nao relativistas

segue a relacao:

1

{zi,pi} — @i pjl, (3.4)
ih

E bem sabido que o parénteses de Poisson da particula nio relativistica é dado

por {z;,p;} = d;j, logo a relacdo de comutacao para a particula nao relativistica é:

Como veremos adiante, sistemas cuja lagrangeana nao sao quadraticas na ve-
locidade possuem vinculos associados ao momento conjugado, sendo necessario a extensao

dos parénteses de Poisson para os parénteses de Dirac.
3.2 Varaveis de Grassmann

Existem particulas chamadas férmions, cujos operadores satisfazem relacoes de
anti-comutacao. Normalmente, uma ’descricao classica’ de spin é realizada na estrutura
de campos, uma vez que nao existe uma descricao cléssica do spin. No entanto, partindo
de uma representagao de grupo de Lorentz adequada para campos classicos, a descricao de
spin pode ser obtida ap6s o processo de quantizacao apropriado. Para o caso da particula
de teste, o grau de liberdade de spin pode ser incluido usando variaveis de Grassmann.
Esses modelos sao chamados de modelos pseudomecanicos ou de superparticulas. Este
estudo foi realizado em 4 D para espagos-tempos planos [51,/62] e também curvos [63].
Entretanto, a passagem direta da Lagrangeana para a teoria quantica é limitada aos casos
onde a Lagrangeana ¢ quadratica nas velocidades. Para evitar esta limitacao, vamos obter
um método geral para Lagrangeanas mais gerais que esta [35].

Assim, a localizacao de particulas com spin % serd descrita por variaveis de
Grasmann. Todavia essas variaveis s6 podem ser interpretadas como spin apo6s quanti-
zacao. Isso nos leva a teoria de sistema vinculados. Portanto nesta secao e na proxima,

vamos estudar, respectivamente, varidveis de Grasmann e a teoria dos vinculos, necessaria

para sua quantizagao.
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3.2.1 Definicoes Basicas

Se {1}, i = 1,2,..., N, é um conjunto de varidveis de Grassmann reais no
espago cartesiano nao relativistico onde ¢ = 1,2, 3. Os elementos do conjunto {v,;} satis-

fazem as seguintes relacoes de anti-comutagao

Yih; + b = {1 =0, (3.6)

para todos os possivels valores de A e B, sendo imediato das relacoes de comutacao acima
que ¥? = 0. Entretando, assume-se que um c-ntimero, z, real ou complexo comuta com
variaveis de Grassmann, ou seja, xv; = ¥z [59].

Para um sistema de N variaveis de Grassmann é possivel escrever um produto
arbitrario de N variaveis de Grassmann como 4,04, ... %, = 4142 WNahahy . by,

onde 41428 & o simbolo de Levi-Civita em ordem N, definido por

+1 se  {A;...Anx} é wuma permutagao par de {1,...N}
Ay =8 1 se {A;...Ax} € wma permutacio impar de {1,...N}

0 caso contrario.

Segue-se a partir de que o conjunto de variaveis de Grassmann {¢;}, como um
espaco linear possui dimensdao 2. E conveniente considerar como bases os monoémios
Ly, oo ON; 01, o N NG s .y, O mondmio ¢Ai1 .. .T/JAiN ¢ chamado
mondmio de grau N [57-59).

Se tomarmos f(x,1) uma funcao da variavel c-niimero = e de 1 € {1;}, entao

a forma da expansao polinomial de f(z,%) em termos de ) é
Fo0) = fola)+ > va film, A) + Y ta,ta, folw, A, As) + . .
A A;
+ tay - ay Sl A Ay, (3.7)
A;

_ _ Nfay) : 5 : 5
onde fy(x, Ay,..., Ay) = T ons T Devido a conexao, tais funcoes possuem uma
supersimetria, elas sao conhecidas como superfuncoes e esta combinacao entre x e 1 é

conhecida como super-espaco [59].

3.2.2 Derivacao

Define-se derivada a esquerda e a direita de uma funcao f(¢)) das variaveis de
%
Grassmann como %f e fa%i, respectivamente, de uma fungao f(v) de {¢;}. Ambas as

derivadas sdo operacgoes lineares em {¢;}. A derivada sobre um monoémio de grau s é
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dada dadas por

3

[wAlwA2 . '¢AN] = 5A1j¢142 . 'wAN +...+ (_1>N716ANJ'¢A1 s wAN—l’ (38)

81/)]
p)
[¢A1¢A2 . 77Z)AN] a¢ 6ANj77Z}A1 o 'wANA +...+ (_1>N_16A1j¢A2 .- -¢AN7 (39)
onde
3 - P
a—%WAl@/)Az o Yay] = [aa, - @/)AN]a—w]
se N é par e _} (5
6% ———[Waa, . Yay] = —[aa, .. ¢AN]3%

se N é impar. Portanto, para calcular a derivada a esquerda de ¢4, ...%4, em relacao
a 1;, devemos permutar 1; até o primeiro lugar no monémio por meio de e entao
derivamos; para calcular a derivada a esquerda devemos permutar ¢; até o ultimo lugar e
entao derivar. Obviamente, se 0 mondémio nao possuir v;, entao ambas as derivadas sao
nulas [58].

E interessante notar que a diferenciacio 9/0v; (A esquerda ou a direita) é
nilpotente, ou seja, 8‘2% = 0. Alguns exemplos simples podem ser tratados a partir dessa
relacdo, como por exemplo a regra de Leibnitz que, para duas varidveis de Grassmann
toma a forma (3/81@)(%%) = (00 /O )0 — (0 /O ) s = 0igtp; — djxbs, com a qual
podemos mostrar que {9/0vy;,0/0Y;} = 0 [57]. A partir de agora, todas as derivadas

envolvendo variaveis de Grassmann serao tomadas pela esquerda.

3.2.3 Mecanica Classica

Vamos aqui, formular a mecénica classica no caso de variaveis de Grassmann
e o resultado obtido, obviamente, possui uma forma diferente da usual, porém os con-
ceitos de acao e Hamiltoniana sobrevivem a transicao. Os parénteses de Poisson podem
ser adaptados a varidveis de Grassmann afim de permitir a definicao de uma mecanica
quantica Grassmanniana.

Para construirmos a acao Grassmanniana, vamos inicialmente considerar um
espaco N-dimensional e parametrizar a variavel real v; de forma que possamos representar
a “posicaoda particula num determinado instante ¢, entao v; = ¥;(t). Da equacao ,
temos que {v;(t),v;(t')} = 0, e como nosso v; é funcao de ¢, é possivel termos uma
derivada temporal, ;(t), onde, ao derivarmos {t;(t),%;(t')} = 0 em relagio ao tempo ¢/,
teremos {15(t),1;(t)} = 0, que nos mostra que a derivada em relagio ao tempo de uma

varidvel de Grassmann, também é uma varidvel de Grassmann [59]. Para definirmos uma
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acao apropriada envolvendo varidveis de Grassmann, iremos tomar os seguintes ansatz

para a lagrangeana:
¥, ¥, Y, e Yy
Agora iremos examinar as agoes possiveis e suas variacoes, para descobrir quais agoes

sao inconsistentes ou quais fornecem equacoes de movimento inconsistentes. Inicialmente

vamos analisar v
S:/dn[)—>55:/d7'5w

A partir do Principio de Hamilton, sabemos que 05 = 0, portanto, a equacao de movi-
mento que obtemos é:
1=0,

que é claramente inconsistente. Os dois seguintes ansatz 11 e 11y sao identicamente nulos,

veja (3.6), logo também sao inconsistentes. Assim, uma possivel a¢do para um sistema é

7 .

Ao aplicarmos o principio de Hamilton na ac¢ao acima, obtemos
05 = /dt (%%5% + %5%%) = —i/dt%(wi =0,

foi aplicada integracao por partes no primeiro termo depois da igualdade. A equacao de
movimento obtida ¢ [37]
i = 0. (3.11)

As equagoes de movimento de Hamilton podem ser construidas de forma similar a con-
truida com c-ntimeros. Vamos definir 7;, 0 momento conjugado a varidvel de Grassmann

1;, de maneira que a Hamiltoniana em termos da Lagrangeana tem a forma

H(m, ) = mah — L(1h, 1)) (3.12)

via transformagao de Legendre. Ao variarmos a Hamiltoniana obtemos

0OH oH . . oL . OL
i, + Vi, = O = Bmi = B = B (3.13)
de (3.13) obtemos que o momento conjugado associado as varidveis de Grassmann possui
a forma
L
o

uma vez que a Hamiltoniana deve ser independente da componente v;. Dai segue que as
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equacoes de Hamilton sao
oH . 0H

8_W wizg—m-

O sinal diferente das equacoes de Hamilton para um sistema Grassmanniano em relacao

(3.15)

=

a um sistema bosonico vem do fato de m; e ¢; anti-comutarem [59).
O parénteses de Poisson para variaveis de Grassmann é definido por

oI1 02 OII 012
I, 2, = — —
{ ’ }+ a%‘ o, T o, 8%’

que é chamado anti-pararénteses de Poisson. E simples ver que o anti-pararénteses de

Poisson de v; e m; é dado por [59]
{Wi, 7} = 04 (3.16)
3.3 Teoria dos vinculos

Para alguns sistemas é possivel passar diretamente da Lagrangeana para a
teoria quantica, porém sao limitadas aos casos onde a Lagrangeana ¢ quadratica nas
velocidades. E como vemos, a agao mais simples para superparticulas nao é qua-
dratica na velocidade, entao para evitar esta limitacao, vamos obter um método geral
para Lagrangeanas mais gerais que esta [35]. No qual, iremos extender os parénteses de
Poisson para os parénteses de Dirac afim de possibilitar a aplicagao do método de pri-
meira quantizacao e mostrar que variaveis de Grassmann podem representar as matrizes
de Dirac e assim serem usadas para representar classicamente particulas com spin, através
da pseudomecanica. E assim, poderemos investigar o confinamento de superparticulas em

modelos de mundo brana tipo RS

3.3.1 Sistemas Vinculados

Seja um sistema descrito pela Lagrangeana L(q, ¢,t) num espaco de configu-
racoes N-dimensional, com coordenadas generalizadas ¢;(t), onde i = 1,2,..., N e suas

respectivas velocidades generalizadas ¢;(t). A a¢do do sistema é

t1
5:/ dtL(g, 0. 1). (3.17)
t

2

As equagoes de movimento classicas obtidas ao variarmos (3.17)) sdo dadas por

oL d (0L
- (= 1
o  di (8@2) ’ (3.18)
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que pode ser também escritas na forma (9°L/9¢'0¢7)§’ = OL/dq" — (0*L/0¢'0¢’)¢’, Em

que o termo
0*L
04'0¢7

¢ chamado matriz Hessiana. Se o determinante dessa matriz é nulo, diz-se que o sistema

(3.19)

possui vinculos e nao podemos determinar unicamente a aceleracao do sistema em termos
das coordenadas e velocidades generalizadas. Neste caso, teremos diferentes evolugoes
temporais para uma mesma condi¢ao inicial [55]. A transicao para o formalismo Ha-
miltoniano é feito, inicialmente, pela introducao dos momentos canoénicos, p; = 8L/8di.
No caso de sistemas nao vinculados, ¢* e p’ sdo variaveis independentes. Para o caso de

sistemas vinculados, as equacoes do momnto canonico levam a vinculos denotados por

CI)m(q,p)Epm—aaq—[.;l:O,m:1,2,...,M§N, (3.20)
Esses vinculos, oriundos diretamente da definicado do momento, sao chamados vinculos
primdrios. Outros podem existir, que nao surgem de , e sao chamados vinculos
secunddrios [56].

Vamos considerar a quantidade p'g; — L. Ao fazermos variacoes em termos
das variaveis ¢' e ¢ teremos, 8(p'g; — L) = 6p'; — pdq;. Entdo vemos que a variacio de
(p'¢; — L) envolve somente variacoes dos ¢''s e p'’s. Essa quantidade é bem conhecida e
leva 0 nome de Hamiltoniana, H.

Entretanto, quando o sistema possui vinculos essa Hamiltoniana nao é uni-

camente determinada e podemos adicionar combinagoes lineares dos ®, que sao nulos.

Assim, ficaremos com a Hamiltoniana
Hr=H+™®,, (3.21)

. ~ ! ! .
onde os coeficientes ¢ podem ser funcoes dos ¢* s e dos p''s. Ao variarmos Hr obtemos

as seguintes equagoes de movimento

oH 0d,,
i = - m : .22
QZ apz + U apz (3 )
o0H 0
) = ——— — m—?“, 3.23
p o7 o (3.23)

onde o0s u,, sao coeficientes desconhecidos.
E conveniente introduzir um formalismo que nos permita escrever estas equa-
coes de uma forma mais simples, para tal, usaremos o paréntese de Poisson. Se temos

duas fungoes dos ¢;s e dos pis, por exemplo f(q,p) e g(q,p), entdo o paréntese de Pois-

son, {f,g}, € definido por {f,g} = (0f/9q")(0g/0p;) — (Of /Op")(Dg/Dq;). Os parénte-
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ses de Poisson possuem algumas propriedades que vém de sua defini¢do, que sao anti-
simetria, linearidade, regra do produto e identidade de Jacobi, dadas, respectivamente,
por {f,g} = —{g, [}, {fi+ fo, 9} = {f1. 9} + {fa. 9}, {fifo, 9} = fi{ o, g} +{f1.9} 2 e
{f {9, n}} +{9.{h, [}} +{h.{f.g}} =0.

Com o auxilio do paréntese de Poisson, podemos reescrever as equacoes de

movimento. Seja uma funcao g(q,p), temos

dg - 0g -

] = — —p. 3.24
9= 559 g7 (3.24)

Entao, com as equacoes (3.22)) e (3.23) a equagao (3.24]) toma a forma
9=Ag, H} +u"{g, P }. (3.25)

Os parénteses de Poisson de duas fungoes f e g possuem significado somente se estas
puderem ser expressas em termos das variaveis q e p. Para o caso de uma fungao que nao
possa ser expressa em termos dos ¢'s e p's, esta nao possuird paréntese de Poisson com
qualquer outra fungao. Portanto, vamos extender o significado do paréntese de Poisson e
dizer que ele existe para quaisquer duas funcoes e satisfazem as suas propriedades, mas
por outro lado serao ditas indeterminadas se estas nao sao funcoes dos ¢'s e p’s. Desta
forma, podemos escrever na forma

g={9,H+u"d,}. (3.26)

Aqui, vemos os coeficientes v aparecendo em um dos membros de (3.26), mas estes
nao sao funcoes dos ¢'s e p's, entdo nao podemos determinar o paréntese de Poisson
. Entretanto, podemos usar as propriedades dos parénteses de Poisson. Utilizando
a propriedade da soma, obtemos ¢ = {g, H}+{g,u"®,,}. Agora aplicando a propriedade

do produto no segundo membro da equacao acima, teremos:
{g,u"®,,,} = {g,u"}P,, + u"{g, D, }. (3.27)

O 1ltimo membro em é bem definido, pois g e ®,, sdo, ambos, funcoes dos ¢'s e
p's, enquanto que o termo {g,u™} é indefinido, mas ¢ multiplicado por um termo nulo,
®,,, e desta forma o primeiro termo do lado direito de se anula e assim chegamos
a{g,H+um®,} ={g9,H} +u"{g, P} e assim concorda com (3.25).

Devemos ser cuidadosos acerca do formalismo do parénteses de Poisson, pois
no caso dos vinculos, , nenhuma aplicacao foi feita com 0s mesmos, por isso vamos
representé-los por ®,, ~ 0, onde o sinal “~” indica “fracamente nulo”, pois os parénteses

de Poisson de ® com alguma variavel candnica pode ser nao nulo. Entao a equagao (3.26)
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pode ser escrita na forma g ~ {g, Hr}.

Portanto, as equacoes de movimento (3.22), (3.23) e (3.25)) tomam a forma

_ 0H oL
4% =~ B +u B (3.28)
0H 0P,,
)y N — —u™ 2
b 0g; " dg; (3 9)
g ~ {g,H}+u"{g, Pn}. (3.30)

Vamos assumir que os vinculos sejam constantes no tempo, entao tomando a

equagao (2.14) para g = ®,, obtemos as seguintes relagoes de consisténcia

¢, ~0— {0, H} +u™{PD,,P,,} =0, (3.31)
que nos da trés possibilidades [35]:
1. as equacgoes reduzem-se a 0 = 0, ou seja, ela é identicamente satisfeita;

2. as equacoes reduzem-se a equacoes independentes dos u's, envolvendo somente as
variaveis ¢'s e p's que sdo chamadas vinculos secunddrios, ®,, (n = 1,2,..., K <
N — M) e devem ser feitas as relagoes de consisténcia com estes até que nao surjam

mais vinculos;
3. as equacoes determinan os coeficientes u™.

A definicao de vinculos primarios e secundérios é simplesmente pra diferenciar
os vinculos que surgem da definicio de momento daqueles que surgem das relagoes de
consisténcia e é apenas por questao de organizacao, pois na aplicacao do método de
quantizacao canénica ambos tem a mesma importancia. Nesse contexto, uma classificacao
util é separar os vinculos que possuem paréntese de Poisson fracamente nulo, chamados
vinculos de primeira classe dos demais, que sao chamados vinculos de sequnda classe. A

existéncia de vinculos de primeira classe significa que a teoria possui simetrias [56].

3.3.2 Paréntese de Dirac

Seja uma certa quantidade dindmica A(q,p,t), sua evolucdo temporal sera
dada por dA/dt = (0i/0q;)q; + (0i/0p;)p; + 0i/ Ot e utilizando as equagbes (2.12) e (2.13),

obtemos,

dA 0i

com m variando de m = 1,2,.... M + K, uma vez que os vinculos secundérios devem ser

incluidos em Hry.
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Voltando a equagao (3.31) e definindo C,,, = {®,, ®,,} uma matriz n x m,

ficaremos com
{®,, H} +u"Cppy ~ 0= 1’ =~ —(CHP"{D,, H}. (3.33)

Substituindo a equagdo acima em ([3.32)), teremos

dA - di di
A {AHY — {A @} (OO HY + 5~ A Hp + o (3.34)

onde definimos,
{A Hyp = {A,H} — {A, 0, }(CT)"{®,, H} (3.35)

chamado parénteses de Dirac entre A e H.

A relacao béasica de quantizacdo candnica é dada por para sistemas que
nao possuam vinculos. O resultado leva a crer que no caso de sistemas vinculados,
a ponte com a Mecanica Quantica se faca através dos parénteses de Dirac,

1
ih
onde o significado de {A, B} p, da definigao (3.35)), é

{A,B}p — —[A, B], (3.36)

{A,BYp ={A,B} - {A,®,}(C"")"{®,, B}. (3.37)
3.3.3 Quantizacao Candnica

Para quantizarmos a teoria devemos, primeiramente, calcular o momento cano-
nico associado a variavel ¢; que foi definido em . A Lagrangeana do sistema pode ser
obtida de . E interessante notar que a matriz Hessiana do sistema possui autovalores
nulos, o que configura vinculos priméarios 9*L/ (81@8%) =0.

Sem perda de generalidade, podemos definir o anti-paréntese de Dirac a partir
da definicao (3.37)

{A’ B}D+ = {A’ B}+ - {A’ (I)m}-i-c;wlz{q)m B}-i-’ (338>

onde A, B e ®,, sao, agora, variaveis de Grassmann.
Agora, vamos calcular os vinculos da teoria, definidos em (3.20). Para tal,
vamos utilizar a defini¢ao (3.14)) e, desta forma, obtemos os vinculos

(I)m =Ty — _wm- (339)

Para calcularmos as relagoes de consisténcia (3.31]), precisamos calcular a Hamiltoniana do

sistema, que é dada por H(m,v¢) = T — L(v, @D), que ao substituirmos a Lagrangeana
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L = (i/2)y0; e o momento m, = (i/2),, obtemos que a Hamiltoniana é nula. As
relacoes de consisténcia ficam @, ~ 0 — {®,,H}+ + up{ Py, P }+ ~ 0, mas como
H =0, obtemos u,,{®,,, ®,,}+ =~ 0, resolvendo o antiparénteses de Poisson entre ®,, e ®,,
chegamos a {®,, P, }+ = (—0)dmn, 0 que nos da a solugdo para os coeficientes, u, ~ 0.
Da equagao de consisténcia fica claro que nenhum vinculo de segunda classe surge, entao

podemos calcular o anti-parénteses de Dirac entre 1; e m;, assim

{7} = {7} — {¥0 P}y Crn{ P, i 14 (3.40)
onde definimos a matriz C,,,, = {®,,, P,,} = —id,,- Por fim, obtemos
1
{Yi,mitps = §5ij- (3.41)

A relacao de quantizagao canonica equivalente a (3.36) ¢ {A, B}py — (1/ih)[A, B],, onde
[A, B+ é o anti-comutador e é definido por [A, B]; = AB + BA, portanto, obtemos as

relacoes de anti-comutacao

h
Wil = 30, Wil = B, (3.42)

onde usamos a definicao do momento canonico na segunda relacao de anti-comutacao.

E interessante notar que se tomarmos a dinamica da varidvel 1(¢), obteremos,
via (2.14), s ~ {i, H} +um{ti, P }+, onde ; = di); /dt, refere-se a um tempo absoluto,
ou seja, as equagoes de movimento de Hamilton nao sao manifestamente relativisticas. No
entanto, o que ocorre é que H = 0, entdo a dinamica de ¢ (t) fica Ui~ Um{ Vi, P} Como
os coeficientes u,, sdo arbitrarios, podemos multiplicar os di; /dt’'s por um fator qualquer,
que representa uma diferente escala temporal, ou seja, temos equacoes de movimento
em que a escala de tempo é arbitraria. Assim, podemos introduzir uma outra variavel
temporal 7 ao invés de ¢, que nos da as equacoes de movimento

d);
dr ~ u;n{wla (I)m}-‘ra (343)

que sao equagoes de movimento onde a variavel temporal nao ¢ absoluta. Se olharmos a
acao podemos notar que a mesma é invariante por reparametrizacoes de t. Sendo
assim, podemos concluir que esta acao pode representar muito bem o sistema relativis-
tico e para tal devemos apenas inluir a invariancia de Lorentz, assim temos que a a¢ao

relativistica para variaveis de Grassmann tem a forma [35|

? -
L = 517W1/)“¢ , (3.44)

onde © = 0,1,2,3 sao as coordenadas do espaco-tempo plano 4-dimensional e 7, =
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diag(—1,1,1,1) é a métrica do espago de Minkowsky 4-dimensional.
3.4 Acao Polinomial

Como o movimento da particula teste é descrito por uma geodésica, e a acao
mais geral que inclui particulas massivas e nao massivas ¢ alcancada acoplando o sistema
minimamente ao campo vierbein (unidimensional) E [51], que, no entanto, nao deve
introduzir novos graus de liberdade dindmicos [60]. A agdo contendo 2 e E para uma

particula de massa M num espago-tempo curvo D-dimensional, com métrica gap é

1
S=3 / [E%gapi’i® — M?] Edr, (3.45)
onde A=0,1,2,....D—1 sao os indices do espaco-tempo curvo D-dimensional, cuja mé-

trica é representada por g4p. Embora, como veremos mais adiante, avaliaremos o movi-
mento de superparticulas tanto no espaco tempo plano, no qual basta fazermos gap — nap
quanto no espaco tempo curvo. Estamos, portanto, obtendo a forma polinomial da acao
da particula livre para o caso mais geral.

Na acdo (3.45), E é o vierbien, 4 = % e M é a massa da particula no
espaco 5-dimensional. Para o caso livre, a massa da particula é uma constante dada por
M. Porém, como também sera discutido o caso de intera¢do (mecanismo de localizagao),
vamos considerar que esta massa é funcao das coordenadas do espaco-tempo z4, M =
M (z*). Geralmente, a acao usada para discutir a dinamica das particulas relativisticas é
aquela na Eq. (3.50). No entanto, a a¢ao apresenta uma vantagem importante para
nossa discussdo porque nos permite estudar o caso sem massa. Assim como a Eq. (3.50),
acao (3.45)) é invariante pela transformacdo de parametro arbitrario 7 — 7 = f(7), se
o vierbein E se transforma como F — E' = %E. Este vierbein desempenha o papel de

uma terada na linha mundo da particula teste. Tomando a variacao da agao (3.45)),

1
65 = 3 / [ — 0E(E2gapi?i? + M?) — 62¢ (E_15CgAB$'Ax'B
d
- 2—(E_1gAci]A) - 2M80M>:|
dr
1

A D :
= 5/ |: —5E(E_29ABZEA$B+M2)—5ZEC (D_T[E lgACfEA]

— 2MOcM )] (3.46)

A

onde Ocgapi?i? = 2gppl'i, e assim, satisfazendo a condigao de Hamilton 65 = 0,
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obtemos as equagoes do movimento

53

55 = 02 gapdti? + XM (") =0, (3.47)
5S D .\

s~ =0— - [E7gnai”] + EMOyM = 0. (3.48)

Como a equagao de movimento para F é puramente algébrica (3.47)), F ndo representa um
novo grau de liberdade dinamico [60]. Em geral, para particulas teste massivas, podemos
fixar a nova variavel como F = m e usar a restricao gAB%% + 1 = 0. Para
particulas teste nao massivas, podemos escolher a nova variavel como £ = 1 e a restricao
gAB%% = 0, para 2 = 0, M?(0) = M2 = 0 . Entdo, se a massa M = 0, a acio
1} nao esta bem definida para F = m Da equacao 1) obtemos que o momento
conjugado para a particula é dado por:

pp = B gapi™. (3.49)
Observe que, ao substituir a equagao (3.47) na agao (3.45)), obtemos

S =— / M(x™N)\/ —gapiAiBdr, (3.50)

que ¢ a acdo comum para uma particula de teste quando M (z?) = M. Isso mostra que

as agoes (3.50)) e (3.45) sdo equivalentes.

3.5 Acao relativistica para a superparticula de Brink-Schwarz nao massiva

A acdo para a superparticula de Brink-Schwarz nao massiva é dada pela asso-
ciagao da acao da particula relativistica polinomial nao massiva juntamente com a acao
relativistica Grassmanniana (3.44)), que nos da a agao

S = %/dT (x'?E—l . nABz/;Az/}B) , (3.51)

cuja Lagrangeana pode ser escrita como uma derivada total, que implica numa invariancia
da acdo. E possivel que, devido a componente temporal de 14 normas negativas aparecam
no espectro fisico assim como acontece com a particula relativistica. Para evitar este
problema é necessério adicionar uma invariancia adicional que sane o possivel problema
e nos dé uma invariancia por supersimetria. Dai, introduzimos um super-parceiro, x, ao
campo vierbein. A Lagrangeana fica, entao, na forma

1 /- . R .
L= 3 <x2E’_1 — 77,431/1’41/13 —iF 1XUABxA@/JB> , (3.52)
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que é invariante por reparametrizacio T — 7' = 7 — f(7) se:

szt = fit (3.53)
A = i (3.54)
SE = fE+fE (3.55)
ox = fx+r% (3.56)
A transformacao por reparametrizacao é dada por
51— L(rr), (3.57)
dr

ver (A.1)), dai, a variacdo da Lagrangeana ¢ uma derivada total, que implica na invariancia
por reparametrizacao.

Se escolhermos as seguintes transformagcoes de supersimetria local,

5z = i, O =a (a’:E‘l - %E*w);
OE = iday, Ox=2aq, (3.58)

teremos uma invariancia por transformacoes de supersimetria local. A varidvel de Grass-
mann « é uma funcao arbitraria de 7 e sob as transformacoes , a variacao da acao
‘ d

§L = %E(aElwAch), (3.59)
ver (A.2), e assim nosso sistema tem as invariancias requeridas [36]. Se tomarmos o
comutador entre duas transformacoes de supersimetria e atuarmos sobre os campos, en-

contraremos

05,0]E = fE+fE+idx [0,0ax = fX+ fx+2,

Bndule = fatias [ du = oo (DB - JE )

onde f(7) = % e o/ =1 f(7)x [51]. Entdo vemos que o comutador de suas transforma-
¢oes de supersimetria gera uma reparametrizacao adicionada de uma transformacao de
supersimetria. Essas relacoes nos mostram também que nao ha uma estrutura simples
para o grupo na acao, pois nao observamos constantes de estrutura.

As equacoes de movimento em relacao a x e ¥ pela aplicacao das equacoes de
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Euler-Lagrange sob a agao (3.52)) sao

4 ( oL ) oL 4 (E_lx'A _ 3XE—1¢A) ~0
dr 2

dr M - 837A

= pA — Eilf,.EA . %XEil?ﬂA (360)
d [ dL oL U T
=)= = ——xE 2% =0. 3.61
dr (aw) DA VT X (3.61)

Os campos E e x nao possuem dinamica, entao aplicando a equacao de Euler-Lagrange

obteremos as seguintes equacoes de vinculos

d (OL\ oL

L) 2T o gy, = 62
dr (6’X) o = a0 (3:62)
d (OL\ 0L Yl

dr (8E> =op T ATwa=0 (363)

3.5.1 Quantizacao no gauge do tempo proéprio

A Lagrangeana (3.52) possui uma invariancia de gauge o que nos permite
escolher £ = 1 e sua variacdo, que estd em (3.58) nos leva a 60E = 0 = x = 0 e isto
corresponde ao gauge do tempo proprio e as equagoes de movimento (3.6043.63) tornam-se

pt = i (3.64)
Pt =0, (3.65)

para as variaveis x e y. E as equagoes de vinculo tornam-se:

s = 0 (3.66)
i* = 0. (3.67)

Das equacoes 1) e 1 . implica que & = ¢* = 0, cujas solucdes sio
‘CEA = qA + pATu wA = £A ) (368)

com &4 um 4-vetor Grassmanniano costante. As equacoes de vinculo (3.62) continuam
validas e correspondem a ortogonalidade spin-velocidade e condicao de massa, respecti-

vamente. As equagoes de movimento podem ser obtidas da Lagrangeana linearizada
Loy o4
L= 5(:1: — i a), (3.69)

que agora é invariante apenas por translagoes de 7 e transformacoes de supersimetria.

Para quantizar a teoria, vamos calcular o paréntese e o anti-paréntese de Poisson, e
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podemos obter assim as relagoes quanticas de comutacao e anti-comutagao. Para a relacao
de anti-comutacao, ha um problema devido a um vinculo primaério, pois a matriz Hessiana

da Lagrangeana ([3.69)), possui autovalores nulos. Assim, precisamos utilizar o método de
Dirac tratado nos capitulo (3.3) e se¢ao (3.3.3) e obtemos

[JTA,Z?B} = i1AB , [¢A>¢B]+ = 1NAB, (3-70)

onde pg = . Uma solucao para a relacao de anti-comutacao é dada por

Ya = \g’m, (3.71)

que leva a algebra de Grassmann para a algebra de Dirac-Clifford, no regime quantico. Os
auto estados do momento da teoria sio dados por |1) = |p)u(p), onde |p) = e~# =4 |0),
em que p” sido os autovalores do operador momento [36] e |0) é o fundamental do operador
momento que é gerado atuando o operador destruicdo a(p) sucessivamente. Um estado de
uma particula, por exemplo, é gerado atuando o operador de criagao a'(p) no operador
do estado fundamental e u(p) é um spinor de Dirac [88]. Os vinculos e sao

impostos sobre esses estados e encontramos

P 1) = Y'pald) =0, (3.72)
p’l9) = 0 (3.73)

em que os [¢)) e |@) sdo estados fisicos aceitaveis. A realizacdo das relacoes de comutacao
descrevem uma particula de Dirac nao massiva com a equacao de Dirac e Klein-Gordon
para particulas nao massivas surgindo como resultado dos vinculos da teoria. Entao vemos
de que variaveis de grassmann podem representar as matrizes de Dirac e, portanto,

representar classicamente particulas com spin %
3.6 Superparticula teste em espago curvo

Vamos aqui descrever a acao da superparticula massiva em espaco curvo, obter
suas equacoes de movimento afim de analisar posteriormente como se di o processo de

localiza¢ao em modelos de mundo brana. Fazendo isso, vamos comecar pela agao [63].

1 A : Dy
S = 5/ {E_IgABJ:AxB — EMZ — igapy™? l;i'
—it€ — iy (B~ gapt™y® + Mog)] dr, (3.74)

onde
Dy?

Dr P + DRy i
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¢ a derivada covariante de ¥"V. Da acdo (3.74) obtemos o momento conjugado da super-

particula:

oL )
O5 oy = Elganit — &

Deve-se apontar que, ao contrario de 2%V, a variavel Grassmann 9"V é um vetor

(9450 TR s + XE  gnpt?) (3.75)

por transformacoes de coordenadas gerais. Isso explica a forma da derivada covariante
acima. Aqui, evidentemente, essa acao merece explicacoes. Inicialmente, as coordenadas
o, y e F sdo variaveis comutantes (c-niimeros), e ¢V, € e y sdo variaveis anticomutantes
i Portanto, deve-se t idad lo, pNYpM = —opMypN
numeros a). Portanto, deve-se tomar cuidado com, por exemplo, Y™ " = —ipMh™,
i a0 3.2l Nest fi a iaveis 24 d dési E

como vimor na segao |3. esta configuracao, as variaveis z* descrevem a geodésica e
¢ o vierbein. As quantidades ¥V e ¢ estardo relacionadas com a descricao do spin e x é
necessario para manter a supersimetria de linha mundo local [63]. Mais explicagoes sobre
o significado das variaveis de Grassmann serao fornecidas apds as equagoes de movimento
abaixo. Assim como a agao (3.45), a acdo (3.74) é invariante pela reparametrizagio
T — 7 = f(7). Além disso, também ¢é invariante pelas transformacoes SUSY de linha

mundo local.

s =ia)N,  SE =iay, Oy =24,

7 -1
0 = Moo + Waf (5 - §M0X) )

YN =aE7! (x'N — %X¢N> .

Onde « é um parametro anticomutante real. Para uma discussao mais detalhada sobre
pseudomecénica, recomendamos [?,/62]. A seguir, é discutida a equagdo de movimento
para a acao (3.74). Fazendo isso, nosso objetivo é verificar se as novas variaveis de spin
podem modificar o potencial efetivo U.¢(y) a fim de possibilitar o confinamento.

A partir da agao , as equagoes de movimento podem ser obtidas e dadas

por
% = gapi™ PP + EM& =0, (3.77)
L o)
(;L_SA . lz)li_A B %E1X$A ~0, (3.79)
% — D% [E~ gani?] — %% [XE™ gany™]

1 )
+§RNSBR¢B¢R$S =0. (3.80)
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Vamos escolher £ =1e x =0 [51] e da Eq. (3.78) implica que £ é uma constante. As

outras equagoes acima podem ser simplificadas para

5
oE
5,
X
08
E%
08

(Sw_A—>
0S

51'_]\]_>

gapiti® + Mg =0,

gapi PP + Mo& =0,

£=0,

Dy —0

Dr 7

D . 1 .

D [gpni?] + §RNSQR¢BwR$S = 0.

(3.81)

(3.82)
(3.83)
(3.84)

(3.85)

As equagoes (3.82) e (3.84) irdo descrever a dinamica de spin, com a Eq. (3.82)) de-

sempenhando o papel da equacao de Dirac. Ao contrario do caso da particula bosonica,

como discutido anteriormente, agora a geodésica (3.85)) apresenta um acoplamento entre
o spin e o tensor de curvatura de Riemann. Na verdade, as Eqs. (3.81) - (3.85) seria

analogo as equagoes de Mathisson-Papapetrou que descrevem um corpo giratério em um

espaco-tempo curvo [75,76]. A partir das equagdes acima, pode ser discutido brevemente

a interpretacao fisica das variaveis de Grassmann. Na verdade, nao é possivel entender as

variaveis 12 ou ¢ classicamente. Porém, apds a quantizacao ser realizada, as variaveis 1)

e £ podem ser identificadas com a matriz gama de Dirac [51], como visto na se¢ao m
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4 CONFINAMENTO DE PARTICULAS TESTE EM MUNDO BRANA

Nesta secao, revisaremos o que foi feito na literatura sobre o confinamento
de particulas teste no cenario Randall-Sundrum. Iniciaremos com a descricao analitica
de localizagao, onde o autor [46] descreve uma transformacao nao afim para descrever a
dinamica da particula teste de maneira similar a leis de Newton. Em seguida, analisaremos
o método do potencial efetivo [47] que é descrito apos a obtencao da equagao da energia
para a particula teste para o caso da particula bosonica acoplada nao minimamente como
campo escalar. Daremos aqui, uma visao geral sobre o confinamento de particulas de teste
com base no modelo Randall-Sundrum (RS), na qual faremos uma revisdo da literatura
em outra abordagem, utilizando a agao para a particula relativistica como em ,
com a qual mostraremos as vantagens de tal abordagem. Para o modelo RS, como dito,
consideraremos a agao para uma particula teste com massa M (y), onde a massa é
acoplada a qualquer campo dependente da dimensao extra do espaco-tempo RS como o
seguinte .

S=3 / E [—-E*gapi’i® + M*(y)] dr. (4.1)

Como vimos, esta nova forma tem algumas vantagens sobre a original , pois nos
permite escrever a acao para o caso de particula teste nao massiva e também nao contém
raiz quadrada, o que nos da equagoes de movimento mais simples [60].

As equacoes de movimento para em um espaco tempo de RS 5-dimensional

com uma métrica arbitraria

gaAB = (€2a(y)nul/7g55(y))v (42)

segundo (3.48)), sao dadas, como segue abaixo, por
05

55 =0 = gapi’a” + EAM(y) = 0, (4.3)
65 ey ! O —1 - UV
@ =0 — 77MZ,[L' + 2a nuyyx —F En;u/l. = 07 (44)
59 . ey 1,

i 0 — gssii — d'gui™i’ + 5935@)2

— E'Egssy + E*M(y)M'(y) = 0, (4.5)

com a = da/dy e M'(y) = dM(y)/dy. Para obtermos quantidades conservadas nas
diregbes z* e y, escrevemos as equagoes (4.4) e (4.5) como derivadas totais conforme a
seguir.

Inicialmente, para obter a quantidade conservada na direcao x*, multiplicamos
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a equagao (| . ) por E~1e?% e a escrevemos como uma derivada total,

d

e [E ! 2“1‘“} =0— Ete?gH = pH, (4.6)
-

que d4 a quantidade conservada na direcao x*
it = e 2" Ep,. (4.7)

Para a dimensao extra y, substituimos (4.7) na equagao (4.5) e escrevemos

como a seguinte derivada total

d o L
ar (955" E~> + M(y)* + p’e "] =0, (4.8)

nos fornecendo a quantidade conservada
959 B 4+ M(y)® + pPe™" = C?, (4.9)

onde p* = n*"p,p,. Da equagao (4.7), obtemos

p’e " = g, @i B2 (4.10)

Ao substituirmos (4.7) na equacio (4.9) obtemos a seguinte expressao
gss 0P E2 + M(y)? + guiti" B2 = C? — gapiiPE~2 + M(y)? = C?, (4.11)

comparando (4.11) com a equacdo (4.3) concluimos que C' = 0 e, assim, (4.9) toma a

forma

Gss P E7% 4+ M(y)? + pPe® = 0. (4.12)

Multiplicando (4.12)) pelo fator €?*, obtemos uma quantidade conservada na dire¢io da

dimensao extra como segue
E7%gsse®y? + MPe* = p?, (4.13)

esta quantidade pode ser interpretada como a energia total da particula teste ao longo da
dimensao extra e isso mostra que o movimento da particula ao longo da dimensao extra se
desacopla do movimento em outras dire¢oes. EE como veremos mais adiante, dependendo
da escolha de E [ver(4.7)], obtemos 0 movimento da particula teste independente, tanto
na direcao z*, quanto ao longo da dimensao extra y.

Portanto, com base nas quantidades ([£.12)) e (4.13) podemos analisar o confi-
namento e a estabilidade da particula teste analiticamente ou pelo método do potencial

efetivo, respectivamente, como mostraremos a seguir.
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4.1 Meétodo analitico

O confinamento de particulas de teste livres em branas tipo delta é descrito
analiticamente na referéncia [46], com base em uma transformacao de parametro nao afim
t que nos permite obter uma forma analitica para as equacoes de movimento e verificar o
comportamento da particula ao longo da dimensao extra.

Como vimos, podemos escrever as equacoes para a métrica como
derivadas totais, ou seja, podemos obter quantidades conservadas nas direcoes " e y
dadas, respectivamente, por e (4.13).

Podemos avaliar o movimento das particulas com base na parametrizacao nao
afim

dt

= Ee™?, (4.14)

que se aplica apenas quando y # 0, pois em y = 0 a parametrizagao acima é afim sob certas
condigoes [61], portanto, as equagoes (4.7) podem ser escritas como EDOs de primeira
ordem. Assim, aplicando a regra da cadeia na equacao (4.7)) e substituindo (4.14)), obtemos

dzt
dt

=p"' — 2t =z + pht, (4.15)

que implica que, com o parametro nao afim ¢, a particula segue uma geodésica plana.
Para particula de teste livre, a massa ¢ constante e dada por M?(y) = MZ. Aplicando
a regra da cadeia a equagdo (4.9), usando a parametrizagao nao afim , escolhendo
o parametro £ = 1, a métrica e a massa da particula teste como M (y)? = Mg,

encontramos:

dy\® _4a . 2
<%) e 4 e = — M2, (4.16)

Apoés algumas manipulagoes matematicas, podemos escrever a equagao (4.16) como a

—2a
dy e _= [, (4.17)
(—Mg — p?e2)?

que tem solucao analitica para branas tipo delta (2.16]), enquanto para branas espessas

seguinte integral

é menos trivial, uma vez que o fator de dobra é composto de funcoes transcedentais, ver
(2.25)), (2.57) e (2.45). Tomando (2.15) e com o novo parametro, a equacio (4.9), pode

ser escrita como

d 2
(d_zt/> (Ml | 2Hlul2 g2 (4.18)

podemos definir y, para um dado tempo inicial o, de modo que —MZ = y2e**lwol - e2klvol 2,
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Apo6s manipulacao matematica andloga, obtemos uma forma analitica para a equagao
Myl = g2klol 4 2k%e%y0|t e (4.19)

A equacao acima é vélida quando y # 0, uma vez que a parametrizagao emy =0
¢ afim sob certas condicoes [61]. Assim, para o modelo Randall-Sundrum (k& > 0), uma
particula comum, p* < 0, é repelida da brana mesmo se assumirmos |yo| — 0 em qualquer
tempo t. A particula nao atingird y = 0, ou seja, a particula é repelida para fora da
brana, e no limite que ]%0\ — 0 e |go] = 0 0 a equacio é valida se MZ > 0, ou seja,
a particula no espaco 5-dimensional também é comum.

Para particulas taquionicas, p? > 0, elas sdo atraidas pela brana e no limite
que |yo| — O e ]%] — 0 a equacao ¢ vélido se M2 < 0, ou seja, a particula no
espaco b-dimensional também é taquionica. Enquanto particulas sem massa, p? = 0, elas
sO serao expelidas da brana se da'lif £ 0, j4 que sdo continuas, como podemos inferir de
para N = y. Uma maneira de resolver o problema de localizacao de particulas é

inverter a tensao da brana k — —k [46], mas a gravidade nao é mais localizada [25].
4.2 Meétodo do potencial efetivo

O confinamento de particulas de teste em branas tipo delta é descrito em [47],
onde foi obtido uma equacao de conservacao de energia da particula de teste em dimensao
extra através da acao padrao S = M, f(—gABx'Ax'B)%dT com o vinculo gapi?i? = —e,
onde € assume os valores {—1, 0, 1} representando taquions, particulas tipo luz e particulas
causais, respectivamente. Neste método, denominado método do potencial efetivo, a
particula teste aparece sob acao de um potencial efetivo que depende apenas da dimensao
extra. No entanto, esta acao nao estd bem definida para particulas de teste sem massa;
isso porque a acao padrao nao estd bem definida para My = 0.

Para resolver o problema relativo a particulas teste nao massivas, em vez de
aplicar a agdo usada em [47]. Portanto, com a acdo na forma e o vinculo (4.3)).
A equacao de conservacao , como veremos a seguir, pode ser interpretada como a
energia da particula teste ao longo da dimensdo extra. Assim, para avaliar a energia na
brana, devemos tomar o ponto y = 0, o que nos da a equagao de conservacao igual a
p? = 9> g0 T Mg, onde g)2|y:0 pode ser interpretada como a energia cinética inicial da

particula ao longo da dimensao extra, quando a particula estava inicialmente na brana.

Entao, substituindo p? = gf\yzo + MZ em (4.13)), usando a métrica (2.16) e usando o

vierbein ' = 1, obtemos
ey’ = g7y — Mg(e* — 1), (4.20)
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onde a equagao (4.20) é a energia total da particula teste ao longo da dimensao extra. O
ultimo termo é o potencial efetivo, segundo o qual a particula pode se mover na regiao

yQ‘yZO — MZ(e** — 1) > 0, sendo gﬂyzo o maximo valor do potencial efetivo

Uett(Ymax) = 97|, _q- (4.21)

A equagao (4.20)), portanto, representa o movimento da particula livre sob a influéncia de
um potencial efetivo
Uet = M3 (e** — 1), (4.22)

exceto para particulas nao massivas, que nao sao afetadas pelo potencial efetivo e per-
manecem na brana se 1 = 0, caso contrario, a particula é expelida da brana, porque a

velocidade da particula de teste sem massa obedecer, a partir da equagao (4.20)), a relagdo
2,2 _ -2
Y =Y e (4.23)

where in the limit y — oo, y> — oo, that is, the test particle does not return (see figure
for Mg = 0).

Para investigar o movimento de uma particula de teste na brana, iremos ana-
lisar a primeira e a segunda derivadas do potencial efetivo em torno de y = 0 e para
Mg # 0. A primeira derivada é Uly = 2MZa’e*®, onde a condigao necessaria para o con-
finamento é ter y = 0 como ponto critico, sendo necessario que a’(0) = 0. Assim, a(y)
deve satisfazer uma condicdo inicial a(0) = a/(0) = 0. Uma vez que as duas condigdes sao
satisfeitas, a segunda derivada do potencial efetivo, que é igual a U/%(0) = 2MZa”(0), nos
fornece informagoes sobre a estabilidade do ponto critico. Analisando a segunda derivada
e de acordo com as equagoes e , a’(y) < 0 para todos y. Podemos, portanto,
avaliar a estabilidade das particulas teste de acordo com o valor de Mg, sendo o ponto
y = 0 um ponto maximo (equilibrio instavel) para particulas causais (ver figura (1| para
M2 > 0) e ponto minimo (equilibrio estével) para taquions (ver figura [l| para MZ < 0).

Para o fator de dobra da brana espessa, definido em , temos

Ve = Mg (sech™ (cy) fef o) — 1),

Os taquions sao confinados de forma estével, enquanto as particulas causais nao sao,
ou seja, a gravidade por si s6 nao é suficiente para confinar as particulas causais, como

mostrado no Fig. [I]
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Figura 1: Potencial efetivo para uma particula livre V. ;¢ para uma escolha particular
das constantes (f = \/75,0 =1, M3} =2, M} = 3).

Em seguida, é necessario introduzir outro mecanismo para que as particulas
teste sejam confinadas de forma estavel na brana. Em [47], o autor prop6s um mecanismo
onde a particula é acoplada nao minimamente ao campo escalar para resolver o problema

do confinamento.

4.2.1 Particula acoplada com o campo escalar

A localizacao de campos gerais no modelo Randall-Sundrum so6 é possivel pela
implementacao de um mecanismo especifico que explica a localizacao do campo na brana.
Por exemplo, em regime quantico, apenas uma quiralidade (direita ou esquerda) do campo
espinoral de Dirac pode ser localizado na brana por uma interacao do tipo Yukawa com
o campo escalar [13,/16,73|, cuja acao é expressa por (2.87). Quando a solugao cléassica de

parede de dominio ¢p é considerada, a equacao de campo para W é
iTAD AV — hopV = 0, (4.24)

por analogia & equacao de Dirac, notamos que o campo escalar gera massa para o férmion
5-dimensional. Admitindo que o férmion 5-dimensional possui uma massa de repouso My,

devido a interacao de Yukawa obtém-se a seguinte relacao

PyPA = — (M2 + h2¢?), (4.25)
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onde P, representa o momento 5-dimensional do férmion. Assim, assumindo que este
mecanismo pode surgir em uma imagem classica de particulas de teste, o confinamento é
possivel permitindo uma interagao direta entre a particula de teste e o campo escalar [47].
A interacao é proposta pela redefinicao da agao modificando a massa através da
interacao de Yukawa

My — (M2 + h2¢?)2, (4.26)

entao a nova acao para a particula de teste assume a forma

S=3 / (—gapi’i® + Mg + h*¢°) db, (4.27)

onde escolhemos E = 1. Para a acao (4.27)), obtemos as equagoes de movimento,
i+ d (Mg + 06" +§°) + ¢’ =0, (4.28)

onde a restricio gapiti? = —(MZ+h%¢?) foi usada, isto é, para particulas teste massivas
levando a uma massa diferente de zero, mas se My =0 em y = 0 temos uma particula de
teste sem massa, no entanto, isso nao é mais um problema.

Multiplicando pelo fator 62“3—3, a primeira integral pode ser obtida, entao
obtemos uma quantidade conservada

(07 + M + h*¢*] e* = C. (4.29)

Avaliando em y = 0 podemos reorganiza-lo e obter uma equacao de energia na dire¢ao da

dimensao extra como abaixo

eyt =97 — [Mg (e —1) +e*h*¢?], (4.30)
y=0
o tltimo termo é o potencial efetivo
Uess(y) = [e*(Mg + h*¢*) — Mg], (4.31)

que se reduz ao caso livre (5.9), com Mg # 0, quando h = 0. Podemos obter os pontos
extremos do potencial efetivo avaliando suas derivadas, como na se¢ao anterior. Tomando

a primeira derivada do potencial efetivo, obtemos

err(y) = 2¢% [ (Mg + 1?6%) + h*og] . (4.32)
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Os valores reais para y que devem satisfazer Uéff(y) =0 sao

" (4.33)
[Ymaz| = %arctanh Kg _ %20; n %
V—4h22B(h2v? — 3M2B) + (—h*v? + M2J — 3h2v2[)? 1
' 2h*v2 ) . (4.34)
(4.35)

onde

L (2o M
2 2h%? 20

VA2 B(h20% — BMZP) + (—h20® + M2j — 3h2v25)2> |

+

2h2v2

que representa os pontos extremos da funcao. Para avaliar as condi¢oes de confinamento

estdvel da particula de teste, devemos avaliar os pontos extremos em U}, (y),

1
élff<y) — 262a {¢/2 |:h2 o 12M135 (Mg+h2¢2)‘| +2h2¢¢l+h2¢¢”}

+2a'U;4(y), (4.36)

onde a relagao (22.23)) foi usada. Obtemos uma condicao para a particula massiva, de modo
que y = 0 & um ponto minimo se satisfazer (5.13), o que implica que esta é satisfeita em

(4.36) se [47]
M2 < 12MPp? (4.37)

O ponto y = 0 representard um ponto de equilibrio estavel quando a massa
na massa satisfizer a desigualdade (4.37)). No entanto, o autor [47] ndo avalia a massa da

particula de teste na brana.
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Figura 2: Comportamento de confinamento do potencial efetivo U, quando a interacao
¢ levada em considerac¢ao (linha fina) para uma escolha particular das constantes

(c=1,v=6, M,(Dg) = /2 and M2 = 3), em comparagao com o caso quando nao hé
interagdo (linha tracejada), ou seja, para h = 0.

Se a particula adquire velocidade ao longo da dimensao extra, a energia ci-
nética da particula ao longo da dimensao extra deve implicar em um aumento na massa
efetiva, embora a massa efetiva s6 tenha sentido fisico se a particula estiver confinada na
brana. Mas ainda assim podemos dizer que o movimento da particula na dimensao extra
é caracterizado pelo aumento da massa. Podemos, portanto, analisar a massa efetiva da
particula em modelos RS-T1, e entao avaliar os valores observaveis. No préximo capitulo,
desenvolveremos um mecanismo que mostra que podemos determinar se a particula pode

ser confinada apenas por conhecer a funcao que descreve a massa da particula na massa.
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5 PROCEDIMENTO GERAL PARA LOCALIZAGCAO DE PARTICULAS
E A MASSA EFETIVA

Neste capitulo, iremos generalizar o método do potencial efetivo para o caso de
uma particula cuja massa depende apenas da dimensao extra y, M? = M?(y), e obtemos
também a massa efetiva observada na brana (y = 0) [48], afim de alcangar um mecanismo
de confinamento de particulas teste bosonicas bem como analisar analisar a localizacao
de superparticulas teste. Portanto, serd discutido o confinamento de uma particula teste
bosonica e da superparticula teste no mundo-brana codimensao um. A fim de obter uma
analise geral, vamos considerar uma métrica para o campo de fundo dada por . Os
fatores de dobra a(y) and b(y) sao fun¢oes apenas da coordenada extra y, que ¢ considerada
infinitamente grande. O fator de dobra b(y) esta relacionado ao dilaton e foi usado para
localizar campos de calibre. Com ele, a métrica acima é mais geral do que a RS original,
que pode ser obtida corrigindo b(y) = 0 [16]. Além disso, 71,, é a métrica de Minkowski
com assinatura (—, +, +, +). Consideramos a simplificacdo em que a métrica é um campo
de fundo plano quando a(y) = b(y) = 0. Portanto, nao consideraremos possiveis efeitos
de reagdo reversa das particulas sobre ele, como nas Refs. [39-47|. Esta forma genérica
da meétrica nos permitird discutir uma variedade de mundo-brana, entre eles, o modelo

RS-II tipo delta [4] e também alguns modelos de brana espessa [15-18,65].
5.1 Meétodo geral do potencial efetivo

Ao discutir a localizacdo de uma particula teste, devemos analisar seu movi-
mento na dimensao extra y, mas como vimos na se¢ao anterior a solu¢ao da acao (4.17))
nao é trivial quando se trata de modelos de brana espessa, uma vez que o fator de do-
bra, em geral, é uma funcao transcedental, dai se pudermos associar um potencial ao
movimento na coordenada g, a particula serd confinada quando esse potencial tiver um
minimo localizado sobre a brana, a saber, y = 0. Como visto na literatura, a localizacao
da particula teste ndo pode ser alcangada para o caso livre, ou seja, M(y) = M, [46,47|.
Portanto, é discutido o caso geral com M (y) arbitrario para incluir possiveis mecanismos
de localizacao. Para tal, usaremos a métrica , os simbolos de Christoffel sao dados

por (2.29) e (2.30). Com isso, nossas equagoes para 27 em (3.48)) torna-se

G2 =0 b (B = 4L (B 2 =0, )
% =0 — D% [E~'] + EMM'e™® = % [E7Y] + B~y

—E'd g, i"i e + EMM'e™? = 0. (5.2)
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" "significa uma derivada em relacao a y. Da equagao (3.47]) notamos

Nas equacoes acima,
que o vierbein F nao possui dinamica e, portanto, podemos escolher uma condicao de
calibre e fixar E£. E conveniente definir que o parametro 7 pode ser identificado com o
tempo proprio na brana. Isso pode ser alcancado pela escolha E = €*®), Usando este

calibre e equagao (3.47), podemos mostrar que

D —1,v] __ i —2a V]
Gy (B8] = [ gui"] =0 (5.3)
e
y€2b 2 (6—2ay) 4 62aMMle—2b — li [62(b—a)y2 4 M(y>2€2a] — 0 (5 4)
Dt 2dr ' :

Portando, das equagoes (5.3) e (5.4) juntamente com as equagoes (3.47), (3.48) e a defi-
ni¢ao do momento canénico (3.49)obtemos

e %*g,, 7" = p, = constante, (5.5)

W =20 52 1 V()22 = —C2 = constante. (5.6)

Na primeira equacao acima, usamos a definicdo do quadri-momento ((3.49))

e

= - = 6_2
dz

Py ‘G’ (5.7)

Para interpretar a constante C?, podemos usar a Eq. (3.47) e (5.5) para descobrir que
C? = p2

A equagao (5.6) pode ser interpretada como a energia total E =T + U e, a
partir disso, ¢ possivel obter um potencial efetivo. A constante C? em (5.6) y = 0 tem a
forma —C? = §?|,—o + M (0)?, com a qual podemos escrever (5.6) como

e W=20W g2 — 2| — [M(y)*e* — M(0)?] (5.8)
Ao fazer isso, o ultimo termo atua como potencial efetivo
U.pp = M(y)?e*¥) — M(0)% (5.9)

Veremos como a localizacao das particulas pode ser retirada da analise desse potencial.
Vamos discutir o confinamento e a massa efetiva observada sobre a brana abaixo.

Primeiro, a particula sera confinada em uma brana colocada em y = 0 apenas
se o potencial (5.9) satisfizer

(i) éff(y)’y:() =0
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Tomando a primeira derivada do potencial efetivo
oY) = 20d'(y) M (y)* + M (y) M’ ()} =0, (5.10)
quando avaliado em y = 0, obtemos
07(0) = 2[a’(0)M(0)> + M (0)M'(0)] = 0 (5.11)
a condicao ¢ satisfeita se, e somente se, em ([5.11))
M'(0) =0, (5.12)

uma vez que a/(0) = 0 em modelos do mundo brana [15,|16}/18,/65]. Portanto, se
é satisfeita, significa que y = 0 é um ponto critico. Porém devemos avaliar
também a segunda derivada para avaliar se y = 0 é um ponto de minimo (equilibrio
estavel) ou ponto de maximo (equilibrio instavel). Além da condicio[(i)] o potencial
efetivo também deve satisfazer:

Ue”ff}y:o > 0 Tomando a segunda derivada do potencial efetivo 1) obtemos

Gply) = 20d"(y)MP(y) + 2d'(y) M (y) M (y) + M'(y)* + M (y)M" (y)]e**”)
+2a (y)Ugps(y), (5.13)

que, ao ser avaliada em y = 0 nos fornece a expressao
é’ff(O) = 2[a”(0)M?(0)+2a’(0) M’ (0) M (0)+M’(0)*+M (0)M"(0)]+2a'(0) éff(O) > 0.
Logo, se a condigao [(i)| é satisfeita, ou seja, M’(0) = 0, obtemos

£17(0) = 2[a"(0)M*(0) + M(0)M"(0)] > 0

e a condicao representa um ponto de minimo (equilibrio estavel) se a seguinte

inequacao for satisfeita

[M(y)M" (y) + M*(y)a"(y)] €*

> 0. (5.14)

y=0

Concluimos, entao, que o confinamento da particula de teste na brana depende
apenas de sua massa no espaco tempo RS 5-dimensional. Logo, a condi¢ao é
satisfeita se também o for. E juntamente com , em y = 0, nos garante
que a particula teste esteja em um ponto critico de minimo na brana e, portanto, a

particula esteja em equilibrio estavel na brana.
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Devemos lembrar que as condicoes e sao necessarias, mas nao suficientes para
confinar uma particula. Se o potencial efetivo tiver a forma de um vulcao, uma particula
com um grande momento na dimensao extra pode escapar. Portanto, dado que U,y tem

um maximo em ¥,,qz, a particula sera capturada se 9,4, = 0.

5.1.1 Massa efetiva

Na secao anterior, investigamos as condi¢oes de confinamento de particulas
testes em modelos de mundo brana RS, mas ai surge um questionamento importante:
qual é a massa efetiva observada da particula de teste? Nesse sentido, os autores em [61]
definem a massa efetiva através da restricdo gapi?4® +1 = 0, mas eles ndo fornecem uma
solucao. Nesta secdo, obtemos uma expressao geral para a massa efetiva das particulas
teste observada na brana.

Diferente do que ocorre com campos, onde a localizagao do campo é baseada
nos modos de Kaluza-Klein [94], a massa efetiva das particulas teste pode ser obtida por
uma parametrizacao afim no parametro de movimento 7 para outro parametro A. Tal
movimento é observado na hipersuperficie em y = 0 [61], chamada 3 brana, e este modelo
representa nosso mundo. Entao, para escrever a equacao do movimento como

d?xH
VIvEE 0, (5.15)
precisamos encontrar uma transformacao afim. Portanto, na brana (y = 0), devemos ter

a métrica de Minkowsky como a seguinte

dzt dx” 9
— =0, 5.16
T gx Tax e (5.16)

onde m?; é a massa efetiva da particula de teste na brana. Entao, por parametrizacao
(4.3) obtemos a equagao

daz dz” oy (AT

sy (a)
onde estamos utilizando a métrica . Uma vez que a acao é invariante sob
reparametrizacdo E(\) = £ E(f) para a nova varidvel, e por restricdes e
escolhemos a relacao sob os parametros da forma mais simples, portanto, sendo dada por
(g—f\) = 1, o que implica em E(7) = E(\). A equagao pode ser escrita como uma

derivada total na forma

E*M?(y) + gs5 (3—3)2] , (5.17)

notemos que ao escolhermos E = €2*¥), obtemos a equacdo na forma 1} e, portanto,
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ao compararmos (5.16) e (5.17) obtemos que a massa efetiva da particula teste ao longo

da dimensao extra é dada por
mepy = WM (y) + eV gssi?, (5.18)

Uma outra maneira de obter a expressio (5.18) vem da expressido (5.6) e usando p* =
—msz7 uma vez que usamos a mesma escolha do vierbein E = e2*®). Da discussao do final

da sec¢ao anterior, podemos substituir ¥maz € Ymar = 0 na equagao (5.6)) para obter [4§]
mgff = M?(Yrmag ) €22 Wmaz). (5.19)

Assim, a expressao nos dé a massa efetiva méxima que da particula da particula
teste que pode ser observada na brana e esta é intimamente relacionada ao ponto de
retorno ¥,,... Evidentemente, se o ponto de retorno y,,., nao existe, a massa efetiva ([5.19)
nao tem significado fisico. Para este caso, a particula nao esta confinada e o conceito de
massa efetiva sobre a brana nao tem sentido. Agora, podemos aplicar o procedimento
acima a casos especificos.

Num ponto de vista geral, a particula adquire velocidade ao longo dimensao
extra, entao haverad uma energia cinética que implicard em um aumento na massa efetiva,
como pode ser visto na equacao portanto, o movimento da particula teste ao longo
da dimensao extra é caracterizado pelo aumento da massa. Podemos, entao, analisar a
massa efetiva da particula em modelos RS-11, e entao avaliar os valores observaveis.

Iremos aqui nesta subsecao, encontrar a massa efetiva dos modelos vistos

na literatura, como segue abaixo:

e Particula teste Livre: Como vimos na secao [4.2] a particula livre nao é confinada,
em concordancia com [46,47|, portanto, particulas livres ndo podem ser confinadas
estavelmente na brana. Para confinar particulas teste, é necessario acoplar a parti-
cula teste com algum campo que dependa apenas da dimensao extra e que satisfaca
a equacao e . Portanto, como nao sao confinadas, particulas teste livres

nao possuem massa efetiva na brana.

e Particula teste acoplada com o campo escalar: Para uma particula teste acoplada

com o campo escalar, cuja massa é dada por M?(y) = Mg+ h?¢? [47]. Ao substiuir-
mos essa massa nas equacaoes (5.10)) e (5.13) obtemos a desigualdade

), Mg
12M3

> 0, (5.20)

e entdo obtemos a mesma condigao (4.37): M¢ < 12M1(D3)h2, para particulas teste
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com massa nua nao nula, M2 # 0 e h pode assumir qualquer valor para particulas

teste nao massivas, Mg = 0.

Entao, uma particula teste massiva, My # 0, é observada na brana, onde a
massa efetiva (5.19) dada por

12MP 02 < mle < [12MS) + ¢2 (yunax )| 2224 0ma0), (5.21)

onde Ynax € dado por (4.35), e representa o ponto maximo do potencial efetivo ,
que é o ponto onde a equacao ¢ satisfeita (veja a Fig. , para h = /3). Entdo, se
a particula de teste tem uma massa que nao satisfaz as desigualdades e , a
particula de teste nao pode ser confinada de forma estavel.

No caso de particulas de teste com massa nua nula, My = 0, a massa efetiva

na brana ¢ obtida tomando o limite quando M2 — 0 na equacao (5.21)), entao temos
R2¢?(0) < m < h*0* (Yman); (5.22)

mas ¢(0) = 0, portanto, na brana, a particula de teste pode ser observada como uma

particula teste nao massiva desde que esta possua velocidade ao longo da dimensao extra.
meg = 0, (5.23)

mas note que devido a equagao (5.22)) a particula pode também ser observada como uma
particula massiva. Além disso, o0 momento candnico no campo de fundo (4.25), para
Mg = 0 dado por PAP, = —h2¢? e pode assumir valores valor nulo, o que concorda com

os resultados obtidos em [47].
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6 LOCALIZACAO DE PARTICULAS BOSONICAS ACOPLADAS NAO
MINIMAMENTE COM O DILATON E DA SUPERPARTICULA
TESTE

6.1 Confinamento de particulas teste acopladas nao minimamente com o di-
laton

Na secao ([2.3), vimos que o dilaton atua de forma a modificar a métrica espago-
tempo, permitindo-nos escolher um campo apropriado da forma m(y) = —\/m a(y) e
bly) = ia(y) de modo que a equacao (2.23) permaneca inalterada; ressaltamos que a
particula livre neste novo cenéario também nao ficard confinada.

Aqui vamos propor um mecanismo para confinamento das particulas baseado
na generalizacao da teoria escalar-tensorial mais simples, também chamada teoria de

Jordan-Brans-Dicke. A acao da teoria é dada por
T W < S L1 ~
S = / {¢R - ZgABaAd)aW g2d*z 4+ Sy[®, §as),

onde gy, é a métrica do espaco tempo (também chamado de referencial conforme de
Jordan), R é 0 escalar de curvatura, w é uma constante de acoplamento adimensional, qg é
um campo escalar e @ representa campos de matéria. Faz-se uma transformacao de Weyl
na métrica g4 p afim de contruir uma generalizacao desta teoria que permita acoplamentos
mais fortes do campo escalar. Entao, é definida outra métrica g, do, chamado, referencial
conforme de Einstein e um outro campo escalar m dados por

gap = (26%0)dan

1

3\ 2 ~
T o= — (w + 5) In(2K29),
onde k2 é uma constante. Com essa nova métrica podemos obter uma a¢io equivalente

R g*B0smdpm] 1, 27
5:/[272—2—52 gt Sl sl

onde R ¢ o escalar de curvatura no referencial de Einstein e [49]

~ 1
A:—7 ¢:_6—2)\7r

Na nova agao obtida, o novo campo escalar, chamado dilaton (7), é obtido e todos os cam-

pos de matéria sao acoplados com a métrica, isto é, a Lagrangeana de matéria aparece

A

somente na combinacdo gape*™ . No caso mais simples onde a matéria é fenomenolo-
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gicamente representada por um conjunto de particulas pontuais de massa M, a acéo de

Sy = — Z/Me”ds (6.1)

que pode ser reformulada como uma massa dependente do espaco-tempo no referencial

matéria se torna

de Einstein, M = Me ™, onde M é a massa constante no referencial de Jordan [49,50).
Para resolver isso, propomos a particula teste acoplada nao minimamente ao
campo de dilatacao,
MZE — e*™ M2, (6.2)
cujo momento conjugado passa a ser PyP4 = —MOQeQ’\”(y), permite confinar a particula

na brana.

6.1.1 Acoplamento com dilaton no espaco-tempo RS deformado

Conforme mostrado na introdugao, a agdo para a particula teste (3.45)), para

M?(y) = e M2, pode ser escrito como:

1
S5=1 / (—gapiti® + M2e2™) dr, (6.3)

onde escolhemos a nova variavel E(0) = 1, como vimos anteriormente. Usando a condigao
de confinamento da particula teste (5.10]) e (5.13]) e substituindo a massa desta particula
teste dada por (6.2)), obtemos a desigualdade

M2(=X\/3M5Y 4+ 1)d"(0) > 0. (6.4)

Mas como a! < 0 para todos y, a desigualdade acima ¢ satisfeita se
1

> -
~VBME

para uma massa nua nao nula da particula de teste na massa, MZ # 0. Para o caso em

(6.5)

que a massa nua da particula teste ¢ nula, M? = 0, a desigualdade (6.4) nao é satisfeita,
portanto, a particula de teste sem massa nao é confinada.
Entao, uma particula de teste no espaco 5-dimensional com massa nua nao

nula, My # 0, é observada na brana com massa efetiva maxima ([5.19) dada por

m2,, = M2 1=A/3MD), (6.6)
onde Y, pode ser obtido analisando a equagao do potencial efetiva (5.9), que é dada por

Ueff(y) — Mg(eQas(l—)\ 3M1(33)) _ 1)’ (67)
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onde o caso para uma particula teste livre ¢ obtido quando tomamos A = 0. Porém, se a

relacao (6.5 for satisfeita, analisamos a segunda derivada do potencial efetivo (6.4)
e,}f(y) = 2(—1/3M3IN+ Da’e2Xm+es) L g(\n' 4 al)2e2Omtas),

Notamos que o primeiro termo ¢ positivo, uma vez que (¢')? = —12M1(33)a;’ para todos os
valores de y e o segundo termo do a expressao acima é sempre positiva, ou seja, a segunda
derivada do potencial efetivo é positiva para todos os valores de y implicando em
um potencial MAXIMo com Ypap — 00 € Uesf(Ymaz) — 00. Portanto, a massa efetiva da

particula livre acoplada ao campo de dilaton na brana pode assumir qualquer valor,
m?; < oo, (6.8)

Além disso, ndo ha restricoes quanto & massa da particula teste causal no espaco 5-
dimensional, e é valido para brana deformada por qualquer valor de s. Somos capazes de
resolver o problema da massa limitada em [47], mas pagando o pre¢o que as particulas do

tipo luz nao ficam confinadas de forma estavel na brana.
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Figura 3: Comportamento de confinamento do potencial efetivo deformado Veyy,
quando a interagao é levada em consideragao (linha fina) para uma escolha particular
das constantes (Mg =3, b= 3, c=1, M} = 0.3, A = 1.5), em comparagdo com o caso
quando nao ha interagao (linha marcada), ou seja, para A = 0.
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6.2 Confinamento de superparticulas

Antes de discutir o confinamento da superparticula teste, é conveniente esco-
lher as condigoes de calibre para as duas simetrias mencionadas na se¢ao Vamos
escolher £ = €2*, como na particula bosonica, e y = 0 [51]. Da Eq. (3.78)) implica que &

¢ uma constante. As outras equacoes acima podem ser simplificadas para

gapiii? + MZe' =0, (6.9)
gapt P + Mye**e =0, (6.10)
D A
DwT =0, (6.11)
= [e72*] + L RA P = 0 (6.12)
Dr 9 SBR o '

Como vimos para o caso da particula bosonica, estamos interessados em ana-
lisar as equagoes para o componente y. Da equagao (6.12)), obtemos as equagdes para os

componentes de z

D . i .
Dy L]+ R0t
+iRY,, PPYPE = 0, (6.13)

D . 5, ., . .
gWD_T [6 2 } + 1Ry oYY

+%Ruupa¢”w%b” =0. (6.14)

Substituindo os tensores de Riemman (22.31]) e (2.32)) em (6.13)) e (6.14)), respectivamente,

obtemos:

D [e72%df] +i[a" — a'b]prery

DTt
+iMyyree?ab g2 =, (6.15)
D
Dr [e7%] = iMy [a" + a* — a'V] X ey, (6.16)
Na equacao acima, usamos a restricao
e2by?¢y + 62(177;“/3.7#770” + M062a€ =0 (617)

que foi obtida de (6.10]), para eliminar a dependéncia em i#. Para encontrar as constantes

de movimento, precisamos usar as equagoes para M. Da Eq. (6.11]) e usando os simbolos
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de Christoffel (2.29) e (2.30), obtemos

PP+ i + yPyla =0, (6.18)
Y+ (b + a) + EMye*?a’ = 0. (6.19)

Podemos multiplicar a Eq. (6.19)) por & e usar a restrigdo (6.17)) para encontrar a solugao
PY(T)E = Pige . (6.20)

Agora, podemos multiplicar as Eqs.(6.18)) e (6.19) por ¥¥ e ¢, respectivamente, para
obter

% 0]+ g0 (b -+ 20) + Moge™ *a/y” =0, (6.21)

Finalmente, a partir da equagao acima, podemos mostrar que

% [¢y¢p62a+b} 4 MO§64a—ba/¢p — 0. (622)

Com esta expressao, podemos discutir se a superparticula teste pode ser confi-

nada. Se usarmos nossas relagoes anteriores (5.3)), (5.4)), (6.20]) e (6.22)) na equacao (6.15)),

obtemos
d dpﬂ
s L Yohte 2a / _ —
d
— [e% 2ay 2 —|—M2 2a _ QZMO&py a=b /} = 0. (6-24)

dr

Na primeira das equacoes acima, definimos o momento conservado ([3.75|)
P =it 4 ipvyte*a (6.25)

Para interpretar a constante proveniente da equagao (6.24)), devemos usar nossa restri¢ao

de massa(6.9) e equacio (6.25) para obter

—p? = e® 202 4 V2620 _ 9 Mo Eqple™0d, (6.26)

com p? = 1,,p"p”. Assim, como antes, podemos interpretar o termo no lado direito da

equagao (6.26) como uma energia total e
Uepr = M | — —gw abg!| | (6.27)

Primeiro, quando 9" & zero, o tltimo termo no lado direito da equacdo acima é zero.

Portanto, obtemos os resultados discutidos anteriormente para a particula teste bosonica,
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dados pela Eq. (5.9) com M(y) = M,. Agora, por causa das variaveis de spin, obtemos
uma nova peca no potencial efetivo U.s¢ da particula. Assim, o spin modifica o potencial
efetivo devido & interacao deste com a curvatura. Com isso, temos a possibilidade de

confinar a superparticula teste.
6.3 Aplicacao

Para o caso sem massa, vemos na Eq. (6.27) que U.ss = 0. Portanto, assim
como no caso bosonico, a superparticula teste nao esta confinada. Entretanto, para o caso
massivo U.ss tem uma correcao devido as variaveis de Grassmann. A figura (4)) mostra

um grafico do potencial efetivo (6.27) para a brana espessa apresentada em [15], a saber,

a(y) = In[sech? (cy)], b(y) =0. (6.28)

te(y)

I I
-4 -2 0 2 4
cy

Figura 4: Plot de u.sy = Uppp/MG para o modelo 1) como=1ed= Mlofv,bg.

Como podemos ver, y = 0 nao é um extremo para este potencial efetivo. Na
verdade existem dois pontos extremos, e um deles é o minimo. Portanto, a superparti-
cula teste pode ser localizada no minimo desse potencial. No entanto, essa localizacao
nao ocorre em y = 0, mas em um ponto ligeiramente deslocado da origem. Conclusoes
semelhantes também sao obtidas para outros modelos como, por exemplo, a brana tipo
delta [5], a brana espessa apresentada em [16] ou a brana espessa com estrutura interna
obtida em [18/64,65]. Da Fig.() podemos concluir que qualquer particula sobre a brana
escapard para a dimensao extra. Observe que Ur¢(y = 0) > 0 e para y grande o potencial
é nulo. Portanto, qualquer particula sobre a brana vai para o infinito.

Uma possibilidade interessante é procurar modelos em que o minimo de Uy
coincida com a posicao da brana. Como nosso U.ss é assimétrico, devemos procurar
modelos de brana com a mesma propriedade. Eles sao chamados de mundos-brana as-
simétricos e foram discutidos por D. Bazeia et.al. em [66-68|. No entanto, para esses

modelos, também descobrimos que a superparticula teste nao é localizada. Parece que ha
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alguma propriedade geral do potencial (6.27]) que proibe o confinamento. Deixe-nos agora

mostrar isso. Primeiro observe que
Lip = 2Mge*a — 2Moe* " [a” + a”® — a'V'] . (6.29)

Agora devemos lembrar que para qualquer mundo-brana, devemos ter que na posicao da

brana o'(yg) = b'(yg) = 0,a"(yg) > 0 e com isso, obtemos que

Lirlyp) = —26e*"a” # 0. (6.30)

Portanto, concluimos que na posi¢cao da brana nunca temos um minimo de Ugss. No
entanto, poderiamos ter a possibilidade de que a particula fique presa em torno da posicao
da brana e nao escape para o infinito. Para analisar isso, usamos as propriedades gerais

a(yg) = 0,e*(c0) = 0 para obter
AUess = Ues(00) = Ues(yp) = —Mg. (6.31)

Portanto, o potencial no infinito é sempre menor do que o potencial sobre a brana e

qualquer superparticula teste sobre a brana escapara para o infinito [48].
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, discutimos o confinamento de particulas de teste em mundos-
brana de codimensao um. No6s primeiro discutimos a particula de teste bosénica e depois
conduzimos a discussao sobre o confinamento da superparticula teste. A localizacao de
particulas de teste bosonicas ja foi estudada anteriormente na literatura. Para o modelo
RS-1II tipo delta, [46] discutiu o confinamento de uma particula de teste livre. Para a brana,
espessa, a discussao foi apresentada em [47], onde os autores propuseram um mecanismo
de localizacao.

Na discussao da particula de teste bosonica, nés estudamos os casos massivo e
sem massa. Para o caso livre, obtivemos as quantidades conservadas dadas nas equacoes
e (5.6). A partir disso, mostramos que o0 movimento na dimensio extra pode ser
desacoplado das outras coordenadas. Mostramos que este movimento pode ser descrito
pelo potencial efetivo , a saber,

Ueps = M(y)*e* — M(0)*. (7.1)

Com este potencial, o confinamento pode ser alcancado se as condigoes Ucfff(O) =0e
é’f f(O) > () forem satisfeitas. Para as particulas massivas livres, essas condicoes implicam
que a”’(y) > 0. No entanto, para todos os modelos do mundo brana com gravidade
localizada, as equagoes de Einstein nos fornecem a”(y) < 0 [5,/15,/16,/18,64,65|. Portanto,
o condi¢do necessaria para confinar as particulas massivas, a saber, a”(y) > 0, ndo pode
ser satisfeita. Este resultado estd de acordo com o obtido nas Refs. [46,47] por outros
meios. No entanto, o caso sem massa nao foi considerado nas Refs. [46,47], visto que
suas acoes sao mal definidas para M = 0. Usando uma acao quadratica, mostramos que
é valido para ambos os casos. Para M = 0, obtemos que é zero e, portanto, a
particula sem massa nao esta localizada sobre a brana.
Em seguida, propusemos um novo mecanismo de localizacao para a particula
massiva, substituindo

My — M(y) = Mye™ W,

onde m(y) é um campo escalar chamado dilaton. Este novo mecanismo é uma alternativa
ao apresentado na Ref. [47], onde foi proposto um acoplamento com o campo escalar
dado por My — /Mg + h2¢?. Com este mecanismo, o confinamento pode ser obtido para

particulas com valores de massa que satisfacam My < \/§% Usando nosso mecanismo de
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localizacao [48], mostramos que é possivel obter um potencial efetivo modificado dado por
U.pp = M2 <62(1—A1 [3MA 1) . (7.2)

Mais uma vez, aplicamos as condi¢oes de confinamento para obter

A > ﬁ
p
Este resultado apresenta a caracteristica interessante de nos permitir confinar particulas
com qualquer massa (Mg > 0). Nesse sentido, o acoplamento com o campo de dilaton
parece proporcionar um confinamento mais eficiente das particulas massivas.
Para concluir a analise, discutimos a superparticula teste, apresentada por 4D
em [?,[62,63]. Este estudo ainda néo foi realizado no contexto do mundo brana. Assim

como na particula de teste bosonica, ela foi discutida para os casos massivo e sem massa.

Descobrimos que o potencial efetivo modificado ¢ dado por (6.27)), a saber,
2 2a 2 Yy _a—b 1/
Uepp = My | — —&ipge" a’| .
My

A modificacdo neste potencial esta intimamente relacionada a presenca das variaveis de
spin ¥4 e €, o que introduz uma interacdo com o tensor de curvatura de Riemann. A
analise do confinamento foi primeiro realizado graficamente. Da figura (4]), concluimos
que o potencial acima nos permite localizar as particulas de teste com spin em uma
posicao préoxima & brana, mas nao sobre ela. Ao analisar as caracteristicas gerais do
potencial acima, fomos capazes de mostrar que, de fato, qualquer particula sobre a brana
escapara para o infinito. Isso é valido para fatores de dobra geral a(y) e b(y). Além disso,
o potencial acima também é valido para o caso sem massa, e nés poderiamos concluir
que as superparticula testes sem massa também sao nao localizadas. Portanto, nem a
particula bosonica nem a particula livre em rotacao podem ser localizadas sobre a brana.
Isso é muito diferente da descricao do campo, onde o campo escalar livre esta localizado,
mas os campos de spinor e calibre nao.

Finalmente, devemos apontar que, devido a presenca da supersimetria de linha
de mundo, a possibilidade de acoplamentos é muito restrita. Por exemplo, nao é possivel
introduzir um acoplamento com os campos escalares ou dilaton acima sem quebrar essa
simetria. No entanto, podemos considerar o caso com mais de uma supersimetria e spins
ainda mais altos do ponto de vista da linha de mundo [69,[70]. Outra possibilidade &
considerar a supersimetria do espaco-tempo do ponto de vista da linha de palavras, como
na superparticula de Brink-Schwarz ou mesmo na descricao de espinor puro covariante

[71,72]. Portanto, a introducao de variaveis de Grassmann abre uma nova via de pesquisa



sobre confinamento de particulas de teste em mundos-brana.
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APENDICE A - TRANSFORMACOES DE PARAMETRIZACAO E
SUPERSIMETRIA LOCAL PARA A ACAO DA
SUPERPARTICULA NAO MASSIVA

A agdo (3.51) é invariante por reparametrizagdo no parametro T — 7/(7) =
7 — f(7), segundo as variagoes (3.5313.56)), como segue abaixo:

SL = % (25100, — 2B — g5, — i, + B 0,0 — iB i,

1 . . .
—iETNGi Y, — BT, = [29’:“( fin + fi,) — 2B X(fE + fE)
—i (fib + fiu) — i f0? B (B + fB) = iB7 (FX + f)i e,
1 s . 1 ren d
BTN+ f), BT XS] = (L), (A1)
A agdo (3.51) é invariante por transformagdes de supersimetria local (3.58]),

como segue abaixo:

5L = % [ZE‘%“MM — $2E2E — i) oy, — iy, + iE i, 0 E — iE yitp,
BT X6, — B iy, = % {2@E*1¢#(aw# + v, — iE %i%ay
i (Eljju _ %E1X¢u> %L — it {d (Elx'u — %Elxwﬂ)
ta <E—1j3# — E%Ei, + %E‘2Exwu — %E—lm — %E‘1X¢u>}
—E2an2itp, — 2E it — iE7 x(foaah! + icapt )i,

. ; d
miphia (8- ) b= S @B ) (A.2)
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