B

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

CENTRO DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA
MESTRADO ACADEMICO EM ENGENHARIA DE TELEINFORMATICA

ARTUR RODRIGUES ROCHA NETO

ATRIBUTOS GEOMETRICOS INVARIANTES AS TRANSFORMACOES AFINS
PARA REPRESENTACAO DE NUVENS DE PONTOS E UM ARCABOUCO PARA
EXTRACAO DE MOMENTOS ALGEBRICOS

FORTALEZA
2020



ARTUR RODRIGUES ROCHA NETO

ATRIBUTOS GEOMETRICOS INVARIANTES AS TRANSFORMACOES AFINS PARA
REPRESENTACAO DE NUVENS DE PONTOS E UM ARCABOUCO PARA EXTRACAO
DE MOMENTOS ALGEBRICOS

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em Engenharia de Teleinformatica
do Programa de Pds-Graduag@o em Engenharia
de Teleinformética do Centro de Tecnologia
da Universidade Federal do Ceard, como
requisito parcial a obten¢do do titulo de mestre
em Engenharia de Teleinformatica. Area de
Concentracdo: Engenharia de Teleinformatica

Orientador: Prof. Dr. José Marques Soa-
res

FORTALEZA
2020



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

R571a  RochaNeto, Artur Rodrigues.

ATRIBUTOS GEOMETRICOS INVARIANTES AS TRANSFORMACOES AFINS PARA
REPRESENTACAO DE NUVENSDE PONTOS E UM ARCABOUCO PARA EXTRA(;AO DE
MOMENTOS ALGEBRICOS/ Artur Rodrigues Rocha Neto. — 2020.

74f.:il. color.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Tecnologia, Programa de Pos-
Graduacdo em Engenharia de Teleinformética, Fortal eza, 2020.
Orientacdo: Prof. Dr. Jos& Marques Soares.

1. Nuvens de Pontos. 2. Momentos. 3. Decomposi¢cdo em Valores Singulares. 4. Polindmios Ortogonais. |.

Titulo.
CDD 621.38




ARTUR RODRIGUES ROCHA NETO

ATRIBUTOS GEOMETRICOS INVARIANTES AS TRANSFORMACOES AFINS PARA
REPRESENTACAO DE NUVENS DE PONTOS E UM ARCABOUCO PARA EXTRACAO
DE MOMENTOS ALGEBRICOS

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em Engenharia de Teleinformatica
do Programa de Pds-Graduag@o em Engenharia
de Teleinformética do Centro de Tecnologia
da Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial a obten¢do do titulo de mestre
em Engenharia de Teleinformética. Area de
Concentracdo: Engenharia de Teleinformatica

Aprovada em:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Marques Soares (Orientador)

Prof. Dr. Jodo Paulo Papa
Universidade Estadual Paulista Jilio de Mesquita
Filho (UNESP)

Profa. Dra. Michela Mulas
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. George André Pereira Thé
Universidade Federal do Ceara (UFC)



Para Artemisia e Antdnio (in memoriam).



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. José Marques Soares, por me orientar mais uma vez na vida académica.

Ao Prof. Dr. George André Pereira Thé, por co-orientar esta dissertacdo de mestrado
e por me ensinar a duvidar de tudo (mas sem perder a ternura jamais).

A Prof®. Dr?. Natdlia Maria Cordeiro Barroso, pela ajuda na revisio deste trabalho e
por me ajudar a mostrar como a matemadtica pode ser mais rica do que aquela que eu aprendi na
graduacao.

A todos os membros do grupo interFACES, por serem os melhores colegas de
pesquisa que eu poderia pedir.

Aos demais professores do Programa de Pds-Graducdo em Engenharia de Teleinfor-
madtica (PPGETI), com os quais eu tive o privilégio de aprender, debater e refletir sobre diversos
temas e assuntos, ndo somente ciéncia e tecnologia.

A minha familia (Ageisa, Samuel, Armizia, vovd Artur e Seu Antdnio) e aos meus
grandes amigos (Glicia, Hamlet e Jy), por serem verdadeiros pilares emocionais em minha vida.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), em
nome dos seus membros sérios e verdadeiramente interessados pelo desenvolvimento da ciéncia
e tecnologia no Brasil, pelo financiamento da pesquisa de mestrado via bolsa de estudos.

Por ultimo, registro meu mais profundo agradecimento e imensurdvel respeito a
todos os profissionais de satude e de servicos essenciais que trabalharam para manter a sociedade
cearense firme durante a primeira onda da pandemia de COVID-19, cuja ascendéncia e pico de

nimero de casos ocorreram durante a formalizacdo do texto desta dissertagao.



“Para que serve a utopia? Serve para isso: para
que eu nao deixe de caminhar.”

(Eduardo Galeano)



RESUMO

As imagens tridimensionais (imagens 3D) permitem um estudo mais preciso de formas e superfi-
cies pois estas guardam informacgdo de profundidade. Em comparacao as imagens bidimensionais
(imagens 2D), as imagens 3D superam algumas limitacdes daquelas em alguns cendrios praticos.
Entretanto, muitas dreas de aplicag¢do ainda dependem de etapas de pré-processamento bastante
invasivas nas imagens 3D, frequentemente demandando parametrizagdes a priori. Tais depen-
déncias das imagens 3D impactam na etapa de extracdo de atributos, seja limitando as opc¢oes de
métodos que possam ser usados, seja prejudicando os atributos extraidos e, consequentemente,
nos resultados obtidos. A contribuicdo deste trabalho divide-se em duas. A primeira consiste de
uma nova representacao para imagens 3D calculada a partir de uma nuvem de pontos. A segunda
¢ materializada pela proposta de um arcabougo para a extracdo de atributos baseado em Momen-
tos Algébricos, que tem como entrada de dados tinica a nova representacao para imagens 3D.
Montada a partir de informagdes locais de superficie e sem a necessidade de quaisquer técnicas
parametrizadas, o formato foi chamado de Matriz RABG e se propde a resolver o problema das
trés invariancias oriundas das transformacdes afins: translacdo, escala uniforme e rotagdo. O
arcabouco de extracdo de atributos herda as propriedades de invariancia e € definido em termos
modulares, permitindo a constru¢ao de qualquer sistema de extracdo de Momentos Invariantes.
Avalia-se o aspecto invariante através de demonstracoes e de experimentos empiricos. O poder
de descri¢do do arcabougo de extracio proposto € testado a partir de trés Fun¢cdes Momentos que
foram aplicadas em um cendrio de classificacdo de individuos a partir de faces representadas por

nuvens de pontos.

Palavras-chave: Nuvens de pontos. Momentos. Decomposicao em Valores Singulares. Polind-

mios Ortogonais.



ABSTRACT

Three-dimensional images (3D images) allow a more precise study of shapes and surfaces by
means of depth information. Compared to two-dimensional images (2D images), 3D images
overcome some limitations impose in some pratical scenarios. However, many application
areas still depend on very invasive pre-processing steps in 3D images, often requiring a priori
parameterization. Such dependencies of 3D images reflect on the feature extraction step, either
limiting the options of methods that can be used or by impairing the extracted attributes and,
consequently, the obtained results. The contribution of this work is two-fold: a new representation
for 3D images calculated from a point cloud and a feature extraction system framework based
on Moments that has the aforementioned format as the only input. Assembled from local
surface information and without the need for any parameterized techniques, the format was
called RABG Matrix and proposes to solve the problem of the three invariances arising from the
transformations of translation, uniform scaling and rotation. The feature extraction framework
inherits the invariance properties and is defined in modular terms, allowing the construction of
any Moment Invariants. The invariant aspect is evaluated through demonstrations and empirical
experiments. The description capacity of the feature extraction framework is tested by designing
three Moment Functions which were used in a scenario of classification of individuals from faces

represented by point clouds.

Keywords: Point clouds. Moments. Singular Value Decomposition. Orthogonal Polynomials.
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1 INTRODUCAO

O ser humano percebe o ambiente ao seu redor através de seus cinco sentidos princi-
pais: olfato, paladar, audi¢do, tato e visdo. Desses, a visdo desempenha um papel majoritirio
na experiéncia sensorial. O cérebro humano instintivamente procura por padrdes dentro de
estimulos visuais, que servem de informagao para um grande conjunto de tomadas de decisao.

A curiosidade por modelar a visdo em termos de sistemas matematicos deu inicio a
um série de estudos e pesquisas a partir da década de 1960, formalizando na década de 1970 uma
area do conhecimento chamada Visao Computacional (SZELISKI, 2010). O objeto de estudo
principal da Visdo Computacional é a imagem, a estrutura que armazena a percep¢do de forma e
conteddo de uma cena (i.e particao) do mundo real.

Além de atenta com as maneiras de adquirir as imagens e os dispositivos eletronicos
utilizados, a Visao Computacional se alia com a estatistica e a dlgebra a partir do Reconheci-
mento de Padrdes e, juntos, passam a compartilhar técnicas, modelos matemaéticos e algoritmos
computacionais para a andlise de imagens, extraindo delas significancia.

Cada uma dessas trés etapas (aquisi¢do, andlise e significancia) apresenta um con-
junto de desafios e limita¢des proprias. Nenhum sistema de aquisicdo de imagens € capaz
de extrair de uma cena todos os seus datalhes; condi¢des de iluminacdo, angulo e posi¢ao do
dispositivo de captura, além de falhas de natureza aleatdria, influenciam na imagem gerada,
tornando-a assim uma mera aproximacdo do real. A etapa de andlise deve compensar a diferenca
entre a imagem aproximada e a real; como medidas de mitigagcdo aplicaveis, pode-se delimitar
caracteristicas de mais importancia, filtrar distor¢des e real¢ar detalhes. A significancia de todo
o processo deve estar alinhada com as etapas anteriores, tornando os resultados e as conclusdes
obtidas consistentes e alinhadas com as perguntas de pesquisa que se deseja responder.

Ja € possivel aplicar técnicas e modelos bastante robustos no trato de imagens
bidimensionais (ou imagens 2D), como segmentacido (AL-KOFAHI et al., 2018), classificacdo
(BENOUINI et al., 2019) e reconstrucao (YAMNI et al., 2019). E natural que, com o advento de
novas técnicas de aquisi¢do de imagens em novos formatos, também novas técnicas de andlise e
significancia sejam propostas. E o caso da popularizacio de dispositivos que capturam imagens
tridimensionais (ou imagens 3D), dando margem a um novo campo de pesquisa em andlise
e extracdo de atributos de cenas do mundo real. Além das vantagens inerentes das imagens
bidimensionais em relagdo as tridimensionais (robustez a baixa iluminac¢ao e armazenamento

de atributos geométricos, para citar apenas algumas), tarefas como alinhamento (tamabém
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conhecido como corre¢do de pose ou registro, (BESL; MCKAY, 1992)), reconhecimento de
objetos e odometria sdo desafios de engenharia que exploram as imagens 3D.

Virios estudos exploraram o uso de Fun¢cdes Momento (ou apenas Momentos) como
extratores de atributo em imagens tridimensionais; classificacdo de faces humanas, reconstru¢ao
de objetos e mapeamento de ambientes estdo entre suas aplicagdes mais comuns (SIQUEIRA et
al., 2018; MESBAH et al., 2016; WANG et al., 2019). Entretanto, problemas como ruidos e
independéncia de sistema de aquisi¢do ainda sdo problemas que abrem espaco para mais pesqui-
sas. Tais problemas sdo comumente resolvidos com a adi¢ao de etapas de pré-processamento
nas imagens, que podem ou nao serem invasivos (i.e modificam consideravelmente a superficie
analisada).

Podemos delimitar um sistema completo de andlise de imagens tridimensionais tal
como o de qualquer outro experimento de andlise exploratdria e extracao de atributos: defini¢ao
dos dados de entrada, etapas de pré-processamento, extracdo de atributos, geracao de modelos
e avaliacdo de resultados. O formato dos dados de entrada influencia diretamente os passos
de andlise seguintes, sobretudo na técnica de extracdo de atributos e, portanto, nos resultados
obtidos.

Entre os formatos de representacdo de imagens 3D, podemos citar as nuvens de
pontos, as malhas triangulares, o cuboides (ou voxels) e as imagens de profundidade. Dessas, a
nuvem de pontos € considerada a mais simples. Tal simplicidade de aquisi¢ao e armazenamento
trazem limitagcdes a todas as etapas de andlise, sobretudo no pré-processamento.

O processo de andlise téorica e pritica e permeado por experimentagdes empiricas,
realizado durante esta pesquisa, apontou que os formatos de representacdo de imagens 3D
mais comuns apresentam grande dependéncia de etapas de pré-processamento para que, sO
entdo, possam ser usados como entrada de um modelo de extracdo de atributos. Neste contexto,
podemos apontar como o maior desafio a busca por uma representagdo normalizada, mas que nao
imponha outras dependéncias externas (e.g sistema de aquisi¢do bem controlado, parametrizagdes
externas conhecidas a priori, filtragens invasivas) ao sistema de andlise de imagens 3D.

Estudos preliminares que serviriam de base para esta dissertacdo foram inicialmente
discutidos no artigo Revisitando Momentos de Zernike para Reconhecimento de Padroes em
Nuvens de Pontos, apresentado no XIV Congresso Brasileiro de Inteligéncia Computacional -
CBIC, em 04 de Novembro de 2019. Até entdo, pretendia-se resolver o problema das invariancias

na etapa de extracao de atributos. O uso de Momentos, especificamente os Momentos Ortogonais
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de Zernike, mostrou grande capacidade descritiva em problemas de classificacdo, mas para
alcancar a invariancia a rotacdo era necessdrio uma formulacdo com capacidade descritiva
reduzida.

Iniciou-se entdao uma investigacdo em busca de conceber uma nova representacao
de imagens 3D, especificamente a partir de uma nuvem de pontos, que resolve os problemas
de normalizacgdo espacial (translacao, escala e rotacdo) e que seja montada a partir apenas de
informacdes presentes na superficie (i.e natureza local), sem quaisquer dependéncias com sistema
de aquisi¢do, e que pudesse servir de entrada para um sistema de extracdo de atributos capaz de
gerar vetores de atributos também invariantes.

Partindo das nuvens de pontos, este trabalho propde um novo formato para andlise
de imagens 3D. Essa nova representacao pretende resolver trés problemas comuns em andlise de
imagens tridimensionais, todos relacionados ao pré-processamento espacial das superficies: nor-
malizacdo da localizacdo espacial, normalizacdo do tamanho/escala e orientacao espacial. Cada
um desses desafios estd relacionado as transformacgdes geométricas de translagcdo, escalamento e
rotacdo, respectivamente, chamadas de transformacdes afins (STRANG, 2016).

De posse do novo formato, um sistema de extra¢ao de atributos se faz necessario
para uso em vérios cendrios de Reconhecimento de Padrdes, como, por exemplo, classificagdo. O
sistema proposto € baseado em Momentos, entes algébricos que relacionam o grau de semelhanca
entre duas fungdes. O sistema de extracdo de atributos € invariante as transformacdes afins (por
usar o formato invariante como entrada) e pretende ser modular, de forma que a proposta de
extrator de atributos corresponde a um arcaboucgo de onde se pode montar facilmente qualquer

funcdo de extragdo de atributos.

1.1 Objetivos

O primeiro objetivo deste trabalho é propor um novo formato de representacao para
nuvens de pontos que agrupa atributos geométricos invariantes as tranformagdes de translacao,
escalamento uniforme e rotacdo. Chamado de Matriz RABG, esse formato pode ser visto
como uma representagao geometricamente normalizada a partir de atributos de natureza radial e
angular.

O segundo objetivo € apresentar um arcabouco de sistema de extracdo de atributos
e montagem de vetor de atributos baseado em Momentos que tenha como entrada uma nuvem

de pontos no formato proposto pelo primeiro objetivo. A redugdo de dimensionalidade, ou
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seja, a diminui¢ao do espaco do problema e retencao das caracteristicas mais descritivas € um
desafio presente em problemas de Reconhecimento de Padrdes; mostramos que as caracteristicas
invariantes do formato sio herdadas pelo sistema de extracao de atributos.

Sdo objetivos adicionais: avaliar numericamente a invariancia do formato e dos
Momentos calculados a partir do sistema de extracao de atributos e experimentar o poder de
descri¢ao do método com um estudo de caso ilustrativo em um cendrio de classificacio de faces

humanas.

1.2 Organizacao deste Trabalho

Este trabalho esta dividio da seguinte maneira. No Capitulo 2 sdo apresentados
todas as ferramentas matematicas necessdrias para a compreensao da proposta: definicao formal
de nuvem de pontos, conceituacdo de Momentos e Decomposicdo em Valores Singulares. No
Capitulo 3, o método é apresentado em termos de defini¢des, demonstragdes e um algoritmo. O
Capitulo 4 traz os resultados de experimentacdo: andlise de invariancia e taxas de classificagao
do cendrio de teste. Por fim, propomos um discussao final do método, suas limitacdes e sugestoes

de novas pesquisas no Capitulo 5.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Para alcancarmos o formato de representacdo proposto e o sistema de extracao de
atributos, iniciaremos por expor neste capitulo a teoria necessdria para o entedimento, avaliacdo
e critica do método. Os conceitos que servem de base para a contribuicdo deste trabalho sdo:
Nuvens de Pontos e Decomposi¢ao em Valores Singulares (formato de imagem tridimensional) e

Momentos (arcabouco de sistema de extracdo de atributos).

2.1 Nuvens de Pontos

Imagens tridimensionais (ou imagens 3D) sdo imagens que armazenam informacao
de profundidade, também chamada espacial ou geométrica. Elas podem ser representadas em
diversos formatos, como mapas de profundidade, malhas triangulares, cubdides (ou voxels) e
nuvens de pontos. Os sensores capazes de capturar imagens 3D, como os de infravermelho ou
os de tempo-de-vdo, tém se popularizado em ritmo acelerado gracas ao barateamento de sua
producdo, facilitando a aquisi¢do e andlise desse tipo de informacdo. Independente da estrutura
de dados escolhida, o uso de imagens 3D apresenta vantagens sobre as imagens bidimensionais
(2D), como maior robustez a cendrios de baixa iluminagdo e armazenamento de informagdes
geométricas de superficie.

Podemos citar o uso de imagens tridimensionais em duas areas de grande interesse
humano. Na medicina se destaca o uso de sensores de ultra-som e de aquisicdo bidimensional
para constru¢do de modelos 3D baseado em triangularizacdo com o objetivo de visualizar 6rgaos
e outros elementos constitutivos do corpo humano (BELLE et al., 2017). Na produc¢do de
alimentos, o uso de veiculos aérios ndo-tripulados equipados com sensores de profundidade
ajudam a captar imagens de plantacdes para ajudar no controle do crescimento de géneros
agricolas e na previsao de colheitas (SONG et al., 2020).

A escolha do formato de representacdo dependerd da aplicagdo em questao e trard
vantagens e limitagdes no decorrer da anélise e investigacdo que se pretende realizar com imagens
3D. O objeto de estudo deste trabalho € formato em nuvens de pontos.

A Nuvem de Pontos, um dos tipos mais comuns de formato de imagens tridimensio-
nais, possui vantagens em relag@o a outras estruturas de representagdo 3D. Por ser definida como
um lista ndo ordenada de pontos no R3, ndo hé necessidade de armazenamento de conexdes entre

vértices (como no caso das malhas triangulares), ou dos centrdides e limites de um estrutura
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volumétrica (como nos voxels). Dizemos, portanto, que as nuvens de pontos sio estruturas que
nao guardam informagao topolégica (KOBBELT; BOTSCH, 2004). As nuvens de pontos sao as
estruturas mais simples que se pode escolher para respresentar uma imagem 3D. A Figura 1 traz
exemplos de nuvens de pontos retiradas da base de dados da Universidade de Stanford (LEVOY

et al., 2005).

Figura 1 — Algumas nuvens de pontos. I: Armadillo, 11: Happy Buddha, 111: Bunny, IV: Dragon

Fonte: Levoy et al. (2005), adaptado pelo autor.
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Matematicamente, podemos definir uma nuvem de pontos como uma matriz

X1 Y1 A
X Z
X — 2 )"2 2 ’ 2.1)
_-xN YN ZN_

onde X € uma nuvem com N pontos, cada qual disposto em uma das linhas, também
chamada de representaciio cartesiana. A representaciio de pontos por coluna, ou X7, também é
possivel.

Uma entidade de grande interesse na analise de nuvens de pontos € o centro geomé-
trico (ou centrdide). O centro geométrico representa um lugar no espago que descreve localmente

a posi¢do de um conjunto de pontos e € facilmente calculado como

1N

el v =gl n o]

=1
A resolugdo do sistema de aquisicao indica a quantidade de pontos usados para

representar a cena/superficie. Chamamos de densa uma nuvem com muitos pontos € esparsa
aquela com poucos pontos. Essa categorizacdo € bastante subjetiva e normalmente usada como
ferramenta comparativa entre duas representacdoes de uma mesma cena.

As etapas de pré-processamento mais comuns realizadas em nuvens de pontos sdo a
de subamostragem (remocao de pontos, tornando a nuvem mais esparsa), preenchimento (adi¢ao
de pontos, tornando a nuvem mais densa) remogao de outliers (pontos distantes da superficie
principal ou pontos ruidosos) e alinhamento (corre¢do da orientacdo em fun¢do de um sistema
de direcdes de referéncia). Cada etapa de pré-processamento € responsdvel, em maior ou menor
grau, por alterar a forma e posi¢cao da superficie, tentando descartar redundancias e preservando
caracteristicas geométricas de maior significancia.

ApoOs ser pré-processada, a nuvem de pontos pode, finalmente, passar por uma
etapa de extracdo de atributos. O objetivo aqui é promover uma transformagdo baseada em
reducao da dimensionalidade (i.e quantidade de dados) que preserve caracteristicas de maior
relevancia. Chamamos de vetor de atributos o conjunto de valores calculados a partir de um
conjunto de dados inicial; o vetor de atributos possui um tamanho consideravelmente reduzido
em comparacdo a quantidade de valores correspondente aos dados iniciais. O método de extracao

de atributos aplicado neste trabalho é baseado no cdlculo dos chamados Momentos.
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2.2 Momentos

A extragdo de atributos € um processo de reducao de dimensionalidade sobre um
conjunto de dados que gera um novo conjunto de menor tamanho e mais facilmente processavel.
Espera-se que tal transformagdo conserve caracteristicas que continuem a descrever bem o
conjunto de dados original, mas simplificando as demais etapas de tratamento e armazenamento.
A fase de extracao de atributos estd presente em varios modelos de classificacido aplicados em
Visao Computacional. Sdo exemplos de extragcdo de atributos nesse dltimo: cdlculo de curvaturas,
deteccao de bordas, anélise de frequéncia e cdlculo de Momentos.

Momentos ndo surgem como ferramenta de extracdo de atributos, mas como elemento
constitutivo da anélise de varios corpos algébricos, principalmente na drea da Topologia, onde se
destacam os estudos do matemaético alemao Felix Hausdorff (HAUSDOREFF, 1921). J4 para o
Reconhecimento de Padrdes, a extragcdo de atributos avalia um conjunto de dados (expressos por
uma funcao) e dele extraem valores que o descreve. Existem duas perpesctivas matematicas que
aquela drea enxerga e aplica Momentos: a perspectiva estatistica e a perspectiva algébrica.

Dada uma variavel aleatdria descrita por uma certa fungao densidade de probabili-
dade, dizemos que um Momento dessa varidvel aleatdria representa uma caracteristica da forma
tomada por sua distribuicdo ao redor de um valor referencial; esse € o aspecto estatistico dos
Momentos. Expresso em termos de ordens, podemos caracterizar os Momentos Estatisticos como
sendo a probabilidade total (Momento de ordem 0, centrado em zero), a média (Momento de
ordem 1, centrado em zero), a variancia (Momento de ordem 2, centrado na média) a assimetria
(Momento de ordem 3, centrado na média) e curtose (Momento de ordem 4, centrado na média).
O Momento Eestatistico de ordem n de uma varidvel aleatdria x descrita pela funcdo densidade

de probabilidade f(x) em torno de um valor de referéncia c é expresso por

Un(x) = /oo (x—¢)" f(x)dx, (2.3)

tal que ¢ € comumente escolhido como a média da distribuicao de dados (BUSSAB;
MORETTIN, 2010).

O cardter estatistico dos Momentos, portanto, simboliza a extracdo de caracteristicas
de um conjunto de dados a partir do proprio conjunto de dados. Todavia em outros casos
deseja-se obter caracteristicas de natureza comparativa, ou seja, dada uma funcao, pretende-se

encontrar valores de semelhanca desta com uma outra; esse € o aspecto algébrico dos Momentos.
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Algebricamente, os Momentos sdo escalares que exprimem a semelhanga entre duas
fun¢des: uma funcgao de base g (também chamada fun¢ao aproximadora) e uma fungao alvo f
(também chamada func¢do de descricdo). Essa semelhanca pode ser vista como a "proje¢do”ou
"sobreposi¢cdo”de f sobre g (FLUSSER et al., 2009).

A semelhanca entre duas funcdes pode ser calculada através da integral de sobrepo-
si¢do ou produto interno funcional. Dada duas fungdes {(f(x),g(x)) | x € K} definidas em um

corpo qualquer K, expressamos o Momento Algébrico i como

b
w=(g.f) = / g(x) f(x)dx. (24)

A Equacao 2.4 expressa uma formulacao geral, ou Funcdo Momento. As fungdes
g e f podem ser definidas em qualquer dimensao; por exemplo, a fun¢do que representa uma
imagem pode ser escrita como um f(x,y), enquanto a fungdo que representa uma superficie
tridimensional como um f(x,y,z). Em outras palavras, um Momento, do ponto de vista algébrico,
¢ uma func¢ado que retorna um escalar que representa a semelhanga entre duas fungdes definidas
em qualquer corpo de qualquer dimensdo. Este trabalho se atém aos Momentos Algébricos que
serdo chamados daqui por diante apenas de Momentos.

Por exemplo, podemos associar a distribuicdo de intensidades de pixels de uma
imagem bidimensional em tons de cinza f(x,y) € [0,255] de dimensdes W x H com uma fungdo

de poténcia g,,(x,y) = xPy9, tal que

Wpg = (8, f) = /W /H gpq(X,¥) f(x,y)dxdy = /W /H xPy? f(x,y)dxdy. (2.5)

Da Equagdo 2.5, vemos que, ao varrermos a imagem, acumulamos, pixel a pixel,
uma contribui¢do de posi¢do (coordenadas do pixel, representada pela fungdo g(x,y)) e uma
contribui¢do de intensidade (o tom do pixel naquela posicéo, representado pela fungdo f(x,y)).
Por levar em consideracdo informagdes de posi¢do e intensidade, dizemos que Momentos
representam informacgdo de forma (GONZALEZ; WOODS, 2009). A Equacao 2.5 é chamada
de Momento Geral ou Momento de Imagem e foi introduziada por Ming-Kuei Hu (1962), cujo
trabalho pode ser apontado como a génese do uso pratico de Momentos em Visdo Computacional.

Momentos podem ser divididos em Geométricos e Ortogonais. Essa categorizacao
estd associada a natureza das funcdes de base usadas na constru¢do da Funcao Momento.

Momentos Geométricos sdo aqueles cuja func@o de base € funcdo de poténcia g,, = xPy4,
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apresentada anteriormente. O conceito de Momento Geométrico foi estendido posteriormente
por Xu e Li (2008) para descrever Momentos escritos a partir de primitivas geométricas tais
como distancia euclidiana, drea, produto interno e volume. Um Momento € dito Ortogonal
quando € construido a partir de um conjunto de funcdes de base que gozam da propriedade da
ortogonalidade (FLUSSER et al., 2009). Além da ortogonalidade, outra caracteristica bastante
desejavel e que € almejada pelos Momentos Ortogonais € a invariancia.

A discussdo que segue neste trabalho focard nos Momentos Ortogonais e nas carac-
teristicas que podem leva-los a serem invariantes. A seguir, definiremos matematicamente as
propriedades de ortogonalidade e invaridncia. Depois, mostraremos dois exemplos de Momen-
tos, um bidimensional (Momentos de Zernike) e outro tridimensional (Momentos Harmonicos
Esféricos), que serviram de inspiracdo tanto para o formato de nuvem de pontos quanto para a

definicao do extrator de atributos propostos.
2.2.1 Propriedade da Ortogonalidade

Seja ¥ = {y; | i € N} um conjunto de fung¢des de base de uma certa Fungdo Momento

. As fungdes desse conjunto s@o ortogonais entre si caso

(Wi, ¥j) = 06, j,» (2.6)

onde y;, ¥; € ¥, ® é um escalar definido no mesmo corpo que (y;, ;) e chamado

de constante de normalizagdo, enquanto que J; j é o operador Delta de Kronecker definido como

0, sei#j,
5= 2.7)

I, sei=j.
A ortogonalidade esté associada ao conceito de independéncia, ou baixa sobreposi¢do
dos dados. Note que, quando i = j na Equacgdo 2.6, temos o caso especial em que uma fungdo é
projetada sobre ela mesma; isto implica que a integral de produto interno dada pela Equacao 2.4
leva a magnitude ao quadrado da fungio y; em questdo. E por esta razio que, quando @ = 1,

fala-se em ortonormalidade.
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2.2.2 Propriedade da Invariancia

Seja .Z (f) um atributo calculado a partir de uma funcéo f e seja H um grupo de

transformagdes. Dizemos que .# é um descritor invariante no espago de H se

F (hf) = F(f), (2.8)

para Vh € H. As transformagdes mais relevantes no contexto de extracdo de atributos
em imagens, sejam bidimensionais ou tridimensionais, sao translacdo, escalamento uniforme e
rotag¢do, chamadas transformagdes afins. Semanticamente, uma imagem que passa por algumas
dessas transformacdes ndo se altera sobremaneira, portanto os atributos dela calculados devem

refletir essa invariancia.

2.2.3 Momentos de Zernike

Diversas fun¢des de base podem ser escolhidas para gerar Momentos Ortogonais.
Entretanto, alguns se destacam por sua influéncia tedrico-pratica nos campos de Visao Compu-
tacional. Entre os Momentos Ortogonais, destacaremos os chamados Momentos de Zernike,
introduzidos por Teague (1980) que definiu um Momento cujas func¢des de base sdo construidas
a partir de um conjunto de polindmios ortogonais descritos por Frits Zernike (1934) para andlise
e modelagem de aberracdes Opticas e fendmenos de difracdo.

O estudo desses Momentos ainda encontra aplicagdes praticas na literatura recente.
O reconhecimento de impressdes digitais (KAUR; PANNU, 2019) e a classifica¢do robusta de
formas geométricas (ABBAS et al., 2019) sdo exemplos de uso dos Momentos de Zernike no
dominio de imagens bidimensionais.

Os Momentos de Zernike sdo definidos dentro do disco de raio unitario, mais
precisamente no corpo complexo C. Para imagens bidimensionais, assume-se uma regiao
circular, centrada no centro geométrico das intensidades dos pixels da imagem, da qual se
extraem as distancias radiais p (entre um certo pixel e o centrdide) e os angulos 0 que o vetor
direcao dessas distancias faz com o eixo horizontal do sistema de coordenadas; em outras
palavras, uma conversdo para um sistema de coordenadas polares. A funcdo de base € construida
a partir de uma parte radial (o Polindmio Radial de Zernike, de argumento p) e uma parte angular

(exponencial complexa, de argumento 6).
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A parte radial da fungdo de base, o Polindmio Radial de Zernike Ry, (p), € escrito

como
(n—|ml)
- s (n_s)! n—2s
Run(p)= Y (=1) P,
5=0 n+|m| n—|m| (2.9)
' —_q | |
s! 3 s|! 3 s |!

onde p ¢é a distancia entre o pixel (i, j) e o centréide da imagem, n é a ordem do
polindmio e m € a repeti¢do do polindmio. n e m sdo parametros inteiros ndo-negativos que
satisfazem as condigdes n > |m| > 0 e n — |m| sempre par. A Figura 2 mostra a forma tomada

por R, (p) para diferentes n, m e p.

Figura 2 — Visualizagio do polindmio R,,(p): n € {0,1,2,3,4,5}, m€ {0,1,2} e p € [0, 1]

Polindmio Radial de Zernike

1.00 — R_(0,0)
— R (1,1)
0.75 — R_(2,0)
— R (2.2)
0.50 — R (3,1)
—— R (4.0)
Q —— R (5.1)
= 000
=
o
-0.25
-0.50
-0.75
-1.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o

Fonte: O autor.

Como comentado anteriormente, a fun¢do de base € formada a partir de uma parte

radial e uma parte angular. Definimos a fungdo de base V,,,,,(p, 0), chamado Polindmio Complexo
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de Zernike (ou apenas Polindmio de Zernike), como o produto

Vam(P,0) = Rum(p)e™®, (2.10)

tal que a parte angular é /"9 a base ortogonal da Expansio por Série de Fourier.
Usando a notacdo da Secao 2.2.1, dizemos que o conjunto de fun¢des de base dos

Momentos de Zernike bidimensionais € definido como

W ernike = {Vam(p,0) | p €[0,1], 0 € [0,27), n > |m| > 0, (n— |m|) par }- (2.11)

Finalmente, a Fun¢do Momento de Zernike 2D 2,,,(f) € definida como o produto
interno (Equacdo 2.4) entre V,,,(p, 0) e aimagem f(x,y) (intensidade de cor do pixel numa dada

coordenada (x,y)) de dimensdes k x [:

Qpnm(f) - < nm(p 9) f / Vnm pkl; le)f(xk,yl)dxdy (2'12)

Teague (1980) mostrou que as fungdes 2, (f) sdo ortogonais com constante @ =

T

T A partir dessa andlise, esse autor derivou a forma discreta dos Momentos de Zernike 2D
n

para uma dada imagem de dimensdes (W, H) como

n+1W-1H-1

) Z m (P15 Oc1) f (i, 1), (2.13)
=0 i=

Zum (f

T

tal que * € o operador complexo conjugado.

Como Zy,(f) é definido no conjunto dos nimero complexos C, temos liberdade
para usar diferentes combinagdes de valores como atributos: apenas a parte real Re(Z,,(f)),
apenas a parte imagindria Im(Z,,,(f)), a sua magnitude |Z,,(f)| ou mesmo o préprio valor
complexo e quaisquer outras combinagdes de adicao ou multiplicacdo. Os Momentos de Zernike
2D Discretos sdo invariantes s transformagdes de translacio e escalamento uniforme. E possivel
alcangar a invariancia a rotacdo apenas com o uso da magnitude |Z,,,(f)| (NOVOTNI; KLEIN,
2004).

O primeiro trabalho a descrever uma generalizacdo dos Momentos de Zernike para o

dominio 3D foi proposto por Canterakis (1999). Entretanto, esse autor abordou apenas aspectos
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tedricos e ndo experimentou, por exemplo, a formulacdo de uma expressao discreta. A seguir,
€ apresentado o estudo de funcdes de base radiais e angulares para uso em Reconhecimento
de Padrées em imagens tridimensionais através do uso de um conjunto de funcdes especiais

chamadas Harmonicos Esféricos.

2.2.4 Momentos Harmonicos Esféricos

Chamamos de Harmonicos Esféricos um conjunto de fungdes especiais definidas
na superficie da esfera unitdria e introduzidas por Pierre Simon de Laplace em 1782. Sejam

Yum(0,¢) os harmdnicos de ordem 7 e repeti¢éo m, temos

2n+1(n—m)! (2.14)
Yum(6,9) = - (n—i—m)!cj Pyn(cos¢)

onde P, sdo os Polindmios Associados de Legendre (DAVE; ARMSTRONG, 1970).
A Figura 3 mostra alguns harménicos ao variarmos os pardmetros (n,m) e os argumentos (6, ¢).
Novotni e Klein (2004) expandiram o estudo de Canterakis (1999) e propuseram
um Momento cuja funcao de base €, assim como os Momentos de Zernike, composta de uma
parte radial (o Polindmio Radial de Zernike, Equacdo 2.9) e uma parte angular (os Harmonicos
Esféricos, Equacdo 2.14). Chamada de Polindmio Esférico, essa fun¢do de base é representada

neste trabalho como

(P, 6,9) = Run(p) V(6. 9)- (2.15)

O conjunto de fung¢des de base dos Momentos Harmonicos Esféricos sdo expressas

por

Wharm = {Zan(p,6.9) | p €[0,1],6 €[0,27), ¢ € [0,7], n > [m| >0, (n—|m])por}.  (2.16)

Aplicando-se o produto interno da Equacao 2.4 entre E,,, e um fungdo caracteris-
tica de um imagem tridimensional f(x,y,z), chegamos a férmula dos Momentos Harménicos

Esféricos

Qun(f) = Enp:0,0), 13 2) = [[[| | Zo (i Ocs )y, )z, .17
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Figura 3 — Visualizag@o das partes reais dos Harmonicos Esféricos Y, (0,¢) comn € [0,3] e
m e [—3,3]

Yo.0 Y10 Y11 Y1, -1

Y20 Y21 Y2 1 Y22
Y2 —2 Y30 Y31 Y3 1

4

#

Y3,2 Y3, -2 Y3,3 Y3, -3

%

E fécil ver que, assim como os Momentos de Zernike, os Momentos Harmonicos

-
%

Fonte: O autor.

Esféricos também sao definidos no conjunto dos nimero complexos C. Aqui também cabe
a escolha de quais valores usar como atributos extraidos: parte real Re(Q,,,(f)), imagindria
Im(Q,,(f)), magnitude |Q,,,(f)| ou mesmo o préprio valor complexo e quaisquer outras
combinagdes de adi¢do ou multiplicagdo. Todas as partes dos Momentos Harmonicos Esféricos
sdo invariantes as transformagdes de translacdo, escalamento uniforme e rotagao.

Entretanto, por serem definidos em um sistema de coordenadas esféricas, alcangar a
propriedade de invariancia completa dos Momentos Harmonicos Esféricos depende da definicao

a priori do sistema referencial 3D. Em termos praticos, supde-se que o referencial adotado pelo
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sistema de aquisicdo € fixo e padronizado ao longo de toda a cena. A maioria dos Momentos
tridimensionais, ndo apenas os Harménicos Esféricos, supde a base candnica do R3, tal que o
eixo 7 = [O 0 1] ! deva ser o eixo de profundidade (direcao oposta aonde aponta a cimera).

Entretanto, para casos mais gerais e, em especial, para situagcdes nas quais o método
de extracdo de atributos deva ser independente do sistema de aquisi¢do, opta-se pela escolha de
um sistema local de referéncia. Assim, os pontos da superficie podem ser reescritos em fungao
de um sistema local de coordenadas; esse € o chamado problema do alinhamento ou corre¢do de
orientagao.

Dado que a nuvem de pontos deve ter sua orientagdo normalizada e que os métodos
de extracao de atributos baseado em Momentos ndo conseguem preservar carater descritivo e
invariancia completa a0 mesmo tempo, propomos uma representacao de nuvens de pontos que
se traduz em uma normalizacdo espacial afim. A contribui¢do do trabalho como um todo serd
discutida com mais detalhes no Capitulo 3; por hora apresentamos o conceito chave usado para

alcancgar a invariancia a rotagdao: Decomposi¢do em Valores Singulares.

2.3 Decomposicao em Valores Singulares

Chamamos de decomposic¢ao (ou fatorizagao) de matrizes todo método que representa
uma matriz como o produto de duas ou mais outras matrizes. Métodos de decomposi¢ao sao
valiosos pois as matrizes do produto resultante costumam carregar caracteristicas importantes da
matriz original.

Além disso, sendo K um corpo e A uma matriz de dimensao m x n, com entradas em

K, A é considerada uma transformacao linear 7 de K" em K dada

T(%) = A%, (2.18)

em que X é um vetor coluna com 7 linhas e os elementos de A sdo os coeficientes
da transformacdo 7. Neste caso, as propriedades de 7 podem ser separadas e analisadas
individualmente a partir de uma decomposicio de A.

Os autovalores e autovetores de uma matriz sao duas propriedades bastante utilizadas
em andlise de grandes volumes de dados. A motivagdo por encontrar esses dois atributos
parte da intui¢do de que toda transformacao linear pode ser vista como uma composi¢ao entre

um escalamento e uma rotagdo. Os autovalores sdo escalares que representam a parcela de
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escalamento da transformacao, ja os autovetores sdo as direcdes de rotacdo. Seja uma matriz
A de dimensao n x n, um autovalor A; de A é um escalar cuja multiplica¢do pelo autovetor

correspondente u; representa 0 mesmo que calcular Au;, ou seja:

Au; = Aju;- (2.19)

Um exemplo de decomposi¢ao envolvendo autovalores e autovetores ocorre se A for

uma matriz n X n simétrica. Nessas condicdes, A pode ser decomposta no produto

— p1 — /11 0O ... 0 | ‘ ‘
— — 10 A ... 0O
A=PDPT = p.z ‘ '2 et P2 oo pals (2.20)
| |
— pn —| O O ... A

chamado autodecomposicdo de A. A matrix P € ortogonal, de dimensdo n X n, e
suas colunas sdo os autovetores de A. A matrix D, também n X n, € diagonal e composta pelos
autovalores de A. Portanto, a autodecomposi¢ao permite separar o cardter de escala e o de rotagdo
de uma matriz, contanto que ela seja simétrica.

A autodecomposi¢do € uma ferramenta de andlise muito util. Entretanto, a maioria
dos conjuntos de dados nio apresenta as condi¢Oes necessarias para sua aplicagdo. Uma solucdo
possivel € a Decomposi¢do em Valores Singulares, ou DVS, que pode ser descrita como uma
generalizacdo da fatorizacdo em autovalores e autovetores e que pode ser aplicada em matrizes
de qualquer dimensdo, ndo somente matrizes quadradas.

A chave para a DVS estd no fato de o produto da transposta de uma matriz por ela
mesma resulta em uma matriz simétrica. Se aplicarmos a autodecomposi¢do na matriz resultante,
podemos extrair escalares e vetores que se relacionam aos autovalores e autovetores da matriz
original.

Seja uma matriz B de dimensao m X n. B pode ser representada como o produto entre

trés matrizes Uy, Limn € Vi, tal que

b171 b172 bl,m (o] o ... 0

by1 by ... b 0 op ... O
B'B=Uxv’ = 2"1 22 2’" . .2. _ Vi vaoove|e (22D

bml bm72 bm,m 0 o ... Om,n
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A matriz U é quadrada (e unitdria, se for definida no corpo dos complexos) e
representa uma rotacdo. X é uma matriz diagonal de valores reais e ndo negativos {0}, 02, ..., G |
0; > 0;+1} chamados valores singulares e representa uma transformagéo de escalamento. Ja
VT ¢ uma matriz ortornomal que guarda em suas linhas {v{,v,,...,v,} os eixos (ou dire¢des)
de dispersdao da matriz original B, denominados vetores singulares. Cada valor singular o;
representa o quao disperso estao os pontos da nuvem ao longo do vetor singular correspondente
Vi.

Dependendo da dimensao da matriz BTB, sua DVS poderd ser bastante custosa em
tempo de processamento computacional e armazenamento em memoria, além de propicia a erros
de precisdo numérica. E muito comum aplicar uma representacio compacta da Decomposi¢io
em Valores Singulares que reduz o espagco de dados para um valor igual ao posto r da matrix B.
E possivel mostrar que os valores singulares o] a 6, sdo ndo nulos, e os demais iguais a zero. A
versao compacta da DVS pode ser escrita tal como o produto da Equacao 2.21, mas agora com

matrizes de dimensao U, ,, X, e V,.,, tal que

M=Uxvl =

b1
by 1

)

bml

)

b1 >

%)

bm,Z

bl,r
bZ,r

bmr

I

op O
0 (62)
0 O

VI V2 e Wy (2.22)

O significado de cada uma das matrizes da DVS muda com a versdo compacta. Para
ilustrar essas ressignificagcdes, ilustraremos o efeito da Decomposicao em Valores Singulares em
uma nuvem de pontos para se ter uma interpretacao mais intuitiva do significado das matrizes U,
Y e V (Figura 4). Vamos tomar a nuvem de pontos de um coelho, tal como o mostrado na Figura
1, e representado por uma matriz A. Ao decompormos A segundo a Equacdo 2.22, a matriz U
estd representada pelo coelho em vermelho. De mesma dimensao que a nuvem original (N x 3),
a matriz U guarda semelhancas com a superficie original, a menos de um efeito de escala € um
de rotacdo. Uma vez que promovemos o produto US, estamos escalando esta superficie mais
simples ao longo dos eixos de dispersdao dos dados. No exemplo, vemos que a contribuicao da
direcdo X € a maior que em y e Z; o coelho em verde possui as mesmas dimensdes que o coelho
original. Por fim, a corregiio de orientacio é feita pelo produto final USV’. Como V' é uma
matriz ortonormal, esta representa uma transformacao de rotacao, resultando no coelho original,

em azul.
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Este trabalho aborda o uso da versdo compacta da Decomposi¢cdo em Valores Sin-
gulares. Daqui por diante, toda meng¢do a essa técnica ou a sua sigla fardo referéncia a versao
compacta.

O método proposto neste trabalho faz uso dos vetores singulares da matriz V da DVS
como base do referencial local a nuvem de pontos. Como as vetores singulares formam uma base
ortonormal e local 2 nuvem (i.e uma base do R3 com origem no centro étrico d

. g geométrico da nuvem),
podemos calcular angulos em relacdo a estes que se preservam mesmo depois de operacdes de

rotacdo. Este € o rationale para a representacio aqui trazida como contribui¢ao.

Figura 4 — Efeito da Decomposicdo em Valores Singulares visualizado em uma nuvem de pontos.

Escala Escala  Escala Si\i.céﬁlrar s?,’]ifﬁfm si\;c;:;ar
em£ (o)) emy (02) emZ(03) Vi V2 V3
20,65 0 0 0,31 0,95 -0,01
= 0 6,99 0 vl = -0,95 0,31 0,05
0 0 5.48 -0,06 0,01 —0,99

U [8)

Fonte: O autor.

2.4 Consideracoes finais sobre Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo € apresentado o referencial tedrico que serviu de base para a contri-
buigdo deste trabalho. Discutimos a teoria de Momentos como extratores de atributos e alguns
de seus derivados, os Momentos de Zernike e os Momentos HarmoOnicos Esféricos. Por fim,
a Decomposi¢cdo em Valores Singulares foi apresentada como solugdo para a defini¢do de um
referencial local a nuvem de pontos que depende apenas da informacao contida em sua superficie,
etapa chave para alcancarmos um formato de representacdo (e, por consequéncia, um extrator de

atributos) invariante.
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3 METODOLOGIA

Além da exposi¢do da teoria, foram discutidos no Capitulo 2 alguns aspectos que
alimentaram as reflexdes durante a pesquisa na busca por solucionar o problema das invariancias
sem comprometer a etapa de extracdo de atributos.

O primeiro objetivo deste trabalho é um formato de representacdo de nuvens de
pontos invariante as transformacgdes afins (translacdo, escala e rotacdo). Alcangaremos tal
representacao a partir de um algoritmo que recebe como entrada uma nuvem de pontos e que
gera como resultado uma matriz que agrupa atributos geométricos invariantes.

O segundo objetivo deste trabalho explora o formato de representagcdo (primeiro
objetivo) no contexto de reducdo de dimensionalidade: construir um sistema de extracao de
atributos baseado em Momentos, o qual necessita apenas a formulagdo geral da integral de
sobreposicao (Equacao 2.4) e que herda invariancia afim completa por ter como unica entrada o
formato de nuvem proposto.

Inspirados pelos Momentos apresentados nas Secdes 2.2.3 e 2.2.4, Momentos de
Zernike e Momentos Harmonicos Esféricos, encontramos a chave para a contribuicao deste
trabalho como um todo: a conjugac@o de uma informacdo de natureza radial e uma informagado
de natureza angular, seja no formato, seja no sistema de extragdo. Iniciamos com a motivagdo
que levou a concepg¢io das propostas aqui apresentadas. Depois, apresentaremos o algoritmo de
geracdo do formato de matriz proposto. Em seguida, delimitaremos uma formulagdo geral de
extragdo de Momentos que faz uso daquele formato e apresentaremos como definir um vetor de

atributos a partir do célculo de diversos Momentos.

3.1 Motivacao

A motivagdo inicial tracada durante esta pesquisa de Mestrado foi a de solucionar o
problema da classificagdo de faces humanas representadas por nuvens de pontos. Boa parte da
investigacdo foi norteada pelo uso de Momentos como extratores de atributo. Vimos que algumas
Func¢des Momento geravam taxas de acerto promissoras, mas o processo de obtencao destas
demandava etapas de pré-processamento profundas, principalmente a de corre¢do da orientagao
(que no contexto de faces é conhecido como corre¢do de pose (SIQUEIRA et al., 2018)). Para
resolver a correcao de orientagdo, emprega-se um algoritmo de alinhamento (também chamado

de algoritmo de registro), como o ICP (Iterative Closest Point, ( BESL; MCKAY, 1992)). Essa e
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outras técnicas semelhantes sdo muito dependentes de parametros que devem ser definidos a
priori, o que influéncia na generalizacao do método.

O passo a seguir na pesquisa foi buscar um extrator de atributos que nao necessitasse
que as nuvens tenham sido alinhadas previamente, ou seja, um extrator invariante a rotagao.
Era desejdvel também que este fosse invariante a escala, uma vez que varios cendrios praticos
resultam em nuvens aquisitadas a diferentes distancias do sensor, portanto gerando nuvens de
dimensoes distintas. O problema da translagdo € simples de se resolver e até mesmo as mais
simples Fun¢cdes Momento bastavam.

Entretanto, a formulacao de Momentos com invariancia afim completa nao é trivial.
Alguns estudos propde modelos de definicdo de Momentos Invariantes, mas com fortes limita-
coes em questdo de formulagdo e sensibilidade a altas ordens (TAHRI, 2018; XU; LIAO, 2019).
A invariancia a escala € normalmente resolvida através de relagdes recursivas da equagao geral
do Momento, logo o algoritmo de extracdo final tende a ser muito custoso em tempo de proces-
samento e recursos (MALLAHI et al., 2015; PANDEY et al., 2016). A invariancia a rotagao
muitas vezes € resolvida por partes ou para uma transformacao de rotacdo fixa (MALLAHI et al.,
2018), ou através do estudo dos chamados Invariantes Algébricos, valores calculados através de
relacdes entre matrizes de Momentos. Os Invariantes Algébricos sdo poucos, normalmente 3 ou
6 atributos apenas, resultando em vetores de atributos pequenos e, portanto, com baixo poder de
descricdo, mas seu estudo foi de grande importancia para a definicdo dos primeiros arcaboucos
de Momentos tridimensionais (GUQO, 1993). Em outros casos, como discutido nos Momentos de
Zernike e nos Momentos Harmodnicos Esféricos, a invariancia a rotag@o € alcancada apenas com
uma formulagdo particular (no caso, a magnitude dos Momentos complexos), o que também
implica em vetores de atributo pouco descritivos.

Mesmo com essas limitacdes, uma adaptagdo inicial dos Momentos de Zernike
continuaram se mostrando os mais promissores dentre todos os outros estudados, o que nos
levou a analisar mais profundamente a formulacdo deles. Concluimos que a chave para uma boa
extracdo de atributos estd no formato em nuvens de pontos, ou seja, numa descricao simples
de trés coordenadas, mas ndo no sistema cartesiano, € sim na tradu¢do para um sistema de
coordenadas esféricas, etapa base para o uso dos Momentos de Zernike e Momentos Harmonicos
Esféricos. A extracao de atributos em um sistema de coordenadas que conjuga informagao de
natureza radial e de natureza angular conseguia exprimir melhor a superficie que um extrator

calculado no dominio de coordenadas cartesianas.
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Assim, definiu-se a investigacdo do uso de outras Funcdes Momento, agora no
dominio de p, 8 e ¢, e, com isso, encontramos melhoras nas taxas de classificacdo. Porém, o
problema da orientagcdo se mantinha; a traducdo de um sistema de coordenadas para outro ndao
resolvia por si s a invariancia a rotagdo. A solucdo veio na concep¢do de um novo sistema
hiperesférico, um que fosse calculado em funcdo de um sistema de coordenadas local e invariante.

Primeiro, uma normalizacdo da nuvem de entrada X (em coordenadas x, y e z) em
termos do centro geométrico soluciona a invariancia a translagdo. A informacao radial (distancia
de um ponto ao centro geométrico), agora chamada r, continuava sendo calculada em funcado
do centro geométrico, mas agora passaria por um etapa de normaliza¢do em fun¢do da maior
distancia encontrada, gerando um 7. Da nuvem normalizada, aplicamos a Decomposicdo em
Valores Singulares e da matriz V extraimos um sistema de coordenadas local que reflete a
dispersdo dos pontos ao longo da superficie. Imaginado que cada vetor singular v; representa
a normal de um plano 7;, calculamos, para cada ponto da superficie da nuvem, o angulo que
este faz com o plano. Assim, trés Angulos, um para cada vetor singular, sdo encontrados: @, 8
e 7. Dada a nuvem de entrada X, a representacdo final foi armazenada numa matriz, chamada
Matriz RABG e denotada por M, onde cada linha i de M guarda os valores [fi o; B '}’z] do

respectivo ponto [Xi Vi Zi] da entrada X.

3.2 Um Novo Formato para Nuvens de Pontos

Definicao 3.2.1 (Matriz RABG). Dada uma nuvem de pontos X com N linhas em formato
cartesiano (Equagdo 2.1) a Matriz RABG M resultante armazena quatro atributos geométricos
invariantes para cada ponto correspondente i da matriz de entrada: distincia radial normalizada
7; e trés angulos singulares, o, f; e ¥;, que cada um dos vetores-dire¢do dos pontos da superficie
faz com cada um dos planos 7; definidos pelas normais v; (vetores singulares da matriz V' da

Decomposi¢do em Valores Singulares) e que contém o centro geométrico, respectivamente.
3.2.1 Etapas de geracdo da Matriz RABG

Dada uma nuvem de pontos X (tal como a Equacao 2.1) de coordenadas do centro

geométrico ¢ = [)z y z} (calculadas a partir da Equagdo 2.2), montamos uma nuvem deslocada
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X, tal que
— p1 — Xpovog X1—% y1—y 21—12
~ / / / = = =
_|— pp — x z X=X yw—-y n-1Z
%= p _ |2 2 2| 27y G.1)
— PN —] _va Yy Z}v_ | XN —X YN —Y N —Z]

A subtracdo entre cada ponto da nuvem pelas coordenadas do centro geométrico
equivale a transformacdo de translacdo do centro geométrico para a origem do sistema de
referéncia, ou seja, uma normalizacdo espacial. Tal etapa garante a invaridncia a transformacao
de translacdo.

Calculamos um vetor coluna temporario Q com os tamanhos dos vetores p;:

r 171 x4 yE 42
’,.2 —2 x/2+ 12 +Z/2

0— _ HP | _ |V .yz 2| (3.2)
] el [

Na representacao prospectada, para perseguir a invariancia a escala, encontramos o
valor maximo dentro do vetor Q tal que r,,,, = max (r;) para entdo normalizarmos as distancias

r; no intervalo [0, 1], gerando um vetor de distancias normalizadas Q:

T
O=\r 7 ... il =] 2 3 (3.3)

Ymax  VTmax Ymax

Chegamos, assim, ao conjunto de valores que formam a primeira coluna da Matriz
RABG. As medidas de distancia que compdem o vetor Q foram calculadas a partir da nuvem
deslocada, as quais sdo invariantes a transla¢do, e normalizadas no intervalo [0, 1], o que torna a
representacao invariante a escala.

A partir da DVS (Secdo 2.3) da nuvem deslocada X, encontra-se a matriz V de
vetores singulares v, a qual, por sua vez, pode ser usada para montar uma matriz temporaria §

com os angulos que cada ponto da nuvem faz com o respectivo plano 7; cuja normal € o vetor



38
singular correspondente v:

a B n Z(p1,vo)  Z(p1,v1)  Z(p1,v2)

/(p Z(p Z(p
o | éz B _ | £(p2v0) (p?,vl) (P2;v2) | (3.4)

oy By W Z(pNn,vo) Z(PN,vi) Z(pwn,Vv2)

em que

|{a,b)|

, (3.5)
[all1|5]

/(a,b) =sin™!

onde (a,b) = acby + ayby + a;b, expressa o produto interno entre dois vetores. Por
serem angulos de um vetor dire¢do em relagdo a planos, podemos concluir que o, 3,7 € [0, 7].
A Figura 5 ilustra o eixo de referéncia local criado pelas DVS e os planos gerados por cada vetor
singular, além do respectivo angulo singular resultante.

Como mostraremos a seguir, uma transformacao de rotacdo R aplicada a nuvem
corresponde a essa mesma rotagcdo na matriz V. Portanto, o angulo entre um ponto qualquer p; e
o plano 7; permanece o mesmo independente de transformacdes de rotagdo. Logo, os dngulos
singulares sdo atributos invariantes a rotacao.

Por fim, montamos a Matriz RABG M a partir do vetor coluna O e da matriz S:

floog P

_ ]: oo By (3.6)

v ay By ?’N_

3.3 Invariancia da Matriz RABG

Cada etapa de construgdo do formato de nuvem de pontos proposto adiciona uma
caracteristica invariante. Mostraremos a seguir, por meio de demonstracdes e testes numéricos,
que a Matriz RABG goza de invariancia completa as transformacdes de translacdo, escala e

rotacdo.
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Figura 5 — Visualizac¢do dos angulos singulares.

Plano my gerado por vy:
angulo singular o

Vetores singulares
extraidos da DVS

Plano m; gerado por vy:
angulo singular B

Plano @, gerado por v;:
angulo singular y

Fonte: O autor.
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3.3.1 Invaridncia a Translacdo

Seja uma nuvem de pontos X com centro geométrico ¢; = [)Z V1 zl] € anuvem
deslocada correspondente X; (ver Equagdes 2.1, 2.2 € 3.1). A nuvem X resultante da translagdo

de X ao longo da direcdo D = [dx dy dz} é

X1 Y1 24 dy dy d; x| +dy YI+dy z1td;

X Z d, d, d xy+d +d, z2+d
X, = 2 )’.2 2 n X ‘y z| _ 2 X yZ'y 2 z. 3.7)

XN YN 2N dx dy d; _XN+dx yN+dy ZN+dz_

As coordenadas do centro geométrico ¢ = [iz y» 7| da nuvem X, podem ser

escritas como, respectivamente:

Se escrevermos a nuvem deslocada X> em termos das coordenadas encontradas na



Equacdo 3.8, temos:

_ Xy +dy—%

xX1+dy— X

X1 — X

Xy — X1

Yi—M1
2 —Vi

21— 21

2 —121

XN—X1 YN—Y1 IN—ZI

3.3.2 Invaridncia a Escala

1 +dy_)72
y2+dy_)72

21 +dz_22

n+d,— 2
_xN—f-dx—Xz w+dy—y» in+td,—2

X2 +dy— (%1 +dy) y2+dy—(F1+dy) n+d;—(21+d;)

v Hdi— (B +dy) yw+dy— (i +dy) vt do— (21 +dy)
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(3.9)

Logo, a representacao deslocada € invariante a translagdo L.

Seja uma nuvem de pontos X; com centro geométrico ¢; € a nuvem deslocada

correspondente X; (ver Equagdes 2.1, 2.2 € 3.1). Seja a nuvem X, resultante do escalamento

uniforme de X; por a > 0 e representada por

X1

X2

XN

1
Y2

YN

21

2

IN

axy

axy

axy

ayi

ays

ayn

azy

azp

azin

) (3.10)
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e com coordenadas do centro geométrico ¢, escritas como

1 N 1 N
X = IT/,Z{ (ax;) = aZTJ,Z{Xi = ax

1 N 1 N

v2=7) (ayi) = a—Zyz = ayj (3.11)
szl
1N
ZZ—JT[; aZl =da— ZZ[—
Logo, a representacdo deslocada X, é
axy—Xxy ayp—y» azj—22 axy—axy ayy—ayy azp—azj
_ ax, —Xo ay,—y» az—2» ax, —axy ay,—ayp azy—azi _
Xy = = =aX; (3.12)
axy —Xy ayn —y» aiy —22 axy —axy ayy—ayy aziy—azj

A primeira coluna de atributos da Matriz RABG é um vetor Q com os tamanhos
dos vetores da nuvem de pontos, normalizados no intervalo [0, 1] (Equagdo 3.3). Como visto na
Equacdo 3.12, o efeito de escala se reflete na nuvem deslocada X;. Portanto, o vetor de distancias

correspondente O, também serd igualmente escalado pelo fator a:

0=

\/(axjv) + (ayj\,) + (azy)?

fE
/

(12 /22)

(3.13)

/2)

ﬁ

a x’2+y + 22
a\/x}+y}+25

a X+ Y7 +z

=aQ

i1
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Por fim, se formos escrever o vetor de distdncias normalizadas Q,, a distincia

maxima correspondente também terd sofrido o efeito de multiplicac¢ao por a, ou seja:

T T
= ary ar ars | n r r3
O

(3.14)

Il
LQl

AVmax  AFmax AVmax Tmax  Vmax Tmax

Logo, a representagdo deslocada € invariante a escala [].
3.3.3 Invariancia a Rotagao

Relembrando a Secdo 2.3, a DVS de uma matriz A resulta em A = UXV’. Como
escolhemos representar uma nuvem como sendo uma matriz onde os pontos estdo dispostos nas
linhas (Secao 2.1), precisamos escrever uma transformacgao de rotagao R como a multiplicagao
matricial 4 direita. Seja A” uma nuvem cujos pontos estdo guardados ao longo das colunas, da

propriedade da matriz transposta podemos escrever

(RAT)T = ART. (3.15)

Portanto, a DVS da rotac@o de A por R pode ser escrita como

ART =UxVTRT. (3.16)

A Equacdo 3.16 mostra que o efeito de rotacao sobre a nuvem reflete na matriz de
vetores singulares V. Se cada ponto da nuvem, além dos vetores singulares, sdo igualmente
rotacionados, basta mostrar que os angulos entre ponto e vetor singular se mantém invariantes a
rotacdo. Faremos uma demonstragio por rotagio sobre cada eixo candnico do R3.

Seja p = [Px Py Pz} um ponto da nuvem A e v = |:Vx vy Vz] um do vetores

singulares extraidos da DVS de A. Seja R¢(6), Ry(0) e R:(0) as matrizes que definem as

T T T
rotacdes ao longos dos eixos candnicos X = [1 0 ()} , V= [() 1 0] eZ= [O 0 1} )
respectivamente.

Queremos mostrar que a fungdo angulo Z(p,v) (Equacdo 3.5) é invariante a rotagdo,
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ou seja

Z(pR;(8)",vR;(6)") = Z(p,v)

[ Kpv
= S1n
v , (3.17)
.1 | PV + pyvy + pove ]
= S1n

Il

em que j € {£,9,2} e ||v|| = 1 pois os vetores singulares da matriz V sdo unitdrios.

3.4 Invariancia a rotaciao no eixo £

Seja R;(0) a transformacéo de rotacdo ao longo do eixo £ definida por

1 0 0
R:(0)= |0 cos® —sin6]|. (3.18)

0 sin@ cosH

Vamos desenvolver o produto pRz(0)7:

1 0 0
PRﬁ(Q)T:[Px Py pz} 0 cosO® sin6

) (3.19)
0 —sin® cosO

Z[px pycos@ —p,sin® pysin6 + p,cos 6

T

Analogamente, vR:(0)" = |v, v,cos0 —v,sin® vysin@ +v,cosb|-
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A seguir, desenvolvendo o produto interno (pR:(0)7,vR:(0)T), temos
(pR+(6)T ,vR¢(6)T) = pevy + PyVy cos’ 0 — Pyv;cosBsin — p.v, cos 6sin O

+ pve sin” 6 + DyVy sin® 6 + Pyv;cos 0sin 6

+ p;vycos@sin 6 + p,v, cos’ 0

(3.20)
= DxVx —|—pyvy(cos2 6 +sin” 0) + p,v(cos> 6 +sin” 6)
= PxVx + PyVy + D7V
|(PR:(6)",vR:(6)")]
Z(pR3(0)T ,vR:(0)T) = sin~!
[PV
1 | Pxvx + pyvy + pove| (3.21)
=sin"~
Pl
= 4(177‘})

Portanto, a funcgéo angulo é invariante a rotagéo ao longo do eixo x = (1,0,0) [J.

3.4.0.1 Invaridncia a rota¢do no eixo y

Seja Ry(0) a transformagdo de rotagdo ao longo do eixo y definida por

cos@ O sinf
Ri®)=| 0 1 o0 | (3.22)

—sin@® 0 cosO

Vamos desenvolver o produto pRy(6)”:

cos@ 0O —sinf
pRﬁ(G)T=[px Py pz} 0 1 0

) (3.23)
sin@ O cosO

Z[pxcose—f—pzsine Py DP;cos6 —p,sin6
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Analogamente, vR;(6)” = |y, cos6 +v,sin @ Vy V;c080 —v,sinb|.

A seguir, desenvolvendo o produto interno (pRy(6)",vR;(6)"), temos

(PRs(8)" ,vR;5(6)™) = pyvycos® B + pyv,cos Bsin @ + p.v,cos Osin O + p,v,sin*
+ pyvy + pzv;€c0s 6 — pv, cos? 8 — p,vycos Osin O

— pzvx€0s0sinO — p,v,cos Osin O + p,vy sin® 6

(3.24)
— 2 -2 2 .2
= pyVx(cos” 0 +sin” ) + pyvy, + p.v;(cos” 0 +sin“ 0)
- vaX +pyVy +pzvz
| (PR3(8)7 ,vR3(6)T)]
Z(pRy(0)",vRy(6)") = sin™!
’ ’ 1Pl
[ |povxtpyvy v (3.25)
= S1n
Pl
=Z(p,v)

Portanto, a fung¢@o angulo é invariante a rota¢do ao longo do eixo y = (0,1,0) [J.

3.4.0.2 Invariancia a rotagdo no eixo

Seja R3(0) a transformagdo de rotacdo ao longo do eixo Z definida por

cos®@ —sinf O
R:(0) = |sin® cos® O (3.26)
0 0 1
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Vamos desenvolver o produto pR:(0)7:

cos® sin6 O
pr(G)T = [Px Py pz} —sin@® cosB O
(3.27)
0 0 1
= [pxcose —pysin® p,sinO + pycosO p;,
Analogamente, vR;(0)T = [px cos® — pysin® p,sin6 + p,cos6 p,|.
A seguir, desenvolvendo o produto interno {pR:(08)7,vR:(6)7), temos
(pR:(0)T ,vR:(8)") = pyv,cos® B — p,v,cos Bsin® — pyv, cos Osin O
+pyvy sin® 0 + pyvysin® 0 + PxVycos O sin 6
+ pyvycos0sin @ + pyvy cos’ 0 + p.v.
(3.28)
_ 2 .2 2 .2
= pxvx(cos” 0 +sin” 0) + pyvy(cos™ O +sin” 0) + p,v,
= PxVx + Pyvy + p;v;
[(PR:(6)",vR:(6)")]
Z(pR:(6)T,vR:(0)T) = sin~!
) ) IpIlv]
. }vax + pyvy + pz"'z} (3.29)
= sin
Ipll
=Z(p,v)

Portanto, a func¢@o dngulo é invariante a rota¢do ao longo do eixo z = (0,0, 1) [

3.5 Vantagens da Matriz RABG

A proposta de concepcdo de um novo formato para representar nuvens de pontos
nasce da necessidade de superar desafios comuns em andlise de formas tridimensionais: posi¢ao

relativa no espaco, escala da distribui¢do de pontos e alinhamento. Alguns destes sdo de facil
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solucdo, mas um método que agrega a todos em uma Unica representacao numérica nao havia
sido explorado anteriormente.

Ao resolver o problema da posicdo relativa e o de escala através da geometria
do grupo euclidiano, estamos promovendo uma normaliza¢do das coordenadas dos pontos da
superficie. Essa forma intermedidria representa a superficie de maneira mais simples no R>.
Dela, podemos ainda extrair, a partir de uma decomposic¢do, as direcdes nas quais a superficie
se dipersa no espaco; com os vetores singulares, podemos resolver o dltimo problema, o do

alinhamento.

3.6 Um Arcabouco para Extracao de Atributos Baseado em Momentos

O processo de montagem da Matriz RABG consiste no cdlculo de atributos geométri-
cos invariantes (distincia radial e angulos singulares) de cada ponto de uma nuvem. Entretanto, é
facil notar que este processo resulta em um formato com maior dimensionalidade do que aquele
de entrada; dada uma matriz N x 3, agora temos uma matriz N x 4.

Mesmo com uma representacao completamente invariante, ainda € possivel se valer
de uma etapa de reducao de dimensionalidade, pois € desejavel reduzir o espaco de valores que
serdo usados por modelos de predicao sem que haja uma perda na capacidade descritiva do
conjunto de dados completo.

Para tanto, propomos um sistema de extracdo de atributos baseado em Momentos.
Como visto na Se¢do 2.2, um Momento u € definido como a aproximag¢ao de uma funcao alvo
f sob uma funcao aproximadora g. Em nossa proposta, f e g serdo funcdes cujas entradas sao

elementos da Matriz RABG M calculada a partir de uma nuvem de pontos X.

Definicao 3.6.1 (Funcdo alvo). A funcdo alvo f deve ser escolhida tal que f : R — R cuja
entrada seja a distancia normalizada 7 correspondente a primeira coluna da Matriz RABG. Essa
escolha foi feita com base no estudo de Xu e Li (2008) que sugere que primitivas geométricas
(tais como distincias, dreas e produtos internos) sdo boas fungdes alvo, visto que gozam de
invariancias no grupo euclidiano. Dessa forma, a funcdo alvo corresponde a natureza radial
da superfice da nuvem de pontos. Dada uma Matriz RABG M, a funcdo alvo deve ser escrita,

portanto, como um f (7).

Definiciio 3.6.2 (Funcio aproximadora). A funcdo de base g deve ser escolhida tal que g : R? —

R, cujas entradas sao os angulos singulares guardados nas demais colunas de M: «, 3 e 7.
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Por levar em consideracdo as direcdes singulares de cada ponto, a funcdo de aproximacao aqui
proposta corresponde ao cardter angular da superfice da nuvem. Dada uma Matriz RABG M, a

fun¢do de base deve ser escrita, portanto, como um g(a, f3,7).

Como o problema de redugdo de dimensionalidade ocorre no contexto de uma
estrutura de dados discreta, a formulagao do extrator de atributos sera a interpretagao discreta
da integral de sobreposicdo definida na Equacdo 2.4. Aproximar f(7) por g(a,,7) significa
acumular o produto destas para cada ponto da Matriz RABG M. Logo, a partir das Defini¢des

3.6.1 e 3.6.2, a formulacao do extrator de atributos proposto é:

Definicao 3.6.3 (Fun¢do Momento Proposto). A Fun¢do Momento 1t (M) (¢:f) ¢ 0 somatério dos

produtos de g por f ao longo de todas as linhas da Matriz RABG de entrada M:

N

u(M) & =Y g0y, B w) £ (7). (3.30)

i=1
Tanto f(7) quanto g(c, B,7) podem ser fun¢des que dependem de pardmetros adici-
onais. Por exemplo, a escolha de polindmios como func¢des de base é bastante comum, sendo
o valor da ordem do polindmio um parametro de configuragdo deste. A partir dessa reflexao,
podemos sintetizar uma definicdo mais versatil e que representa o arcabougo geral de extragdo

de Momentos proposto:

Defini¢io 3.6.4 (Fun¢do Momento Proposto Geral). Seja Y = {v;, 12, ..., 0;} o conjunto de
todos os parametros adicionais das fun¢des de base g e alvo f, definimos a Fungdo Momento

Geral iy (M)(&f) como

=

ur(M)&D =Y ey (04, B, %) fr(F).- (3.31)

i=1
A invariancia do arcabouco de extracdo de atributos € trivial e apresentado na Se¢do

a seguir.
3.6.1 Invariancia do arcabougo de extracdo de atributos

Seja X uma nuvem de pontos em formato cartesiano tal como na Equagdo 2.1 e hX o
resultado da transformacdo de X por h, Vh € H tal que H é o conjunto das transformacdes afins:

translagdo, escala e rota¢do. Seja M a representagdo em Matriz RABG de X e M’ a de hX.
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Seja uy (M )(g /) 0 momento extraido de M para uma dada funcdo de base g e funcao
alvo f, parametrizadas por Y. Analogamente, iy (M’ )(g’f ) ¢ 0 momento igualmente definido,
mas extraido a partir de M’.

Como visto nas Secdes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, a representacdo em Matriz RABG ¢é

invariante a todas as transformacdes 4, logo:

M=M. (3.32)

Da Equagdo 3.32, temos

IJY(M)(g’f) — “Y(M/)(&f), (3.33)

Portanto, o arcabouco de extragdo de atributos baseado em Momentos é completa-

mente invariante as transformacdes afins [].

3.6.2 Montagem de um vetor de atributos

Podemos montar um vetor de atributos A(M )](fg’f ), correspondente a extracdo de

Momentos da nuvem X com Matriz RABG M, na base g, com fung¢@o alvo f e parametrizada por
Y. Os elementos deste vetor correspondem a todas as combinagdes dos pardmetros v; variando a

partir de zero. Chamamos de cardinalidade o nimero total de elementos do vetor de atributos.

3.7 Vantagens do Extrator de Momentos Proposto

As Defini¢des 3.6.1 e 3.6.2 sdo escritas em termos gerais, sem quaisquer limitagdes
de como escrever as fungdes escolhidas, de maneira proposital. Uma vez que a entrada do
sistema de extracdo de atributos é o formato invariante Matriz RABG, os Momentos dela
extraidos também se valerdo de invariancia completa. A Defini¢do 3.6.4 condensa como escrever
qualquer Fun¢do Momento. Aqui estd a esséncia da contribui¢do quanto a extracao de atributos:

uma formulac¢do geral de Momentos Invariantes Tridimensionais.

3.8 Consideracoes Finais sobre Metodologia

Apresentamos neste capitulo as contribui¢des deste trabalho: uma nova representagdo

para nuvens de pontos e um sistema de extracdo de atributos baseado em Momentos que faz
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uso das propriedades dessa nova representacdo. Por meio de demonstragdes, vimos que a
Matriz RABG é completamente invariante as transformacoes afins. Além disso, delimitamos o
arcabouco necessdrio para montar um sistema de extracao de atributos invariantes tridimensionais
baseado em Momentos. A demonstracao de uso do arcabougo proposto € feita no Capitulo
4, onde se avalia a natureza invariante dos Momentos extraidos e seu uso em um cendrio de

classificagdo de teste.
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4 RESULTADOS

Podemos sintetizar a proposta deste trabalho como sendo o novo formato de repre-
sentacdo de nuvens de pontos, chamado de Matriz RABG, e o sistema de extragdo de atributos
baseado em Momentos que faz uso daquele formato. Afim de avaliar a contribuicdo da pro-
posta em termos praticos, definiu-se dois tipos de experimentos: experimentos de invariancia e
experimentos de classificagdo.

Apresentaremos neste capitulo um conjunto de estudos de caso que servirdo como
ilustracdo do método proposto. Montaremos trés Momentos distintos e as avaliaremos em termos
de invariancia e capacidade descritiva para classificagdo. O objetivo desta parte do trabalho é
exemplificar o uso do método em cendrio real.

Em outras palavras, queremos mostrar que o modelo de extragdo de atributos é
versitil, ou seja, que dada qualquer funcdo de base e qualquer funcdo alvo, e tendo como entrada
a Matriz RABG, os Momentos extraidos da formulacdo resultante a partir do arcabouco da
Defini¢do 3.6.4 terdo invariancia afim completa. Para isso, montamos trés Fungdes Momento a
partir de polindmios ortogonais como funcdes de base e duas formas de se escrever funcdes alvo.

Esses trés Momentos sugeridos foram aplicados em um cendrio de reconhecimento
de faces humanas na popular base de dados Bosphorus (SAVRAN et al., 2008). O desafio
de classificac@o de individuos a partir de faces representadas em trés dimensdes € um desafio
considerado resolvido, mas que ainda necessita de etapas de pré-processamento das superficies
consideradas custosas e com alto grau de dependéncia de parametros; dessas, a etapa de ali-
nhamento é considerada a mais critica (ZHOU; XIAO, 2018; ALEXANDRE et al., 2020). A
escolha por usar esse cendrio como benchmark permite compararmos a capacidade descritiva do
modelo de extracao de atributos proposto e as vantagens que ele carrega frente ao estado da arte
em reconhecimento facial 3D.

A implementacdo dos experimentos foi realizada em linguagem Python 3.6 com
uso das bibliotecas numpy, scipy, pandas, matplotlib e scikit-learn (HARRIS et al., 2020;
VIRTANEN et al., 2020; MCKINNEY, 2010; HUNTER, 2007; PEDREGOSA et al., 2011). O

cédigo-fonte completo estd disponivel em repositério na internet!.

' https://github.com/keizerzilla/rocha-neto-dissertacao
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4.1 Funcoes de Base Escolhidas

O ponto de partida de todos os experimentos apresentados neste Capitulo é a monta-
gem das funcdes de extracdo de Momentos, as quais se dardo a partir da definicao das respectivas
fun¢des de base g e funcgdes alvo f de acordo com a Defini¢do 3.6.4. Os Momentos sugeridos
aqui servem de ilustracdo para a contribui¢ao deste trabalho: a capacidade de montar qualquer
Momento Invariante Tridimensional seguindo o arcabouco de extracao de atributos e usando
o formato Matriz RABG. As funcdes de base e fun¢des alvo foram montadas a partir de trés
polindmios bastante explorados na literatura de Momentos: Polindmios de Legendre, Polindmios
de Chebyshev e Polindmios de Zernike. Esse ultimo ja foi bastante discutido na Secdo 2.2.3,
portanto nos ateremos apenas a sugestao de Momentos baseado neles. Apresentaremos os dois

primeiros com mais detalhes a seguir, além das respectivas sugestdes de Momentos.
4.1.1 Sugestio de Momentos de Legendre

Os polindmios de Legendre foram inicialmente explorados por Teague (1980) como
func¢ado de base para um extrator de Momentos de imagens bidimensionais, mas o interesse por
eles em estudos de aproximagdo de funcdes € anterior (DAVE; ARMSTRONG, 1970). Varios
trabalhos j4 avaliaram o uso dos Polindmios de Legendre em diferentes desafios de classificagdo,
adaptacdo para imagens tridimensionais e avaliacao de aspectos de implementacdo e custo
computacional (HOSNY, 2011; HOSNY et al., 2019; HIOUJI et al., 2020).

Os polindmios de Legendre de ordem k podem ser escritos de forma recursiva como

(2k + l)ka (x) — kL4 (x)

Ly (x) = 1 7 *.1)
tal que os polindmios de ordem O e 1 s@o, respectivamente
Lo(x) =1
4.2)
Li(x)=x

A Figura 6 ilustra os polindmios de Legendre de ordens {0,1,2,3,4,5} ex € [—1,1].
Da Definicdo 3.6.2, a fungiio de base deve ser escrita como um g(a,f3,7). Para

a sugestdao de Momentos de Legendre, optamos pela escolha do produto de trés polindmios
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Figura 6 — Visualiza¢do do polindmio Ly (x).
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Fonte: O autor.

Ly+1(x), alternando-se as entradas entre os dngulos singulares. Portanto, a fung¢do de base da

sugestdo de Momentos de Legendre foi escrita como

8par(0t, B, 7)E5m ) = I, (00)Ly(B)LA(7)- (4.3)

Note que poderfamos ter escrito a fun¢do gpq- (o, B,7) (Legendre) como a soma de trés
polindmios ao invés do produto, dado o cardter modular do arcabougo de extracdo de atributos.
Da Defini¢do 3.6.1, a fungéo alvo deve ser escrita como um f(7). Para a sugestdo de

Momentos de Legendre, a fungdo alvo sera a propria distancia normalizada 7, ou seja

f(f) (Legendre) _ 7. (4.4)

A partir das Equagdes 4.3 e 4.4, e aplicando a Defini¢do 3.6.4 com Y = {p,q,r},
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temos a expressao para a sugestdo de Momentos de Legendre

( M) (Legendre)

=

Ly(0t:)Lyg(Bi)Lr(%)F:- (4.5)

Hpgr

i=1

4.1.2 Sugestio de Momentos de Chebyshev

Os polindomios de Chebyshev (também grafados como Tchebichef) foram introduzi-
dos no contexto de andlise de imagens por Mukundan et al. (2001). A primeira avaliacao destes
polindmios na construcao de um extrator de Momentos Tridimensional foi realizada por Mallahi
et al. (2015). Experimentos no contexto de classificacdo de objetos e reconstru¢do de imagens
bidimensionais sdo dreas de interesse recente que exploram os polindmios de Chebyshev (XU;
LIAO, 2019; WU; XU, 2019).

Os polinémios de Chebyshev de ordem k podem ser escritos de forma recursiva

como
Cper1(x) = 2xCy (x) — Cp—1 (%) (4.6)

tal que os polindmios de ordem O e 1 sd@o, respectivamente
C()(X) =1

4.7)

Ci(x)=x

A Figura 7 ilustra os polindmios de Chebyshev de ordens {0,1,2,3,4,5} e x €
[—1,1].

Da Defini¢ao 3.6.2, a funcdo de base deve ser escrita como um g(a,f3,7). Para
a sugestdao de Momentos de Chebyshev, optamos pela escolha do produto de trés polindmios
Ci+1(x), alternando-se as entradas entre os dngulos singulares. Portanto, a fungio de base da

sugestdo de Momentos de Chebyshev foi escrita como

gpar(0, B, 1) 1P = C, (0)Cy(B)CH(7)- “4.8)

Assim como pontuado para a fun¢do de base da sugestdo de Momentos de Legendre
(Equacao 4.3), aqui também poderiamos ter escrito a funcdo g, (Q (Chebyshev) como a soma
quag q p €ao Zpgr O, P, Y

de trés polindmios ao invés do produto.
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Figura 7 — Visualiza¢do do polindmio C(x).
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Da Definigdo 3.6.1, a func@o alvo deve ser escrita como um f(7). Para a sugestdo de

Momentos de Chebyshev, a fun¢ao alvo serd a prépria distancia normalizada 7, ou seja

f(f) (Chebyshev) __ 7. (4.9)

A partir das Equagdes 4.8 ¢ 4.9, e aplicando a Defini¢éo 3.6.4 com Y = {p,q,r},

temos a expressao para a sugestdo de Momentos de Chebyshev

=

Wpgr(M)(CHP3her) = ¥ €, (04)Cy(B)Cr ()i (4.10)

1

4.1.3 Sugestio de Momentos de Zernike

As construcdes das sugestdes de Momentos de Legendre e de Chebyshev, abordadas
nas Secdes anteriores, tiveram um processo criativo idéntico: dado um polindmio, a fung¢io de

base foi definida como o produto de trés polindnimos, onde cada um recebe de entrada um dos trés
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angulos singulares. J4 a funcdo alvo foi escrita como a prépria distdncia normalizada. A seguir,
veremos uma outra maneira de construir uma Fungdo Momento com base nas peculiaridades dos
Polindmios Complexos de Zernike e avaliando mais uma vez o carater modular da proposta de
arcabouco de extracao de atributos.

Os Polindmios Complexos de Zernike, tal como discutidos na Secao 2.2.3 e apresen-
tados na Equacdo 2.10, sdo definidos como o produto de uma funcao radial e uma func¢do angular,
cujas entradas s@o calculadas a partir das coordenadas dos pixels de uma imagem bidimensional
mapeados dentro do circulo de raio unitério (i.e coordenadas polares). A fun¢do angular dos
Polindmios Complexos de Zernike € a exponencial complexa, cujo angulo é escalado pelo valor
de repeti¢do m. Por sua vez, a fungdo radial € o chamado Polindmio Radial (Equagdo 2.9), cuja
entrada € a distancia radial e parametrizada pelos valores de ordem n e repeticdo m.

Para a sugestao de Momentos de Zernike, propomos uma fun¢ao angular que serve de
fungdo de base, um g(a, B,7) como dita a Defini¢do 3.6.2. Resultado da soma entre o produtdrio

dos senos e o produtdrio dos cossenos dos angulos singulares escalados pela pardmetro m, temos

gm(at, B, y)Fermike) = H cos(m@) + H sin(m@) (4.11)
oc{a.B.v} p{a.B.v}

Usaremos o Polindmio Radial como fung¢do alvo para a sugestdo de Momentos de
Zernike. Essa func¢do atende ao requisito Unico da Defini¢do 3.6.1: uma fun¢do cujo tnico

parametro € a distdncia normalizada 7. Temos entdo

Fam (};> (Zernike) _ Rum (7> . (4.12)

Das Equacdes 4.11 e 4.12, e aplicando a Defini¢do 3.6.4, chegamos a formulacao
da sugestao de Momentos de Zernike que usa o arcaboucgo de extracdo de atributos proposto,

escritos como

Ly (M) (Zernike) — cos(m@) + H sin(m@)) | Rum(F) | - (4.13)

oc{a.p.v} 9c{ap.v

M=

4.2 Teste Numerico de Invariancia

Afim de mostrar empiricamente que os Momentos construidos carregam a invari-

ancia afim completa provida pelo formato Matriz RABG (como demonstrado na Secdo 3.6.1),
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construimos um cendrio de extracdo com um conjunto de nuvens de controle. Tomamos a nuvem
do coelho da base de scans da Stanford (LEVOY et al., 2005) e aplicamos um conjunto de
transformacoes de translacao, escala e rotagao.

A Figura 8 traz uma visualiza¢io de cada uma das nuvens do conjunto de controle,
composto por: nuvem original (ORIGINAL), nuvem original transladada ao longo das trés
direcdes candnicas (TRANSLADADO), nuvem original escala uniformente com o dobro de
tamanho (ESCALADO), nuvem original rotacionada 45° em torno do eixo £ (RX-45?), nuvem
original rotacionada 60° em torno do eixo j (RY-60°), nuvem original rotacionada 90° em torno

do eixo Z (RZ-90°) e nuvem original com todas as transformacdes afins aplicadas (TODAS).

Figura 8 — Nuvens utilizadas para o teste numérico de invariancia.
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ESCALADO

B rRx-45°
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B rRZ-90°

' TODAS

Fonte: Levoy et al. (2005), adaptado pelo autor.
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Para cada uma das nuvens do conjunto de controle, foram extraidos os Momentos
sugeridos de Legendre, Chebyshev e Zernike. A seguir, verificou-se a variancia estatistica dos
Momentos para cada parametrizacdo ao longo de cada nuvem transformada. Os parametros

escolhidos para cada Fun¢cao Momento foram:

Y(Legendre) — {p c {O, 1,2},q - {O, 1,2},7‘ S {07 1,2}}
Y(Chebysher) — £, € £0,1,2},q € {0,1,2},r € {0,1,2}} (4.14)
Y(Zernike) — {n E {07 1’2’3,47576}”/” 6 {0, 17273747576}}

As Tabelas 1, 2 e 3 trazem os resultados numéricos de invariancia para os Momentos
sugeridos de Legendre, Chebyshev e Zernike, respectivamente. Cada linha representa um dos
Momentos p parametrizados por v. Os valores ao longo das colunas estdo associados a cada
uma das nuvens transformadas do conjunto de controle.

Para os Momentos de Legendre e Chebyshev, vemos que a variancia dos valores
estd sempre acomodada no intervalo entre a quarta e oitava casa decimais; a menos da precisao
numérica de uma variavel ponto flutuante, podemos concluir que estes Momentos sdo invariantes
para todas as transformacdes afins. Ainda com relacdo as Tabelas 1 e 2, vemos que os atributos
extraidos com ordens nao maiores que 1 sdo iguais entre Legendre e Chebyshev, ja que os
polindmios em ordens mais baixas de ambos sao iguais (Equacgdes 4.2 e 4.7).

Em consideragdo aos resultados obtidos para a sugestdo de Momentos de Zernike
(Tabela 3), temos, mais uma vez, valores de varidncia dentro da margem de precisao numérica,
mas um pouco maiores que para as sugestdes de Momentos de Legendre e Chebyshev, com
excessao do momento ,u(%emike); paran =0 e m = 0, a funcdo angular retorna 1 e a funcdo radial
também retorna 1, portanto a Equacdo 4.13 calcula a acumulagdo de pontos da nuvem de entrada,
ou seja, sempre o valor constante N, resultando na menor variancia possivel dentro da precisdao

discreta.

4.3 Resultados em Tarefas de Classificacao

Ap0s mostrar o carater invariante dos Momentos calculados a partir do arcabouco
de extracdo de atributos baseado em Momentos e na Matriz RABG, avaliaremos a seguir a
capacidade descritiva dos vetores de atributo montados a partir da extracdo de Momentos de

faces humanas representadas por nuvens de pontos para classificagdo de invidividuos.
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Tabela 1 — Invariancia dos Momentos de Legendre RABG

Momento  Original Transladado Escalado  RX-45° RY-60° RZ-90° Todas Variancia

Lege”d’e 1933590  19335.90  19335.90 1933594 19335.89 1933592 19335.87 4.65¢-04

764590 764590 764590 764592 764590 764591 764589  6.84¢-05
234916 -2349.16  -2349.16 -2349.17 -2349.16 -2349.17 -2349.16  8.78¢-06
10213.83 1021383  10213.83 10213.86 10213.83 10213.85 10213.82 1.32¢-04
344431 344431 344431 344432 344431 344432 344431  138e-05
1224035 -224035 224035 -2240.35 -2240.35 224035 -2240.34  7.02¢-06
2219.17 221917 2219.17  2219.17  2219.17 221917  2219.16  1.08¢-05
34777 34777 34777 34777 34777 34777 34777 1.40e-07
1222043 -222043  -222043 222043  -222043 222043  -222043  7.89¢-06
1512862 1512862  15128.62 15128.66 15128.62 15128.64 1512860 2.84c-04
4807.43 489743 489743  4897.44 489743 489743 489742  2.83¢-05

373133 -373133 373133 373133 -3731.32  -3731.33  -3731.32  1.77¢-05
\begendr) 600418 6094.18  6094.18  6094.19  6094.18  6094.19  6094.17  4.30e-05
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\Legendre) _1956.32 195632 -1956.32 -1956.32 -195632 -1956.32 -1956.31  4.89¢-06
(Legendre) g7 11 -972.11 97211 972.11 97211 97211  -972.11  1.33e-06
(\Legendre) 51 44 51.44 51.44 51.44 51.44 51.44 5144  1.26e-08
(Lesendre)  19409.93  12409.93  12409.93  12409.96 12409.93 12409.94 1240991  2.01e-04
(Lesendre) 938074 238074 238074 238074  2380.73  2380.74  2380.73  6.85¢-06
-5678.32  -5678.32  -5678.32 -5678.33 -5678.32 -5678.32 -5678.31  4.10e-05
227671 227671 227671 227672 227671 227671  2276.71  4.74e-06
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Fonte: o autor.

4.3.1 Cendrio e base de dados

Usaremos como cendrio de referéncia a tarefa de classificacdo de individuos a partir
do reconhecimento de faces. Aqui, o desafio é treinar um modelo de classificac@o a partir de
uma unica amostra por cada classe envolvida no problema; para cada individuo, uma utnica
nuvem de pontos da sua face sera usada para extracdo de Momentos. Como queremos montar
um cendrio de referéncia, usaremos a tarefa de classificar as faces a partir de fei¢cdes neutras (i.e
sem nenhuma expressao facial). O problema de classificacdao dessa natureza ja foi considerado
como solucionado, podendo assim ser usada como benchmark para novos modelos de predi¢ao
(ZHOU; XIAO, 2018).

Usaremos a base de dados Bosphorus (SAVRAN et al., 2008), uma das mais explo-
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Tabela 2 — Invariancia dos Momentos de Chebyshev RABG

Momento Original  Transladado  Escalado RX-45° RY-60° RZ-90° Todas Variancia

C”eb””ev 19335.90 19335.90 19335.90 1933594  19335.89  19335.92  19335.87 4.65¢-04

7645.90 7645.90 7645.90 7645.92 7645.90 764591 7645.89 6.84e-05
-9577.52 -9577.52 -9577.52  -9577.54  -9577.51 -9577.53  -9577.50  1.23e-04

hebyshev
C hebyshev

< )
< )
< )
“M”h”) 10213.83  10213.83  10213.83 10213.86  10213.83  10213.85 10213.82  1.32e-04
<Ch6by”’”> 344431 344431 344431 344432 344431 344432 344431 1.38¢-05
“hmhe”) 639174  -6391.74  -6391.74  -6391.76  -6391.74  -6391.75  -6391.73  5.41e-05
“MVW”) -3486.41 -3486.41 -3486.41  -3486.42  -3486.41  -3486.41  -3486.41  1.07e-05
“heb“””) -3012.33 -3012.33 -3012.33  -3012.34  -3012.33  -3012.33  -3012.33  1.01e-05
“”ebym) 174122 -1741.22 174122 174122 -174122  -1741.23  -1741.22  8.74e-06
fc”eb”h”) 15128.62  15128.62  15128.62 15128.66 15128.62 15128.64  15128.60  2.84e-04
(Chebyshev) 489743 489743 489743  4897.44 489743 489743 489742  2.83¢-05
1( Che ebysher)  10017.97  -10017.97  -10017.97 -10018.00 -10017.97 -10017.98 -10017.96 1.26e-04
1( hebyshev) 604,18 6094.18 6094.18  6094.19  6094.18  6094.19  6094.17  4.30e-05
uff{”””’”v) 1785.31 1785.31 1785.31 1785.31 1785.31 1785.31 178531  3.37e-06
lfé’e””h”) -4366.19  -4366.19  -4366.19  -4366.20  -4366.19  -4366.19  -4366.18  2.26e-05
f%’e””””) 2765130  -7651.30 2765130 -7651.32  -7651.30  -7651.31  -7651.29  7.33e-05
;g{w’n he) 092862 -2928.62  -2928.62  -2928.63  -2928.62  -2928.62  -2928.61  1.09e-05
;ggeb> shev)  4300.26 4300.26 430026  4300.27 430025  4300.26  4300.25  2.19e-05
50636””’“” 1010127  10101.27 1010127 10101.30 10101.27 10101.28 10101.26  1.38e-04
(Chebysher) 62568 625.68 625.68 625.68 625.68 625.68 62568  6.22e-07
§§§6b”’“”> -12417.81  -12417.81  -12417.81 -12417.84 -12417.80 -12417.82 -12417.79 1.96e-04
fgemm) -369.00 -369.00 -369.00 -369.00 -369.00 -369.00 -369.00  2.42¢-06
ff”by”’”) -856.91 -856.91 -856.91 -856.91 -856.91 -856.91 -856.91  1.34e-06
(Chebysher) 123059 -1230.59  -1230.59  -1230.59  -1230.59  -1230.59  -1230.59  1.01e-06
(Chebysher) 1583354 -15833.54  -15833.54 -15833.58 -15833.53 -15833.56 -15833.52 3.75¢-04
(Chebysher) 981771 2817.71  -2817.71  -2817.71  -2817.71  -2817.71  -2817.70  1.15¢-05
ug’d’”h@” 15611.66  15611.66  15611.66 15611.70  15611.65 15611.68 15611.63  3.50e-04

Fonte: o autor.

radas nesse contexto, para defini¢do do cendrio de classificacdo. Montada a partir do scanner
Inspeck Mega Capturor II e totalizando 4666 amostras de 105 individuos, esse conjunto de
dados contém imagens 3D de faces em formato de nuvens de pontos com variagdo de expressoes
(e.g feliz, neutro, raiva), poses (i.e rotagdes ao longo do eixo do pescoco) e diferentes tipos de
oclusdo (e.g mao no rosto, 6culos, mao na boca, cachecol). A Figura 9 traz exemplos de rostos
encontrados na base de dados Bosphorus.

N3ao usaremos o conjunto de dados completo, mas apenas o subconjunto das faces
com expressao neutra. No total, 299 nuvens sdo usadas nos testes de classificacdo, sendo 105
para o subconjunto de treinamento e as 194 nuvens restantes responséveis pelo subconjunto de
teste. Como explicado anteriormente, montaremos um classificador que aprendera com uma

Unica amostra por classe.
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Momento  Original = Transladado  Escalado RX-45° RY-60° RZ-90° Todas Variancia
(ermike) 1144229 1144229 1144229 1144229 1144229 1144229 1144229  3.30e-24
(germike) 1738489 12384.89  12384.89  12384.92  12384.89 1238491  12384.87  1.79-04
(Zermike) _31884.65  -31884.65  -31884.65 -31884.41 -31884.66 -31884.52 -31884.80 1.3l1e-02
(Zermike) 121051 -1210.51  -1210.51  -1210.52  -1210.50  -121051  -1210.50  1.76e-05
\Zenike)  30426.03  -30426.03  -30426.03 -30425.95 -30426.04 -30425.99 -30426.08 1.44e-03
\Zernike) 803,60 -803.60 -803.60  -803.60  -803.60  -803.60  -803.59  9.79e-06
\Germike) _20653.73  -20653.73  -20653.73 -20654.03 -20653.71 -20653.89 -20653.54 2.06¢-02
\Zernike) 475 41 47541 475.41 47540 47541 475.41 47543 1.10e-04

plemke) 236822 236822 -2368.22  -2368.24  -2368.23  -2368.23  -2368.21  8.04¢-05
Zermike) 17036.03  17036.03  17036.03 1703578  17036.05 1703590  17036.19  1.38¢-02
Zemike) 228909 -2289.09  -2289.09  -2280.14  -2289.09  -2289.12  -2289.06  5.3le-04
(emike) 339307 -3323.07  -3323.07 -3323.10  -3323.07  -3323.09  -3323.05  3.00e-04
(Zemike) 5180882 51828.82  51828.82  51828.67 S51828.82 5182874 5182890  4.44e-03
Zermike)  5734.00 5734.00 573400  5734.04 573401 573403 573397  4.91e-04
Zernike) 1485.92 1485.92 1485.92 148586 148593  1485.88 148597  1.06e-03
(Zermike) 198384 1983.84 1983.84  1983.86  1983.84  1983.84  1983.82  1.66e-04
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Fonte: o autor.

E corriqueiro aplicarmos etapas de pré-processamento as nuvens de pontos antes do

processo de extracdo de atributos. Sdo passos de pré-processamento mais comuns em sistema de
classificacao de face: remocao de outliers (remocao de pontos ndo constituintes da superficie do
rosto), subamostragem (diminui¢ao da quantidade de pontos da superficie para processamento
mais rapido), correcdo de pose (alinhamento das faces para corrigir pequenas rotacdes durante
aquisi¢cdo) e definicao da regido de interesse (retengdo apenas de parte caracteristica da superficie).
Para mostrar a capacidade de descri¢cdo do método de extracao proposto, apenas duas etapas
de pré-processamento foram realizadas: remocao de outliers e defini¢do da regido de interesse
(também conhecido pela sigla em inglés ROI, ou Region of Interest).

Primeiro, cada uma das 299 faces foi submetida a um algoritmo estatistico de
remocao de outliers, onde a distancia de cada ponto para o centro geométrico foi comparada
com um desvio padrdao ¢ = 1 da massa de pontos da superficie. Depois, a etapa de definicdo
da regido de interesse foi escolhida como a defini¢do de uma regido central da face a partir do
corte radial ao redor da ponta do nariz dada uma distancia em milimetros. Cinco configuracdes
diferentes de cortes foram testadas: 100mm, 90mm, 80mm, 70mm e 60mm. A localizacdo da
ponta do nariz usada para o corte foi provida pela propria base de dados; o problema de deteccio
deste ponto € tratado em outros trabalhos, como o de Liu et al. (2016). A Figura 10 ilustra os

passos de pré-processamento das faces.
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Figura 9 — Exemplos de faces da Base Bosphorus. I: face neutra. II: expressao de raiva. III:
expressao de alegria. I'V: oclusdo de boca.

1 1A%

Fonte: Savran et al. (2008), adaptado pelo autor.

A etapa de subamostragem nao foi executada para que a Matriz RABG pudesse
guardar a maior quantidade de atributos geométricos invariantes possivel, representando mais
fielmente a superficie do rosto. A etapa de correcao de pose ndo é necessdria vista a propriedade

de invariancia a rotacdo da Matriz RABG.

4.3.2 Classificador

Usaremos o classificador Vizinho mais Préximo como modelo de predi¢ao. Seu

funcionamento € descrito pelos seguintes passos:
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Figura 10 — Visualizacdo das etapas de pré-processamento submetidas as nuvens de faces.

S N
R REMOGAO CORTE AO

DE REDOR DA
NUVEM ORIGINAL .xyz
Savran et al. (2008) OUTLIERS PONTA DO NARIZ
Y Y Y Y Y
90mm 80mm 70mm 60mm

Fonte: O autor.

Passo 1: Armazenar em memoria o conjunto de treinamento X
Passo 2: Para cada nova observagdo x, buscar em X pelo indice do vetor de atributos mais
préximo de x:
i =arg min ||x—x;|? (4.15)
i=1,...N
onde ||v|| denota a norma euclidiana do vetor v.
Passo 3: Atribuir a observacio x o indice de x;
Sugerimos a andlise do comportamento dos Momentos extraidos através do arca-

bouco proposto com outros modelos de classificador como pesquisa futura (Capitulo 5).
4.3.3 Taxas de classificacdo

Para cada um dos Momentos sugeridos, foram montados vetores de atributos de
diferentes tamanhos definidos a partir dos parametros Y de cada um deles. Os parametros dos
Momentos sugeridos para o teste de classificacao foram diferentes daqueles usados para o teste

de invariancia:

Y(Legendre) — {p c {O’ 1,27374}’q (= {0,1,273,4}," € {0, 1727374}}
y(Chebyshes) — {p € {0,1,2,3,4},q € {0,1,2,3,4},r € {0,1,2,3,4}} (4.16)
Y(Zernike) — 11 € {0,1,2,...,20},m € {0,1,2,...,20}}

O processo de extracdo-classificacdo foi repetido cinco vezes, um para cada configu-

racao de corte radial. Os resultados foram condensados nas Figuras 11, 12 e 13. Estdo ordenados,



65

no eixo horizontal, a referéncia do vetor de atributos A(M )%g /) que gerou a acuracia respectiva

(eixo vertical). Cada linha do gréfico representa um dos cortes radiais.

A Figura 11 traz os resultados para o vetor de atributos dos Momentos de Legendre
sugeridos (,q-(M) (Legendre) - Vemos que existe uma tendéncia inicial de aumento na taxa de
classificacdo quanto maior for o vetor de atributos extraido, mas que se estabiliza a partir
de ordens maiores que 3. As faces cortadas 80mm radialmente ao redor da ponta do nariz
correspondem aos cendrios onde o classificador melhor identifica os individuos, com performance
marginalmente superior em relacao aos cortes de 60mm, 70mm e 90mm. A acuricia maxima
obtida com o corte de 80mm foi de 81,44%, compartilhada por quatro diferentes vetores de

atributo.

Figura 11 — Resultados: Momentos de Legendre.

Momentos de Legendre: acuracia versus vetor de atributo e corte
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Fonte: O autor.

A Figura 12 traz os resultados para o vetor de atributos dos Momentos de Chebyshev
sugeridos upq,(M)(ChEb”h”). O padrao de evolucdo das taxas de acurdcia versus vetor de
atributos encontradas nos Momentos de Legendre também estdo presente nesta outra formulagao;

a semelhanca das fun¢des de base de ambos, principalmente para baixas ordens, explica a



66

semelhanga nos resultados. O corte de 80mm mais uma vez resultou em melhores taxas de

. ~ . . Chebysh
classifica¢do, mas apenas para o vetor de atributos de maior ordem A(M )g 42 yshev),

Figura 12 — Resultados: Momentos de Chebysheyv.

Momentos de Chebyshev: acuracia versus vetor de atributo e corte
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Fonte: O autor.

Vemos que a sugestdo de Momentos de Legendre e Momentos de Chebyshev alcan-
caram resultados bastante semelhantes em termos de taxa de acurdcia. A formulacdo semelhante
dessas duas sugestdes, tanto em termos de baixas ordens dos polindmios de base, quanto na
escolha de func¢ao alvo (igual para ambos), explica os resultados de classificagdo equivalentes.

A Figura 13 traz os resultados para o vetor de atributos dos Momentos de Zernike
L (M) (Zermike) Egsa formulagdo de extrator de atributos resultou nas melhores taxas de clas-
sificacdo, alcangando acerto de 96,39% para o vetor A(M )%fzrgike). Além de uma performance
de classifica¢ao superior aos dois primeiros Momentos analisados, a sugestao de Momentos
de Zernike se diferenciaram com relacdo ao corte radial preferivel, sendo aqui a distancia de
70mm ao redor da ponta do nariz a melhor configuragcdo para defini¢do da regido de interesse.

Em comparacgao a outros métodos de classificacdo de individuos a partir de nuvens de pontos

de faces, podemos concluir que a sugestdo de Momentos de Zernike mostra como promissora a
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capacidade descritiva do arcabouco de extragcdo de atributos proposto.

Figura 13 — Resultados: Momentos de Zernike.

Momentos de Zernike: acuracia versus vetor de atributo e corte
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Fonte: O autor.

A pesquisa de Li et al. (2015) propde um modelo de extrac@o de atributos livre da
etapa de registro a partir do calculo de pontos de interesse na superficie do rosto que ndo variam
com a rotacdo. Entretanto, essa etapa do algoritmo proposto por ele tem forte dependéncia com
a superficia da face humana, nio representando um método realmente invariante e, portanto,
dificultando a generalizacdo de seu uso em outros cendrios.

O trabalho de Emambakhsh e Evans (2017) apontou a drea proxima da ponta do
nariz como a melhor regido de interesse para classificagcdo, resultado que converge com os
obtidos pelos Momentos sugeridos. Entretanto, a regido de interesse definida nesse trabalho
exige, além da ponta do nariz, mais outros 6 pontos de interesse (landmarkings), além de um
etapa de extracdo de atributos que apenas mitiga as possiveis invariancias a partir de estimacoes

de orientacdo e escala.
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4.4 Consideracoes Finais sobre Resultados

Apresentamos neste capitulo resultados praticos de experimentos no contexto da
invariancia da Matriz RABG, montagem de um func¢do de extracdo baseada em Momentos e
uso do sistema de extracdao em tarefas de classificacdo, como por exemplo identificacdo de
individuos. Os testes numéricos de invariancia para os trés Momentos sugeridos provam que um
sistema de extracdo de atributos baseado em Momentos e na Matriz RABG goza de invariancia
afim completa. Os resultados de classificacdo na Base Bosphorus evidenciam a capacidade de
descri¢ao do método e as invariancias carregadas pelos vetores de atributo ajudam a contornar
exigéncias comuns ao sistema de extragcdo-classificacdo, como, por exemplo, a etapa de corre¢ao

de pose, desnecessaria visto a invariancia a rotagdo da Matriz RABG.
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5 CONCLUSOES

Os dois objetivos deste trabalho, um novo formato para nuvens de pontos € um
arcabouco de sistema de extragdo de atributos baseado em Momentos, foram apresentados em
termos de defini¢des das parte que compdem o modelo proposto, de demonstracdes matematicas
das caracteristicas que se queria algancar e por meio de experimentos numéricos com ilustragdes
em estudos de caso controlados. Espera-se que este trabalho contribua no debate sobre a andlise
de imagens tridimensionais e suas aplicagdes em Visao Computacional.

As demonstracdes no Capitulo 3 e os estudos de caso apresentados no Capitulo 4
mostraram a invariancia afim do formato de nuvem proposto, além de exibir o poder descritivo do
método de extragdo frente um cendrio de benchmark controlado. As taxas de classificagdo obtidas,
com maximo em 96,39% a partir da sugestdo de Momentos de Zernike que usa o arcabouco
de extracdo proposto, se mostraram bastante competitivos frente a métodos de reférencia sem a
grande dependéncia de etapas de pré-processamento destes. Alcancada a invariancia completa e
com resultados promissores no reconhecimento de individuos a partir da classificacdo de faces,
mostramos que a contribuicao é vidvel do ponto de vista pratico.

E importante salientar algumas limita¢des. O primeiro atributo da Matriz RABG, a
coluna de distancia normalizadas, € bastante sensivel a outliers. Poucos pontos dispersos nao
alteram a localizacdo do centro geométrico, mas podem implicar numa distancia maxima 7y,
discrepante em relacao ao restante da distribui¢ao da superficie, resultando uma normalizagao
em escala comprometida.

Além disso, como os atributos da Matriz RABG sao calculados a partir do centro
geométrico e de uma primeira normalizacdo na posi¢ao espacial (i.e invariancia a translacao),
podemos dizer que o formato em si agrupa atributos que levam em consideracao a superficie
por completo da nuvem de pontos analisada. Algumas tarefas especificas podem exigir um
particionamento da superficie para andlises mais granulares e, portanto, o método de particiona-
mento influenciard diretamente no formato das Matrizes RABG de saida. Sugere-se um estudo
de como adaptar o algoritmo de geragdo do formato proposto para casos onde se quer analisar
nuvens localmente, e ndo globalmente. Um possivel ponto de partida para essa investigacao € a
reformulacdo da etapa de normaliza¢@o na translacdo em func¢io de um outro ponto de referéncia,
contanto que este se mantenha fixo.

O estudo mais profundo de diferentes funcdes de base e fungdes alvo podem ajudar

a esclarecer os limites do método de extracdo, suas vantagens e limitacdes, de maneira mais
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objetiva. No contexto de classificacdo, sugere-se uma investigacdo cruzada entre Momentos e
cendrios de experimentacao distintos, como reconhecimento facial, classificacdo de objetos e
aprendizado por transferéncia.

O uso do formato Matriz RABG como entrada para um sistema de extracao de
atributos ndo se limita a uma formulacdo de Momentos, como proposto neste trabalho. De fato,
podem-se aplicar outros modelos de extracdo, como andlise de histogramas ou mesmo redes
neurais, contanto que a investiga¢do aponte como usar corretamente cada uma das colunas do
formato de representacdo aqui apresentado no contexto do modelo de predicdo em questao.

Também nao foi contemplado neste trabalho um estudo da capacidade de recons-
trucdo de nuvens de pontos a partir dos atributos extraidos da Matriz RABG e do extrator
de Momento propostos. Além da prépria nuvem de pontos, incentiva-se as investigagdes em
outros dominios, como as malhas triangulares e a representacao em voxels, a fim de explorar a
capacidade de reconstru¢do em formatos onde essa tarefa é mais explorada.

A implementacdo do método proposto e suas possiveis otimizagdes em arquiteturas
do tipo GPU (Graphics Processing Unit, ou Unidade de Processamento Grafico) poderao se
favorecer de processamento paralelo, permitindo a extracao de mais atributos em menos tempo e,
portanto, abrindo espaco para uso em sistemas de tempo real.

Por fim, é possivel avaliar uma generalizacdo total do modelo de representacao
proposto. O formato Matriz RABG agrega atributos invariantes de natureza radial e angular. De
fato, seu processo de montagem nao faz limitacdo quanto a dimensao do espaco de entrada. Este
trabalho abordou o contexto tridimensional com nuvens de pontos, mas € perfeitamente possivel
adaptar o formato para andlise de imagens bidimensionais, ou quaisquer formas hiperdimensio-
nadas. Um estudo da generaliza¢do dimensional da Matriz RABG pode revelar outros dominios

de uso.
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