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RESUMO

Determinar a matriz inversa, quando essa existir, e resolver um sistema linear de
equacgoes sao tarefas que conforme aumentem a ordem da matriz e o tamanho do
sistema aumentam também as dificuldades de serem realizadas. Habitualmente,
os livros de ensino médio trabalham a determinacdo de uma matriz inversa
usando o produto de matrizes, pois o produto de uma matriz com sua inversa e
igual a matriz identidade, e a resolucdo de um sistema linear pela regra de
Cramer e escalonamento do sistema de equacgbes. Neste trabalho, propde-se
apresentar aos alunos do ensino médio o conceito de Transformagdes
Elementares nas linhas de uma matriz e utiliza-lo como uma nova ferramenta
para a determinacdo de uma matriz inversa e a resolucdo de um sistema de
equacoes lineares. As Transformagdes Elementares sdo, de certa forma,
operacOes simples e mais leves, principalmente, em comparacdo aos calculos
realizados para encontrar inversas de matrizes de ordem maiores ou iguais a trés

e solucoes de sistemas lineares maiores que um sistema dois por dois.

Palavras-chave: Matriz inversa. Sistema de equacgdes lineares. Transformacodes

Elementares. Nova ferramenta.
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INTRODUCAO

Este trabalho abordara trés assuntos que, de certa forma, se completam
ou poderiamos dizer que “fazem parte de uma sequéncia’. Matrizes,

Determinantes e Sistemas de Equacdes Lineares.

Mas, curiosamente, do ponto de vista histérico, a ideia de determinante
aparece em solucdes de sistemas lineares ocorreu pelo menos um século antes do
matematico inglés Arthur Cayley, com sua famosa Memoir on the Theory of
Matrices, 1858 criar as teorias das matrizes e demonstrar sua utilidade, portanto a
ordem historica foi: sistemas lineares, determinantes e matrizes, porém, estudamos
primeiro as matrizes, depois os determinantes e, em seguida, 0s sistemas de

equacdes lineares.

Bem, neste trabalho abordaremos detalhadamente os conteudos sobre
estes trés assuntos, apresentando diversos exemplos e exercicios resolvidos, a fim

de demonstrar as mais diversas formas de aplicacdes dos conceitos apresentados.

Entretanto, o foco principal deste trabalho é apresentar ao estudante do
ensino médio o conceito de transformacdes elementares nas linhas de uma
matriz, que ndo é usual no ensino médio, mas € perfeitamente aplicavel como uma
ferramenta adicional para o calculo de matrizes inversas, quando estas existirem, e

resolucao de sistemas de equacdes lineares.
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e MATRIZES

Muitas vezes, para designar com clareza certas situacdes, € necessario
formar um grupo ordenado de numeros que se apresentem dispostos em linhas e
colunas numa tabela. Em Matematica, essas tabelas sdo chamadas matrizes. Com o
advento da computacéo e a crescente necessidade de guardar muitas informacdes,

as matrizes adquiriram grande importancia.

Historicamente, as matrizes surgiram da necessidade de resolver
problemas, que envolviam mensuragcdo de terras, agricultura, impostos e etc., 0s
guais resultavam em sistemas de equacgdes de 1° grau. Embora haja indicios de que
por volta de 2500 a.C. os chineses ja resolvessem alguns tipos de problemas com
céalculos efetuados sobre uma tabela (apresentados num dos nove capitulos do livro
chinés Chui-Chang Suan-Shu, que trata da arte matematica). Augustin-Louis Cauchy
(1789 — 1857), matematico francés, parece ter sido o primeiro a nomear essas
configuragbes numeéricas de tableau (tabela, em francés), em 1826, e s6 em 1850,
com o matematico inglés James Joseph Sylvester (1814 — 1897), € que esse tipo de

configuracdo numérica recebeu o nome de matriz.

Hoje em dia, as matrizes tém uma importancia muito significativa no
campo das aplicacbes em Matematica, especialmente na Algebra Linear e
Computacdo Grafica. Também sdo muito utilizadas em nosso cotidiano, por
exemplo, na organizacdo de dados, como a tabela de um campeonato (figura
abaixo), calendario, ficha de aposta de loteria e até a tela do computador que vocé
observa é formada por pixels, gerado por uma matriz.

PG

[__CLASSIFICAGA0 ] PG | J [ Vv | E | D \

1° Remo (PA) 10 6 3 1 2 Remo (PA) mp | 10

2° América (RN) 10 6 3 1 2 América (RN) mip | 10
3° Ipatinga (MG) 9 6 2 3 1 Ipatinga (MG) =i | 9
4° Novo Hamburgo (RS) 4 6 1 1 4

Novo Hamburgo (RS) mi | 4

» oo Ame
=W e <

= o = femm
B o= MR *U

Observe que os dados (pontos ganhos, quantidade de jogos, vitérias,
empates e derrotas), referentes a cada time, estéo descrito na tabela.
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1. Nogdes de Matrizes.

Definicéo:

Dados m e n € N\ {0}, definimos uma matriz real de ordem m por n, ou
simplesmente uma matriz m por n (escreve-se m X nm), como uma tabela

formada por m - n elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas.

Exemplos:

3 5 -1 4

a) 0o * V2 émartriz2 x 3 C) | -7 | émartriz3 x1

5 1

4 0\ , , . ,

b) (6 1) é martriz2 x 2 d [3]émartriz1x1
1 5 -3 .

C) |3 7 14 ) émartriz3 x 3 C) [—2 3 - W] émartriz1 x 4
0 1 21

2. Representacdo Genérica de uma Matriz.

Os numeros que aparecem na matriz sdo chamados de elementos ou
termos da matriz. Em uma matriz qualquer M, cada termo € indicado por a;;. O
indice i indica a linha e o indice j a coluna as quais o termo pertence. Com a
convencao de que as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as
colunas, da esquerda para a direita (de 1 até n), uma matriz m X n € representada

genericamente por:

n colunas n colunas

i ¥ ¥y,
a,, a;? By e By L4+ a,, a',:f dyq - lE'1n 5]
i = i
M: 821 B33 835 98,, = ou M: B21 B2z B35 83, | E
: : o Te, d £ : : : . £

am] dm? am} 2 'amr. ar—'.:l am,’-‘ am] == an'r*
—1 -I'I'III'I mxmn

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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Uma matriz M do tipo m x n também pode ser indicada por: M = (a;;);

i€{1,2,3,,m}eje€{1,23,--,n} ousimplesmente M = (a;)

mxn’

Exemplos:

a) Vamos escrever a matriz X = (a;), com 1<i<2 e 1<j<3, tal que

Solucéo
Temos por definicéo:

a11=3+2_5=0, a12=3+4‘_5=2, a13=3+6_5=4‘
a21=6+2_5=3, a22=6+4‘_5=5, a23=6+6_5=7

_024].

ASSIm, a matriz é: X = 3 5 7

b) Indique os elementos da matriz M = (a,-,-)3x3, tal que a;; =i —j.

Solucéao
Temos por definicéo:

a11:1_1:0, a12:1_2:_1, a13:1_3:_2

a21:2_1:1, a22:2_2:0, a23:2_3:_1
a31:3_1:2, a32:3_2:1, a33:3_3:0
0 -1 -2
Assim, a matriz é: M={1 0 -1|.
2 1 0

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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3. Matrizes Especiais.

Ha matrizes que, por apresentarem uma utilidade maior nesta teoria,

recebem um nome especial:

3.1. Matriz Linha — é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, € uma matriz que tem
uma unica linha.
Exemplos:

a) L'=(-3 % v7) ) "=[1 0 —4 2 -1

1x3 1x5

Forma Genérica:

n colunas

Y

L =[a” a, a, .. ﬂ-.n]

3.2.  Matriz Coluna — € toda matriz do tipo m x 1, isto €, € uma matriz que tem

1xn

uma Unica coluna.

Exemplos:
_1 5
a) C = (2) b)C”=[§l
=2 lyxq
7 /7 ax1

Forma Genérica:

3.3.  Matriz Nula — é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

Exemplos:
0 0 0O
a) N’=<0 0 0 0) b) N”=[g g
0 0 0 0/3,4 2x2

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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3.4. Matriz quadrada de ordem n — é toda matriz do tipo n X n, isto é, € uma

matriz em que o numero de linhas é igual ao numero de colunas.

Exemplos:
2 -8 0

’ 2 _1 "

a)Q=(6 9) c) Q =<6 3 1>
Zx2 3 13 7/3x3
2 6 7 5

"o o__ -1 8 2 11 "o __ _E

) @"={ o 3 0 o9 d) @ = ( 7)1x1

3.4.1. Forma Genérica da Matriz Quadrada de ordem n:

n colunas n colunas
81 9, 9); 3 ﬁ 817 B, 8y - 9y, g
= =
Q — dyy 9y, 9y, 9,5, = o,u Q= a,, a,, a,,..a,. =
: : C : : T c
anl an.‘? an] = ann a|-.] arl? nl ann
- hnxn nxmn

3.4.2. Diagonal Principal de uma Matriz Quadrada de ordem n:

Numa matriz quadrada de ordem n, 0s elementos a;q,a;3,as33, ..., Apy

formam a diagonal principal da matriz ( elementos a;; sendo i = j).

Diagonal
Principal

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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3.4.3. Diagonal Secundaria de uma Matriz Quadrada de ordem n:

Numa matriz quadrada de ordem n, a diagonal secundéria da matriz é

formada pelos elementos a;;, nos quais i +j=n+ 1.

Diagonal
Secundaria

3.5. Matriz Triangular — é toda matriz quadrada de ordem n, na qual todos 0s
elementos acima ou abaixo da diagonal principal s&o nulos.
Exemplos:

a) Matriz Triangular Superior (matriz de elementos a; = 0 para i > j).

1 2 3
T"=10 1 2
0 0 1/343

b) Matriz Triangular Inferior (matriz de elementos a;; = 0 para i < j).

7 0 0
c) T”=<11 4 0) =3 g)zxz
3x3

oo
SO m
S RN W
= OO U1

4Xx4

-1 6 9

Forma Genérica:

T'— Ay A3 T"—
;. a:n
Matriz nxn Matriz nen
Triangl_dlar Triangular
Superior Inferior

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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3.6. Matriz Diagonal — é toda matriz quadrada de ordem n em que todos 0s
elementos acima e abaixo da diagonal principal sdo nulos, ou seja, € toda

matriz de elementos a;; = 0 sempre que i # j.

Exemplos:
5 0 0 50 0
a)D=0040 b)D—Olg
0 0 0 2/ 4.4 0 0 7/3x3
Forma Genérica:
.Diagunal.
Principal
A}
M=
“nxn

3.7. Matriz Identidade (ou unidade) — é toda matriz diagonal em que todos os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1. Indicamos uma matriz

identidade de ordem n por I,,.

Exemplos:
100 0 Lo o
a1,=(0 100 o 1=(0 1 o
0 0 0 1/44 0 0 1/3xs

a; =1, parai=j

Em uma matriz identidade, temos: I, = {a — 0, parai=j
ij— Y

Forma Genérica: 'Diagonal |
Principal |

nxn

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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4. lgualdade de Matrizes.

Consideremos duas matrizes A e B, de mesmo tipo m X n, no caso 3 X 2:

a1 Qg by1 by,
A=|0Qz1 Qaz B = b21 bzz
A31  Q32/34; b3y b3,

Em matrizes do mesmo tipo, 0s elementos que ocupam a mesma posi¢cao

3x2

sdo denominados elementos correspondentes.

Entdo, nas matrizes A e B consideradas, sao elementos correspondentes:

a1 ebqy a;; ebq;
az; e byq a;; e by,
asz; e by, as; e bs;

Definigéo:

Duas matrizes A = (ai,-)mxn e B= (b,-,-)mxn s8o iguais quando a;; = b;;

para todo i €{1,2,3,:--,m} e todo j €{1,2,3,---,n}. Isto significa que para
serem iguais, duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos 0s

elementos correspondentes iguais.

Exemplos:

x+1 2y

. 2x 3yl _
a) Determine x e y de modo que se tenha [ 3 4 ] =| 3 y+4

Solucéao

Temos, por definicdo, que satisfazer o sistema:

2x=x+1
3y=2y e, entdo,|x=1 e|y=0.
4=y+4

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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5. Adicdo de Matrizes.

Consideremos duas matrizes A e B do tipo 3 X 2:

2 3 6 -3
A=-1 0 B = 4 7
1 3

1 2/ 3%x2 —4 2/ 3x2

Determinemos uma matriz C tal que c¢;; = a;; + b, ou seja, A+ B = C:

ij

2 3 6 3 2+6 3+ (=3) s o
a+p=|"1 (1) + 4 ; — ~1+4 (1”; =<3 7>=c
1 = 4 2 _ 42 _

> > 1+ (—4) 2+2 3 2

A matriz € assim obtida denomina-se soma da matriz A com a matriz B

ou, simplesmente, soma das matrizes A4 e B.

Definigéo:

Dadas duas matrizes A = (@jj)mxn € B = (bij)mxn » Chama-se soma de
A+ B a matriz C = (¢ij)mxn tal que c¢; = a;; + b;j, para todo i e todoj. Isto
significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo m X n € uma matriz € do
mesmo tipo em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes

emAeB.

Proposicéo:
Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem m X n, entao:

0] A+ (B+C) = (A + B) + C (associatividade da adi¢céo);
(i) A + B = B + A (comutatividade da adi¢ao);
(i) A+ 0 = A, onde 0 denota a matriz nula m X n (possui elemento neutro);

(iv) A+ (—A) = 0 (a matriz A possui simétrica ou oposta).

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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Demonstragéo:

(i

FazendoA+ (B+C) =Xe (A+B) + C =Y, temos:
Xjj = i + (bii + cii) = (aij + bij) +Cii = Yij»

paratodo i e todo j.

(i) FazendoA+B=XeB+ A=Y, temos:
Xij = Qjj + bl] = bl] + aij =Yij -

(i)  Impondo A + M = A, resulta:
ai]-+mi]-=ai]- = ml]=0 > M=0
Isto é, o0 elemento neutro é a matriz nula do tipo m x n.

(iv)  Impondo 4 + A’ = 0, resulta:
ai]- + a’i]' =0 = a’i]' = —ai]' , Vi, Vj
Isto é, a simétrica ou oposta da matriz A para a adicdo € a matriz A’ de
mesmo tipo que A, na qual cada elemento € simétrico ou oposto ao seu
correspondente em A.

Definicao:

matriz A’ talque A+ A’ = 0.

Dada a matriz A = (aij)mxn’ chama-se oposta de A (indica-se -A4) a

Exemplos:

8 4= (_%2, 0)2x2 = 4= (_31 _g )2><2

4

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
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6. Subtracdo de Matrizes.

Definigéo:

Dadas duas matrizes A= (aj)mxn € B = (bij)mxn, denomina-se

diferenca entre A e B (representado por A — B) a soma da matriz A com a matriz
oposta a B.

Exemplo:

Consideremos duas matrizes A e B do tipo 2 X 4:

=G . Pl s ),

Determinemos uma matriz C tal que c¢;; = a;; — by;, ou seja, C = A — B:

a-s=(5 570G 7 )

avem=(0 57 (G 5 5 =G 5 4 2)=c

7. Multiplicacdo de um numero real k por uma Matriz.

2 1 4
Dada a matriz M = 5 (2) 7 , vamos determinar 3 - M.
-2 = 3
3 3x3
2 1 4 3-:2) 3:-(1) 3-(4) 6 3 12
3-M=3 > g 7 = 3 3-(3) 3D =<15 0 21)
-2 2 3] \3-(-2) 3-(§) 3-(3)/ \-6 2 9

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
Adriano da Silva de Oliveira Pagina 11



UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA — UFC
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT

Definigéo:

Dado um numero real k e uma matriz A = (a,-,-)mxn, chama-se produto
k-A amatriz B = (bij)mxn’ tal que b;; = k - a;; para todo i e todo j. Isto significa

que multiplicar uma matriz A por um numero real k é construir uma matriz B

formada pelos elementos de A, todos multiplicados por k.

Proposicéo:
Sejam A e B matrizes de mesma ordem m X n e k,t € R, entéo:

() k-(A+B)=k-A+k-B;
(i) (k+t)-A=k-A+t-A;
iy k-(t-A4) =k t)- A

(iv) 1-4=A.

Demonstracgao:
()  Sejam as matrizes A = (a,-j)mxn, B= (b,-]-)mxn e 0 ndmero real k, entéo:
k-(A4+B) =k ((ay) + (by)) = k- (ay) + k- (by) =k-A+k-B
(i) Sejamosreaisket,eamatriz4d = (ai,-)mxn, ent&o:
(k+t)-A=(k+0) (a;)=k-(a;)+t (aj)=k-A+t-A
(i) Sejamosreaisket,eamatriz4d = (a,-,-)mxn, ent&o:
k(- A) =k-(t-(ay))=(k-t-(ay)) =k O (a5)=(k-t)-4

(iv)  Seja a matrizes A = (“ii)mxn’ entao:

1:4=1(ay) = (ay)=4
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8. Produto de Matrizes.

Definigéo:

Dadas duas matrizes A= (a;) e B= (bik)nxp’ chama-se produto
A- B amatriz C = (cy)mxp » tal que:

n

Cik = Q1 * by + @iz " bag + g3 by + - + Qi * by = Zaij “bji,
j=1

paratodoi € {1,2,---,m}etodok € {1,2,---,p}.

Observacgdes:

0] O produto de matrizes A - B existira se, e somente se, o numero de colunas
da matriz A for igual ao namero de linhas da matriz B, logo a matriz A
sendo do tipo m X n, entdo B devera ser do tipon X p. (m,n,p € N\ {0})

(i) O produto 4 - B resultard em uma matriz € com o mesmo namero de linhas
de A e 0o mesmo numero de colunas de B, pois € = A- B € do tipo m X p.

(i)  Pela definicdo, um elemento c; da matriz A-B deve ser obtido pelo
seguinte procedimento:

I.  Tomamos a linha i da matriz A4:

aipp Az Qi3 - a4, (n elementos)

[I.  Tomamos a coluna k da matriz B:

bk

(n elementos)
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1. Colocamos a linha i da matriz A na “vertical” ao lado da coluna k da

matriz B, conforme o esquema abaixo:

aiy blk
aiz b,y
Qi3 b3y
ain bnk

IV.  Calculamos os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado,

conforme o esquema abaixo:

ai1 X by
Az X by
a;3 X bg,,

Ain X bnk

V. Agora, para obtermos c;, basta somarmos estes n produtos,

vejamos:

cir = (a1 " byy) + (az - byy) + (a3 - bzy) + -+ (@, byy)

Exemplos:
1 2 3 7
a) Dadas A = [ eB=|8 , calculemos A - B.
4’ 5 6 2X3
9131
Solucéao

Sendo 4 do tipo 2 X 3 e B do tipo 3 x 1, entdo existira o produto

A - B, que sera do tipo 2 x 1. Sendo € = A - B, devemos calcular ¢;; € ¢,4:

1x7
2x8
011] [(1§linha de A x 12colunade B)] |\3x9

021 (22linha de A x 12colunade B)] | /4 x 7
(5 0 8)
( ) L\6 X 9/
7+ 16 + 27
=C= [(28 +40+54)] 7 |¢7 [122]
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1 2

3 4']2><2 7 6

b) Dadas A = [ - 8]2><2

eB= [ , calculemos A - B.

Solucéo

Sendo A e B matrizes do tipo 2 x 2, entdo existira o produto 4 - B,
gue sera, também, do tipo 2 x 2. Fazendo C = A - B, teremos:

_[€11 Ci12
&= [021 sz]
S = [(13linha A X 13coluna B) (13linha A X 223coluna B)
~ l(22linha A x 12coluna B) (22linha A X 23coluna B)
'(1 X 5) (1 X 6)
S = 2x7 2x8/ 1(5+14) (6+16)
(3 X 5) (3 X 6) (15+28) (18+32)
1\4. x 7 4 x8
~ (19 22
¢= [43 50]
Observacgdes:

0] N&do ha comutatividade na multiplicacdo de matrizes, ou seja, para duas

matrizes quaisquer A e B é falso que A- B = B - A, necessariamente.
Suponhamos que existam matrizes A e B, tais que exista A - B, analisemos:

Caso 1 —existe A- B e ndo existe B - A, isto ocorre quando 4 € do tipom x n, B € do
tipon X p em + p:

> A= (ai]-)mxn e B= (bjk)nxp = 3 C=A-B = (cy)mxp, POiS 0 NUMero de
colunas de 4 é igual ao namero de linhas de B.
> B= (bjk)nxpe A=(a;) = 2 C=B-A, pois 0 nimero de colunas de

A é diferente do nimero de linhas de B.
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Caso 2 — existem A-B e B+ A, porem sdo matrizes de tipos diferentes e, portanto,

A-B +# B-A,istoocorre quando A é dotipom xn, Bédotiponxmem # n:

> A=(ay) eB=(b;) = 3 C=A-B, poisonumero de colunas de

A é igual ao numero de linhas de B, sendo que € € uma matriz do tipo m X m.

e A= (ay;) = 3 (' =B A, pois 0 nimero de colunas de
m mxn

nx

A é igual ao numero de linhas de B, sendo que €’ € uma matriz do tipo n X n.

Logo,comom #n = C # C', pois sao de tipos diferentes.

Caso 3 — existem A-B e B-A é sdo do mesmo tipo (ocorrem quando A e B séo

guadradas de mesma ordem), temos quase sempre A-B # B - A.

Exemplo:

am=[iarde L0 ol 8
4-1+5-2 4.0+5-3]=[14 15]
6:1+0-2 6-0+0-3 6 0

A=[; g]eB=[2 g]: B4

(i) Para que A e B sejam tais que A-B = B-A, é necessario, mas nao

suficiente, que A e B sejam matrizes quadradas e de mesma ordem.

Exemplos:
_[a b] /10
a) A= . 4 comuta com I, = o 1]
_[a b _[0 O
b) B = . 4 comuta com N = o0 O]
c) C= @ bl comutacomm=] ¢ b ]
lc d l—C a

(i) E importante observar que a implicacdo, A-B=0=>A4A=0 ou B =0,
ndo € valida para matrizes, pois é possivel encontrar duas matrizes néo

nulas cujo produto é a matriz nula.

Exemplo: [(1) g] - [g (1)] = [g g]
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Proposicoes:

Sejam A,B,C e I matrizes, sendo I a matriz identidade, desde que as

operacdes sejam possiveis, teremos:

@) A-(B+C)=A-B+ A-C (distributividade a esquerda da multiplicacdo em
relacdo a adicéo);

(i) (A+B)-C=A-C+ B-C (distributividade a direita da multiplicagdo em
relacdo a adicéo);

(i) (A-B)-C=A-(B-C) (associatividade);

(ivy A-I1=1-A= A (existéncia de elemento identidade).

9. Matriz Transposta.

Definigéo:

Dada uma matriz A= (a;) , chama-se transposta de A a matriz
At = (a’ji)nxm tal que a';; = a;;, para todo i e todo j. Isto significa, por exemplo,

que a'yq,a’'yq,a'34,++,a’,; SA0 respectivamente iguais a aqq, @13, 43, , A1y,
vale dizer que a 12 coluna de A* é igual a 12 linha de A. Repetindo o raciocinio,
chegariamos a concluséo de que as colunas de A* sdo ordenadamente iguais

as linhas de A.

Exemplos:

D 4= 2, = 7= a).

a b c - a d
" 5=(a ¢ j),, = B‘('Z ?)

-7

) €=(-7 5 0 Dy = [C'=| o

3x2

1 7 4x1
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Propriedades:

(i) (AH)t = A, para toda matriz A = (a,,)mxn
(i) seAd=(a;) eB=(b;) , entdo(4+B)'=A"'+B,
(iiy Sed= (a,-,-) ek € R, entdo (k- A)t = k- At;

(ivy Sed= (ai,-)mxn eB= (bl-]-) , entdo (4- B)t = Bt - At.

Demonstracgéo:

(i) Fazendo (49t = (a",,) , resulta:

a'; = a'j; = a;;, para todos i,j.

(i) FazendoA+B=C=(c;) e(A+B)=c"=(cy) _,temos:

C’ji = Cij = ai]' + bl] = a']-i + b,]'i , para todos i,j

(iiy  Fazendo (k- A4)! = (a' ],) , resulta:

a'i=k-a;=k-a';, paratodos i,j.

(v) FazendoA'B = C = (Cyp)mxp € (A*B)' = C*' = ('ki)pxm » resulta:

I _ _ . _ . — ! . !
Cri = Cik —zai]’ bjk—zbjk a; —Zbkj aj;
=1 =1 =1
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Definigéo:

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada 4, de ordem n, tal que
At = A.

Decorre da definicdo que, se A = (a,-,-)nxn € uma matriz simetrica, temos:

a,-]- = a]-,-; Vi,V] € {1, 2, 3,“‘,')’1},

Isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagdo a diagonal

principal séo iguais.

Exemplos: S&o simétricas as matrizes:

a b c a b ¢ d
_(a b _ b e f g
wa-(g ) we-(pae) oc(l gl
d g i ]

Definicao:

Chama-se matriz anti-simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal
que:
At =—A

Decorre da definicdo que, se A = (a,-,-)nxn € uma matriz anti-simétrica,
temos:

a; =—a;;; Vi,Vj€{1,23,,n},

Isto é, os elementos simetricamente dispostos em relacdo a diagonal

principal sdo opostos.

Exemplos: Sao anti-simétricas as matrizes:

0 a b 0 a b ¢
0 a —a 0 d e
a)Az(_a O) b)B=<—a 0 c) gc=("p 4 0 f
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10.Transformagdes Elementares de Matrizes.

Seja A uma matriz do tipo m X n. Para cada 1 < i < m, denotemos por L;
a i — ésima linha de A. Definimos as transformacdes elementares nas linhas da

matriz A como se segue:

1) Permutagéo das linhas L; e L;, indicaremos por L; & L,.

2) Substituicdo de uma linha L; pela adicdo desta mesma linha com outra linha
L, multiplicada por um valor real k, indicaremos por L; » L; + k - L,.

3) Multiplicacdo de uma linha L; por um nimero real k ndo nulo, indicaremos por
Li—> k-L;.

Exemplo:
Vamos efetuar algumas transformacgdes elementares nas linhas da matriz,

2 5 -2 1
[7 1 4 0].

0o -1 8 3

0 -1 8 3l laels | 5 _2 1

2 5 -2 1 72 15 -2 1

7 1 4 0 L%—JL /2 o 2 0

0 -1 8 3 2 72 0o -1 3
2 5 -2 1] 2 5 -2 1
7 1 4 o @— 5 -4 6 -1
0 -1 8 3|l L22La—Li |9 -4y g 3
2 5 -2 1] 2 3 14 7
7 1 4 0 — 1 4 0
0 -1 8 3] la=nla+t2:Lzs [ 4 g 3
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Sejam A e B matrizes de ordem m X n. A matriz A é dita ser equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicacdo sucessiva de um

namero finito de transformacdes elementares sobre linhas.

Exemplo:

1 0 1 0
As matrizes [ 2 1] e [0 1] sdo equivalentes por linhas ja que:
-2 3 0 o0

1 0

01

1 0
1 01

0

1 0 1

2 1 = 0
Note que se A é equivalente por linhas a uma matriz B, entdo B €
equivalente por linhas a matriz A4, ja que toda transformacéo elementar sobre linhas
e reversivel. Mais precisamente, se &€ representa uma transformacéo elementar nas

linhas de uma matriz A de ordem m X n, denotada por £€(4) a matriz obtida de A

aplicando-lhe a transformacéo &, temos o resultado a seguir.
Proposicéo:

Toda transformacédo elementar € nas linhas de uma matriz A do tipo
m X n (notagdo: £(4)) é reversivel, no sentido de que existe uma transformacao

elementar &' tal que &'(£(4)) = A e £(£'(A)) = A, para todo matriz A.
Demonstracao:

0] Se € € uma transformacao elementar do tipo L; < L, basta tomar &' = &.
(i) Se € € uma transformacao elementar do tipo L; - k- L;, com k n&o nulo,
tome &'como a transformacao L; — % - L;.

(i)  Se &€ é uma transformacéo elementar do tipo L; — L; + k- L,, tome &'como

a transformacéo L; - L; — k - L,.

Se A é uma matriz equivalente por linhas a uma matriz B, (e, entdo, B é
equivalente por linhas a A) dizemos simplesmente que A e B sao matrizes

equivalentes.
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11.Forma Escalonada de uma Matriz

Definigéo:

Uma matriz m X n sera dita estar na forma escalonada se for nula,
ou se:

1) Todas as linhas nulas ocorrem abaixo de todas as linhas n&o nulas;

2) O primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é 1;

3) Os demais termos da coluna, a qual pertence o primeiro termo nao nulo
de uma linha n&o nula, sdo todos nulos;

4) A coluna a qual pertence o primeiro termo ndo nulo de uma linha nao
nula fica a direita da coluna a qual pertence o primeiro termo néo nulo
da linha anterior, isto €, se p € o nimero de linhas ndo nulas e se o
primeiro termo ndo nulo da i-—ésima linha ndo nula ocorre na

k; — ésima coluna, entdo k; < k; < -+ <k,.

Exemplos:
As matrizes:
1 0 0 -1 01 2 0 1
395 Aot Slefooo s
0 0 0 O 0 0 0 0 O

Estdo na forma escalonada, pois todas as condi¢cdes da definicdo anterior sdo

satisfeitas, mas as matrizes:

10 0 O 0 3 1
01 -2 0|le|1 0 -1
0 0 1 0 0 0 O

N&o estdo na forma escalonada, pois a primeira ndo satisfaz a condicao 3, enquanto

a segunda néo satisfaz as condicfes 2 e 4.
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Vejamos agora um algoritmo que reduz por linhas uma matriz dada néo
nula qualquer a uma matriz na forma escalonada. O termo reduzir por linhas significa
transformar uma matriz usando as transformacgdes elementares sobre linhas. Este

processo é também chamado de escalonamento de matrizes.

Passo 1 — Seja k, a primeira coluna da matriz dada com algum elemento nao nulo.
Troque as linhas entre si de modo que esse elemento n&o nulo apareca na primeira

linha, isto €, de modo que na nova matriz o elemento a, # 0.

Passo 2 — Para cada i > 1, realize a transformacao,

@ik,

Li->L—2p,.

alkl

Repita 0s passos1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha.
Novamente, repita 0s passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras

linhas etc., até alcancar a ultima linha n&o nula.

Passo 3 — Se Ly, L,, -, L, sdo as linhas ndo nulas da matriz obtida apos terminar o

processo acima e se k; é a coluna na qual aparece o primeiro elemento ndo nulo

a;, dalinha L;, aplique as transformagdes
L, -~ %Li, paratodo1 <i<p.
ik;

Passo 4 — Realize na matriz obtida até entdo as transformacdes
Lt i Lt - atkiLi, t = 1,"',i - 1,

Para i =2. Depois parai =3, e assim por diante, até i =p. Dessa forma,
obteremos uma matriz na forma escalonada que é equivalente por linhas a matriz
dada.

Teorema:

Toda matriz € equivalente a uma matriz na forma escalonada.
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Exemplo:

o0 4 2
a) Encontrar a matriz equivalente da matriz A=[{0 0 O 7] na forma
12 -3 0
escalonada.

0 0 4 8 12 -3 0

0 0 O 7 > o0 o0 74\ —=

1 2 -3 ol lawls o o0 4 gl L2ols

1 2 -3 0 1 2 -3 0
e —

— 0 0 4 8 1 0 0 1 1
Lol [o 0 0 71 27382 1o 0 o 7] L3737l

1 2 -3 0 1 2 -3 0
1 0O 0 1 2 — 0 0 1 0 -

1 2 0 0
> 0 0 1 0| matrizescalonada equivalente a matriz A.
L1 - L1 + 3L2 0 0 0 1
1 2 3
b) Encontrar a matriz equivalente da matriz B =4 5 6| naforma escalonada.
7 8 9
1 2 3 1 2 3
4 5 6 = 0 -3 -6 =

1 2 3 1 2 3
—— 0 -3 -6 1 0 1 2
LZ i §L2

1 2 3 1 0 -1
= 0 1 2 = 0 1 2

matriz escalonada equivalente a matriz B.
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12.Matriz Inversa.

Definigéo:

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, se X é uma matriz tal que
A-X=1I1,eX-A=1,, entdo X é denominada matriz inversa de A e é indicada

por A~1. (A é dita matriz invertivel ou ndo singular e I,, é a matriz identidade).

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Se A- B = I, dizemos que
B € uma inversa a direita de A e que 4 € uma inversa a esquerda de B. Se A admite
uma inversa a esquerda C, B é uma inversa a direita, logo C-A=1, e A-B =1,

entdo B = C.
De fato, vejamos:
C=C-1,=C-(A-B)=(C-A)-B=1,-B=B

Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem né invertivel, se ela
admite inversa a esquerda e a direita. Pelo visto acima, se A é invertivel, entdo ela
admite uma Unica inversa a direita e a esquerda, ou seja, A possui uma unica

inversa denotada por A71.

Teorema:
Sejam A e B matrizes n X n.

i. SeA-B=1I, entdéoB-A=1,.
i. SeB-A=1I,entdoA-B =1,.

O teorema nos diz que para verificar se uma matriz é invertivel, basta
verificar se ela possui uma inversa a direita ou uma inversa a esquerda.
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Exemplos:
a) Determinar a matriz inversa de A = [; g] caso exista.

Solucéo
Seja X a matriz quadrada de ordem 2 procurada, isto é, X = ‘cl Z]

Pela definicéao, inicialmente devemos ter:

2 sl e ad=l d=liatsie 2hisa=h i

Pela igualdade de matrizes, temos 0s sistemas:

5a+8c=1 _ _ 5b+8d=0 _ _

{at3e_g == "3ec=2 (b 13q_q =b=8ed="-5
. _[a b]_[-3 8 v

Dal,temosX—[c d]_[ 9 _s ],paraaquaIA X =1I,.

. . -3 8 1 Ao g 5 8
Entdo, podemos dizer que [ 5 _s5 ] € a matriz inversa de [2 3l

b) Vamos determinar a matriz inversa de A = [2 i] se existir.

Solucéo
Seja X a matriz quadrada de ordem 2 procurada, isto €, X = ‘; Z]

Pela definicdo, devemos ter inicialmente:
[3 2 e b]: [1 0]:[3-a+2-c 3-b+2-d]:[1 0
6 4l Ic d 0 1 6-a+4-¢c 6:-b+4-d 0 1
Pela igualdade de matrizes, temos 0s sistemas:

3a+2c=1 x(2) 6a+4c=2 . )
®{6a+4c: 0 :>{6a+4c: 0 ,impossivel
3b+2d=0
@{6b+4d:1

Como o sistema (1) é impossivel, ndo ha necessidade da resolucdo do
sistema (2).
Podemos afirmar que a matriz A ndo admite inversa ou que a matriz A nao

€ invertivel ou que € singular.
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Proposicéo:
Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n:
(i) Se A é invertivel, entdo A1 também é invertivel, entéo:
A bH1=4
(i) Se A e B sao invertiveis, entdo A - B também sera invertivel e:

(A.B)—l — B—l ,A—l

Teorema:

Para uma matriz quadrada A de ordem n, sdo equivalentes as seguintes

afirmacoes:

() A é invertivel;

(i) Se B € uma matriz na forma escalonada equivalente a A, entdo B = I,;

Proposicéo:

Seja A uma matriz invertivel e &,&,:-,& UuUma sequéncia de
transformacfes elementares tais que &g (---(ez(el(A)))---) =1, onde I é a matriz
identidade. Entdo essa mesma sequéncia de transformacdes elementares aplicadas

al produz A1, isto é & ( (82(81(1))) ) =A1
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Exemplo:

a) Para ilustrar o uso do teorema e da proposi¢céo, consideremos a matriz.

1 0 2
A=|2 -1 3
4 1 8

Logo, se aplicarmos uma sequéncia de transformacfes em A até
obtermos uma matriz B na forma escalonada, pelo teorema, A é invertivel se, e
somente se, B = I3, pela proposicdo, se essa mesma sequéncia de transformacdes
elementares for aplicada a I; resultarda em A~1. Assim, vamos transformar as

matrizes em um bloco:

1 0 2
[A|IL]=(2 -1 3

4 1 8

1 00
010
0 0 1

Agora vamos reduzir esta matriz 3 X 6 a uma matriz na forma escalonada.

Solucéao
1 0 21 0 0 1 0 2|1 00
2 -1 30 1 0] — 0 -1 -1/-2 1 o] —
4 1 8lo 0o 1/l22La—2L1\y 1 glo o 1/l3—Llz—4l

1 0 2
= 0o -1 -1

10 2|1 0 O 1 0 2
= (01 1|2 -10 = 1o 1 1

1 0 0 1 0 2
-2 1 0 = 1o 1 1

—4 0 1/L22-La\g 1 ¢

1 0 O
2 -1 0 =
4 0 1/ L~-Lz-L;

1 0 O
2 -1 0 =

Ly-oL3—L2\g o —1l-6 1 1/I32"Ls\gp o 116 -1 —-1/L1>L1—2L3
10 0[-11 2 2 10 0(-11 2 2
= 01 1| 2 -1 o = 010/-4 0 1
Li-oLi—2L3\g ¢ 1| ¢ -1 —-1/Le2Lla—L3\gp ¢ 1]l 6 -1 -1

Como obtemos uma matriz na forma [ I3 | €], temos que A é invertivel e

C=A"1 Assim,

-11 2 2
A 1= -1 0 1 — Matriz inversa a matriz A.
6 -1 -1

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
Adriano da Silva de Oliveira Pagina 28



UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA — UFC
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT

b) Consideremos agora a matriz

1 0 1
A=10 2 1
3 0 3

Ao reduzirmos a matriz em blocos [A|I3]a uma matriz na forma

escalonada,

Solucéo
1 0 0
0 1 0 =

10 1
[AlI]=(0 2 1
0 0 1

3 0 3

1 0 111 0 O 1 0 111 0 O
%<021010> 1(01%0%0)
Ly > L3 =3Li\g o ol-3 0 1/L273l2\g o ol-3 0 1
1 0 1
Obtemos a matriz [B | C], onde B = <0 1 %) e, portanto, diferente de I3. Logo, a
0 0 O

matriz A ndo € invertivel por ser equivalente a uma matriz com uma linha nula.

13.Exercicios Resolvidos

1) Uma matriz A possui 32 elementos, e a quantidade de colunas é o dobro da

guantidade de linhas. Qual é a ordem dessa matriz?

Resolucéao:
Lembremos, primeiramente, que uma matriz de ordem m X n possui m-n

elementos, logo, se A € uma matriz de ordem m x n entdo, m-n = 32. Como a

guantidade de colunas é o dobro da quantidade de linhas, temos n = 2m, ou seja:

m=4

mn=32=>m-2m=32 =22m? =32 = m? =16 :>{
m = —4 (absurdo)

Substituindo m = 4 na igualdade m - n = 32, teremos:
m-n=32 >4-n=32 =[n=8§|

Portanto, a ordem da matriz A serd 4 x 8.
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2) Escrever a matriz 4 = (ay), , tal que a; = 3i - 2j.

Resolucéao:
A ordem da matriz A € 1 x 3, entdo:
A=[a;; ai; a;3]
Substituindo o valor de i e j na lei de formacgéo, temos:
a11=31—21=3—2=1
a12=31—22=3—4=—1
a3=3'1-2:-3=3-6=-3

Portanto, amatrizé A=[1 -1 -3].

(-1),sei<j

3) Escrever a matriz B = (by), ., tal que a;; = {Zi Lisei>]

Resolucéao:
A ordem da matriz B é 3 X 2, entdo:
b11 b12

b21 b22
b31 b32

A=

Temos duas sentencas que definem a matriz B:
v sei<j:
by = (—D'=-1; by, = (-1)?=1; by, = (-1)? =1
v osei>j:
-1 1
5 1|
7 8

Portanto, a matrizé B =
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4) Determinar os valores de x,y e z que tornam as matrizes A e B iguais.

-9 3 2y -3 -9 3 -7
A=< 6 x+11 0 ),- B=<6 2 0)
1 0 1

|z — 2| 0 1

Resolucéao:
As matrizes A e B serdo iguais se, e somente se, 0s elementos

correspondentes forem iguais, logo teremos que:

vV x+11=2 =2 x=2-11 = [x = —9]
v 2y-3=-7 22y=-7+3 22y=—4>y=— :[y=-2

z-2=-1=2z=-1+2 =[z=1]
v lz-2|=1>

z-2=1=2z=1+2 =[z=3]
x=-9

y=-2

Portanto, para A = B € necessario que {
z=1ouz=3

5) Calcular x e y de modo que as matrizes A e B sejam iguais

0o 7
A=<3x+2y 7 ) B= 13
3 5x—y ’ 3 ?

Resolucéao:
Para que as matrizes A e B sejam iguais, devemos ter:

3x+2y=0 (x3) {9x+6y:0
{5 13 x6) = 130x — 6y = 26
x—y=— (X
3 39 26 26 2
= = = — = —
x xX=gg"x=3
Substituindo x por g em 3x + 2y = 0, teremos:
2 —
3-§+2y:O >2+2y=0>2y=-2 :>y:7.-.y:_1
2
Eey——l.

Portanto, para A = B € necessario que x =
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6) Dadas as matrizes A=(_z1 g),B=((1) (1)) e C=(i ;) calcule

[A+ (—-B)]+ (—A4) + C.
Resolucéao:
Utilizando as propriedades da adi¢cdo de matrizes, temos:

[A+(B)]+(-A)+C=[A+(-AD]+(-B)+C=0;+(-B)+C=-B+C

propriedade comutativa elemento elemento
e associativa oposto neutro

Segue que:

[A+(-B)]+(-A)+C=-B+C= 0 —1)+(3 1)

1 5=( 5

6

7], determine as matrizes X e Y tal que:

2 -3 -2
7) DadasA—[O 5]eB—[_1
{ 2X+Y=A—-B
—3X—-2Y=B-2A"
Resolucéao:

Resolvendo o sistema teremos:

{ 4X +2Y =2A—- 6B

{2X+Y:A—SB (x 2) Ak oV B aa

—-3X—-2Y=B-2A4

X=-5B=(-5)- [:i g]

=[5 i

Substituindo X = —-5Bem 2X+Y = A — B, teremos:

2:(-5B)+Y=A-B=Y=A-B-2(-5B)=Y=A-B+10B>

sy=a+98=[0 J|+o-[CF O]=|2 _53]+[9'(_2) 20

0 5 9-(-1) 9-7
[2+(-18) -3+54 1 [0 16 51
:>Y_[0+(—9) 5+ 63 'Y_[_9 68
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8) Calcule o produto A - B - C, sendo dadas:
3 1

A= 8-(3 Dec(1 o]

2 -1

Ze_sglfggf:z (11 1y_(1-14+2-3 1:14+2:2 1-1+2-1\_(7 5 3
_(5 1) (3 2 1)‘(5-1+1-3 5:1+1-2 5-1+1-1)_(8 7 6)

3 1
e (T 5 3\ _(7-3+5-143-2 7-1+5-0+3-(-1)
(a-B)-Cc=(g > )(; _01)_(8-3+7-1+6-2 8-1+7-0+6-(—1))

(A-B)-C=(Z§ ;)

9) (UFRN-RN) Um empresario produz goiabada e bananada. A producéo desses
doces passa por dois processos: a colheita das frutas e a fabricacdo das
compotas. O tempo necessario para a conclusao dos processos é dado, em
dias, pela matriz: colheita

fabricagio
Y v
_[5 4 -1 goiaba
M = [6 ] -#-banana

Esse empresario possui duas fabricas: I e II. Os gastos diarios, em milhares

de reais, para a realizacdo de cada um dos processos séao dados pela matriz:

fabrica | fabrica ll
12 =~ colheita
[ 10] =% fabricacdo

Considerando essa situacao:

a) Calcule o produto M - N.

b) Explicite que informacéo cada elemento da matriz produto M - N fornece.

Resolucéao:
_[5 4].[12 471_1[5'12+4-8 5-4+4-10
a) M N_[e 5 [8 10]_ 6-12+5-8 6-4+5-10] [112 74
fabrica | fabrica ll

§ — 92 (custo da producgio de goiabada fabricaI).
6071 =+ goiabada - 60 (custo da producio de goiabada fabrica II).
b) [ -#- bananada 5 A hyi
112 74 — 112 (custo da produgio de bananada fabricaI).
— 74 (custo da producgio de bananada fabrica II).
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10)Veja parte da tabela de classificagao : Miiael onniaeg Rrmraing
Palmeiras (SP) 12 8 4
Z o TP Internacional (RS) 13 4 7
da série A do campeonato brasileiro de g5 pauio (sp) 12 > 5
Atlético Mineiro (MG) 11 7 6
futebol: Goias (GO) 11 6 7

Para obter a pontuacdo dos times, sdo atribuidos 3 pontos para vitorias, 1
para empates e 0 para derrotas. Utilizando multiplicagbes de matrizes, determine
gual a pontuacao de cada um destes times.

Resolucéao:

Note que, podemos representar as vitorias, empates e derrotas dos times

[12 8 4]
[13 4 7| 3
pela matriz R=112 7 5! e as pontuacdes atribuidas pela matriz P = [1[. Desta
11 7 6J| 0
11 6 7

forma encontraremos as pontuacdes dos times pelo produto R - P, vejamos:

[12 8 4] [12 -3+48-1+4- 0] [44] -4 Palmeiras (SP)
|13 4 7| [3 [13-34+4-1+7-0| |43| **Intemacional (RS)
R-P=l12 7 sl-|1|=112-3+7-1+5-0]|=]43] «sdoPauosp)
I11 7 6I 0 I11-3+7-1+6-0I |40| - Atlético Mineiro (MG)
l11 6 7J [11-3+6-1+7.0J 39J -+ Goias (GO)
1 x 5
11)Determine x,y e z para que a matriz A = <2 7 —4) seja simétrica.
y z -3
Resolucéao:

A matriz A ser simétrica significa que 4 = At, logo teremos:

1 x 5 1 2 y x=2
A:At:><2 7 —4)=<x 7 z)ﬁ{y=5
y z -3 5 -4 -3 z=-4
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12)Determine se a matriz é invertivel e, caso seja, indique a sua inversa:

3 0 2 5
3 0 1
-1 31 3 lo 1 3 s
a) A= o b)B_g 7 (1)] e oc=91373
B 1 2 5 8
Resolucéao:
1 311 0 1 -3|1-1 0y —>
a _—
1 1 32
(1 —3‘— ?) — 1 o7l 3
0 1|0 /L >1+3L,\0 1o !
R
Logo: A1l = o ;
4
3 0 11 0 0 1 0 Yt oo
_— 3] 3
b) (07101)L_>1L 071010>L_T_4L
4 -1 0l0 0 1/ ™ 73™ \y 4 glg 0 1/ B
1 0 § § 0 0 1 0 % % 0 0
071010Lﬁ6L01—7—816LT+L
- -
0 -1 -2[-2 o 1/"27"27P\g 1 -2%|-% o 1/ 7 T2
3 3 3 3
1 1 1 1
10 - > 00 = (10 1|3 0 0
01 -7|/-8 1 6 3 0 1 _7|-8 1 6
0 0 -2|_2 4 5/la>—5 28 _3 _2
3 3 0 0 1 25 25 25
1 1 7
1 0 0| % 5 3=
—_ = 25 25 25 :
1 0 1 -7|-8 1
Li->Li—3L3\g o 1128 _3 _21|Ly>L+7L
25 25 25
_1r 1 s _1r 1 7
/1 0O 0| 25 25 25\ /25 25 25\
_+ o+ 3 |t & 3
lO 1.0 25 25 25 |:>B _I 25 25 25|
\0 0 1128 3 _E/ \@ _3 _2/
25 25 25 25 25 25
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Resolucéo:

1 2 5 8,0 0 0 1
0
0

3 0 2 5'1 0 0 O

- O

oo

neo
o v

- O

3 0 2 51 0 00

o

(

C)

1 2 5 80 0 0 1

ki
COCwo
N - 00 O
|
o0 -
?_.581
-
= mn n
|
Cw-O O
- o0 O
/'\
N
~
O
|_|
<*
~
T
<*
~
~/
ki
COCw o
N 0 O
|
oo ™
J_58w
|
™
- LN v
| |
O wo ©
|
-oo o

-2
-2

-1 -290
0 3 I!1

1 0

\‘l}
neoo T

_ |
7_._3011_._3
m__3187_._3
NinO o TIm

S 1w o

i
_350

S =-Oo o

- o0 O
N~—

——
L1 _)Ll +2L4

;i o

C =-Oo O

- OO0 O
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2 -10 -2 5
3 3 3 3
— ,/10—10—_525 —_5\,%
i0 1 3 0] s 3 3 3 | 1
\00 0o 113 3 3 3/
1 -2 -1 1
3 3 3 3
z -0 -2 s 2 2 11
/10 103333\ /1000153153\
| __SEE__Slel __SEE__5|
10 1 3 0]3 3 33'L—>L+L'01303333'
|0 0 1 08 8 11 —4|MTHMTI0 0 1 08 8 11 -4
\00 o 1115 3 15 3/ \000115315 3/
1 2 -1 1 1 -2 -1 1
3 3 3 3 3 3 3 3
2z -2 1 1
/ 15 3 153\
— > 10001 -11 -8 7|
10 1 0 0|15 3 15 3 |
Lz=>1=3l319 0 1 of8 8 11 -1
\000115315 3/
1 2z -1 1
3 3 3 3
2 -2 1 1
15 3 15 3
-1 -11 -8 7
c-1 = 15 3 15 3
-8 8 11 -4
15 3 15 3
1 -2 -1 1
3 3 3 3
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e DETERMINANTES

Na matemética ocidental antiga sdo poucas as apari¢cdes de sistemas de
equacgoes lineares. No Oriente, contudo, 0 assunto mereceu atengdo bem maior.
Com seu gosto especial por diagramas, os chineses representavam o0s sistemas
lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de bambu sobre os
guadrados de um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o método de resolucéo
por eliminagdo — que consiste em anular coeficientes por meio de operagdes
elementares. Exemplos desse procedimento encontram-se nos Nove capitulos sobre

a arte da matematica, um texto que data provavelmente do século Il a.C.

Mas foi s6 em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa, que a idéia de
determinante (como polindbmio que se associa a um quadrado de numeros) veio a
luz. Kowa, considerado o maior matematico japonés do século XVII, chegou a essa
nocao atraves do estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho procedimento

chinés (para o caso de duas equacdes apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comecou dez anos depois num
trabalho de Leibniz, ligado também a sistemas lineares. Em resumo, Leibniz
estabeleceu a condicdo de compatibilidade de um sistema de trés equacbes a duas
incognitas em termos do determinante de ordem 3 formado pelos coeficientes e
pelos termos independentes (este determinante deve ser nulo). Para tanto criou até
uma notacdo com indices para os coeficientes: o que hoje, por exemplo,

escreveriamos como a,, Leibniz indicava por 1».

A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas de n equacfes com
n incognitas, por meio de determinantes, € na verdade uma descoberta do escocés
Colin Maclaurin (1698-1746), datando provavelmente de 1729, embora sé publicada
postumamente em 1748 no seu Treatise of algebra. Mas o0 nome do suico Gabriel
Cramer (1704-1752) ndo aparece nesse episédio de maneira totalmente gratuita.
Cramer também chegou a regra (independentemente), mas depois, na sua
Introducdo a Analise das Curvas Planas (1750), em conexdo com o problema de

encontrar os coeficientes da cénicageral A + By + Cx + Dy? + Exy + Fx* = 0.
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O francés Etienne Bézout (1730-1783), autor de textos matematicos de
sucesso em seu tempo, sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento dos
sinais dos termos de um determinante. E coube a outro francés, Alexandre
Vandermonde (1735-1796), em 1771, empreender a primeira abordagem da teoria
dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares — embora
também os usasse na resolucdo destes sistemas. O importante teorema de Laplace,
gue permite a expansdao de um determinante através dos menores de r filas
escolhidas e seus respectivos complementos algébricos, foi demonstrado no ano
seguinte pelo préprio Laplace num artigo que, a julgar pelo titulo, nada tinha a ver

com o assunto: "Pesquisas sobre o célculo integral e o sistema do mundo".

O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho
de Cauchy sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias,
Cauchy sumariou e simplificou o que era conhecido até entdo sobre determinantes,
melhorou a notacdo (mas a atual com duas barras verticais ladeando o quadrado de
nameros sO surgiria em 1841 com Arthur Cayley) e deu uma demonstracdo do
teorema da multiplicacdo de determinantes — meses antes J. F. M. Binet (1786-

1856) dera a primeira demonstracao deste teorema, mas a de Cauchy era superior.

Além de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos
determinantes foi o aleméo Carl G. J. Jacobi (1804-1851), cognominado as vezes "0
grande algorista”. Deve-se a ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje
elementarmente. Como algorista, Jacobi era um entusiasta da notacdo de
determinante, com suas potencialidades. Assim, o importante conceito de jacobiano
de uma funcao, salientando um dos pontos mais caracteristicos de sua obra, é uma

homenagem das mais justas.
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1. Determinantes de matrizes de ordem n (n < 3):

Definigéo:

SeM édeordemn =1, entdodet M é o

i)

i) Se M é de ordem n = 2, entdo det M é

diagonal principal subtraido do produto

secundaria.
ai; ap a;; Qi
M = [ ] = detM =

az, Qaz; azy Qz;
ai
i) Se M é de ordemn = 3, isto é, M = |az1
asq

aj; Qi

det M = |Qz1 Qz;

az; asp

azz; Qdz3 azi

detM =aqq " | —Qqy"
11 laz, as;s 12 laz,

detM = ayq-ay; Q33+ aqp " Ap3-A3zq + g3
—Qaq1 " Q23 " A3 — Q13 " A3 " Q33

Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de ordem n (n < 3)
de elementos reais. Seja M uma matriz desse conjunto, chamaremos de
determinante da matriz M (notacdo: det M) o niumero que podemos obter

operando com os elementos de M da seguinte forma:

M = [ay] = detM =|ay;| = ag,

|=a11-

Unico elemento de M.

0 produto dos elementos da

dos elementos da diagonal

Az — Q13 " Azq

ai; Qi3

az; Aazz|, definimos:
az; dasg

a3

azs

ass

azsl a Q21 azzl
ass 1B laz; as;

Az1 Q32 — Aq3 " Azp " A31 —
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1.1. Regrade Sarrus.

O matematico Pierre Frédéric Sarrus (1789-1861) foi responsavel pela
regra pratica de resolucdo de determinantes de ordem 3. Regras, teoremas e
postulados sempre foram batizados pelo nome dos seus inventores e com essa
regra nao seria diferente. Ficou conhecida, portanto, como Regra de Sarrus.

Essa regra diz que para encontrar o valor numérico de um determinante
de ordem 3, basta repetir as duas primeiras colunas a direita do determinante e

multiplicar os elementos do determinante da seguinte forma:
Acompanhe como devemos aplicar a regra para:

dyp Hpp g
D=lay a; ag;

1° passo: Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da terceira:

| 1
g1 B3 dg3 :311 au:
Bgp By Agg :3:41 gl

| [
B3] @ay Agz|, @3 #Azn

2° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal principal com
os dois produtos obtidos pela multiplicacdo dos elementos das paralelas a essa

diagonal (a soma deve ser precedida do sinal positivo):

@\ @\\ o
23} au\ﬂil iau dipt

gy fagg Mgy |az\1\azzl+ () By Bgy T @@aay) T a0y day)
| |
gy Hzp “Ezz Az CHEag

paralelas

diagonal principal
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3° passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal secundaria
com os dois produtos obtidos pela multiplicagdo dos elementos das paralelas a essa
diagonal (a soma deve ser precedida do sinal negativo):

/83

211 Ej-12 313 11 Ej-12'
G, A a a a
31 42 q} a1 33' (@3 ds) T Eopdsy T ddyds; )

i3 a32|

paralelas

diagonal secundariz

Assim:

g (20 D S e S S S < SO D S [ (e SR ST Sl SO S S e SO B 20
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2. Propriedades dos Determinantes.

O estudo das propriedades dos determinantes nos permite mais agilidade

em alguns célculos de determinantes.

l. Fila de Zeros — se todos os elementos de uma fila (linha ou coluna) de
uma matriz quadrada M forem iguais a zero, seu determinante sera nulo,

isto é, det M = 0.

Exemplos:

a) |g _37|=0-3—(—7)-0=0

b) 12 5 11{=4-5-0+1-11-0+3-2-0-3-5:-0—-4-11-0-1-2-0=0

I. Filas Iguais — se os elementos correspondentes de duas filas paralelas
(linhas ou colunas paralelas) de uma matriz quadrada M forem iguais, seu

determinante sera nulo, isto é, det M = 0.

Exemplos:

2 |_51 _51|=(—1)'5—(—1)-5=(—5)—(—5):_5+5:0

3 6 1
2 5 7
3 6 1

=351+6-7-3+1:2:6-1-5-3-3:7-6-6-2-1=

=15+126+12-15-126—-12=0
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[l Filas Proporcionais — se uma matriz quadrada M possui duas filas
paralelas (linhas ou colunas paralelas) proporcionais, seu determinante
sera nulo, isto €, det M = 0.

Exemplo: Sejam a, b, c,x,y,z,m € R,

a b|_ . . _ _ _
a) |2a 2b|—a (2b) — b - (2a) = 2ab — 2ab = 0

X a mx
y b my
VA C mz

b) = xbmz + amyz + mxyc — mxbz — xmyc —aymz = 0

V. Multiplicagdo de uma fila por uma constante — se todos os elementos
de uma fila (linha ou coluna) de uma matriz quadrada M forem
multiplicados por um mesmo nuamero real k, entdo seu determinante ficara

também multiplicado por k.
Exemplo:
a) Veja que:

1 0 2
1 7 3
5 0 4

=1-7-44+0:-3:5+2:-1-0-2-7-5-1-3:-0-0-1-4=

=284+0+0—-70—-0—-0=—-42
Calculemos agora:
1
11 0 (_g).zl 1 0 -—

1
17 (-9-3|=[1 7 —%=1-7-(—3)+0-(—%)-5+(—§)-1-0—
5 0 (-4 |5 0 -2

( 1) 7-5 1( 1) 0-0-1 ( 2)— M 040+ 0-0-=
3 2 3/ 3 3 B
~ 14+35_21_7_< 1) a2y = (=} 1 g g

33 3 6 6 |5 o 1
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V. Multiplicagcdo da matriz por uma constante — se uma matriz quadrada
M de ordem n € multiplicada por um namero real k, o seu determinante
fica multiplicado por k™, isto é:

|det(k-M,) = k" - detM,

Exemplo:
a) Veja que:
1 6 2

1 7 3
5 0 4

=1-74+6-3:54+2:1:0-2-7-5-1-3-0-6-1-4=

=28+90+0—-70-0—-24=118—-94 =24

Calculemos agora:

2-1 2-6 2-2 2 12 4
2-1 2-7 2-3|=(2 14 6/=2-14-8+12:-6-10+4-2-0—-4-14-10—
2-5 2:-0 2-4 10 0 8
—-2-6-0—12-2-8=224+720+0—-560—-0—-192 =944 —-752 =
1 6 2
=192=8-24=23:24=23-|11 7 3
5 0 4
VI. Determinante da Transposta — 0 determinante de uma matriz quadrada
M é igual ao determinante de sua transposta, isto é:
|det(A) = det(At)l
Exemplo:

a=(% Y)>deta=4-7-10-(-3)=28+30=58

te_(4 -3 t A (Y. 10 — _
A_(m 7):>detA—47 (—3)-10 = 28 + 30 = 58
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VII. Troca de filas paralelas — se trocarmos de posi¢cao duas filas paralelas
(linhas ou colunas paralelas) de uma matriz quadrada M, o determinante

da nova matriz obtida é o oposto do determinante da matriz original.

Exemplo:
a) Veja que:
4 -2 2
1 -1 3|=4-(-1)-1+(-2)-3-2+2-1:0-2-(-1)-2-4-3-0—
2 0 1

—(-2)'1'1=-4-124+0+4-0+2=-10

Troguemos agora a coluna 1 (€;) com a coluna 3 (C3):

4 -2 2 2 -2 4
1 -1 3] —=(3 -1 1
2 0 1/GeC\;1 o 2

Agora facamos:

2 -2 4
3 -1 1/=2-(-1)-2+(-2)1-1+4:-3:0-4-(-1):1-2-1-0—
1 0 2
—(-2)-3-2=-4-2+0+4+12=10
VIIl. Determinante de uma Matriz Triangular — o determinante de uma matriz

triangular é igual ao produto dos elementos de sua diagonal principal.

Exemplos:
a) _12 1°2|=(—2)-12—0-1= 24
(“2)12
3 1 2
b) o -10 1/=3-(-10)-5+1-1-0+2:0—2-(-10)-0—3-1-0—
0 0 5

—-1:-0:5=-1504+04+0-0—-0—-0= —150
3-(-10)'5

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
Adriano da Silva de Oliveira Pagina 46



UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA — UFC

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT

IX. Teorema de Binet

Sendo A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem e A - B a matriz

produto, entéo:

|det(A- B) = (det A)-(det B)|

Exemplo:
Sejam as matrizes 4 = [(2) _35
A-B=[(2) _35].[; ﬂ_ 2:1+3-3

Vejamos que,

2:-2+3-4

“[0-14+(-5)-3 0:-2+(-5)-4

] eB = [?1’ i], teremos que:

] _[11
—-15

16
—-20

|(2, _35|'|; i =[2-(-5)—-3-0]-[1-4—2-3] = (-10) - (-2) =20

11 16 | _ (L _ (L _ _
e 45 _po|=11:(-20)— 16" (-15) = —220 + 240 = 20
X. Determinante da Inversa — seja A uma matriz quadrada invertivel e A=1

sua inversa. Entao,

det(A™1) =

det A

Exemplo: Observe que:

2:0+0-(—1) 2

(0 %)_(4 _1)_< 0-4+-2 0-(-1)+5-0
\-1 2/ 2 0 (-1)-4+2-2 (-1)-(-1)+2-0
4 -1 0o 2
Logo,Az(2 O)einvertl'veIeA‘1=< 2

-1 2

det,4=|‘2l _01|=4-0—(—1)-2=z

1 1
0 2[=0-2-5-(-D=
-1 2

det A~ =

(4 _1).<0 %> 4-0+(-1) (-1) 4-%1
240-2
2

+(-1)-2

)=

>, entdo teremos:

——
N—"

1
= detAl=——
€ det A

1
2
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Observacado: Vejamos que essa propriedade sugere um fato importante: A €

invertivel se, e somente se, det A # 0. De fato, se 3471, entdo:

A-A1 =1, = det(4-471) = det(l,) = det(4)-detdA™H)=1=

= detA+0 e detA 1=
€ e ae det A

XI. Teorema de Jacobi

O determinante de uma matriz quadrada nao se altera quando se
adicionam aos elementos de uma fila (linha ou coluna) qualquer, os elementos
correspondentes de outra fila (linha ou coluna) paralela previamente multiplicada por

uma constante.
Exemplo:

a) Veja que:

=1-7-44+6-3:5+2:-1-0-2-7-5-1-3:0-6-1-4=

=28+90+0—-70-0—-24=118—-94 =24

Vamos somar a linha 2 (L) o produto da linha 3 (L3) por (- 3), teremos:

1 6+2-(-3) 2 1 0 2

1 7+3-(-3) 3|=]1 -2 3

5 0+4-(-3) 4 5 —-12 4
1 0 2
1 -2 3|=1-(-2)-4+0-3-5+2-1-(-12)—-2-(-2)-5-1-3-(—-12) -
5 —-12 4

—-0:1-4=-8-0-24+20+36—-0=-32+56 =24
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3. Determinantes de matrizes de ordem n qualquer:

Vimos até aqui algumas regras que permitem o calculo de determinantes
de matrizes de ordem 1, 2 ou 3. Estudaremos agora como calcular o determinante de

uma matriz quadrada de ordem n, com n > 2. Para isso consideraremos:

a1y Qg2 QA3 - Qqq aj; Qg2 A3 - Ay

Az1 Az AQAz3 - Qzy A1 Q3 AQAz3 - Ay

A= (ai-) =| a3 as; az > azx | e detd=|az; asz; azs; o as,
/I nxn : : : . : : : : . :

\anl A2 Qpz - ann/ Ap1 Qpz Aupz - Quy

3.1. Cofator de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada de ordem n > 2. Chama-se de cofator de
um elemento a;; de A o nimero real A;; = (=1)"*/ - D;;, em que D;; é a determinante

obtido da matriz A quando se elimina a linha e a coluna que contém o elemento a;;.

Exemplo:

[0]
a) Sejad=| 3 2 |. O termo a,, = 2 e seu cofator sera:
4 5

A= (D2 2= (-1*-(3-5-2-09=(-1-(15-8) =

/ 4 0 1 \
-2 1 3 [6] )
b) Seja B = | |. O termo b3, = 4 e seu cofator sera:
\ El /
-4 8 0

4 0 1

By, =(-1)%*|-2 1 3|=(-1)%(0+0-16+4-96—0) = (-1):(-108) =
—4 8 0

— B =109
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3.2. Teoremade Laplace:

O determinante de uma matriz quadrada A, de ordem n > 2, é a soma
dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos seus
respectivos cofatores.

Isto €,
i) Se escolhermos a coluna j da matriz M.
|[a11 ap; - |Gyl aln]l
Az1 Qz2 - |4yi| - a,
M = i k=l “|
lanl a2 Anj annJ
Entéo,
detM=a1]A1]+a2]A2]+ +an]An]
i) Se escolhermos a linha i da matriz M.
[ A11 Q12 ot Qqp
az1 Qzz - Qzp
M= aiq 471 Ain
an1 Ap2 Ann
Entéao,

|detM =a 'Ail +a;, 'AiZ + o+ Ay, 'Ain
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Para calcularmos o determinante:

_ WN =
WoRN
NOh R
VINW =

Se escolhermos a 3¢ linha para seu céalculo, obteremos:

detM=3'A31 +0'A32+0'A33+2'A34 = 3'A31+2'A34
0 0

Entéo so6 teremos que calcular dois cofatores, em vez de quatro.

Concluimos entdo que, quanto mais zeros houver em uma fila, mais facil
sera o calculo do determinante se usarmos essa fila. Em particular, se a matriz tiver

uma fila de zeros, seu determinante sera nulo, ou seja, igual a zero.

Exemplo:
/ 0 2 3 \
. . 1 -2 3 [0]
a) Calcule o determinante de matriz A = | .
o 2 1 [5]
-1 4 2 [o]

Convenientemente, vamos optar pela coluna 4, pois ela possui dois elementos zero.
detA=ayy A1q4 + a4 Azq +a34 A3y + 44" Asg

detA = 1'A14+0'A24+5'A34+0'A4,4,

0 0
1 -2 3 0 2 3
detA=1-(-1)°-10 2 1{+5- -7 |1 -2 3
-1 4 2 -1 4 2

detA=(-1)-(44+24+0+6—-4-0)—-5-(0-6+12-6—-0—-4)
det A=(—1)-8-5-(—4)=-8+20
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1 -3 4 0
1 5

) . 2 —6

b) Calcular o determinante de matriz B = )

) [0]
-3 9 0 3

det B = b3y - B31 + b3y * B3, + b3z B33 + bss " By

detB=0'B31+1'B32+2'B:;3+5'Bg4
0

1 4 0 1 -3 0
detB=1-(-1)*-|2 1 5/+2-(-1)°-|2 -6 5+
-3 0 3 -3 9 3
B33=0, pois C2=(—3)'C1
1 -3 4
+5-(-1%-|2 -6 1
-3 9 0
B34=0, pois C2=(—3)'C1
1 4 0
detB=|2 1 5{=3-60+0-0-0-24
-3 0 3
|det B = —81|
3 5
c) Aplicando o teorema de Laplace, calcular o determinante de C = 4 1)
[6] 5 2

Vemos que a matriz C ndo possui nenhum elemento igual a zero, entéo
escolheremos a coluna 1.

detC:011'611+C21'621+C31'C31
4. 2.4 1 _4\3.13 5 (_44.]13 5
detC=1-(-1) |5 2|+2 (-1) |5 2|+6 (-1) |4 1|
detC=1-(8—5)—2-(6—25)+6-(3—20)

detC=1-(3)-2-(-19)+6-(—17) =3+ 38 — 102

|det C = —61|
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3.3. Regrade Chié

A regra de Chi6 € uma técnica que facilita muito o célculo do determinante
de uma matriz quadrada de ordem n (n > 2). Dada uma matriz A de ordem n, ao
aplicarmos essa regra, obtemos outro determinante de ordem n—1 e com valor

igual ao determinante de A.

Essa regra pode ser utilizada em uma matriz A em que a4, = 1, por meio

dos seguintes procedimentos:

v' Suprimimos a 12 linha e a 12 coluna de A.

v' De cada elemento a; restantes subtraimos o produto dos elementos
suprimidos da mesma linha e coluna de a;;, ou seja, ay; - a;;.

v' A matriz B obtida, de ordem n — 1, tem determinante igual ao de A, ou seja,

det A = det B.
Exemplo:
[0]
@ 5 4 5 5-0-2 4-3-2 5—-2-2 5 -2 1
7 13=7—0-11—313—21=7 -2 1|=
-3-0-4 2-3-4 0-2-4 -3 -10 -8
-3 2 0

=5-(=2)-(-8)+(=2)-1-(=3)+1-7-(=10) — 1- (—=2) - (=3) —

—-5-1-(-10)—(-2)-7-(-8)=80+6—-70—-6+50 — 112 = —52

Observacao:

A regra de Chio somente pode ser aplicada a matriz quadrada 4 em que
a;; = 1. Contudo, nos casos em que aq; # 1, pode ser utilizado inicialmente o
teorema de Jacobi (ou a propriedade de troca de filas, quando h& outro elemento da
matriz igual a 1) para obter uma matriz B, de mesma ordem e mesmo valor do

determinante de 4, com by; = 1 e, na sequéncia, aplicar a regra de Chid.
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Exemplo:
2 4 3 2
a) detM = g g 3? , observe que a;; # 1, logo ndo podemos aplicar a
4 0 7 2

regra de Chié diretamente, mas podemos através de trocas de filas paralelas,

transformar a matriz M em outra matriz que tenha a;; = 1, vejamos:

2 4 3 2 5 3 0 3 50
5 3 00 = _|2 4 3 2[ = [3 4 2 2|_
2 2 2 3|L,oL, |2 2 2 3|c;oC|2 2 2 3
4 0 7 2 4 0 7 2 7 0 4 2
4-3-3 2-5-3 2-0-3 -5 —13 2
=12-3:2 2-5:2 3-0-2[=|-4 -8 3|=
0-3-7 4-5-7 2-0-71 |-21 -31 2

=(=5)(-8) -2+ (-13) 3+ (-2 + 2+ (-4) - (-31) — 2+ (-8) - (-21) -

—(=5)-3-(-31)—(-13)-(—4)-2 =80 + 819 + 248 — 336 — 465 — 104 = 242

5 2 4 3
b) detN = g i é ‘21 , observe que a;; # 1, mas podemos aplicar o teorema
7 2 0 7

de Jacobi e obter uma nova matriz que tenha um elemento igual a 1, vejamos:

> 2 4 3 12 4 31 3 5.3 2.4.3 4-3-3
9 3 2 4 - 3 3 2 4|_ _
={4-2-0 5-4-0 2-3-0|=
8 45 21¢,-6,-269 %52 |, 5.3 g 4.3 7-3.3
7 20 7 3 20 7
3 -10 -5
=4 5 2|=(=3)5 (=2)+(=10)-2-(=4) + (=5) 4 (-12) —
4 —12 -2

—(=5)5- (-9 —-(-3)-2-(-12) - (-10) - 4-(-2) =

=30+80+240—-100—-72—-80 =98
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Analisando as técnicas que vimos:

Observando as caracteristicas dessas técnicas (Sarrus, Laplace e Chid),
podemos estabelecer um “tipo de esquema” para determinar qual seria a melhor
escolha para o calculo do determinante de uma matriz de ordem n X n, com n > 3,

vejamos:

l.  Aregra de Sarrus € usada para calcular determinantes de uma matriz 3 x 3 e
na maioria das vezes é a melhor escolha para a resolucdao do determinante,
mas mesmo que ndo seja a melhor escolha, seus calculos ndo sédo

complexos, ou seja, ndo havera grandes dificuldades para a resolucéo.

[I. O teorema de Laplace calcula o determinante a partir da escolha de uma fila
(linha ou coluna) qualquer de uma matriz quadrada de ordem n. Pela
definicdo fica claro que quanto mais elementos nulos houver na fila escolhida,
mais simples e curtos serdo os calculos, logo podemos concluir que se uma
matriz de ordem n X n tiver uma fila repleta de termos nulos, entdo o teorema
de Laplace sera a melhor escolha para o calculo do determinante. Lembrando

gue se a fila for totalmente nula o determinante da matriz sera zero.

[lIl. A regra de Chi6 calcula o determinante de uma matriz de ordem nxn
baixando a ordem da matriz para n — 1 xn — 1 e podendo ser usada o tanto
de vezes que for necessario, logo ideal para ser usada em matrizes de ordem

elevada.

Fizemos aqui uma pequena comparacao de aplicabilidade entre as trés
regras abordadas neste trabalho, para o calculo de determinantes. Deixemos claro
ao leitor que ha outras técnicas de calculos de determinantes, ficard a cargo do

leitor, pesquisar outras formas de realizacdo desses calculos.
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4. Exercicios Resolvidos

1 0 1
1) Sejam as matrizes A = (1 2) e B= (2 1 x). Determine x, de modo
. 3 -1 2
que det A = det B.

Resolucéao:

Calculando os determinantes das matrizes 4 e B, temos:

detA=|; §|=1-3—2-x=3—2x

1 0 1] 1 0
det B = |2 1 x| 2 1 =24+40—-2—-34+x—-0=x-3
3 -1 213 -1

Segue que: detA=detB=3—-2x=x-3= —-3x=—6.[x = 2|

2) Mostre que sao validas as seguintes propriedades para um matriz quadrada A

de ordem 2:
a) detA = det At b) det(k-A) = k* -detA,comk € R
Resolucéao:
. . _(a b ) _la b|__ . .4_4p.

Sejaamatrle—(c d),logo. detA—|c d|—a d—b-c.

a) Temos que:
e _(a ¢ c_la ¢y o — n
A _(b d):>detA _|b dl =2 d—b-c ..|detA—detA|

det A

b) Temos que:

_(k-a k-b n|ka kbl _, g b=
kea=(pe jog)=detlem =0 l=k-ak-d-k-b-k-c

=k? a-d-k?*b-c=k*(@a-d—b-c) = |det (k-A) = k> -det A
det A
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3) Determine o valor de x para que seja verdadeira a igualdade:

2 -1 —x
3 2 1(=0
x -1 -2
Resolucéao:
2 -1 —x|2 -1
3 2 1|3 2=-8—-x+3x+2x>+2-6=0=
x -1 -21lx -1

~1+/12-4-1-(-6) -1+5 |X=2
= -
21 2

=2x*+2x-12=0=>x=

x=-3

4) Das seis matrizes a seguintes, cinco tém o determinante igual a zero.

Determine quais sdo elas, usando as propriedades dos determinantes.

Justifique:
5 —4 10 -1 8 0 0 0 2 5 -3 4
(3 9 6 6\ .. (1 4 00) [0 3 -2 2
A)A=|7 5 2 3/9C=|_3 13 0)9E=|o 0 0 3
2 3 4 2 3 215 00 0 7
3 2 9 6 3 0 2 4 4 5 0 2
(2 9 -1 8). [2 0o 6 8 (3 -1 2 s
b) B={g 7 4 o) DD={21 o _3 6’f)F_<4 5 0 -2
6 7 4 0 4 0 1 5 6 8 3 -5
Resolucéao:

a) detA =0, pois a 12 e 32 colunas sao proporcionais. (€3 =2-C,)

b) det B =0, pois a 32 e 42 linhas séo iguais. (Ly = L,)

c) detC=8-4-3-5=480, pois a matriz é triangular e seu determinante € o
produto dos elementos da diagonal principal.

d) det D =0, pois a 22 coluna tem todos os elementos iguais a zero.

e) det E =0, pois a matriz € triangular € um dos elementos da diagonal principal
€ igual a zero.

f) detF =0, pois a 12 e 32 linhas sao proporcionais. (L; = (—1) - Lg )
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5) Mostre que, se A é uma matriz invertivel de ordem n, com n > 1, entédo

detA 1 = 1
det A

Resolucéao:

Da definicdo de matriz inversa temos que, A-A™! = I,,. Logo:

Teorema
de Binet

det(A-A V) =det(I,) S detA-detA™'=1= detA!=

~ detA
=1
2 1 0 3
oa—|10 1 3 5 -1
6) DadaamatrizA=|_"3 7 o _3 [ calculedet(4A™).
1 4 -1 3

Resolucéao:

Para calcular det(A™1), primeiro calculamos detA, pois detA™1 = L

detA’

Usaremos o teorema de Laplace, escolheremos a 32 coluna para os
célculos, pois ela possui dois elementos iguais a zero, logo:

detA = a3 A3 + a3 - Apz + a3z - Azz + g3 Ay
————— —————

=0, =0,
pois a13=0 pois a33=0
2 1 3 2 1 3
detA=3-(-1)*?-1-1 1 3|+ (-1 (-D*3-| 0 1 5
1 4 3 -1 1 -3

detA=(-3)(6-3-12-3+24+3)+(-6—-54+0+3-10-0)
detA = (-3)-(15) + (—18) = —45—-18 = —63

Portanto, temos que:

detA™l = ——
€ 63
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7) Determine os valores reais de x que justifiquem a igualdade:

0 4 0 O
122 x 6 «x|_
detA = © 6 3 4—0
0 7 0 1

Resolucéao:

Vemos que a 12 linha possui trés elementos iguais a zero, logo a melhor

opcéo de escolha para resolver esse determinante é o teorema de Laplace.

detAd =aqq " Aqg t Qg Az +a43-Ag3 + Aq4 - Agy

=0, =0, =0,
pois a11=0 pois a13=0 pois a14=0
x2 6 x
detA=4-(-D"2-[x 3 4/=(-4)-3x*+0+0-0-0 - 6x)
0 0 1
detd = -12x%2 +24x =12x(—x+2)=0=<{ ou

8) Utilizando a regra de Chi6, calcule:

2 0 4 8 4 0 2 3 -1
13 -2 = 5 -2 1 4 7
a) det A = b)detB=|0 2 -2 -3 1
3 0 6 4
9 B 1 6 10 3 -3 -4 -1
1 5 5 2 -1
Resolucéao:
2 0 4 8 |21 ol 4! 8! [o]
-1 3 -2 s5/_,l-1 3 -2 s|l_,l=1] 3 -2 5
a) detA = =2 =2 =
3 0 6 4 3 0 6 4 0 6 4
3-0-(-1) -2-2-(-1) 5-4-(-1) 3 0 9
=2 0-0-3 6-2-3 4-4-3 |=2[0 0 -8|=
5-0-(-2) —-1-2-(-2) 6—4-(-2) 5 3 14

=detA=2-(0+0+0—-0+72—-0) - |det A =144|
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Resolucéo:

b) A matriz B é de ordem 5, logo sera necessério aplicar a regra de Chi6é duas
vezes para baixar sua ordem até 3. Primeiramente, trocaremos a linha 1 com

a linha 5, pois dessa forma faremos a; = 1.

4 0 2 3 -1
5 -2 1 4 7 5] 2 1 4 7

detB=|0 2 -2 -3 1 = [0 2 —» 3 1 |=
10 3 -3 —4 -1 |[lieols 3 _3 _4 -_1
1 5 5 2 -1
o 2 3 -1
—2-5-5 1-5-5 4-2-5 7-(-1)-5
_|2-50 -2-50 -3-2:0 1-(-D-0
~7[3-5-10 -3-5-10 -4-2-10 -1-(-1)-10
0-5-4 2-54 3-2-4 -1-(-1)-4
27 -24 -6 12
_ |2 -2 -3 1
~7|-47 -53 -24 9
—20 -18 -5 3

Agora trocaremos a linha 1 com a linha 2, depois trocaremos na matriz

obtida a coluna 1 com a coluna 4, desta forma faremos a;; = 1.

—27 -24 -6 12 2 -2 -3 1

detB——|2 -2 -3 1| = |27 -24 -6 12| =
-47 -53 -24 9|p, o,|-47 -53 24 9|c, o,
—20 -18 -5 3 -20 -18 -5 3

| [1] 2]]
— _ —-24 -6 —27
-18 -5 -20

—24—-(-2)-12 -6—-(-3)-12 -27-2-12 0 30 -51
=—|-53-(-2)'9 —-24-(-3)'9 —-47-2:-9|=-(-35 3 -65|=
-18-(-2)'3 —-5-(-3)'3 -20-2-3 -12 4 -26

=—(0+23.400 +7.140 — 1.836 — 0 — 27.300) .. |det B = —1.404]
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e SISTEMAS LINEARES

Por volta do século IX e VIII a.C. a matemética ja dava seus primeiros
passos na Babilbnia, aonde os egipcios tinham uma &lgebra e uma geometria, mas
utilizavam apenas para suprir as necessidades do cotidiano. Apesar de todo material
que tinham os babilébnios e egipcios, s6 podemos encarar a matematica como

ciéncia, no sentido moderno da palavra, a partir dos séculos VI e V a. C na Grécia.

O sistema linear s6 veio a surgir no século I a.C. e teve reconhecimento
nas duas partes do mundo (oriente e ocidente), sendo que o oriente teve mais
impacto no que se referem os estudos mais aprofundados. No oriente médio os
chineses representavam o sistema linear por meio de bambus em tabuleiros, pelos
guais comecaram a perceber um método que eliminava incégnitas por meio de

operacgles elementares.

S0 em 1693 que o uso do determinante veio a ser trabalhado por Leibniz,
ligado a sistema linear. Sendo que Leibniz foi um pouco mais ousado estabelecendo
a condicdo de se trabalhar com um sistema envolvendo trés equacbes e duas
incognitas em termos do determinante de ordem trés formado pelos coeficientes e

pelos termos independentes.

Para desenvolver sua regra (resolver sistemas de n equaclfes e n
incognitas), Cramer baseou-se na ideia do escocés Colin Maclauri, mas nao foi por
acaso que seu nome veio a tona, pois também conseguiu chegar a regra
independentemente, contribuindo assim para a sua introducdo sobre analise das
curvas planas (1750), em conexado com o problema de determinar os coeficientes

dacénicageral: a + by + cx + dy* + exy + fx* = 0.

Podemos dizer que como em qualquer outro assunto, 0 sistema linear
sofre mudancas a cada dia, as quais contribuem gradativamente para o sucesso da
matematica, seja ele na antiguidade ou nos dias atuais, pois independentemente do
lugar ou momento em gque estejamos a matematica estard presente principalmente

com sistema linear, basta observar com atencédo e com um olhar matematico.
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1. Equacdes Lineares.
Acompanhe a situacéo a segquir.

Luiza foi ao caixa eletronico sacar R$ 100,00 de sua conta. Se no caixa
havia apenas notas de R$10,00,R$ 20,00 e R$ 50,00, de quantas maneiras ela

pode ter efetuado o saque?

Esse é o tipo de problema que pode ser expresso por meio de uma
equacéo linear. Chamando de x o numero de cédulas de R$ 10,00, y o niUmero de
cédulas de R$20,00 e z o nimero de cédulas de R$ 50,00, podemos associar a
equacao 10x + 20y + 50z = 100.

A equacédo 10x + 20y + 50z = 100 € chamada de equacéao linear.

Definicéo:

Equacao linear é toda equacao que pode ser escrita na forma:

a;xq +azx; +azxs+--+a,x,=b
Na qual:
* Xq,X3 X3,'*, X, SA0 as incognitas;

e a;a,as-,a, Sad0 numeros reais chamados coeficientes das
incognitas;
e b é o termo independente.(quando o termo independente é nulo, a

equacao linear é dita homogénea).

Exemplo:

a) 3x+ 2y =0, é uma equacéo linear homogénea nas incognitas x e y;
b) 2x + 3y — 2z = 10, é uma equacao linear nas incognitas x,y e z;
Cc) x—5y+z—4t=>5, € uma equacao linear nas incognitas x,y,z e t;

d) 4x; —3x, = x4 + x5, + 1, € uma equacao linear nas incognitas x; e x,.
Pela definicdo, ndo sdo equacdes lineares:

a) xy=10 b)x?+y=6 c)x?—xy—yz+x?:=1
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2. Sistema de Equac0des Lineares.

Definicéo:

Denomina-se sistema linear mXxn 0 conjunto § formado por m

equacdes e n incognitas, que pode ser indicado da seguinte maneira:

( A11X1 + A12X; + Aq3X3 + -+ A1 Xy, = by
I Az1X1 + Az2X; + Ay3X3 + -+ + Az X, = by
S = { asq1X1 + a3z2X) + as3X3 R a3z, X, = b3
\a

m1X1 + QpaXy + Apzx3 + -+ Xy = by
No sistema linear S, por exemplo, temos que:

e a4, € o coeficiente da incégnita x; na 12 equacao.
e a,3 € o coeficiente da incégnita x3 na 22 equacao.

e a, € o coeficiente da incognita x, na m — ésima equacao.

Exemplos:
a) {—x ~Y =75 Sistema linear 2 x 2 nas incégnitas x e
3x+ 7y = 16 ghitas x e y.

4x +y = 3 , Sistema linear 3 X 2 nas incégnitas x e y.

3x+2y=1
b){
—Xx+y=-2

) {Zx Sy o=D Sistema linear 2 x 3 nas incégnitas x,y e z.

x+2y—-3z=7"
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3. Solucédo de um Sistema Linear.

Dizemos que (a;, a,, as, -, a,) € solucdo de um sistema linear quando
(ay,a3,a3,-,a,) é solucdo de cada uma das equacdes do sistema, ou seja,
satisfaz simultaneamente todas as equacodes do sistema, veja:

2x+3y =13
3x -5y=10

2:5+3-1=13

i) (5,1), é solucéo do sistema, { , pois {3 .5_5-1=10

2x + 3y =13 .{za+3-3=13

i) (2,3), ndo é solucao do sistema, {Sx _5y =10 POiIS{3.5 5.3 %10

x+2y+3z=1 1+2-3+3-(-2)=1
i) (1,3,—2), é solugdo do sistema, i4x—y—z=3 , pois{4-1-3—-(-2)=3
x+y—z=6 1+3-(-2)=6
xt2y+3z=1 0+2-2+3-5%1
iv) (0,2,5), ndo é solucao do sistema, {4x—y—z=3 , pois{i4-0—2—-5=*3
X+y—-z=6 0+2-5%6

4. Matrizes Associadas aum Sistema.

Todo sistema linear pode ser associado a matrizes cujos elementos sao

os coeficientes das equacdes que formam o sistema.

Exemplo:
a) Vamos considerar o sistema {Sx +2y f >
2x—7y=-3
» Chamamos de matriz associada incompleta a matriz (; _27) formada
apenas pelos coeficientes das incognitas.
. . , 3 2 5
» Chamamos de matriz associada completa a matriz (2 7 _3 )

formada pelos coeficientes das incognitas e pelos termos independentes.
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x+2y—-z=8
b) Em relagc&o ao sistema {Zx + 3y + 5z = 10, definimos:
—Xx—y=-5
1 2 -1 1 2 -1 8
2 3 5 2 3 5 10
-1 -1 0 -1 -1 0 -5
matriz associada matriz associada
incompleta completa

Note que, quando uma das incognitas do sistema ndo aparece em alguma

das equacdes, seu coeficiente € nulo, vejamos:

x+2y—z=28 x+2y—z=8
O sistema {2x+3y+52= 10, pode ser visto como{2x+3y+ 5z=10
—-x—y=-5 —-x—y+0z=-5

5. Representac&o Matricial de um Sistema.

Aplicando a definicdo de multiplicacdo de matrizes e o conceito de matriz
associada incompleta de um sistema, € possivel representar um sistema em forma

de equacao matricial.
Exemplo:

x+3y=7

a) Sistema ; 7x — 4y = —

1 representacdo matricial (% 3 ) . (x) = ( 7 )

3x—-y+z=7 3 -1 1 X 7
b) Sistemaj x+ 2z =10 , representacdo matricial <1 0o 2| <y> = (10)
x+y+z=3 1 1 1 z 3
x
: 3x+4y—z=2 ~ . (3 4 -1 _ (2
c) Sistema ; X—y+z=7" representagéo matricial (1 1 1 ) <3zl> = (7)
5*—2y—-6z+11w =13
, —x+ 15y + 23w = -10 ~ -
d) Sistema 17y~ 9z —w="7 , representacao matricial
—7x—9y—-20z—-5w=3
5 =2 -6 11 X 13
-1 15 0 23\ (¥y)|_|(-10
0 17 -9 -1 z 7
-7 -9 =20 -5 w 3
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6. Classificacdo de Sistemas Lineares.

Quanto as suas solugbes, um sistema linear se classifica como

impossivel, ou possivel e determinado, ou possivel e indeterminado.

Sistema de
Equacgoes Lineares

impossivel

ndo tem
solugao

possivel
e
determinado

possivel
e
indeterminado

Solugédo

mais de uma
solucgédo

Unica

7. Regra de Cramer.

Ax + By = K,

Considere o sistema de equagoes: {Cx +Dy =K,

Resolvendo esse sistema pelo método da adi¢do, temos:
ADx + BDy = KD

—CBx — DBy = —K,B
(AD — CB)x = K;D—K,B

{Ax+By=K1(><D) {
Cx+ Dy =K, (X —B)

—_ K1D-K3B

,SeAD—-CB # 0
AD-CB

— K2A-K4C
"~ AD-CB

Substituindo x em qualquer das equacdes, encontraremos: |y

Veja agora os determinantes de algumas matrizes obtidas do sistema:

A K,

C KZ :AKZ_CKI

_|A B| _ } _|K1 B _ . _
D_|C D = AD — BC; D"_|K2 D—KlD—KzB, Dy—|

Se D # 0, a solugdo do sistema é dada pela regra de Cramer:

D Y=7
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A regra de Cramer pode ser aplicada a qualquer sistema n X n (com n
equacbes e n incognitas) com D # 0. Neste caso, 0 sistema € possivel e
determinante.

Exemplo:
. 3x+2y=1
Resolva o sistema {_x +5y =28
p=]3 Zl=15+2=17 D, -51
-1 5 X=—=—r ~|x=-3
D.=|% %=5-56=-51 b7
* 2;3 51 D, 85 =
— — — Y= ~Y =
Dy=| ,gl=84+1=85 D 17
Teorema

Seja § um sistema linear em que o nimero de equacdes seja igual ao de incognitas:
(A11X1 + Q12X + A13X3 + -+ + A1 Xy = by
az1X1 + Az2Xy + ay3X3 + -+ ArpnXy = bz
S = 4 a31x1 + a32x2 + a33x3 e A3z, Xy = b3
kanlxl + anzxz + an3x3 + -+ ax, = b,
Representacéo matricial:
aij; A2 QAg3 0 Ay X1 b4
Az1 Q2 Qz3 -+ Ay xz bz

| asy az; as;s x3 | = b3

AR

matriz A

Seja D o determinante da matriz A (matriz associada incompleta do sistema S):

|11 Q12 Q13 0 Qqp|
Az1 Az dz3 -+ Ay
D=|a3; az; asz - Qaz,
An1 Quz Qpz - Qpy
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Se D # 0, entdo o sistema é possivel e tem solucéo Unica (B4, B2, B3, -, Bn), tal que:

D
ﬂi =Fl JVi € {1)2J3)”.)n}

Em que D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i — ésima

coluna pela coluna dos termos independentes das equacdes do sistema, vejamos:

aq aq; ain aq bl “t Qqn
a21 aZi azn a21 b2 azn
D=|az - a3z - A3y = D;=|az; - by " Q3
Ap1 = Ay " Qpp a,; - bn o Qpn

Exemplo:

Resolva os sistemas usando Cramer:

) {—x—4y=0

3x+2y=5"
1 -4
_ —_ _ D, 20
p=|7, ,|=-2+12=10, __D._ 20
4 - 0+20=20 b 10
D"_|5 2|_ +20= D, -5 1
D=7, ¢|=-5-0=-5 D 10 2

3x+4y—-z=-1
b) {—x+2y+z=—3.

2x+5z=2
3 4 -1
D=]-1 2 1|=30+8+0+4—-0+20=62
2 0 5
-1 4 -1
D,=|-3 2 1|[=-10+8+0+4—-0+60=62
2 0 5
3 -1 -1
D,=]-1 -3 1|=-45-24+2-6—-6—-—5=-62
2 2 5
3 4 -1
D,=[-1 2 -3|=12-244+0+4-0+8=0
2 0 2

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC

Adriano da Silva de Oliveira Pagina 68



UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA — UFC
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT

LOgO,
D, 62
*=p gz “E=1
D, -62
Y=p =6z "¥="1
D, 0
Z=p Tz "12=0

8. Escalonamento da Matriz Associada Completa de um Sistema Linear.

Um método bem eficaz para se resolver um sistema linear € o método do
escalonamento. Este consiste em se tomar a matriz associada completa de um
sistema linear e aplicar uma sequéncia de transformacdes elementares a esta
matriz, de modo a obtermos uma matriz equivalente que seja a matriz associada

completa de um sistema linear “facil” de resolver.
Observacao: (Matrizes Equivalentes)

Sejam A e B matrizes de ordem m X n. A matriz A é dita ser equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicacdo sucessiva de um

nuamero finito de transformacdes elementares sobre linhas.

Observe que a nocéo de equivaléncia de matrizes por linhas corresponde
a nocao de equivaléncia de sistemas lineares quando se efetuam as respectivas
transformacdes sobre as equacdes. De fato, a sistemas equivalentes, correspondem

matrizes associadas equivalentes, e vice-versa.
Proposicéo:

Dois sistemas lineares com matrizes associadas completas equivalentes

tém o0 mesmo conjunto solucao.
Teorema: (unicidade da forma escalonada)

Existe uma Unica matriz na forma escalonada equivalente por linhas a

uma dada matriz.
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Transformagbes Elementares de Matrizes e Forma Escalonada de uma
Matriz sdo conceitos j& vistos anteriormente na parte, deste trabalho, referente a
matrizes, logo nos resta utilizar estes conceito como ferramentas para a resolucao

de sistemas lineares.
Exemplos:

Resolva os sistemas usando o escalonamento sobre a matriz associada

completa dos sistemas lineares:

2x+5y+4z=-2

—-x—2y—z=1
a){
3x+2y+z=3

-1 -2 -1 1 -1 -2 -1 |1
2 5 4 (-2 —— 0 1 2 0 -
-1 -2 -1 1 -1 0 3 |1
0 1 2 |o - 0 1 2 |0 —
0 —4 -2 6 Ll—)L1+2L2 0 —4 2 6 L3—>L3+4L2
-1 0 3 |1 -1 0 3 |1 1 0 -3 |-1
e
(0 1 2 0>L 1L<0 1 2 0) — (01 2 0)
0 0 6 le/3725ks\g o 1 [1/Lui=>CDLi\g o 1 |1

2 1 0 O
0 01 0
L2 i L2 —2L3

2
-2
1

1 0 0 1
Entao,
1-x+0-y+0-z=2
{0-x+1-y+0-z=—2=>
0:x+0-y+1-z=1

Logo, a solucédo do sistema é o terno (x,y,z) = (2,-2,1).
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x+y+z+t=1
b) x—y+z+t=-1

y—z+2t=2

2x+z—-t=-1

1 1 1 1 (1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 |-1) —= [0 =2 0o o |-2| —»
O 1 _1 2 2 LZ b d LZ - L1 0 1 _1 2 2 L4 e L4 - 2L1
2 0 1 -1 -1 2 0 1 -1 -1
1 1 1 1 1\ p g 11 1 11
0 -2 0 o0 |-2 N 00 -2 4 |2 —
0 1 -1 2 |2 01 -1 2 |2)L,>L, L
0 -2 -1 -3 |3/ la=lat2ls \g 4 53 7 7
10 2 -1 |-1 10 2 -1 [-1\L >L +L,
00 -2 4 |2\—sf0o1 -1 2 |2\ %
01 -1 2 |2 ]L,o1.l0 0 =2 4 |2 1
00 -3 111/7% P\9g o 3 111/ I>3Ls
10 0 3 |1 10 0 3 |1
L, — Ly +Ls .
33_112221 8(1)(1)(2)111,—»11,
- - - - 4 —zLl4
00 -3 1 lg/lalat3ls\g o o _5 |3 5
1
1 /
/1 00 3 1\L1_>L1_3L4/1 0 00 15\
010 o |2 1Mo 10 0 iy |
001 -2 |~ 001 0 5
\0 00 1 2/5/L3_’L3+2L4\0 001 |2 /
5
Entao,
‘ 1
x=-3
y=1
] 1
z=—3
2
.| 5

Logo, a solucédo do sistema sera (x,y,z,t) = (—% 1,- % —é)
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3x+y=17
x+z=4
©) \4x -5y = 22
-y—2z=0
3 1 0 7 Ll_)Ll_BLZ 0 1 -3 —5 L3—)L3+5L1
1 0 1 |4 s 1 0 1 |4 .
4 -5 0 |22 0 -5 —4 |6
0 -1 -2 0/ Ly —>L3—4L, \0 -1 -2 0/ Ly—Ly+ L,
1
01 -3 -5 10 1 4\Lz>—5Ls 1. 0 1 | 4
1 0 1 4 01 -3 -5 0 1 -3 [-5
e
0 0 —-19 [-19 L%'(_)L 0 0 —-19 [-19 0 0 1 1
00 -5 l-5/M%%2% o0 -5 -5/ p,>-21, 0 0 1 11
Li->Li—L; /1 0 O 3 100 3
S 01 0 |-2 - 010 |-2| _, y=—2
L, > L,+3Lz\0 0 1 1 0 0 O 0 z=1
Logo, a solucdo do sistema é (x,y,2z) = (3,-2,1).
2x+3y=-1
—4x =2
d) x+y=3
x—y=5
2 3 |-\Li»Li—L, /1 4 |-6\L,—»>L,+4L, /1 4 |—6
-4 0 |2 S -4 0 |2 . 0 16 [-22
1 1 |3 0 2 |-2 0o 2 -2
1 -1 5/ L3=>L3—Ly\ 1 -1 |5/ Ly—=>Ly—L;y \Q0 -5 11
1 4 |—-6\L—>Li—4L; /1 0 |-2
— g 116 —22 § g 116 —212 >
1 p— J—
Ly>zLs\g _5 |11/ Ly>L+5L3\0 o | ¢ /Lz>Lz—16L;
1 0 -2 If
0 o0 [-6| _ 43’=—1
0 1 |-1 [0=—6]
R ([o=¢

Logo, a solucéo do sistema é impossivel.
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9. Discussao de um sistema linear.

Discutir um sistema linear em funcdo de um ou mais parametros € indicar

para quais valores desses parametros o sistema é:

e Possivel e determinado (SPD);
e Possivel e indeterminado (SPI);

e Impossivel (SI).

9.1. Aplicagdo do Determinante

: ax+by=e
Dado o sistema {cx +dy=f sabemos pela regra de Cramer, que se 0
determinante da matriz incompleta for diferente de zero, isto € D = ‘cl Z| +0, 0

sistema é possivel e determinado (SPD).

Agora, se D =0, o sistema serd possivel e indeterminada (SPI) ou
impossivel (SI). Neste caso, podemos usar escalonamento para descobrir se o

sistema é SPI ou SI.

Exemplos:

x+y=2

3x+ky=3 em fungéo de k, calculamos:

a) Para discutir o sistema {

Se D + 0 = k # 3 = sistema possivel e determinado (SPD).

p=> ¥=k-3
3 k Se D = 0 = k = 3 = sistema possivel e indeterminado (SPI)
ou sistema impossivel (SI).

Para saber o que ocorre no sistema quando k = 3, iremos substitui-lo no sistema:

+y=2

x+y=2 = _
{ +y:1=>2—1(absurdo)

- . . x
3x+3y=3 dividindo a 22 equacéao por 3, teremos {x

Logo, o sistema é impossivel (SI).

k+3 = SPD

Concluséo: {k 3]
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. . . x+ky=0 ~ )
b) Para discutir o sistema {kx ty=1—-k em funcao de k, calculamos:
_ |1 Kkl_q_ 2
B |k 1| =1-k

SeD+#0=1—-k*+#0ouk ++1 = SPD

(k=—1=>{x_y=0 — SI
—x+y=2
SeD=0=

x+y=0

kk=1${x+y=0 = SPI
Observacao 1: Se um sistema linear possui n equacgdes e n incognitas, vejamos:
(@11X1 + Q12X + A13X3 + -+ A1 X, = by
| @211 + @zpX2 + Ap3X3 + =+ + AznXy = by
S = 4 a31x1 + a32x2 + a33x3 e A3z, Xy = b3

kanlxl + anzxz + an3x3 + -+ apx, = b,

Forma Matricial do Sistema:

a21 azz a23 b
cee a3n .

|a31 az; Qass x3|— |=A-X=B
Anp1 Quz2 Qupz - Auy Xn \bn/
N—_——
A X B

Esse sistema podera ser:

a) Possivel e determinado, se D = detA # 0, caso em que 0 sistema possuira
solucao Unica.

b) Possivel e indeterminado, se D =D,, =D,, =--=D, =0, paran=2. Se
n > 3 essa condigdo so sera valida se ndo houver equagdes com coeficientes
das incognitas, respectivamente, proporcionais e termos independentes nao
proporcionais, neste caso o sistema apresentara infinitas solucdes.

c) Impossivel, se D =0 e existir D,, # 0, com 1 < i < n, neste caso o sistema

linear ndo possui solucgao.
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Observacao 2: Se um sistema linear possui m equacdes e n incognitas, sendo
m # n vejamos:

( @11%X1 + A12X3 + ay3x3 + - + @ Xy = by

| @21%1 + @zpxz + Ap3x3 + -+ Qznxy, = by
S = ! asqXx1 + a32Xy + a33x3 i A3z, X, = b3
| : : :

Apn1X1 + A Xy + am3x3 + o+ A Xy = by

Forma Matricial do Sistema:

/a11 aiz asz - aln\ / \ / \
azy Qz; Az3 -+ Ay

| az1 asz; ass | = A-X=B
An1 Anz AQp3 ° Apn / bm/
A B

Entao teremos:

a) Se m>mn, ou seja, 0 numero de equacbes for maior que o numero de

incognitas. O sistema sera possivel e determinado ou impossivel.

xX+y=6
Exemplo 1: { 2x—y=0
3x+2y=14

Solucéo:
o : xX+y=6
Resolveremos primeiro o sistema: 9 _
x—y=0
3x=6 -
Assim teremos:x+y =6 =2+y =6 [y = 4]
Agora, basta substituir os valores achados na equacédo 3x + 2y = 14, vejamos:

3:2+2:-4=6+8=14

Logo, o sistema é possivel e determinado, tendo como solucéo o par (x,y) = (2,4).
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2x+y=4
Exemplo 2: {x+y=3
3x—y=2
Solucgéo:
L : x+y=3
Resolveremos primeiro o sistema: _
3x—y=2
4x=5 « |x=2
4
i - - 5 - —3_3_12_5_12-5 |, _7
ASS|mteremos.x+y—3=>4+y—3 =y=3-.=T—,="7 “|y=3

Agora, basta substituir os valores achados na equacgao 2x + y = 4, vejamos:

5 7 10 7 10+7 17

2atiTateT

Logo, o sistema é impossivel, ndo ha solucéo.

b) Se m < n, ou seja, 0 numero de equacdes for menor que o numero de

incognitas. O sistema sera possivel e indeterminado.

2x+3y—z=28
x+y+2z=5

Exemplo: {
Solucéo:
Resolveremos o sistema como se fosse um 2 x 2, vejamos:

{2x+3y=8+z {2x+3y=8+z
x+y=5-2z x(-2) —2x—-2y=-10+4z

Assim teremos: x+y=5-2z = x+5z2—-2=5-2z -

Entéo, a solucao desse sistema é o trio (x,y,z) = (7 — 72,5z — 2,z),V z € R, logo 0

sistema possivel e indeterminado, possuindo infinitas solucdes.
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10.Sistema Linear Homogéneo.

Definicéo:

Quando todos os termos independentes de um sistema linear sédo nulos,

o sistema é denominado homogéneo.

( A11X1 ar A12X2 aF agzxs3 4+ .-+ A Xy = 0
I az1X1 ar az2X> aF a3X3 4+ .-+ ArpnXy = 0
4 a31x1 + a32x2 + a33x3 AF ooo F agnxn = 0

am1x1 + amzxz + am3x3 + .-+ amnxn = 0

Em um sistema linear homogéneo, a énupla (0,0,0,---,0) é uma das
solucdes, denominada solucdo nula, trivial ou imprépria.

Qualquer solucao diferente de (0, 0,0, ---,0) para o sistema homogéneo é

chamada néo nula, néo trivial ou prépria.

Exemplo:
x+2z=0
a) Resolva o sistema I—x +2y+2z=0

x+y+z=0
1 0 2 0 10 2
1 2 2 ol ™ (o0 1 -1
1 1 1 o/lzoLls\g 2 4

1 0 2] O 1 0 2
- 01 -1, 0 1 0 1 -1
ZLZ L3 —>EL3

0 E—— 0 2 4

0)L2—>L2+L1<1 0 2
0/L;—>L;—L;\0 1 -1

0
0
0

0) Ll i L1 — 2L3

0 ——
Ly > L oo 2l o0 0 0 1l 0/ Ly—>1L+Ls
1. 0 0l O A Unica solucgao do sistema é
(0 1 0 O) = ((,y,2) =(0,0,0),0usejao
0 0 11 0 sistema s6 tem solucao trivial
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x+y+2z+2w=0
b) Resolva o sistema {—x +y+2w=0

x+5y+z=0

1 12 2 o\NLyoL+Li/1 1 2 2| o\~ L2k
-1 1 0 2[ 0 — 02 2 4| 0 e
1 51 0 0/Lz->L3—L;\0 4 -1 -2 0 L2_>§L2
11 2 21 o1tz g g 1 o 0 Ly —>L;—L3
01 1 2| o —_— 0112 o0 _
0 0 =5 —100 0/ L3>—-L; \0 0 1 2] 0/L;>L~Is

1 0 0 -2 O x—2w=20 x =2w

010 0| 0]= y=0 ~{y=0

0 01 2 0 z+2w =20 zZ=-2w

Entdo, a solugdo desse sistema sera (x,y,z,w) = (2w, 0,—2w,w),Vw € R, logo o

sistema possui solugéo nao trivial sempre que w # 0.

Observacao 1:

Seja um sistema linear homogéneo n X n (n equacdes e n incognitas),

( A11X1 + Aq2X + ag3Xxs3 + -+ ApXy = 0
I az1X1 + Az2X> + ay3X3 R ArnXy = 0
4 a31x1 + a32x2 + a33X3 R A3z, Xn = 0
| : : :
k an1x1 + anzxz + an3x3 + -t aux,=0
Forma Matricial do sistema;
/an a;; Qg3 aln\ /x1\
Q1 Az Q3 -+ Qzy X2
|a31 az; Qazz ‘- a3n|'|x3|= = A-X=0

Anp1 Qn2 Qupz - Quy Xn
A X

— _
\___/

O sistema A+ X = 0 tera somente a solucéo trivial (X = 0) sempre que a

matriz A for invertivel, ou seja, sempre que existir A71.
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De fato, se a matriz 4 do sistema 4 - X = 0, for invertivel, termos:

/an Az Q3 v Qg o\ 100 - 0 0\
Qz1 Qzz QAz3 -+ Qzp N 010 - 0Of O
| as1 az; asz - az, | escalonando | 0 0 1 o] ol
: : : ’ / a matriz T /
Ap1 QAuz Ap3z - Qpy 0 o 0o 0 - 1 0
Logo, a solucéo do sistema serd x; = x, = x3 =+ =x, = 0, 0u seja, X = 0.

Observacao 2:

Seja um sistema homogéneo de m equac6es com n incognitas (m +# n).

f aj1x1 + Aq12X2 + ag3xs3 + -+ Ay Xy = 0
I as1XxX1 + Az2X2 + a3X3 + -+ ArpnXy = 0
4 asq1XxX1 + a3z2X, + a33x3 + -+ agnxn =0
| : : : :
k Ap1X1 + Qo Xy + am3x3 + -+ apupx, =0
Forma Matricial do sistema;
/‘111 a; aq3 - aln\ /x1\ /
Q1 Qzz Qz3 -+ Qg X2
| asz; Aasz; Qazz - Qzy |-|x3|:|

An1 A2 Q3 - Qpy Xn
A X

Corolario:

Se um sistema linear homogéneo tem m equacdes com n incégnitas e

admite somente a solucéo trivial x; = x, = x3 =+ = x, = 0, entdom > n.
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Teorema:

Se um sistema linear homogéneo tem m equac¢cfes com n incégnitas, tal

gue m < n, entdo ele tera uma solucao nao trivial.
Demonstragéo:

Seja A a matriz associada incompleta de ordem m X n (m <n) de um
sistema homogéneo A- X = 0 e [A|0] a matriz associada completa, e seja [C|0] a
sua forma escalonada por linhas. Temos que os dois sistemas sédo equivalentes.
Seja r o numero de linhas ndo nulas da matriz C, entdo r < m < n. Logo o sistema
C - X = 0 tem r equacgdes com n incégnitas. Assim podemos resolver o sistema para
r incognitas em termos das n — r incognitas restantes. As (n — r) incognitas podem
assumir qualquer valor, logo podem assumir valores diferentes de zero e, portanto
temos uma solucdo néo trivial. Como os dois sistemas A-X=0 e C-X =0 séo

equivalentes, conclui-se o teorema.

11.Exercicios Resolvidos

1) Sabendo que o par ordenado (2a,a) € solucdo da equacdo linear

4x + 3y = 10, determine o valor de a.

Resolucéao:
Substituindo x por 2a e y por a, temos:
10
4-2a)+3-a=10 >8a+3a=10 = 11a =10 - azﬁ

2) Determine o valor de t, de modo que a terno (t,—2t,1 —t) seja solugdo da

equacéo linear 5x +y — 2z = 13.

Resolucéao:
Substituindo ordenadamente os valores de x,y e z na equacao temos:

5.t4+(—2t)-2-(1-t) =13 =5t -2t —2+2t =13 =5t=13+2 [t = 3]

Observe que substituindo t = 3 na terna dada teremos (3,—6,—1), que &

uma solucéo da equacao linear dada.
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3) Em um supermercado, ha trés marcas de cestas basicas (4,B e C), cada uma
contendo macarrdo, arroz e feijdo. As cestas diferenciam-se nao pelo
conteudo, mas pela quantidade desses produtos, assim distribuidos:

e Cesta A: 3 pacotes de macarrdo, 1 de arroz e 2 de feijao;

e Cesta B: 5 pacotes de macarrao, 2 de arroz e 3 de feijao;

e Cesta C: 2 pacotes de macarrédo, 1 de arroz e 3 de feijao.

Sabendo que os precos das cestas sdo, respectivamente, R$ 20,00, R$ 35,00
e R$ 21,00, qual é o valor do pacote de cada produto citado?

Resolucéao:
Representando os precos dos pacotes de macarrdo, arroz e feijao por

m,a e f, respectivamente, construimos o sistema:
3m+a+2f =20

5m+ 2a+3f =35
2m+a+3f =21

( 3 1 2
D=|5 2 3|=184+6+10—-8—-9—-15=2
2 1 3
20 1 2
D,=135 2 3/=120+63+70—-84—-60—-105=4
) 21 1 3
Usando Cramer: < 3 20 2
D,=|5 35 3|=315+120+210—-140—-189—-300=16
2 21 3
3 1 20
Df= 5 2 35/=126+70+100—-80—-105—-105=6
\ 2 1 21
Portanto:
D, 4 D, 16 D; 6
m=p =z=% @a=p=3 =8 [f=p=5=3

Logo, os precos dos pacotes de macarrao, arroz e feijao sdo R$ 2,00, R$ 8,00

e R$ 3,00, respectivamente.
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4) Resolva os sistemas usando o escalonamento sobre a matriz associada

completa dos sistemas lineares.

xX+y+z+t=2

x+2y—-t=4
2x—y+z—t=-3
—4x+y—z+2t=4

—-x+y—z=5
b)ix+2y+4z=4 C)

a) {—x—4y=0
3x+y—2z=-3

3x+2y=5

Resolucéao:
L, -»—-L,
a) (—1 —4 |0) . (—1 —4 |0) — <1 4 01>
3 2 /L, ->L,+3L,00 -10 15/, , 1, \0 1 |73
x=2
Li=Li =4y 4 —% 0O-x+1-y=—- 1
2 y:——
2
-1 1 -1 |5\ L,>L+L /-1 1 -1 |5\l1>~L1
b)l1 2 4 |4 — 0 3 3 (9| —
3 1 -2 |-3/L3->L3+3L;1\0 4 -5 12/ L2~
1 -1 1 |-5\Li-oL+L, /1 0 2 |-2 5
0 1 1 |3 — 01 1 [3] 1,
0 4 -5 l12/L3->L3—-4L,\0 0 -9 |0 /%37 75
1 0 2 |-2\Li~>L—2L3/1 0 0 |-2
011 |3 — 010 |3 ]|=
001 l0o/L,->L,—-Lz\0 0 1 lo0

0O-x+1-y+0-z=3 . |y=

1'x+0-y+0-z=-2
:{
0-x+0'y+1-z=0

(=
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1 1 1 1 _ 1 1 1 1 2
o1 2 0 -1 2 \ 2okl 7 1 3 2
2 -1 1 -1 | -3), = {0 -3 -1 3| -7
-4 1 -1 2 4 /73 7 1\ 1 -1 2 4
L,->L,+aL, /1 1 1 1 2\ [,>1,-1, /1 0 2 3 0
0 1 -1 -2 0 1 -1 -2 2
e —_—
Leoless \0 0 —4 -9 -1/ 77 {0 0 -4 -9 -1
30 2\0 5 3 6 | 12/ 77 " 2\0 0 8 16! 2
— — 1 _ _
Lol +i, (1 0 0 3/2| -1/2 Ly—> 21, (10 0 -3/2| -1/2
230 1 -1 -2 2 5 01 -1 -2 2
- 0o 0 -4 -9 -1 1 0 0 1 9/4[ 1/4
L4—)L4+2L3 O O 0 _2 0 L4—)—_L4 0 0 0 1 0
L,->L,+L; /1 0 0 O -1/2 L, L2—1L4 1 0 0 0 —1/2
__ -~ [0 1 0 1/4[ 9/4 0 1 0 0 9/4
L>L +3,\0 0 1 9/4| 1/4 0 0 1 0 1/4
17T\ 0 0 1 0o /I37Lla=7Li\g o0 0 1
Logo teremos,
( 1
1 ¥=73
1-x+0-y+0-z+0-t=—z
9 y_9
) 0-x+1-y+0-z+0-t=1 4
1 1
0-x+0-y+1-z+0-t=1 —
0-x+0-y+0-2+1-t=0 4
\
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e Aplicagcbes de matrizes, determinantes e sistemas lineares na
GEOMETRIA ANALITICA e ALGEBRA LINEAR.

A Algebra Linear constitui uma parte da matematica da qual necessitam
matematicos, engenheiros, fisicos, programadores de computador e outros
cientistas. Este requisito reflete a importancia desta disciplina pelas suas multiplas
aplicacoes e pelo alcance de sua linguagem. Essa importancia nao se restringe
apenas a area de exatas: muitas questfes de grande atualidade na area biol6gica
encontram na Algebra Linear a ferramenta matematica apropriada para sua
abordagem. Os objetos de que trata a Algebra Linear sdo vetores e matrizes, que
aparecem, por exemplo, quando procuramos as solugcdes para um sistema de

equacoes lineares. Assim, sdo generalizacdes do conceito de numero.

Veremos nesta parte do trabalho, através de exemplos, as aplicacdes dos
conceitos vistos anteriormente em questdes relacionadas a poderosa ferramenta da

Algebra Linear.

1. Independéncia Linear:

Um conjunto ordenado de vetores B = {vy,v,,:+,v;} € R™ é linearmente
independente se a Unica combinagdo linear possivel com os vetores de B para
expressar o vetor nulo é a combinacao linear cujos coeficientes sédo todos iguais ao

escalar zero. Formalizemos esses comentarios numa definicao.

Definicao:

Um conjunto ordenado B ={vy, vy, 1 JcR* € linearmente
independente se, e somente se, (0,0,::-,0) = a v + a,v, + -+ + a, v, entao

a,=a,=--=aq,=0.

Observacao:

Quando existe uma combinacéao linear para o vetor nulo com coeficientes

nao todos nulos, diremos que o conjunto ordenado B € linearmente dependente.

Trabalho de Conclusao de Curso - TCC
Adriano da Silva de Oliveira Pagina 84



UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA — UFC
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA — PROFMAT

Exemplo 1:

Mostremos que os vetores v; = (4,3) e v, = (1,1) de R™ sdo linearmente

independentes.

Resolucéao:

Devemos determinar 0s possiveis coeficientes da combinacdo linear
a,v; + a,v, = (0,0). Essa equacao vetorial d4 origem a um sistema de equacdes

lineares cujas incégnitas sdo a, e a,, vejamos:

a; (4,3) +a; (1,1) = (0,0) = (4a4,3a4) + (az,a;) = (0,0) = (4a, + ay,3a; +a;) = (0,0)

V1 v2

{:Zi i Zz z g = (g i) : (Z;) = (g) forma matricial do sistema

Usando a regra de Cramer, teremos:

ng ﬂ=4—3=1

alzDDal:g.'. a1:0
0 1
Da1:|0 1|:0 b o
az
40 D 1
D%_E J_o

Logo, os Unicos coeficientes para escrever o vetor nulo como uma
combina¢édo linear de v, e v, serdo a, = a, =0, assim sendo v, e v, Sdo

linearmente independentes.
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Exemplo 2:
Observe o conjunto ordenado com quatro vetores, B = {vq,V,, V3, V4}

contido no R3, onde v, =(1,01),v, =(-1,2,0),v;=(1,1,1) ev, = (0,2,1).

Escreva uma combinacéao linear para o vetor nulo e determine os seus coeficientes.

Resolucéao:
aivq + a,v, + asvj + A V4 = (0, 0, 0, 0) -

= a,(1,0,1) + a,(-1,2,0) +a3(1,1,1) + a,(0,2,1) = (0,0,0,0) =
= (a,,0,a;) + (—ay, 2a,,0) + (az, a3, a3) +(0,2a4,a,4) = (0,0,0,0) =
= (a1 —a + a3, 2a, +a; + 2a,4,a, +az +a,) =(0,0,0,0)
a;

al—a2+a3 =0 1 -1 1 0 a 0
2a; +az+2a,=0 = 0 2 1 2|4 ]=(0] formamatricial

a1+a3+a4=0 1 0 1 1 0

w N

a,

N&do podemos resolver usando a regra de Cramer, pois a matriz

associada incompleta ndo é quadrada. Portanto, faremos o escalonamento da matriz
associada completa do sistema, vejamos:

1 -1 1 0/ 0 1 -1 1 0] o\L1i—mLi+L3
0 2 1 o] —> (o0 2 1 2
0 1

2 o] —>
1 il 0/ L3—-»>Lz3—-L;\0 1 0 11 0/ [, > L,—I,4
1 0 1 1] 0 1 0 1 1] 0
011 1 O — 011 1 O =
01 0 11 0/L3—>L3—L,\0 0 0 Ol 0/L3—>Lz3—-1L,
a1+a3+a4:O
{ = [@1 =]
a2+a3+a4:O
Teremos que,
2a; +az+2a,=0 = {2q,+2a,=0 _
a;+az+a, =0 ) [@G=—a

a,1+a,4_:O
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Logo, ndo existe unicidade de combinagéo linear para o vetor nulo.

Escolhido arbitrariamente a; = k € R, temos que:
alvl+a2v2+a3v3+a4v4=k'vl+k'vZ+0'V3—k'174=k'(171+172—174) =
=k-1-1+00+2-21+0-1)=k-(0,0,0,0)=(0,0,0,0)

Portanto, os quatro vetores em R3 s&o linearmente dependentes.

Proposicéo:

Seja B = {vq,v3, -, v} € R™ um conjunto ordenado de vetores. Se k > n

entdo B € linearmente dependente.

2. Base de subespacos de R*

Dentre todos os subconjuntos de R™ alguns sdo especiais, estes sao 0s

chamados subespacos vetoriais de R™.

Definicao:

Diz-se que um subconjunto ' ¢ R™ € um subespaco vetorial quando:

i. T éum conjunto ndo vazio;
i. Sewv,weTlentdov+ weT (fechado em relacdo a soma de vetores);

iii. SevelreAdeRentdo v eT (fechado em relacdo ao produto escalar).

Seja I' um subespaco vetorial ndo trivial de R™. Uma base ordenada para

I' € um conjunto ordenado de geradores a c T linearmente independente.
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Exemplo 1:

Determine uma base do espaco gerado pelos vetores
v, =(1,-2,0,0,3),v, = (2,-5,-3,-2,6),v3 = (0,5,15,10,0) ev, = (2,6,18,8,6).

Resolucéao:
vl 1 _2 0 0 LZ g LZ - 2L1 1 —2 0 0 3-
a2l = 2 -5 -3 -2 6 0 -1 -3 -2 0
“lvs|” [0 5 15 10 0 0 5 15 10 0
Vy 2 6 18 8 6lLy—-Ls—2L;L o 10 18 8 o
Ly>L;+5L, ;1 -2 0 0 31 L2l 1 -2 0 0 3
5 0 -1 -3 -2 0 5 0 13 20
0 o0 0 0 0 L O 00 0O
Ly—>Ly+10L;10 o0 -12 -12 olls—~»—Lilo o0 1 1 ol
Li->L +2L,;1 0 6 4 L1—>L1—6L3 1 0 0 -2 3 wy
0 13 20 0 1.0 -1 o0 |wy| ~
> 0 01 10 0 0 1 1 0‘—[% =4
Ly & Ly 0 0 0 o0 o0lL;—-L,—-3Lz3lp o0 O 0 o0 Wy

Os vetores nao nulos, w; =(1,0,0,—2,3),w, = (0,1,0,—1,0) ew; = (0,0,1,1,0),

da matriz A formam uma base para o subespaco de R3 gerado por vy, v,, V3 e v,.

Exemplo 2:
Determine se (1,1,1); (1,2,3) e (0, 3,1) formam uma base de R3.

Resolucéao:

v M1 1 11 nh2bhi-L gy o 4
A=|va|=l1 2 3 — o1 2] — |01 2
V3 0 3 1L2—>L2 L10 3 1L3—>L3—3L20 0 -5
1 0 —yliolitls gy o o e
——= o1 2| — |o 1 o|l=|e=12
Ly-o—<L;lo o 1l ;5 lo o 1l les

Os vetores e; = (1,0,0),e, = (0,1,0) ee; = (0,0,1) da matriz A séo
chamados de vetores canonicos, logo C = {eq, e;,e3} € um conjunto ordenado de

geradores de R3, ou seja, formam uma base de R3.
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3. Produto Vetorial em R3

Trata-se de uma operacdo que a partir de dois vetores linearmente
independentes em R3, associa de modo natural um vetor ortogonal ao plano gerado

por estes vetores. (notagao: u X v).

Dados os vetores u = (uq,uy,u3) € v = (v1,v,,v3) em R3, o produto
vetorial de u e v é dado por:

U U ug
V1 Uy V3

uXxv=det

€1 (] 33]

Proposicéo:

O mébdulo do produto vetorial de dois vetores ndo nulos u, e v em R3 mede
a area do paralelogramo determinado por estes vetores.

Exemplo 1:
Calcule o produto vetorial de u = (2,-8,3) e v = (0,4, 3).

Resolucéao:
€1 €2 €3

uxvzdetl(z) —48 glz(det|_48 g|)61—(det|(2) g)ez+(det|g _48|)e3

uXv=—36e, — 6e, +8e; = —36(1,0,0) — 6(0,1,0) + 8(0,0,1) = u X v = (—36,—6,8).

Exemplo 2:
Calcule a area do paralelogramo que tem por lados os vetores

u=(-321ev=(10-1).

Resolucéao:
e, e, ez B B
uxv=det[—13 g _11] = (det|§ _11|)61—(det| 13 _11|)ez+(det| 13 (2))63

uxv=-2e —2e,—2e3 =—2(1,0,0)—2(0,1,0) —2(0,0,1) ~ [ux v = (-2,-2,-2)|

luxv|| =/ (=2)% + (=2)2 + (-2)2 =V12 = 2V3

Portanto, a area do paralelogramo € igual a 2v/3.
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4. Produto Misto de Vetores

Sejam u = (x1,¥1,21),v = (x2,72,23) € w = (x3,y3,23) trés vetores em

R3. Chama-se produto misto dos vetores u, v € w ao nimero real:

(wvw)=u-(vxw)=det|X2 Y2 2

X3 Y3 Z3

X1 Y1 21]

Proposicéo:

O mddulo do produto misto de trés vetores ndo nulos u,v e w em R3 mede

o volume do paralelepipedo determinado por estes vetores.

Exemplo 1:

Calcule o volume do paralelepipedo que tem por aresta os vetores
u=(-3,2,1),v=(1,0,-1)ew=(3,3,-1).

Resolucéao:
-3 2 1
u-wxw)=det| 1 0 -1|=0-6+3-0-9+2=-10
3 3 -1
[lu- (v xw)| =|-10] = 10|

Logo, o volume do paralelepipedo com arestas u,ve w € igual a 10.

Exemplo 2:

Calcule o volume do paralelepipedo que tem por aresta 0s vetores
u=(1,35),v=(214) ew=(-2,1,-3).

Resolucéao:

u-(vxw)=det

1 3 5
2 1 4|=-3-24+10+10—-4+18=7
-2 1 -3

lu-wxw)| =171=7|

Logo, o volume do paralelepipedo com arestas u,ve w € igual a 7.
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5. Transformacgdes Lineares

Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformacéo linear de Vem W é

uma fungéo T: V - W que possui a seguinte propriedade:

|T(v1+a-v2) =T(wy) +a-T(v,),Vv,ev, emVeVaem]R.|

5.1. Imagem

A imagem de T em uma transformacao linear T:V—->W € o0 conjunto
ImT=T().

Proposicéo:

Seja T:V —» W uma transformacao linear. Se {v,4,v,,-:-,v,} € um conjunto

de geradores de V, entédo {T(v,),T(vy), -, T(v,,)} € um conjunto de geradores do

conjunto ImT.

Exemplo:

Calculemos a imagem da transformacéo linear T: R* - R3 definida por:

T(x,y,s,t) =(x—y+s+tx+2s—t,x+y+3s—3t)

Resolucéao:
7T(1,0,0,0) = (1,1,1) T(1,0,0,0) 1 1 1
. T(Ol 1’ 0’ 0) = (—1, 0, 1) _ T(O; 1; O; O) _ _1 0 1
Facamos: ¢ 10"0’1'0) = (1.2.3) = 1r0010|~| 1 2 3
T(Ol 0’ 0’ 1) = (1,—1, _3) T(O; O; O; 1) 1 _1 _3

Agora reduziremos a matriz a sua forma escalonada, teremos:

I
—

1 1 1 — > 1 1 1 — =
_1 O 1 L2—>L2+L1 O 1 2 L1—>L1_L2
1 2 3|LgoL;—L [0 1 2|Ly>L;—1L,
1 1 3, -50,-1,'0 -2 -4, >1,+2I,

oo oM
CO MmO
o N

Assim, {(1,0,—1),(0,1,2)} € uma base de Im T, ou seja,

ImT ={(x,y,—x+2y); x,yER}.
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5.2. Nucleo
O nadcleo de uma transformacéo linear € um subespaco de seu dominio.

Proposicéo:

Seja T:V - W uma transformacdo linear. O ndcleo de T, denotado por

Ker T, é o conjunto de vetores de V que séo levados por T no vetor nulo de W,

ou seja,
J |KerT={vEV/T(v)=O}|
Exemplo:
Determinar Ker T, sendo T: R* - R3 a transformacéo linear definida por:
Tx,y,s,t) =(x—y+s+tx+2s—t,x+y+3s—3t)
Resolucéao:

Para determinar Ker T, devemos obter o conjunto de vetores (x,y,s,t)

em R* tais que:

Tx,y,s,t) =(x—y+s+t,x+2s—t,x+y+3s—3t)=(0,0,0) =

X—y+s+t=0 1 -1 1 1 x 0 N
= {x+25—t:0 >:> (1 0o 2 _1)_ y =<O> formamatrlaal
S P
xX+y+3s-3t=0 1 1 3 -3 . 0 do sistema
1 -1 1 1]0\L;~>L,—-Ly/1 -1 1 1|0\ Li~>Li+L, /1 0 2 -1|0
1 0 2 -10] —> |0 1 1 -2(0)] —=> |01 1 -2/0|=
1 1 3 -3l0/L3~>L—Li\0o 2 2 -4l0/L;~>L3—2L;\0 0 0 olo

{x+25—t=0 N x:—2s+t>
y+s—-2t=0 y=—-s+2t

Ker T ={(-2s+t,—s + 2t,s,t);s,t € R}.

Note que Ker T é um subespaco de R*.
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CONCLUSAO

Nosso foco, como dito inicialmente, foi apresentar ao estudante do ensino
médio o conceito de transformacgdes elementares nas linhas de uma matriz e
suas possiveis aplicacbes em seus estudos no ensino médio. (Fica como
observacédo que poderiamos ter usado as transformacdes elementares nas colunas
de uma matriz tanto para o célculo de matriz inversa, quando esta existir, quanto
para resolucdo de sistemas lineares de forma analoga as transformacdes

elementares nas linhas de uma matriz usadas neste trabalho).

Vimos que em certas situagdes, como matrizes quadradas de ordem n
(n>3) e sistemas lineares maiores que um sistema 2x2, 0 uso das
transformagdes elementares nas linhas de uma matriz para o célculo da matriz
inversa, quando esta existir, e a resolucdo do sistema linear, respectivamente,
mostram-se mais simples que as formas de calculos e resolugdes habitualmente

mostrados pelos livros didaticos do ensino médio, e utilizados pelos estudantes.

Deixemos bem claro que nédo se pretende questionar ou propor mudancas
nos conteudos atualmente expostos aos estudantes do ensino meédio, mas sim
apresentar alternativas, que os ajudem a facilitar certos calculos e resolugées, ou
seja, dar-lhes o mais diverso arsenal de ferramentas matematicas a fim de
desenvolver ao maximo seus conhecimentos, neste sentido incluimos também neste
trabalho aplicacbes dos assuntos vistos em geometria analitica e algebra linear,
desta forma mostrando a importancia dos assuntos abordados na continuidade dos
estudos apés o ensino médio (estudos universitarios) e deixando um “pequeno gosto
de quero mais”, que esperamos ser mais um incentivo ao desejo de

aperfeicoamento e continuidade dos estudos por parte de nossos alunos.
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