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RESUMO

Nesta tese, sdo estudadas variedades estatisticas generalizadas no contexto de geo-
metria da informagdo. O conjunto P, das fung¢des de densidade de probabilidade estritamente
positivas pode ser munido com uma estrutura de variedade de Banach de classe C*. Uma
das contribui¢des deste trabalho estd na generalizacao dessa constru¢do que usa funcdes ex-
ponenciais deformadas injetivas e suas consequéncias. Mais precisamente, a parametriza¢ao
construida nessa tese foi feita usando uma fungdo exponencial deformada ndo injetiva a qual
assume zero até certo ponto e dali em diante € estritamente crescente. Essa construgdo per-
mite parametrizar P, usando uma maior diversidade de fung¢des (exponenciais deformadas que
tem como casos particulares, por exemplo, a exponencial cldssica e k-exponencial). A partir
dessas exponenciais deformadas ndo injetivas € possivel definir uma divergéncia na vizinhanca
parametrizada e, consequentemente, a ¢-divergéncia para Py,. Deriva dessa divergéncia a pos-
sibilidade de fazer geometria usando métrica e conexdes. Além disso, estas estdo relacionadas
com g-divergéncia, métrica e conexdes obtidas por meio da fung¢do g-exponencial ja conhecidas
na literatura. Provamos também que a k-exponencial e a g-exponencial podem ser usadas na
generalizagdo da divergéncia de Rényi. Outra contribuicio deste trabalho consiste em introdu-
zir novas (-entropias que recaem em entropias ja conhecidas. Além disso, resultados andlogos
foram provados para as entropias relativas. Para as fungdes exponenciais deformadas injetivas,
na construcao da parametrizacdo aparece uma funcao chamada de normalizadora. Ainda nesta
tese, elucidamos o estudo do comportamento da fun¢do normalizadora préximo ao bordo do
seu dominio no caso em que os pontos analisados estdo na classe Musielak-Orlicz. Esse caso
era o que faltava para completar todos os possiveis casos que compreendem a classe de fungdes
estudadas. Diante desses fatos, a principal contribui¢do dessa tese consiste no estudo local
das variedades estatisticas, usando exponenciais deformadas ndo injetivas, para obter novas -
entropias com propriedades andlogas as entropias ja conhecidas e investigadas em geometria da
informacao. Tais resultados permitem adquirir um leque maior de ferramentas apropriadas no
estudo problemas que envolvem processamento de sinais.

Palavras-chave: geometria da informagao; exponencial deformada; fun¢ao normalizadora; en-

tropia; variedade estatistica.



ABSTRACT

In this thesis we study generalized statistical manifolds in the context of information geometry.
The set of the strictly positive probability density functions, Py, can be provided with a C*-
Banach manifold. One contributions is in the generalization of this construct that uses injective
deformed exponential functions. More precisely, the parametrization constructed in this thesis
was made using a non-injective deformed exponential function which assumes zero until a cer-
tain point and from then on is strictly increasing. This construction allowed us to parameterize
P, using a greater diversity of functions. From these non-injecting deformed exponentials it
is possible to define a divergence in the parameterized neighborhood and consequently the ¢-
divergence for P;,. This divergence brings the possibility of a geometrical investigation using
metric and connections. Moreover, they are related to g-divergence, metric, and connections
obtained through the g-exponential function already known in the literature. We also prove that
the k-exponential and g-exponential function can be used to generalize the Rényi divergence.
Another contribution of this work is the introduction new of @-entropies that reduce, as parti-
cular cases, to already known entropies. Similar results were proved for the relative entropy.
Going back to the study of the injected deformed exponential functions in the construction of the
parametrization it appears a normalization function. Still in this thesis, we elucidate the study of
the behavior of the normalizing function near the boundary of its domain in the case where the
analyzed points are in the Musielak-Orlicz class. This case was missing to complete all possible
cases regarding this class of deformed functions. Given these facts, the main contribution of this
thesis is the local study of statistical manifolds, using non-injected deformed exponentials, to
obtain new @-entropies with properties similar to the entropy already known and investigated in
information geometry. These results allow us to acquire a wider range of appropriate tools for
studying problems such as signal processing, optimization, numerical analysis, among others.

Keywords: information geometry; deformed exponential; normalizing function; entropy; sta-

tistical manifold.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

A Teoria da Informacdo estuda a quantificacdo da informacdo. Essa teoria teve
como um dos precursores Claude Shannon (SHANNON)| |1948). O conceito de informacao en-
globa diferente significados e por isso € tao dificil definir de forma concisa. Shannon conseguiu
formalizar esse e outros conceitos com aplicagdes em teoria da informagdo. Suas obras tem
grande impacto, por exemplo, em campos da fisica tedrica, biologia, economia e sensoriamento
remoto (NASCIMENTO and PRUDENTE], 2016; BENEDITO-SILVA and PIQUEIRA/ [1998;
DIONISIO, 2006; |SILVA and MARQUES, 2014; NASCIMENTO, CINTRA, and FRERY,
2009). Com a necessidade de estudar modelos estatisticos usando geometria diferencial sur-
giu a Geometria da Informacdo. O matematico Calyampudi Rao, em (RAO, [1945; BURBEA
and RAO, |1982; RAO,|1992), foi um dos primeiros a publicar resultados envolvendo geometria
diferencial e familias de distribuicdes de probabilidade. Mais precisamente, usando a funcdo
exponencial, Rao equipou essa familia de distribui¢cdes com uma métrica Riemanniana usando
a matriz de informacao de Fisher (FISHER| 1922).

Os modelos estatisticos podem ser divididos em dois tipos: paramétricos € nao pa-
ramétricos (ZHANG!, 2004; GINE and NICKL, [2015). Para o caso paramétrico, o conjunto
das funcdes de distribui¢cdes de probabilidade possui uma topologia euclidiana mais tratdvel,
obtida a partir de parametros naturais finitos. Além disso, nesse caso foi induzida uma es-
trutura geométrica usando fungdes exponenciais deformadas (NAUDTS, 2004). No caso nao
paramétrico, Pistone e Sempi (PISTONE and SEMPI, 1995) foram um dos primeiros a elaborar
uma rigorosa construcao de uma topologia usando os espagos de Orlicz (GIBILISCO and PIS-
TONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, [1999) e a fun¢ao exponencial para munir a cole¢ao
das func¢des de distribuicdes de probabilidade estritamente positivas com uma estrutura suave.
Esse espaco munido dessa nova estrutura ¢ denominado de variedade estatistica (LAURITZEN,
1984; (GINE and NICKL, 2015).

O conceito de variedade surgiu da necessidade de unificar o estudo das superficies
diferencidveis com as propriedades do calculo diferencial de vérias varidveis (LEE, 2001} SPI-
VAK, [1970). As variedades vem se tornando cada vez mais estudados em diversos cam-
pos, como estatistica, genética, robdtica, econometria, computagao grifica, imagem biomédica,
fisica tedrica, entre outras (BREGMAN, [1967a; [LESSA, [2010; (CASTRO, [2002; SAIMINEN,
2010; ULLAH, |1996; HUANG, (1997; |CARRILLO, 2015)). As variedades estudadas em geo-
metria da informacdo sao modeladas em espacos de dimensao infinita. Assim, sua topologia
sofre mudancas radicais. Por exemplo, resultados envolvendo compacidade podem ndo aconte-

cer (ALAOGLU, (1940). Para entender melhor certos fend6menos, faz-se uso rotineiramente de
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conceitos da analise funcional (BREZIS| 2011]).

Um tépico essencial em geometria da informagao € o conceito de divergéncia. Den-
tre as mais conhecidas estd a de Kullback-Leilbler (KULLBACK and LEIBLER, [1951) e a
de Bregman (BREGMAN, 1967b). Essas divergéncias caracterizam a entropia (“’teoria da
informag¢do”) em sistemas de informagdo e ganho de informacdo ao comparar com modelos
estatisticos de inferéncia. Além disso, foi usada para induzir a métrica de Fisher e as conexdes
exponenciais e mistura (AMARI, 1982; AMARI and NAGAOKA, 2000; COSTA, SANTOS,
and STRAPASSON, 2015). Por esse motivo, essas divergéncias equipam as variedades com
uma estrutura geométrica. Outra divergéncia muito usada € a de Rényi (VAN ERVEN and
HAREMOS, 2014} IDE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016). Ela depende de um
indice o € (0,1), chamado de indice entrdpico, que permite realizar uma liga¢do direta dessa
divergéncia com a divergéncia de Shannon quando o tende a 1.

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, [2013a)), os autores apresentaram uma estrutura
suave para o espaco das func¢des densidade de probabilidade usando uma funcdo exponencial
deformada injetiva ¢. A principal diferenca nessa constru¢@o € o surgimento de novos abertos
em £, modelados por conjuntos contidos em espagos Musielak—Orlicz (MUSIELAK, [1983),
os quais chamaremos de ¢@-familias. Nessa constru¢do, funcdes nao injetivas, como por exem-
plo a g-exponencial, ndo servem para munir &, com uma estrutura de variedade estatistica.

Para o caso em que a exponencial deformada € a func¢do g-exponencial, Loaiza e
Quiceno (LOAIZA and QUICENO, 2013b) construiram um atlas para o conjunto das fungdes
de densidade de probabilidade usando o espago das funcdes essencialmente limitadas para obter
cartas. A caracteristica principal dessa familia é que quando ¢ tende a 1, os modelos exponen-
cias ndo paramétricos sdo obtidos, recuperando assim, a variedade construida por Pistone e
Sempi (PISTONE and SEMPI, |1995)). Ainda neste trabalho, foi construido o espaco tangente e,
consequentemente, o fibrado tangente. Logo depois, em (LOAIZA and QUICENO, 2013a) foi
definido métrica, conexao, tor¢cdo e curvatura. Além disso, foi verificado que a variedade é flat
(DO CARMO, |1988)).

A entropia € um conceito usado em termodinamica que surgiu da necessidade de
medir o grau de organizacao de um meio. Diante de necessidade de outras dreas esse conceito
pdde ser ampliado. Em teoria da informacao foi Shannon que introduziu o conceito de entropia
para quantificacdo da informacdo (SHANNON, 1948). A entropia de Shannon teve notavel
sucesso para uma variedade de sistemas, especialmente aqueles nos quais dominam interagoes
de curto alcance espacial ou temporal. Entretanto, surgiram limitacdes para usar essa entropia
para outros tipos de sistemas, por exemplo turbuléncias e interacdes de longo alcance, como
as gravitacionais, e apartir de necessidades desse tipo, surgiram outras entropias. Por exemplo,
as entropias de Tsallis (I'SALLIS| [1988) (que teve destaque em sistemas com interacoes de

longo alcance) e Renyi (RENYIL, [1961)(é utilizada no campo de informacio quintica, como
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medida de entrelacamento) t€m como caso particular a entropia de Shannon e também sao
usadas como ferramentas para o reconhecimento de padroes de imagens. Em (ASSIRATI, 2014)
¢ realizada uma andlise comparativa entre as técnicas de entropias em imagens. Varios campos
da ciéncia produzem dados na forma de imagens. Por exemplo, em imagens histolégicas o
reconhecimento de padrdes sdo usados na identificagdo de células cancerigenas (LESSAL 2010),
imagens tomograficas no diagnostico de tumores ou até imagens de satélite no controle de
atividades agricolas, desmatamento, derramamento de petréleos no oceano e aplicagdes em
automacao industrial envolvendo o uso de sensores visuais em robos (SIMON, 2019; CASTRO,
2002; LESSA, 2010). Imagens com pouco detalhes possuem baixa entropia enquanto imagens
ricas em detalhes possuem altos valores de entropia. Dessa forma, tomar conhecimento de onde

a fun¢do entropia atinge o méximo determinam detalhes importantes.

1.2 Objetivos e contribuicoes

O objetivo central dessa tese consiste em estudar localmente o conjunto de todas
as medidas de probabilidade em 7' as quais sdo equivalentes com relagdo a uma medida p,
usando algumas exponenciais deformadas nao injetivas. Além disso, vamos obter propriedades
geométricas e novas entropias.

Essas exponenciais deformadas assumem o seguinte comportamento: sdo zero até
certo valor e, dali em diante, ttm o comportamento semelhante ao da fun¢do exponencial
classica, a qual € estritamente crescente. Casos particulares e bastante conhecidos sdo: a ex-
ponencial g-deformada (LOAIZA and QUICENO, 2013a) e a xk-exponencial (KANIADAKIS,
2001, 2002). Usando uma func@o exponencial deformada, vamos dotar &7, com uma estru-
tura de variedade de Banach de classe C* modelada numa quantidade maior de abertos em
2. Com a possibilidade de considerar uma classe maior de exponenciais deformadas, conse-
guimos vdrias alteracdes na construg¢do dos abertos da parametrizagdo e consequentemente na
¢-familia. O dominio apresentado em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a) € refinado para
um conjunto ainda menor de tal forma que ainda continuamos cobrindo a variedade estatistica
Py

Como os espagos Musielak—Orlicz possuem dimensao infinita, o plano tangente de
2, € um espaco vetorial de dimensdo infinita, o que impossibilita o uso de coordenadas cartesi-
anas para fazer geometria no plano tangente. Por esse motivo, vamos adotar uma interpretagao,
como em (LOAIZA and QUICENO, [2013b)), que considera o plano tangente uma classe de
equivaléncia onde seus elementos estdo relacionados via derivada das transi¢des de coordena-
das. Esse € primeiro passo para introduzir métricas e conexoes.

Uma vez parametrizada &), observamos que a expressdo local depende de uma

fun¢do convexa chamada de normalizadora. A divergéncia de Bregman associada a essa norma-
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lizadora d4 origem a uma nova divergéncia chamada de ¢-divergéncia. Em particular, quando
¢ € a g-exponencial, denotada por exp,, temos que a exp,-divergéncia estd relacionada com a
g-divergéncia definida em (LOAIZA and QUICENO, |2013a)). Consequentemente a métrica e
conexdes obtida por meio da exp,-divergéncia se relacionam com a métrica e conexdes obtidas
da g-divergéncia.

Uma outra contribui¢ao desta tese consiste em definir novas entropias relativas e
expressar relacdes com entropias ja conhecidas na literatura. Além disso, definimos entropias
relativas nas ¢@-familias. Apresentamos também uma entropia denominada ¢-entropia € vimos
que a exp-entropia ¢ a entropia de Shannon e a exp, -exponencial € a entropia de Tsallis. Outra
propriedade é que um multiplo da exp-entropia € usada em (CHEN, WANG, and KROVETZ,
20035) e ¢ uma medida mais abrangente que a pureza em um cluster, pois considera a distribuicdao
em classes semanticas.

A estrutura diferencidvel de &, permite transferir para as ¢-familias da variedade
propriedades locais dos espacos Musielak—Orlicz. Uma propriedade que podemos destacar
€ a Ap-condi¢do. Essa condi¢do € uma expressdo que resgata um sentido geométrico para o
fendmeno de fun¢des Musielak—Orlicz ndo satisfazerem essa condi¢ao A; : 0 bordo do dominio
da parametrizacdo ser nao-vazio. Isso permite estudar o comportamento da funcdo normaliza-
dora préximo ao bordo do dominio da parametrizaciao (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b).
Como parte da contribuicao deste tese, mostramos que dada uma funcao na classe Musielak-
Orlicz, a normalizadora converge préximo ao bordo do seu dominio. Além disso, no caso
puramente atdmico (em que consideremos uma medida de contagem sobre o conjunto N) en-
contramos uma consequéncia do fato da fungdo Musielak-Orlicz ndo satisfazer a §,-condi¢do

(o equivalente da condi¢ao A, do caso puramente atdmico).

1.3 Organizacao do documento

Para uma melhor exposicao do estudo e visando uma melhor compreensdo dos con-

ceitos e técnicas utilizadas, esta tese contém 5 capitulos.

e Capitulo 2 : Dividimos este capitulo em duas partes. Na tentativa de deixar a tese auto
contida, essa primeira parte (que vai da Secdo 2.1 até a Se¢do 2.3) é reservada a fazer uma
breve introducao dos conceitos necessarios para a compreensao dos resultados posterio-
res. Vamos apresentar, ndo nessa ordem, espacgos e fungdes Musielak—Orlicz, definicao
de variedades estatisticas e construcdes (j4 feitas e que sdo casos particulares do que tra-
taremos aqui) usando exponenciais deformadas injetivas. Na segunda parte, vamos expor
alguns dos nossos resultados: constru¢do de uma estrutura suave para &y, usando expo-

nencias deformadas nao injetivas, espaco tangente e fibrado tangente.
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e Capitulo 3 : Nas Secoes 3.1 e 3.2, definimos a ¢-divergéncia, provamos que quando ¢ for
a exp,, a exp,-divergéncia esta relacionada com a g-divergéncia e que a k-exponencial
pode ser usada na generalizacdo da divergéncia de Rényi. De modo andlogo, as res-
pectivas métricas e conexodes estdo relacionadas. Na Secdo 3.3, definimos @-entropia e
vimos que quando ¢ € a exponencial e a g-exponencial, a exp-entropia e a exp,-entropia
coincidem com as entropias de Shannon e de Tsallis, respectivamente. Além disso, defi-
nimos uma @-entropia de Rényi e provamos que estd relacionada a ¢-entropia por meio
de um limite. Analogamente, estabelecemos as ¢-entropia relativa e @-entropia relativa
de Rényi e provamos que estdo relacionadas entre si por um limite e quando ¢ for a exp e
a exp,, segue que coincidem com as entropias relativas de Kullback-Leibler e de Tsallis,

respectivamente.

e Capitulo 4 : Analisamos o comportamento da fun¢ao normalizadora préximo ao bordo do
seu dominio em pontos que estdo na classe Musielak-Orlicz. Consideraremos também o
caso puramente atdomico, isto €, i € uma medida de contagem, e provaremos adaptagdes

de resultados obtidos para o caso ndo-atémico.

e Capitulo 5 : Além de tecer algumas consideragdes finais, fizemos uma sintese das princi-

pais contribui¢des deste trabalho e propostas para pesquisas futuras.
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2 VARIEDADES ESTATISTICAS: FUNDAMENTOS

As variedades surgiram como generalizag¢des de curvas e superficies para dimensoes
maiores que trés. Variedades euclidianas sdo conjuntos com uma estrutura suave de classe C*
localmente identificada com um espago euclidiano de dimensao finita. Infelizmente nem to-
das as variedades podem ser modeladas localmente em espacos euclianos. Por exemplo, o
espacos de fungdes ndo sdo variedades euclidianas. Nesse caso, podemos modelar localmente
em espacos de Banach (que sdo generalizacdes de espacgos euclidianos). A desvantagem des-
sas variedades € a falta de intui¢cdo geométrica, porém ao longo do tempo, foi desenvolvido um
vasto aparato técnico e conceitual que nos permitiram observar com mais detalhes esse ambiente
invisivel da geometria em dimensodes infinitas.

Nessa Tese vamos considerar o espago das fungdes de distribuicdes de probabili-
dade com uma estrutura de variedade de Banach de calsse C*. Essa variedade € chamada de
variedade estatistica. Para sua construc@o € necessario considerar certos conjuntos com pro-
priedades especificas no intuito de definir parametriza¢des. O préximo passo € transferir essas
propriedades para o conjuntos das funcdes densidade de probabilidade estritamente positivas.
Por fim, obtemos uma estrutura de variedade e localmente conseguimos introduzir a nog¢ao de
divergéncia, entropia, métrica, conexao entre outras. Pelo que foi mencionado, € natural se
esperar que todas essas propriedades sejam derivadas da tecnicalidade presente na constru¢cdo
dessa variedade de Banach.

Para a construgdo € necessario usar exponenciais deformadas com algumas condigdes.
Por exemplo em (PISTONE and SEMPI, [1995) foi considerada a exponencial cldssica, em (LO-
AIZA and QUICENO, [2013a) foi considerado a g-exponencial e em (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013a) foi considerada uma exponencial deformada mais geral que tem como caso
particular a construcdo do Pistone. Vale ressaltar que na expressao da métrica e conexdes apa-
recem essas exponenciais deformadas.

Para tornar este capitulo auto-contida dividiremos em duas partes: na primeira,
apresentaremos o conceito de variedade estatistica, constru¢do, planos tangentes e exemplos.
Na segunda parte, serd apresentada parte das contribuicdes dessa tese.

Na proxima sec¢do, vamos fazer uma breve revisao de resultados desenvolvidos em
(PISTONE and SEMPI, 1995} \GIBILISCO and PISTONE! |1998; PISTONE and ROGANTIN|,
1999) e (LOAIZA and QUICENO, 2013a). De forma resumida, vamos munir o conjunto das
fungdes de distribui¢des de probabilidade &7, com uma estrutura de variedade de Banach de
classe C”. Ainda nesse capitulo, faremos também, de forma curta, uma construcao mais geral
feita por (VIGELIS and CAVALCANTE, [2013a). Além disso, revisaremos alguns conceitos
que serdo utilizados ao longo da tese como, por exemplo, espacos Musielak—Orlicz e funcdes

de Musielak—Orlicz. Em seguida, na dltima se¢do, vamos apresentar uma construcao que se
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baseia numa nova classe de fun¢des exponenciais deformadas.

2.1 Variedades estatisticas exponencial e g-exponencial

Uma variedade de Banach M ¢ um espaco topolégico que possui a propriedade de
que dado um ponto p, existe uma vizinhanga desse ponto homeomorfa a um conjunto aberto de
um espago de Banach. Abaixo definiremos formalmente as condi¢des para um conjunto ser um
espaco de Banach.

Definicao 1 Sejam M um espaco topologico, X um espaco de Banach e aplicacoes x¢, : Uy, C
M — xq(Ug) C X. Um atlas de classe C*, k > 0, para M modelado em X é uma familia de
pares {(Uq,Xa) } o satisfazendo

a) Ugxa(Ua) =M;

b) dado qualquer par de indices &, B tais que xq(Uq) Nxg(Ug) =W # @, os conjuntos

xg'(W)e xEl (W) sdo abertos em Xo e Xg, respectivamente;

c¢) a aplicagdo de transi¢do xEl oxg 1 Xy (W) — xlgl (W) é um C*-isomorfismo.

Cada aplicagdo xq é chamada uma carta para uma vizinhanga de M.
Um espagco topoldgico M com um atlas de classe C* modelado sobre um espago de

Banach X é chamado de variedade de Banach de classe C* modelada sobre X.

Figura 1: Variedade de Banach

O par {(Ug,xq)}o com p € x¢(Uq) é chamado de parametrizagdo de M em p e
xq(Ugy) € uma vizinhanga de coordenada em p. Uma coleg@o de sistemas de coordenadas que

satisfaz as propriedades acima é chamado de atlas.
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O conjunto M pode ser induzido com uma topologia que torne xq(Uy) aberto e
as aplicagdes xq isomorfismos. Duas cole¢des {(Uq;Xx)} € {(Up,xg)} sdo compativeis se
{(Ua,xa)} U{(Ug,xp)} também satisfazem as propriedades a), b) e c). Essa operagdo é uma
relacdo de equivaléncia chamada de C*-compatibilidade e uma classe de equivaléncia é dita ser

uma estrutura C¥-diferencisvel.

Seja L° o espago linear de todas as fungdes mensurdveis a valores-reais sobre 7 C
R, com igualdade u-q.t.p.. A familia de todas as medidas de probabilidade sobre 7" que sao

equivalentes com relacdo a medida u é denotado por
@u:{pELo\p>O;/pdu:1}.
T

Exemplo 1 Sejam X um subconjunto do subconjunto real T e (T,X, ) um espaco de medida
ndo-atomico o-finito. Em (GIBILISCO and PISTONE, |1998) a variedade &, = 2 (T,L, 1) a
familia de todas as medida de probabilidade em T que sdo equivalentes para a medida | foi

modelada pelo espago de Orlicz L*' (p) = L*'(T,X,p- 1) em que p € Py e

®;: [0,00) — [0,00)
u — e —1

1.5

By(u) = " — 1

Figura 2: Func¢do de Young

Faremos uma breve apresentagdo sobre a expressdo das suas cartas e a mudanca
de coordenadas.

Para cada fungdo u € L°, definimos os funcionais

B(0) = [ Mdu, Kyl = logi, (1)



e o conjunto ¢, como sendo o interior de {u € L°;ii,(1) < oo}

A parametrizagdo desse espago é a aplicagdo ey, : %, — &, dada por

em que B, = B,N ), com

B, = {uELq)‘(p);/upd,uzo},
T

e &y =ey(By) C Py. Ainversa e;l : & — B, é dada por

-m(2)- ()}

para q € &,. Por fim, a transigdo eq’1 oey: By, — By, édada por

e;l oep(u) =u+log <§> —/ {u—Hog <§)1 qduL, para todo u € %,,.
T

q
dade Banach de classe C*.

Observe que e

19

&)

2

3)

“)

oep é de classe C e que e z, €p(HBp) = Py. Portanto, Py é uma varie-

Exemplo 2 (LOAIZA and QUICENO, 2013b) Outra maneira de dotar &), com uma estrutura

de Banach de classe C*, é usando a fungdo g-exponencial a qual é dada por

—1

<x.

e, = (1+(1 — )V D e que ;

Nesse caso, &y, € modelada pelo espago L (pu), em que p € Py,

(&)

Da mesma forma do exemplo anterior, exibiremos as cartas e a transi¢do entre elas.

Denotemos ¥, como sendo os elementos u € L*(p - 1) tais que ||ulj < 1 e

/ updu = 0.
T

O modelo g-exponencial é a aplica¢do

eqp: Vp = Pu,
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4 &(u)
3
—Z/lﬂ 1 2 3 4 5 6 7
Figura 3: Funcdo 2-exponencial
definida por
q
eqplw) =ef " (©)
em que
— K1
UGS, Ki(u) = — pl

e K;] € o funcional definido por

_ (u)
K9(u) = In, { /T el d,u}
para todo elemento unitdrio u € L*(p - 1) tal que

(0
dit < oo.
Jeian

S a1 1 -1
A aplicagdo de transicdo ey, 0eq p, ey, (Up, N Up,) = €y, (Up, N Up,), em que

U, é a imagem de e, ,, é expressa como

u+[1+(1—q)u]lng (%) _/T“+ [1+ (1 —q)u]ln, (2—;) p2dp

(7

eqp (€ (1)) =
" 1+(1—q)/Tu—|—[1+(1—q)u]lnq(%)pzdu

em que py,py € Py com Uy, N\ Uy, 0 e uc e, (U, N\ Up,)-
Seja M uma variedade Banach de classe CK e p € M. Considere o trio (U, @,v) em
que (U, @) é uma carta em p e v € um elemento de ¢(U). Dizemos que duas tripla (U, @,v) e

(V, y,w) sdo equivalentes (e representamos por (U, @,v) ~ (V,y,w)) se a derivada da aplicacdo
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d(yop! ), (v) = w. Esse terno é chamado de vetor tangente de M em p e é denotado por T,M.

Observacao 1 Poderiamos expressar o plano tangente em funcdo da parametrizagdo, isto é,
se a carta (U, Q) pode ser substituida pela parametrizacdo (¢(U),p~"). A mudanca que em

esséncia aconteceria aparece na composi¢do l//’1 o @. O restante permanece da mesma forma.

Observacao 2 Existem outras maneiras (cldssicas) de definir o plano tangente. Por exemplo,
podemos considerd-lo como o espaco dos vetores velocidade de uma curva em uma vizinhanga
de p ou como germe de funcées. Temos um isomorfismo entre essas maneiras e considerar o
plano tangente uma classe de equivaléncia. Mais informagées veja (LEE|, 2001) ou (LANG,
2002).

O fibrado tangente, definido por TM, € a unido disjunta de todos os planos tangentes
da variedade M, isto é,
™ = | | T,M.
PEM
O fibrado tangente é uma variedade Banach de classe C* e suas cartas sio definidas a partir das
cartas de M.

Exemplo 3 Em (LOAIZA and QUICENO, 2013b), foi construido o plano tangente e, conse-
quentemente, seu fibrado a partir de uma identificacdo natural com modelos q-exponenciais

paramétricos de dimensdo 1.

2.2 Espacos de Musielak-Orlicz

Os espacos de Musielak—Orlicz sdo generalizacdes dos espacos de Orlicz. Nesta
tese os espacos Musielak—Orlicz desempenham um papel relevante na constru¢ao das varieda-
des estatisticas. Esses espagos sdo normados (com a norma de Luxemburgo ou a de Orlicz),
convexo e sua dimensao € infinita. Essas propriedades sdo ideias para servir de modelo local
para o dominio das cartas da variedade estatistica.

A aplicagdo @ : T x [0,00) — [0,00] é uma fungdo Musielak—Orlicz para p-q.t.p.
(quase sempre) t € T se as seguintes condigdes ocorrem:
(i) ®(t,-) é convexa e semicontinua inferiormente para u-q.t.p. ¢t € T;
(ii) ®(7,0) = luiﬁ)lCI)(t,u) =0e limy oo P(t,u) = copara p-q.t.p.t €T ;

(iii) @(-,u) é mensurdvel para cada u ndo negativo.
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Uma consequéncia da definicdo é que segue dos itens (i) e (ii) que D(¢,.) ndo é igual
a 0 ou o no intervalo (0,c0).

Os conjuntos

L® = {u e’ / D(r,|Au(t)]|)du < oo para algum A > ()},
T

[®— {u e 10 /TCID(I, () )t < oo}

E® = {u € LO;/ D(t,|Au(t)|)du < oo paratodo A > 0} :
T

sdo, respectivamente, chamados de espago Musielak—Orlicz, classe Musielak—Orlicz e espago
Morse—Transue associados a uma funcao Musielak—Orlicz @ (MUSIELAKL|1983; CHEN, 1996).

O espaco L® é Banach com a norma Luxemburgo

]l = inf {JL >O;/CI>(I, u(t) )du < 1},
r 2

ou com a norma Orlicz
TV E I%e / (1, |v(1)|)du < 1},
T

@0 = Sup { ‘/ uvd
T

em que ®*(¢,v) = sup,~o(uv — D(t,u)) é o conjugado Fenchel de ®(z,-). Essas normas acima

i

sdo equivalentes, pois

lulle < lulleo <2[lulle

ocorre para todo u € L®. Para mais detalhes, ver (MUSIELAK, [1983).

Para construir a variedade exponencial deformada precisamos da relacio estabele-
cida no préximo Lema, envolvendo convergéncia em norma e convergéncia em medida. Para
tal, precisamos do seguinte:

Seja {up }nen uma sequéncia de fungdes mensuraveis. Dizemos que

a) u, converge em norma (ou fortemente) para alguma fun¢do mensuravel u se

lim |u, —u| =0;
n—oo

b) u, converge em medida para alguma funcdo mensurével u se

n({t € E;|un(t) —u(t)| > €}) — 0, quandon — oo,
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¢ satisfeita para cada € > 0, e para todo conjunto mensuravel E com medida finita u(E) <
oo,
Os préximos dois resultados mostram como convergéncia em norma em L% e con-

vergéncia em medida estdo relacionadas.
Lema 2.1 Em L®, convergéncia em norma é mais forte que convergéncia em medida, ou seja,
se u, e u sao sequéncias de fungbes mensurdveis, entdo u, convergir em norma para u implica
em u, convergir em medida para u.
Demonstracio: Seja {u,} uma sequéncia em L® convergindo em norma para u € L®. Consi-

dere um conjunto mensuravel A com medida finita. Dado € > 0, denote para cadan € N
Ap={t € A;|uy(t) —u(t)| > €}.
Desde que limy .. ®(t,u) = oo, podemos encontrar A > 0 para o qual o conjunto
B), ={t€A;®(t,Ae) > 1}
satisfaz (A N\ B)) < £/2. A convergéncia ||u, — u||e — 0 garante que
Ip(A(up —u)) — 0.

Entao, existe ng > 1 tal que para todo n > ny,

> Iop(A(un —u)xa) > Io(A€xa,)

SR,

> Ip(Aexa,np,) > U(ANBy).

Para qualquer n > ng, segue que

H(A) < H(ANNBy)+ (AN By)

IN

_|_

Mol m
| ™

Entdo, {u,} converge em medida para u. [J
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2.3 Construcao das ¢-familias de distribuicoes de probabilidade

De agora em diante, consideraremos (7, X, i) um espaco de medida o-finito nao-
atomico.

Uma exponencial deformada € uma aplicacdo mensurdvel
@:T xR —[0,0)

que satisfaz as seguintes condi¢oes:
1. @ é convexa;
2. lim @(t,u)=0;
Jim (7, u)
3. lim @(t,u) = oo.
lim @(z,u) = oo

Observacao 3 Denote por ¢ o operador atuacdo sobre o conjunto das fungcoes valores-reais
u:T — Rdados por (u)(t) := @(t,u(t)).
Exemplo 4 E claro que a exponencial exp(u) é uma exponencial deformada. Outro exemplo
cldssico é a Kaniadakis k-exponencial exp; : R — (0,00) para k € [—1,1]. Sua expressdo é dada
por

(ku+ 1+ K2u2)E, sek+0

expy (u) =
exp(u), sek=0

3 eka‘(“’)? k # O

Figura 4: Func¢do x-exponencial

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), foi generalizada a construcdo da estru-
tura que torna &7, uma variedade Banach de classe C* discutida no Exemplo|1| Para isso, foi
utilizada a funcao exponencial deformada com uma hipétese adicional:

Condicao 2.1 ¢ ¢ injetiva e podemos encontrar uma fungcdo mensurdvel, positiva ug : T —

(0,00) tal que
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/ O(c+ Aug)dpt < oo, VA >0, @®)
T

para cada fungdo mensurdvel ¢ : T — R tal que ¢(c) € Py,.

Esbogaremos o roteiro detalhado dessa construgdo. Os resultados que exibiremos
nesta secdo serdo de certa forma adaptados para o caso em que ¢ ndo € injetiva. Isso por si s6
justifica a importancia desta se¢ao.

Seja ¢ : T — R uma fungdo mensurdvel tal que @(c) = p € &;. Assim, para a

funcido Musielak—Orlicz

De(t,u) = @(t,¢(1) +u) = @(t,¢(1)), ©)

escrevamos Lép ZEP e Ec(p , no lugar de [P [P e E q’f, respectivamente. Dessa maneira, o espago

de Musielak—Orlicz pode ser escrito
LY = {u € LO;/ o(t,c(t)+Au(t))du <oV A € (—¢,¢€), Je > 0} :
T
O conjunto aberto

A = {ueLﬁ’; [ ott.ct)+ aule)dp <o 2 € (&1 +e), 3 >0}
T

é usado para definir a fungdo normalizadora. Claramente, se u € J#.%, a fun¢io @ (c+u) ndo estd
necessariamente em ;. A func¢@o normalizadora é uma aplicagdo y : .2 — R que normaliza
©(c+u),isto é

o(c+u—y(uug) € Py

para qualquer u € 7.7 .

Observacao 4  [. Se ug satisfaz a condi¢do adicionale ¢©(c+u— o) € integrdvel para
algum o € R, entdo ¢(c+ Au) é u-integrdvel para qualquer A € (0,1). Desse modo, o
dominio aberto, maximal de y estd contido em Ji/c(p.

2. A aplicacdo y estd bem definida, ou seja, dado u € X#.% | existe um tinico y(u) € R tal
que @(c+u—y(uug) € Py;

Definindo o conjunto fechado

BY = {u cL?; Tu(p;(c)du = o} : (10)
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associamos a parametrizagao

O B — F2, ur— @(c+u—y(u)up)

C C

em que B :=BEN# e ¢ = @C(%f).
Note que

e para quaisquer c¢,c¢ : T — R tais que @(c1), @(c2) € Py, 0s conjuntos

-1 -1
O, (FENFE) @ (FENFE)

2

sdo abertos.
Além disso, a aplicagao de transicdo goc_zl o0, 1 P, W7zl — (pc_z1 (FEnNZ)
pode ser expressa como

[ (er=ctwipl(e2)dp

/TM0<PI+(Cz)le

go;zlo(pcl(w):q —Ccrt+w— ug.

Essa expressdo € de classe C™, pois w,c; — ¢ € Lg, € 0s espacos Lg e Lg, possuem normas
equivalentes.
Por fim, note que a cole¢do {(@ép 00} P()EP, satisfaz as propriedades da defini¢do

o que torna 2, com uma estrutura de variedade de Banach de classe C*.
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2.4 Construcao de uma variedade exponencial deformada

Na construcao feita em (VIGELIS and CAVALCANTE, [2013a), foram atribuidas
duas condicdes essenciais para obter as @-familias: a injetividade da exponencial deformada e
a condigdo (8)). Para exponenciais deformadas nao injetivas, a fungdo normalizadora nao fica
bem definida. Com uma pequena modificacdo na defini¢ao dessa fungdo é possivel refinar os

abertos dessa nova variedade.

2.4.1 Exponencial deformada e uma parametrizacao para &,

Condicao 2.2 A aplicagdo ¢ : T x R — [0,00) continua sendo uma exponencial deformada.
Em (VIGELIS and CAVALCANTE, |2013al)) foi adicionada sobre @ a hipotese da injetividade.

Ela serd removida e acrescentada uma outra:
¢(t,x) =0, Vx <ay:=inf{x € R;p(x) > 0}. (11
E claro que ¢ nido é injetiva para valores x < ag € injetiva para o restante.

Exemplo 5 Um exemplo de uma funcdo exponencial deformada que satisfaz a condigdo (2.2))

é a fungdo q-exponencial exp, : T X R — [0,00) definida por

1

exp,(u) = [14(1—q)ul}"

= max {0, (1+(1 gy}

em que q: T — (0,1) é uma fungcdo mensurdvel. Ndo é dificil ver que a fungdo q-exponencial

satisfaz a condicdo comagp = %1.

Observacao 5 Observe que a aplicacdo trabalhada em (VIGELLS and CAVALCANTE, 2013a)
satisfaz a hipotese . De fato, a injetividade implica que ap = —oo.

Diferentemente do que foi feito em (VIGELIS and CAVALCANTE! 2013a)), preci-
samos fazer uma restricdo no dominio. Desde que ¢ satisfaz , podemos ter @(c+ Au) =0,
e dessa forma ndo temos @(c + Au) € &, Para solucionar esse problema precisaremos definir

um outro conjunto para intersectar com o espaco Musielak-Orlicz L¢.
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Lema 1 O conjunto

N ={uel%3 A >0,emque|Aul<c—ap}

={ueL%3e>0,emque Au<c—ag,para cada A € (—¢€,€)}.

Sc—a(p}.

Demonstracdo: Primeiramente mostraremos que N¢ é um espaco vetorial.

é um espaco de Banach com a norma

1
[l o :inf{l > 0; i

i) Claramente 0 € N7, pois ¢ — agp > 0.
ii) Sejam u, v € Nf e o € R. Por definicio existem A1, A, > 0, tais que

1 1
< —(c— < —(c—agp).
u < B (c—agp) v < p (c—ag)

Tomando A = min { %, %} , temos que

utv] < uf+v|

1

< (c—a(p)—}—)t—z(c—a(p)

2| =

1 1
< ﬁ(c—a(p) +ﬁ(c—a(p)

(c—aqg).

> =

Assim,
ut+ven?

iii) Dado o € R, obtemos
otu| < [or]|ul

o que implica em

Dessa forma, NS é um subespaco.
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Para o que resta, é suficiente mostrar que o espaco N é fechado com a norma

INvE

Com efeito, seja (u,) C N? uma sequéncia que converge para u € L, isto é, ||u, —

u| yo — 0. Por definigdo,
Ve>0,3ng € Nin>ng= up—ullye <e.

Como {u,} C N, para cada n € N existe A, > 0 tal que | Anttn| < ¢ —ag. Além disso

[tn, — ul[yo < €. Desse modo

1
E|un0—u| <c—agp

e portanto

|uny —u| < €(c—ayp).

M
Tomando 0 < Ap < — temos

[220tng | < [Angttng| < (¢ —ag)

c—a

Tome agora € < ﬁ Assim,
20’”| < A0|Mﬂo —u| +Aﬂ|un0|

<Aog(c—agp)+ %(C—a(p)

1

< (C—“¢)+§(C—a<p)

| —

=(c—agp)

Isso prova que u € NJ. O

O préximo passo serd refinar o conjunto Ny com o espaco Musielak-Orlicz LY, de

modo a obter um outro espaco de Banach de onde retiraremos o dominio da parametrizagao.
Lema 2 O espaco Ji{.(p = Nép N Lg) é de Banach com a norma
el | = lluell Lo+l e - (12)

Demonstracao: Seja {u,} C A% uma sequéncia que converge para u na norma descrita na
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equacdo (12). Dessa maneira, dado € > 0 existe ny € N tal que se n > ng temos
[tn —ul| o <€ e [ty —ul[yo <.

Como os espacos LE e N? sdo de Banach, segue que u € LY "N = 4% O
Lema 3 O conjunto
HP = {u eL?, &> 0, onde / ¢(c+Au)du < oo, para cada A € (—¢,1 ~|—8)} (13)
T

é convexo e aberto em LZP .
Demonstracao:
1) #? é convexo. De fato, sejam u, ve #. e o € (0,1). Entdo, existem g;, & > 0, tais
que
/T(p(c—HLu)du < oo, paracada A € (—g1,1+¢)

/ O(c+Av)du < o, paracada A € (—&,1+ &)
T

Tomando € = min{€;, &} e considerando a convexidade de ¢, temos
/T<p<c+/1[(1 — o)uto])dp < (1— Oc)/T(p(c+lu)du +oc/T O(c+ Av)dp < o,

paratodo A € (—¢,1+¢€).
2) O conjunto %w ¢ aberto em Lg’ . Com efeito, seja u € Jifc(p. Entdo, existe € € (0,1), tal
que
/Tq)(c-l- ou)du < oo

-1

2 €
paracada o € [—¢, 1 + €]. Considerando 6 = [E(l +¢) (1 + 5)] para qualquer v € B5(0) = {w ¢
ocorre Ip, (§) < 1 e consequentemente

[0 (c+l\v\) du<2.
. 5

E a
Dado o € (O, 1+ —) denotemos A = ——. A desigualdade
2 l1+e€

o a 1+5 1

- < —Z4e)(1+5) =
-4 1—-% = 145 ¢ < 5)‘3’
I+e 1—1+§
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implica

¢@+aw+W)§¢<l¢&+%@+wL4w¢G+lflo)

§1¢G+%@+“—*W(“wfao
1
<Ap(c+(1+€u)+(1—-A)o <c+g\v\) :
Para o0 € (—570) , podemos escrever

olc+aluty) < ¢@+2m0+%¢@+2m0

| —

1
< —@(c+20u) +§§D(c-|— v]).

| =

Entao,
/T(p(c—l- o(u+v))du < eo,

para qualquer & € (—5,1+5). Assim, u+v € 2. E desse modo, Bg(u) estd contido

em %7 e, portanto, o conjunto #:.? ¢ aberto [J

Note que dado u € Ji/cq), temos que

A@@+uﬂu<w-

Note que se ¢ +u < ap nao temos @(c+u) € ;. Para resolver esse problema, precisamos

definir um conjunto para intersectar com 7" .
ME={ueNl;lu<c—agpparad € (—¢,1+¢)}.

Proposicio 1 O conjunto 4 é aberto.
Demonstracio: Usaremos a mesma ideia do Lema[3]

Seja u € .42 . Entio, existe € € (0,1), tal que

Ocu<c—a(p



para todo o € [—¢, 1+ €]. Em particular, temos

(1+&)u<c—agp.

-1
2
Considere 0 = {E(l +é) (l + g)} . Assim, dado

v € Bs(0) = {w e NZ;[lwllye < 6},

obtemos

1
<V <c—ap.

0

(04
Tomando A = I onde o € (O, 1+ %) , temos que

¢ <
1-A~

| =

e desse modo

o+ v) :l%qu(l—/'L)(l 0

<Alc—agp)+(1-2)(c—ap)
< c—agp.

€
No caso em que o € (—§,O> , obtemos

alutv) = (200) + 5 (2av)

1
200u+ —<|v|

<
- 20

| =

1
(c—a(p)+§(c—a¢) =c—ay

IA
| =

e, dessa forma,
au+v) <c—ag

paracada @ € (—¢,1+¢€).

Portanto, Bs(u) C .4 e consequentemente ./, é aberto. [J

32
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Para o que se segue, precisamos fixar uma funcdo mensurdvel ¢ : T — R tal que
¢(c) € Py. Dadou € &7 = #.P n.#?, é claro que nem sempre temos que @(c+u) € P,,.
Vamos ver logo abaixo que a fun¢do g-exponencial definida como no Exemplo[5¢ tal que existe
up € EXNNY.

Exemplo 6 Dado a > 1, consideremos dois casos:

Se u <0 temos
exp (o) <exp,(u)

< a7 exp,(u).

Caso u > 0, obtemos

I
R
Q|

+

|
=
K
P
4

Pela convexidade de exp,(t,.), obtemos para qualquer A € (0,1)

exp,(c+u) < lequ(l_lc) + (1 —=2A)exp,((1 —A)"u)
< Al=1/(0=q) exp,(c) + (1 —2)=1/0=q) exp, (u).

Assim, qualquer funcdo positiva ug : T — (0,00) com
] expy(uo)d <

satisfaz
/ exp,(c+Aug)dp < e
T

para todo A > 0. Note que a fungdo ug € tal que ¢ + Auy > ¢ > aq para todo A > 0. Portanto,

MQGEéPﬂNéo.D
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Exemplo 7 No exemplo acima encontramos uma fungdo exponencial deformada satisfazendo
a condi¢do , tal que existe uy € EX NNL. Agora ilustraremos a situagdo oposta. Considere

a fungdo
e(u+1)2/27 u>0

o(u) =< e2(u+1), —1<u<0,
0, u<-—1

em que a medida |l é o-finita e ndo-atomica. Note que @ é convexa, limy,_,. Q(u) = o« e

¢(x) =0, para todo x < ay. Encontraremos uma fung¢do mensurdvel ¢ : T — R com

/T @(c)dp < oo,

mas
/T(p(c+uo)du = oo,

Com efeito, para cada m > 1, consideremos

onde

~2_1>0

E,=<teT,;m
" { ug 2

log(2) uo }

1, t€E,

xe, (1) ::{ 0, t¢E,

Desde que vy, T oo, podemos encontrar uma subsequéncia {vy,,} tal que
/ e(vmn—O—uo—l—l)z/Zd“ > on
Ep,

De acordo com (MUSIELAK, 1983)), existe uma subsequéncia wy = Vi, € conjuntos

mensurdveis dois a dois disjuntos Ay C Emnk para os quais
/ et 12/ 2 gy —
Ay

Vamos definir

¢ = E1T\A + Z WklAk7
k=1
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em que A = U Ay, e T é qualquer fun¢do mensurdvel tal que @(¢(t)) >0 parat €T\ A e
k=1

P(C)dp < oo.
T~A

Parat € A,
e(Wk(f)+Mo+1)2/2 — zmnke(Wk(l)H)z/Z

Y

e temos que

para todo m > 1. Assim, podemos escrever

/(p(c)du :/ ¢<E)d”+2/ e(wk(t)+l)2/2du
T T~A —1"Ak

1
k=1

T~\A
< oo,

Por outro lado, também temos

/(p(c+u0)du:/ (p(E)du+Z/ e(M0+Wk(Z)+1)2/2du
T T~A k=1 Ak

= c)du + 1
/T\A‘P@“ ;;1

e o)
)

o qual mostra que a condi¢cdo uy € ES ndo é satisfeita.

Em decorréncia dos dois tltimos exemplos, considere uma exponencial deformada
satisfazendo li e para cada c, tal que @(c) € Py, sejaug € EZ N N? uma fungdo mensuravel
e positiva. Em outras palavras, além da condicao (11) precisamos adicionar as hip6teses:

”Fixada uma fun¢do mensurdvel c : T — R, existe uma fungdo mensurdvel uy : T — R, tal que

/Tq)(c—i-luo)du < oo, (14)
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para todo A >0 e
c—Euy > agp, (15)

para algum € > 0.”
Dessa forma, podemos encontrar uma vizinhanga da origem em &7, onde existird
um unico y(u), tal que @(c+u— y(u)ug) € . Na préxima proposi¢do, daremos detalhes

sobre essa construcao.

Proposicdo 2 Podemos encontrar 8 > 0 tal que, para cada u € N.° com ||ul| e < O, existe

um tinico Y(u) € R para o qual

o(c+u—y(uuy) € Py.

Demonstracao: Assuma que u # 0. Seja € > 0 tal que 2€ug < ¢ —aq. Observe que

1
O<e< - .
2 {|uol| e
Sejan € (0,1) tal que
/(p(c—28u0)du:1—n. (16)
T

Tome & € (0,37) e fixe qualquer u € 4% com ||ul| 40 < &. Desde que
1
[lullye < lull o < 8 <3,
temos
[2u| < c—ay.

Assim,

1 1
u—eup| < E]Zu\ +§|2£u0|
1 1

< E(c—a(p)-l-i(c—a(p)

:C_aq).

E, consequentemente, ¢ 4+ u — Eugy > ag.
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Observando que ||ul[o, < [[u]| 40 <& < In, obtemos

/ ®.(2u)dy <28 / o (Y
T T

<26
<n

e desse modo

/T olc+2lu))dp = /T o(c)du + /T ®,(2u)dp "

<l+n
Das equagdes (16) e (I7), segue que

/Tq)(c‘f’“—guo)dﬂS/T(p(c+|u|—8u0)du
2 ! 2 d
= [ @ (3te+2lul) + (e ~2eu0) ) du
1 1
<5 [ ol 2lulydu+ 5 [ oe—2eu)dy
2Jr 2 T

(1+n)+ 1(1—17)—1

NI*—‘

e para qualquer A > 0 temos

/(pc+u—|—lu0 / (c+ |u| + Aug)du

1
= c—|—2|u| (c+27Lu0))

1 1
s—/T<p(c+zyu\)du+§/T<p(c+2/1u0)du

[\

< oo,

Pela continuidade de ¢ e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, podemos con-
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cluir que se u € A% com ||ul |y <6, entdo existe um Gnico nimero real y(u) < € satisfazendo
@(c+u—y(uug) € Py O

Observacgao 6 Para 6 < %, denotemos por 92 a bola descrita na proposigdo Note que dado
uc9? existe € >0, tal que

ap <c+Au e /T(p(c+7tu)d/.t<oo,

para todo A € (—€,1+€). Em particular, @GP c & = nu?.
Considere agora

B =B?n.?

— {u c J%(p;/ u@’ (c)dp = 0}
T
e faca a intersecdo com a bola 47 :
AP :=BYNGY.

Proposicio 3 A restricdo da funcdo normalizadora W ao conjunto <2 é ndo negativa.

Demonstracao: De fato, uma vez que @(z,.) é convexa temos
u@. (t,c(1)) < @(t,c(t) +u) — 9(t,¢(t)), para todo u € R,

Assim, para qualquer u € .7 obtemos

1 = /T ug’, (c)dp + /T o(c)dp

< /T(p(c—f—u)d,u

< oo,

Portanto, para qualquer u € <7 existe um tnico nimero real positivo y(u) tal que

@c(u) = @(c+u—y(uu) € Z, O

Outro fato imediato sobre &, € que a construcdo feita para a obtencdo do conjunto
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¢ garante que

‘@H: U ¢C(£{c¢).
P(c)€Py

Os resultados seguintes servirdo para definir a ¢-familia e garantir que quando duas
¢-familias se intersectam, a funcdo ug € a mesma. Além disso, teremos que a aplicacdo de
transi¢cdo € de classe C™.

Lema 4 Fixado u € <77, denote & = ¢ +u— w(u)ug. Entdo ug € Eg) ﬂNCfp.
Demonstracio: E claro que ug estd em E Cgp . Isso decorre de li

Falta mostrar que up € N. Cgp . Se € > 0 é o mesmo encontrado na prova da Proposi¢ado

entdo
c—le—wy(u)up=c+u—eup>aep O
Na préxima proposi¢do, encontramos uma condi¢io de inclusio para os espacos N

e posteriormente vamos relacionar com classes de equivaléncia.

Proposicao 4 Assuma que as fun¢oes mensurdveis ¢,c : T — R sdo tais que ¢ > agp e ¢ > ay.
Entdo chp C thp se, e somente se, ¢ —c € Nép.

Demonstracao: Suponha que chp C N¢ e defina o conjunto
A={teT:ét)<c()}
Para ¢ > ay, as desigualdades
(c=&)xa<(c—ap)xa<c—ap

implicam que
(c—&)xa € N?.

Pela desigualdade ¢ > ay,

(E=c)xr\a < (C—ag)Xr\a < E—agp,

e portanto
(C—c)xra € NE C NS
Escrevendo
[E—c[=(c—&)xa+ (=) xra,

concluimos que é—c € N.
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Reciprocamente, suponha que & —c¢ € N¢. Para u € chp fixado, seja A > 0 tal que
A(E—c)| <c—aqp e |Au| < E—agp.

As desigualdades
|Auxa| < (E—agp)xa <c—ag

fornecem uys € NS. Pela escolha de A, tem-se

A2 < r
| < g e ewrna
Lo
= o ME—xratAle—ag)xral
1
- _ _
< Tz lle—ap)+A(c—ap)]
:C—a(p-

Assim, u)r\a € N? e consequentemente u = uya +uxr\a € N?. O

Proposicao S Assuma que as fungoes mensurdveis ¢,c : T — R sdo tais que ¢,c > ag,

P(E)du <o e p(c)dp < oo
T T

Se &¢—c e N2 entdo ,/Vg(p A
Demonstracao: Pela Proposicao 4} a inclusdo chp C N¢ é vilida. Assim, resta mostrar que se
ue JVJP tem-se u € LY.

Como é—c € A.?, podemos encontrar n > 0 tal que
cra@—c) >ap e /¢@+aw—dwu<w, (18)
T
para todo o € (—2n,1].

Em adi¢do, como u € Jl/E(P C N2, para algum € > 0, a funcio u satisfaz:

c+Au>aq
{ e /(p(5+lu)du<oo, (19)
T

¢+Au>ap

para todo A € (—2¢,2¢).

Pela combinacdo convexa envolvendo ¢+ Au > ag € ¢+ Au > aq, temos

c+o(C—c)+Au> agp, (20)
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para o € [0,1] e A € (—2¢,2¢). Combinando ¢+ a(¢ —c) > ag e ¢+ Au > ap, podemos
concluir que a desigualdade é também satisfeita para o € (—1,%] e A € (—¢,€). Entdo
ocorre para & € (—1,1] e A € (—¢,€). Vamos definir a fungio convexa

2(aA) = / o(c+ a(T—c) + Au)dp.
T
Expressdes e implicam em g(a,0) < o para o € (—n, 1], e g(1,A) < oo para A €
(—¢€,€). Como g é convexa, segue que g € finita na envoltdria convexa da unido de (—n, 1] x 0
e 1 x (—&,€). Em particular,
§(0.2) = [ p(c+ruwdu <=
para cada A em alguma vizinhanca de 0 e portanto u € LY. [J

O préximo Lema estabelece uma condicdo de igualdade para os espacos A.?.

Lema 5 Seja ¢ = c+u— y(u)ug, onde u € 4.°. Entdo N2 = 2.
Demonstracio: Claramente ¢ — c € 4., Isto significa que ,/chp C A%, Resta mostrar a in-
clusdo oposta.

Seja € > 0 tal que
c—ap>—Au e / Q(c+Au)du < oo. (21)
T
para A € (—¢&, 1+ ¢€). Como resultado temos

Au—u<c—ag, para A € (—¢,¢€),

Au| < c+u—agp, para A € (0,¢€).

Pelo Lema] podemos encontrar ¢ > 0 tal que

ay(u)ug < ¢—aep.
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Para qualquer A € (0, €), temos

Mgt < Trgletu—ap)
u C u—a
1+ o 1+« ¢

= et u—y(uuo) —ag + vl

= o)+ awluu
< ol ag) + (e~ ap)]

—ag. 22)
Assim, u € chp .

Denote &' = ;%€ < €. Por (22), temos ¢+ A'u > ag paratodo A’ € (—¢',€'). A
equagio implica

[o@+2wan < [ otc+(1+2wan
T T

< oo,

para todo A’ € (—¢€’,€') e consequentemente u € LY. Portanto,

c—¢=—ut+vy(u)uyc A2,

e a inclusdo A/? C </V5(P ¢ estabelecida. [J

No conjunto
¢ ={ceLl’%p(c)c 2},

considere a relacdo de equivaléncia:
e~ NO=470.

Para cada classe de equivaléncia [c] fixamos alguma fungdo positiva ug ) € 9 tal que

/T(p(5+ /’Luo,[c})du < o0 (23)

paratodo A >0e ¢ € [c].

Dado ¢ € ¢, o conjunto

FE={olctu—yuy ) :ue L}
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¢ chamado de ¢-familia.

E claro que a unido de todas as @-familias cobre o espaco 2y, Além disso, dadas
as funges mensurdveis ¢y, ¢y : T — R, tais que @(c1), @(c2) € Py e FENFS #0, temos
pelo Lemaque Nel = AL e portanto ug = Up [¢)] = U, [cs]-

E mais, sejam u € %‘f eve 427}‘5 tais que

c1t+u—y (u)uo =cCcr+v— l//z(v)u().
A aplicacdo de transicdo é C™ e € dada pela expressao

[ (@1 =2t w)gl(c)an
T

/ @' (c2)dp
T

(pc_zloq)cl(w):cl—cz—f—w— ug.

2.4.2 Fibrado tangente

Na segéo anterior, a expressao da aplicacdo de transi¢do ¢, o ¢, foi importante
para garantir que &7, pode ser equipado com uma estrutura C*-Banach. Agora, usaremos a
aplicacdo de transi¢do para encontrar o espaco tangente de &7, em um ponto p = @(c) e o
fibrado tangente (VIEIRA er al., 2019b).

Dado p € 9,4, consideremos a tripla (%, C(p ;0. 1;v)7 onde .%, C(p € a @-familia, @, € a
parametrizacio e v é um vetor em @ ' (.%, C(p) o qual estd contido no espaco vetorial A%,

Nesse caso,

(FEr0: ) ~ (FL10: 1) & (07 o) (07 (p)(v) = w.

O espago tangente 7,( ;) é formado pelas classes (2807 5v).
O vetorv € @, (7, d ) € o vetor velocidade de uma curva no dominio da parametrizagao.

De fato, considere (.Z7, o ')e (FE, ¢.,') sejam as cartas sobre p € P e
g:1CT— P
uma curva tal que g(fy) = p, para algum fy € T. Tomando

g(t) = @, (u1) = @(c1 +ur — y(ur)uo),

temos que u (1) = @, ' (g(t)). Além disso, g(t) = @c, (u1) e uz(t) = @, (g(t)). Usando varidveis
aleatdrias temos que

u2(t0) = e, (8(t0)) = (@, © e, ) (w1 (10))-
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Portanto, pela regra da cadeia podemos escrever

uy(10) = (9z,' 0 @e,)' (11 (0))ui (0) = (92, 0 @e,)' (@2 () (10)-

Proposicao 6 A representacdo local do fibrado tangente

T(Pu) = |_| Tpy(Pu)-

PEPy

é da forma

1 J (@) (cadu
(1) = | @, © e, (ur), vi — / AR AS (24)

(@) (c2)du

Demonstragdo: Dado w € ¢! (F4N.ZS), temos que a derivada da aplicagio @' o @,

avaliada em w na direcio de v € 4% é da forma

, (@) (c2)du
(9" 0,) <w>v:v—/T -
[ (@)

. (25)
' (c2)du

De fato, pela convexidade de ¢, temos que
[ (er=cs o) (edu < [ fplen+w)+ olcldn

Como w € @, ! (9}(‘1’ mgzgg) C cg’c(f, temos que @(c; +w) is u-integravel, and consequente-
mente, [;(c1 —ca+w)(@), (c2)du is p-integravel. Entdo, do Teorema da Convergéncia Do-
minada segue que ocorre.

O fibrado tangente é entao denotado por

T(Pu) = {(@c(u),v); @c(u) € F C Py e v éum vetor tangente em @ (u)}.

Suas cartas sao representadas como

| @) eran
/(@) ()

(vu) € T(FE) = | 9, (v), v—

bl

a qual foi definida na colecdo de subconjuntos abertos ﬁ}f X éaff de @” X Ji{fp Entao, como a

equagao li ocorre, a aplica¢do de transicdo é dada para (u;,vy) € (5‘}? X </Vcl(p por
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vi(@)(c2)du
(urv1) = (%zlmpcl(ul), vl//T S

T

AW AN (26)
(9):(c2)dp
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3 TEORIA DA INFORMACAO EM VARIEDADES ESTATISTICAS

A divergéncia de Bregman foi definida e utilizada pelo matematico Bregman em
(BREGMAN| |1967b)) para solucionar problemas de otimizac¢ao convexa (BREGMAN, |1967a).
Dentre estes, destacamos a generalizacdo do método de ponto proximal (KIWIEL, 1997) e
distribui¢des de familias exponenciais (BANERJEE et al.| |2005). Essa divergéncia tem muita
relevancia também em outras dreas como, por exemplo, andlise numérica, computacdo neu-
ral, estimacao e inferéncia (CAYTON, 2008; BANERIJEE et al., 2005; LIU, 2011). Em teoria
da informacao, geralmente € usada como medida de similaridade no contexto de recuperagdo
de imagens (XU et al., 2012). Na construgio dessa nova parametrizagdo local de &;;, surge
uma fun¢do convexa que serd chamada de fun¢do normalizadora. A divergéncia de Bregman
associada a normalizadora d4 origem a uma nova divergéncia.

Seguiremos esse roteiro no desenvolvimento deste capitulo. A primeira se¢ao va-
mos definir a ¢-divergéncia para o caso em que ¢ é a exponencial deformada e uma outra
divergéncia usando a g-exponencial (VIEIRA et al., 2019b). Na segunda parte, provamos que
as funcdes g-exponencial e K-exponencial podem ser usadas na generalizagdo da divergéncia
de Rényi (VAN ERVEN and HAREMOS| 2014; DE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE,
20165 VIEIRA et al., 2019b). E na terceira parte, definiremos generalizacdes das entropias de

Shannon, Tsallis e Rényi e mostramos como elas podem estar relacionadas.

3.1 A ¢-divergéncia e g-divergéncia

Seja X um espaco de Banach e f : S — R uma funcdo convexa no subespago con-
vexo S contido em X. A divergéncia de Bregman ¢ aplicacdo By : S x § — [0,%) dada pela

expressao
By(y,x) = f(x) = f(y) = 01.f (%) (y —x)

em que

Sy i) —1)

A divergéncia de Bregman By, : A x P — [0,00) associada a fungdo normaliza-
dora y : @ — [0,00) é dada por (BREGMAN, |1967b; ZHANG, 2004; KORBEL, HANEL,
and THURNER, 2019)

By (v,u) = y(v) = y(u) — s y(u)(v—u). @7

A divergéncia 2y, : 7 x . — [0,00) relacionada a ¢-familia % é definida como
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Dy(u,v) = By(v,u).
Dados u,v € 7, temos que

@(c+u—yuuy), e(c+v—y)u) € Py.

Portanto, ¢+ u— y(u)ug, c+v— y(v)ug > ae e supondo ¢ continuamente diferencidvel, segue
que a divergéncia 2y, ndo depende da parametrizacdo de Z$ (VIGELIS and CAVALCANTE,
2013a). Isto permite definir a ¢-divergéncia entre as densidades de probabilidade p = ¢.(u) e

z=@.(v), parau, v € AP como

(p . (28)
J e

Note que a divergéncia estd bem definida dentro da mesma ¢-familia. A condi¢do

P(p|l2) = Dy(u,v) =

o '(p)—07(2)
L
1

2 (p || z) = oo se p e z ndo estdo na mesma @-familia estende a divergéncia para ;. Deno-
taremos essas divergéncias por %, e denominamos de @-divergéncia (VIGELIS and CAVAL-
CANTE! 2013a).

Dados u, v € @, por defini¢io, p = @(c+u— y(u)ug) >0 e z= @(c+u—
v (u)ug) > 0. Além disso, como @(z,.) € estritamente convexa para valores maiores que d,
segue que Z, é sempre ndo-negativa e Zy(p || z) € igual a zero se e somente se p = z. No
seguinte exemplo, encontramos a @-divergéncia para o caso no qual a funcio exponencial de-

formada ¢ € a fungdo g-exponencial (VIEIRA et al.,|2019b).

Exemplo 8 A inversa da fungdo g-exponencial @(t,u) = exp,(t,u) = exp,()(u) € a fungdo g-

logaritmo
ul=1-1

l—q
Dado p,z € P, a g-divergéncia (divergéncia de Tsallis) de p com respeito a z é dada por

Ing(#,u) = Iny(;) (u) = Ing(u) =

/ In,(p) —1ny(2)
r Ing(p)

uo !
/T Ing,(p)
1

em que Iny(p) denota Iny,)(p(t)). Como a derivada da fungao q-logaritmo éIng (u) = .z, temos

du
2(plz)=
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que
p i1 e
/ lnq(P)/_lnq( )dﬂ _ T—g : gy
T Iny(p) T i
q(pl—q _—7l—q
/p (p1—2"1) dil
T l—g¢q
e
Uo 0
— du
/Tln;( ) T L
—/uopqdﬂ
T
Portanto, .
q4(pl=a— 714
/ Pi( )
2(p | 2) : (29)
/ Mopqdﬂ
T
Definamos agora a métrica
uv
q / —du
L(Pu) XX P) > F(Py)  gluy) = ——5—, (30)
/uozqdu
T
onde X(Z) é o conjunto de campos de vetores u : " — Ty(') e F(Z,) o conjunto de

funcdes C dadas por f : < — R. Essa aplicacdo estd bem definida, pois (%)p@(p I

d
p=:=0e (5) 2| Dlp=c=0.
A partir da métrica, podemos definir também a conexado (derivada covariante)

0 1—
AL Gt ZB—w ACZ,
0

aw b4 A
d . (9 .
onde A = / upzldu, B=| s— ) Alp—;eC=| - | A|p—;. Anotagdo | =— | A|,—; signi-
T w )/, du/, w ),
fica a derivada de A na direc@o de w no ponto z quando p = z.
Em (LOAIZA and QUICENO, [2013a), foi definida uma outra divergéncia chamada

de g-divergéncia. Em seguida, foi definida a métrica e um par de conexdes obtidas a partir dessa

€19

divergéncia. No proximo exemplo vamos apresenta-las e em seguida iremos relacioné-las com

as equagdes (29), (30) e (31).
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Exemplo 9 Seja f uma funcdo, definida para todot #0e 0 < g < 1 por

F(t) = —t1n, (%)

epara p, z € Py, a g-divergéncia de 7 com respeito a p é dada por

F(pll) = [ 2 (g) dp.

Através de algumas manipulacées, podemos escrever

1
Mol = 1 [ 2t -vau]. @

o qual é o funcional divergéncia de Tsallis.
O funcional g-divergéncia 19(p||z) induz uma métrica riemanniana g e um par de

conexoes, dadas por
g(ua") = _(du)p(dv)zlq(P||Z)|p:z (33)

(VO v) = —(d) p(d) p(d) 1 (Pl|2) | p=ss (34)

emquev € T,(Py) euc Ty(Py).

Sejam p,z € Py e u,v campos de vetores, o tensor métrica é definido como

¢ NP X P) S F(Py)  gluy) :q/ngu. (35)

Dessa forma, a familia de derivadas covariantes (conexoes) é dado por

VOu: (2 x(Py) -+ 2(Py)  Vu=du— (1 _‘1) uw. (36)
Z

A divergéncia Z(p || z), dada pela equagdo pode ser relacionada com a g-
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divergéncia pela igualdade

ot = o (2)on= (2 (3) o
()

l—q __ ,1— _
:_/Tp (' 7=p""1) /(1-q)

l-g_1
+(1-9) =g

dp

Portanto,

P(pllz)=

Observe que, considerando

/ MOquN =1,
T

teremos que a @-divergéncia, métrica e conexdo definida pelas equacdes (29), (30), (31) coin-
cidem com a divergéncia, métrica e conexdo definida em (32), (35)), (36), respectivamente.

3.2 Generalizacao da divergéncia de Rényi e exp,.

A divergéncia de Rényi € uma medida de informacao a qual depende de um parametro

a (denominado ordem de divergéncia) e tem virias aplicacdes, veja por exemplo (CSISZAR,
1995; HARREMOES, 2006). No artigo (DE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016)
foi desenvolvida uma generalizacio da Divergéncia de Rényi a partir de uma exponencial defor-
mada. Essa generalizacdo esta relacionada com a ¢-divergéncia e a divergéncia de Kullback-
Leibler. Nesta se¢do, mostramos que as funcdes g-exponencial e k-exponencial podem ser
usadas na generalizacdo da divergéncia de Rényi.

Defini¢ao 2 Seja ¢ : T x R — [0,00) uma fungdo exponencial deformada. Dizemos que p e 7

em Py, sdo Q-conectadas por um arco aberto, se existem um intervalo aberto I D [0, 1], uma
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constante k(o) := k(a; p,z) e uma fungdo mensurdvel ug : T — (0,0) tal que

[ o((=a)e™ () + @™ () — k(@uo)d = 1. G

para cada o € 1.
Através da funcdo normalizadora, podemos definir uma generalizag¢do da divergéncia

de Rényi de ordem « € (0,1) como

(@) (| 2) = @)
Dro(Pll2) = a(l—a)’ (38)
onde k() satisfaz (37).
Essa generaliza¢do no caso o € {0, 1} é definida como um limite
Zrg(p12) = lim Z4%0(p | 2) (39)
ke a—0 K@
e
(1) — 1 ()
Thp(p12) = lim Zo(p 1 2) (40)

Os limites em (39) e (40), sob algumas condigdes, tem valores finitos e convergem para a Q-
divergéncia.

90 (1 p) = 4 (p 11 2) = Dp(p || 2) < 0.

Na préxima proposi¢ao veremos uma condi¢ao necessdria e suficiente para conectar

duas densidades de probabilidade em &,.

Proposicao 7 ((VIGELIS, de ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017)) Seja p uma medida
ndo-atomica. Sejam @ : R — [0,00) uma fungdo exponencial deformada positiva e ug : T —
(0,00) uma fungdo mensurdvel. Considere o € (0,1). Para cada par de distribui¢des de proba-
bilidade p e z em P, existe uma constante k() := k(o; p,z) satisfazendo se, e somente

se,

/ ©(c+Aug)du < oo, para todo A > 0, 41)
T

para cada fungdo mensurdvel ¢ : T — R satisfazendo [, ¢(c)du = 1.

No Exemplo [6] provamos que a fung¢do g-exponencial satisfaz a condi¢do (I).
Desse modo, pela Proposicdo [7| e equagdo (38)), concluimos que esta funcdo pode ser usada
na generalizacdo da divergéncia de Rényi. Analogamente, a funcdo dada no Exemplo [/| ndo
pode ser usada na generalizacao da divergéncia de Rényi.

Na préxima proposi¢do, apresentamos um critério equivalente para uma funcao ex-

ponencial deformada ¢ satisfazer a condicdo (41)).
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Proposicao 8 ((VIGELIS, de ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017)) Seja ¢ : R — [0,00)

uma fungdo exponencial deformada. Entdo, € satisfeita se, e somente se,

lim sup o)

———— < oo, para algum Ay > 0.
e @lu—t) T PHEEE

No préximo exemplo, mostraremos uma classe de fun¢des exponenciais deforma-
das que podem ser usadas na generalizacdo da divergéncia de Rényi (VIEIRA ef al., 2019b).
Exemplo 10 Mostraremos que a fungcdo x-exponencial exp,:R — (0,) para x € [—1,1]
definida como (KANIADAKIS, 2001; |PISTONE, 2009)

ol

(Ku—l—\/1+K2u2> , Ifk#0,
exp(u) ifk=0.

expy(u) =

2

satisfaz a condigdo . De fato, sua inversa denominada x-logaritmo log, : (0,00) — R ¢
dada por

VKK

log(w—{  2c * TE7O
In(v) if K =0.

Verificaremos que existem a € (0,1) e A > 0 para o qual

A <log.(v) —log,(xv), para todo v > 0. (42)

Apds algumas manipulagdes é possivel mostrar que a derivada de log,.(v) —log, (o) é nega-

tiva para O < v < vq e positiva para v > vy, em que

1
o F—1)2%*
= > 0.
Consequentemente, a diferenga log,.(v) —log,.(av) atinge um minimo em vy. Dado o € (0,1),

a desigualdade é satisfeita para algum A > 0. Inserindo v = exp,.(u) sobre , podemos

escrever

ocexp,(u) <exp(u—A), para todo u € R. (43)

Se n € N é tal que nA > 1, entdo uma repetida aplicagdo de ({3)) nos fornece

o exp,(u) <exp,.(u—ni) <exp (u—1), para todo u € R.
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Logo,

: o(u) , exp(u) . 1
limsup ————=— = limsup ———— < limsup — < oo.
M—>°°p QD(M—),()) bt—>°°p expx(u_ 1) o u—>oop on

E, portanto, pela Proposicdo 8| x-exponencial exp (.) satisfaz a condi¢do (@)
Como consequéncia do exemplo anterior, Proposicdo [7] e equagdo (38)), temos que

exp, (1) pode ser usada na generalizagdo da divergéncia de Rényi.

3.3 Entropia Generalizada

A entropia de uma varidvel aleatdria € definida como o valor esperado da incerteza
de seus resultados. Mais precisamente, em teoria da informacdo a entropia mede a quantidade
esperada de informacdes transmitidas, identificando o resultado de um estudo aleatdrio. Trés
entropias sao bastante conhecidas e utilizadas nessa area. Sdo elas: a entropia de Shannon,

Tsallis e Rényi. Vamos generalizar essas entropias usando uma fun¢ao exponencial deformada.

3.3.1 @-entropia generalizada

Seja A, o conjunto de todas funcdes de distribuicdes de probabilidade em [, =
{xeN;1 <x<n}=][1,n]NN, isto é,

Ay = {P: (ply---apn)

n
Zp,'ZI, p,'ZO, Vizl,...,n}.
i=1

A entropia de Shannon (SHANNON, 1948), denotada por HS(p), em que p é uma distribuicio

de probabilidade, € definida como sendo
s . 1
H>(p) = Zpiln—.
i=1 Pi

Em (TSALLIS, 1988), foi generalizada essa entropia usando a funcio g-logaritmo. Dado g € R,

a fun¢do g-logaritmo € a inversa da g-exponencial de um nimero real x > 0

Inx, seq=1,
Ingx=<¢ xl=9-1

, caso contrario.
l—¢q

Note que por continuidade temos lin% In, x = Inx. Por esse motivo, a entropia de Tsallis definida
q—

como sendo
n

H] (p) = ;P?lnqpi
=
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generaliza a entropia de Shannon (TSALLIS, 1994). Por fim, Rényi em (RENYT,|1961), gene-

ralizou a entropia de Shannon:

l n
Hg(p) = 1= In}. pf',
i=1

em que o € (0,00)\{1}.
Vamos definir e discutir uma generalizacao dessas entropias acima. Essas generalizacdes

dependem de uma funcéo exponencial deformada ¢ : R — [0,0) satisfazendo as condi¢oes da-

das pelas equagdes (1)), (T4), (13).

Lembrando que ay := inlié {@o(x) > 0}, arestri¢do
xe
:{xeR|x>ap}—[0,0)
é injetiva e, portanto, a inversa ¢! estd bem definida. Para p; > 0, o quociente

¢~ (pi)
(1) (pi)
€ ndo positivo.

O interior de A, é o conjunto

n
intAn:{(p1,...,pn) | Y pi=1,pi>0, Vizl,...,n}.
=1

1=

Caso p = (p1,...,pn) ¢ int A,, entdo existe pelo menos um i € I, tal que p; = 0. Para esta
situagdo, adote a convengao
o~ '(pi) —0
(o1 (pi)
o~ '(pi)

Agora que foi definido o quociente para p; > 0, a @-entropia generali-

(o) (pi)
zada na densidade de probabilidade p = (py,...,pn) € A, é definida como

n -1 .
Ho(p) =Y. 2P (44)



Exemplo 11 Note que se ¢ = exp na equagdo (#4)), temos a entropia de Shannon

In(p;)
n’ (pi)

Hexp(p17p27-~-7pn) = _Z

n
i=1

—_—

-

I
—_

Inp;

1
=1L p

n
=—) pilnp;
i=1

:HS(pl,...,pn).
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Exemplo 12 Fazendo agora ¢ = exp, na equagdo , temos a entropia de Tsallis. De fato,

como a derivada da g-logaritmo é ln'qx = x4, temos que

q_
lnqx_x X

ln;x_ g—1°

pi = 1, a entropia de Tsallis pode ser escrita

n
Como

i=1
n

In, pi
Hexp,(P) ==Y
Cqu l:Zl ln/q pl

=Hy (p).

Vamos definir agora uma generaliza¢cdo da entropia de Rényi. Para isto, considera-

mos uma classe de fun¢des exponenciais deformadas que satisfazem a igualdade ¢@(0) = 1. A

¢-entropia de Rényi € definida como

¢! (ifp(awl(m)))

11—«

ng,(p) =

(45)

Exemplo 13 Tomando ¢ = exp na Q-entropia de Rényi, definida acima, obtemos a entropia de

Rényi

In (i exp(ocln(m)))
i=1
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Proposicao 9 A ¢-entropia de Rényi e a @-entropia generalizada estdo relacionadas pelas

igualdade
lim HE ,(p) = (¢7") (1) Hy(p). (46)

a—1

Demonstracao: Definindo as aplicagoes

fla)y=9~! (Zn: (p(oc(p_l(p,-))> e gla)=1-a
i1

temos que
lim f(o) = @~ ! (Z ¢ (lim oupl(p,.))> = (1)=0
o—1 = o—1
c
lim g(a) = 0.
o—1

Dessa maneira, podemos usar a regra de L”Hopital

Portanto,
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Exemplo 14 Para ¢ = exp, a equagdo ({#6) possui como limite

lim HX(p) = H®(p).
o—1

Proposicao 10 Se a fracdo
o '(x)
(1) (x)
for concava para todo x € (0,0), entdo a @-entropia generalizada Hy é concava e atinge seu

mdximo global na distribuicdo uniforme

1 1
p= (—,...,—) € int A,.
n n

Demonstracao: Como a inversa e a soma finita de fun¢des cdncavas ainda € uma fungio

. Lo (x)
concava, temos que — T
,; (o~1)'(x)

Para o que falta, sabemos da andlise convexa que os pontos criticos de uma fun¢do

€ concava. Isso prova que Hp também € cOncava.

concava sao maximos globais. Portanto, a demonstra¢do da proposi¢ao acaba se provarmos:

111,...,%) € int Ay. O funcional dHy ), € identicamente nulo, isto é, o

Afirmacao 1 Seja p = (—
ponto p € critico de Hy.
oam De fato, primeiramente note que o plano tangente de A, pode ser interpretado como o

conjunto dos vetores velocidades v = (vy,...,v,) = A’(0) do caminho suave
1 1 1
A:(=6,0) = Ay, t—— | —F+tvi,—+tva,...,—+1v, ).
n n n

E mais, observe que vi +v, +---+v, =0, pois

no/1 n
E(;—l—tvi) =1 :>Zvi:().
i=

i=1
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_d BCORYE
_dxx_l/n( (¢ 1>’<x>) L
=0 u

Exemplo 15 ((ASSIRATT, 2014)) Vamos discutir como aplicar a Q-entropia em imagens. Mais
precisamente, vamos considerar a caso particular ¢ = exp para analisar imagens e reconheci-
mentos de padroes através de um histograma de probabilidades de uma imagem.
Consideremos uma imagem em niveis de cinza de dimensdes Ly X Ly onde Ly e Ly
sdo valores inteiros pertencentes ao [0,255]. O histogramas p(x) de niveis de cinza de uma ima-

gem sdo obtidos por meio de contagem do niimero de pixels com uma determinada intensidade

Dij-

250

100 150 200
INTENSITY

Figura 5: Imagem em nivel de cinza e seu histograma (ASSIRATTI, 2014)

Imagens com poucos detalhes produzem histogramas vazios e consequentemente
geram uma baixa entropia. Jd imagens com muitos detalhes produzem histogramas melhores

preenchidos e altos valores de entropia.

3.3.2 p-entropia relativa generalizada

Temos como exemplos bem conhecidos de entropias relativas: a entropia relativa de
Shannon ou Divergéncia de Kullback-Leibler, entropia relativa de Tsallis e entropia de Rényi.
Nesta sec@o, vamos usar exponenciais deformadas para generalizar essas entropias.

Vamos considerar a exponencial deformada ¢ com as mesmas condi¢des que na
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se¢do anterior. A tnica mudanca serd na restricdo: @ : {x € R | x > aqp} — (0,00). Sejam p =
(p1,---sPn), 4=1(q1,--.,qn) duas distribui¢cdes de probabilidades no interiorde A, e a € (0,1).
Vamos definir trés divergéncias e relaciona-las entre si.

a) @-divergéncia ou @-entropia relativa

Ly — o (q)
- L )'(p,) '

=1

b) ¢@-divergéncia de Tsallis

i ) +a(o (p) — 9 (g) — 1

T . i=1 .
Da,(p(p-Q) a—1 ,

c) ¢@-divergéncia de Rényi (adicionando a condi¢ao ¢(0) = 1)

(Z(P (gi +a((P_l(Pi)_‘P_l(Cli)))>

o—1

Dy ,(p:q) =

Exemplo 16 Fazendo ¢ = exp temos que a @-divergéncia, @-divergéncia de Tsallis e a ¢-
divergéncia de Rényi sdo, respectivamente, a divergéncia de Kullback-Leibler, de Tsallis e de

Rényi. Em outras palavras,

—In(
Dexp (p:q) Z n(pi) (4) ZP; In ( ) = DK’L(p 1 q); (C9))]
i=1 ln pl qi

Zp?‘q} *—

DiexplP: @) =——— =D£(p:q); (48)
Y. g
D ep(p:4) = —= ——=Dg(p: ). (49)

Podemos provar que

g?}DR(p q)=(¢"") (1)Dy(p: q).
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De fato, aplicando a regra de L/Hépital ao limite

(Z(D (qi +a((P_1(Pi>_(P_1(Qi)))>
lim DY ,(p:q) = lim

a—1 a—1 o—1

temos

imDfo(p:q) =(07") (i‘ipl) _nl ¢ (¢ ' (P9 (pi)— 9 (a0))

Ly —qfl(qi)
My N(pi)

i=1

De modo anédlogo, podemos provar que

limD?” D 1 q).
lim D a(P:q)=Dy(p:q)

Na observacao seguinte provaremos que a @-entropia relativa generalizada é uma
entropia relativa. As demonstracdes para a @-divergéncia de Tsallis e a ¢-divergéncia de Rényi
seguem de forma semelhante.

Observacao 7 Temos que
1. D?(pllq) > 0.

A concavidade da inversa ¢~ fornece a desigualdade

o '(p)—0 a)
(=1 (pi)

> pi—qi Vie[l,n)NN.

Desse modo,

1

D?(pllq) :Zq)

; , , _
i—1 (Pz) i=1 i=1 i=1

2. D%(pllg) =0 p=q.
<) E claro que se p = q entdo D?(pllq) =
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=) Suponha agora que D?(p||q) = 0. Portanto,

= (pi—a) (@) (pi)) = 0~ (p1) — 0~ (q),

para todo i € [1,n)NN. Essa igualdade sé acontece quando p; = q; para todo i € [1,n]N
N.

Para cada distribui¢@o de probabilidade p = (p;,...,pn) € int A, vamos considerar
a ¢@-familia centrada em p, isto é, para cada p = (py,...,ps), existe ¢ = (cy,...,c,) tal que
pi = ¢(c;) paracadai € [1,n]NN.

Suponha que existe uma sequéncia ug . = (4o, - - -, 4o,c,) Pertencente ao conjunto

ng = {(u1,...,un);|Aui| < c;—ag para algum A > 0}

c

satisfazendo a igualdade

n
Z(p (ci+Aug,) < oo, paratodo A > 0.
i=1

Observe que para cada ¢ = (ci,...,c,) expressado acima, teremos um ug . corres-
pondente.
Defina a relagdo de equivaléncia
= _n?
C~C <= T =Tz,
onde nd =nf Nt e 1 = {(u,.. ) f 1 @(ci+ Au;) < oo para algum A > 0}. Além disso,
denote a ¢-familia centrada em p, por . = {@.(u) = @(c+u—Aug ) }.

A aplicacgdo ¢, parametrlza o interior de A,. Mais especificamente, o dominio estéa

contido no subespago

BY = {(ul,...,un) en?: Y uig (i) 20}-
i=1

A imagem desta aplicagdo € da forma

q= (PC<M1 g 7un) = ((P(Cl +u;— WC(”)MO,Cl )7 ceey (P(Cn +uy — WC(”)MO,C,,))' (50)
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A aplicagdo y é chamada de func¢do normalizadora e € definida de tal forma que ocorre

-

Q(ci+ui— We(uug;) = 1.

i=1

Seu dominio €, obviamente, 0 mesmo dominio da parametriza¢do @,.
Note que y(u) > 0, pois o dominio da parametrizagdo estd contido no conjunto BY.

De fato, pela convexidade da exponencial deformada temos que
qi¢ (pi) < @(pi+qi) — ¢(pi)-

Assim,
n

1=Y o (c))+ Y, o(c) < Y olci+u).
i=1 i=1 i=1

S

Para mostrar que v estd bem definida, basta utilizar o Teorema do valor intermediério para a

aplicacao

-

gA) =) o(cit+ui—Augy,).

1

~

Usando a fun¢do normalizadora, podemos definir a divergéncia dada pela expressao

-1

(pi) — <P_1 (qi)
Z(p T
D(pllg) = S0 @)

Up,c;
,-gi (@~ 1) (pi)

onde p e g sdao duas densidades de probabilidade na mesma ¢-familia. E adicionando a condi¢@o

1 !/
Zu07ci(P (cl) = 1
i=1

temos que D?(pllg) = D(pl|q).
Outro fato ¢ que podemos provar que a @-divergéncia Dy(-||-) estd intimamente

ligada a fun¢@o normalizadora. Mais precisamente,

N

¢ ' (pi) — 9 '(a)

_ _ 14
Ve (u) —D(p(pHQ) = l ((Pfl)/ )

~

onde p; = ¢(c;) e gi = @(c; +u; — We(u)up ;). Veremos mais detalhes na seguinte proposigao.

Proposicao 11 Se a funcdo normalizadora y.(u) é ndo-negativa, entdo W (u) € igual a entro-

pia relativa generalizada.



Demonstracao: Temos que

¢~ (qi) = citui— Ve(u)uoc,
ou seja,
Ve(u)uo,c, = o~ (pi)— 0 (i) +ui

Multiplicando por ¢'(c;) e aplicando o somatério no numerador e denominador obtemos

[0~ (pi) — @ (qi) +uil@ (c;)

M=

1

~.

WC(M) = n ,
Y w0 (ci)
i=1

n
!/
Usando Z uo.c; ¢ (ci) = 1, podemos escrever
i=1

1=
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4 EXPONENCIAL DEFORMADA E O COMPORTAMENTO DA FUNCAO NORMA-
LIZADORA

Nesse capitulo, estudaremos o comportamento da fungdo normalizadora préximo
ao bordo do dominio da parametrizag¢ao construida por Vigelis e Cavalcante (VIGELIS and CA-
VALCANTE! [2013a). No artigo (VIGELIS and CAVALCANTE! [2013b)), foi estudado o com-
portamento da fun¢do normalizadora no caso em que a funcdo exponencial deformada satisfaz
a condi¢do @ Posteriormente, em (DE ANDRANDE et al., 2017), foi analisada a situacdo em
que a condigdo (8)) ndo ocorre para pontos nio pertencentes a classe Musielak-Orlicz. Na pri-
meira secao desse capitulo, faremos uma breve revisao de resultados envolvendo a Ap-condi¢do
e revisaremos esses casos ja provados anteriormente. Na segunda se¢do veremos o caso em que
a condigdo (8) ndo ocorre para pontos pertencentes a classe Musielak-Orlicz. Na terceira segéo,
provaremos resultados envolvendo a condi¢ao e a 6-condi¢@o no caso puramente atbmico
(VIEIRA et al.,2019a)).

4.1 A A>-Condicao

Uma fun¢@o Musielak-Orlicz P € dita satisfazer a A-condicdo, ou pertencer a A;-
classe (denotado por A;), se uma constante K > 0 e uma fungdo ndo-negativa f € L® podem ser

encontradas tais que
D(1,2u) < KO(t,u), paratodou > f(t) e u-q.t.p. t €T. (51)

Pode ser verificado que a Aj-condicdo dada pela equacdo (51) é equivalente a

existéncia de uma constante ¢ > 0, e uma fungio nio-negativa f € L® tal que
1
od(t,u) <P (t, 5”) , para todo u > f(t). (52)
E ficil ver que, se uma fungiio Musielak-Orlicz & satisfaz a A-condigdo, entdo
Ip(u) < oo
para cada u € L®. De fato, caso contrario teriamos

b (t) = sup{u > 0;P(t,u) < oo} < o,
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€ consequentemente,
1
oo = qd(t,u) > P (t, 5”) ,

para todo
b@(t) <u< 2bq>(t),

o qual implica que ® ndo pode satisfazer a Ay-condicao.
Além disso, uma func¢do Musielak-Orlicz ® satisfaz a Ay-condig@o ou pertence a A;-
classe (denotado por Ay) se e somente se para cada A € (0, 1), existe uma constante o, € (0,1)

e uma funcdo ndo-negativa f; € L® tal que
0, ®(t,u) < ®(t,Au), paratodo u > f (¢). (53)

Observe que se ® satisfaz a Ar-condigido, entio L®, L? e E® sdo iguais como
conjuntos. Por outro lado, se a fungio Musielak-Orlicz ® ndo satisfaz a A>-condigio, entio E®
é um subespaco préprio de L. Como consequéncia temos o seguinte lema.

Lema 4.1 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2014)) Seja ® uma funcdo Musielak-Orlicz ndo sa-

tisfazendo a Ay-condicdo. Assuma que
(I)(tab@(t)) =

para U-q.t.p. t € T. Entdo, podemos encontrar uma sequéncia estritamente crescente {A,}
em (0,1), tal que A, 1 1, sequéncias {u,} e {A,} de funcdes mensurdveis a valores-finitos e

conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos, respectivamente, tais que

lo(unxa,) =1 e lo(Apunxa,) <27", para todon > 1.

Observacao 8 Seja ® uma fungdo Musielak-Orlicz ndo satisfazendo a Ay-condigdo e tal que

D(t,bp(t)) = oo para U-q.t.p. t € T. Entdo, podemos encontrar fungdes u, e u* em L? tais que

Ip(Auy) < oo, for 0< A <1, (54)
Ip(Auy) =00, for 1 <A,
e
* oo <
Ip(Au*) < oo, for 0<A <1, (55)
Ip(Au*) =0, for 1 <A.

Essas fungdes foram construidas usando as sequéncias {A,}, {un} {An} do Lema Defina-
mos

Uy =
n

Anttn XA, e u' = Z UnXA,- (56)
=1 n=1
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Para qualquer 0 < A < 1, temos

Icp(lu*) < Icp(u*)

s

lo(AnttnXa,)

~.
—

IA
™
[\

2

~
—

[

E para qualquer A > 1, considere um niimero natural no > 1, tal que Ad,, > 1.

Assim, podemos escrever

I’lQ*l o]

= Iq;(l)tnunxAn) + Z Id)(A)LnMnXA,,)
n=1 n=n
no—1 o

> Y Io(Auttn)a,) + Y To(unXa,)
n=1 n=ny

Com relagcdo a u*, é claro que Io(Au*) = oo para qualquer A > 1. De fato,

I
s

lo(Au") Ip(Aun¥a,)

1

3
I

v
gk

I(D(un%An)
1

n

I
8

Se A < 1 e o niimero natural ny > 1 é tal que A < A,,, obtemos
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Iq;(/lu*) = Z qu(lunxAn)
n=1

no—1 0

= Y Io(Aunxa,)+ Y, Io(Aunxa,)
n=1 n=ny
no—1 N

< Y Io(Aunxa,) + Y, lo(Annxa,)
n=1 n=nop
no—1 >

<Y lo(hugs)+ Y 27"
n=1 n=ngp

< oo,

Dessa forma, as fungoes u. e u* satisfazem ({67).
Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) foi provado que dada uma fun¢ao ex-
ponencial deformada ¢, podemos encontrar um ¢ : 7 — R, com @(c) € &, tal que a fungdo

Musielak-Orlicz, definida por

De(t,u) = @(t,¢(t) +u) = 9(t,¢(1)) (57)

ndo satisfaz a Ajy-condi¢do. Em outras palavras, sempre podemos encontrar uma ¢@-familia
modelada sobre um espago Musielak-Orlicz gerado por uma fun¢do Musielak-Orlicz ndo satis-
fazendo a A,-condicao.

Desde que uma funcio u € L0 estd em 7.7 se existe € > 0, tal que

/ @(c+Au)dp < oo
T

paratodo A € (—¢€,14¢€)e
B = PNB?

é aberto em BY, dizemos que uma funcdo u € BY pertence ao bordo de ¢ se e somente se

/ @(c+Au)dp < oo
T

paratodo A € (0,1) e
| oletruwdu =

para cada A > 1. A condig@o A; é de extrema importincia para o estudo do comportamento da
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funcao normalizadora préximo ao bordo do seu dominio. Mais precisamente, se uma funcao
Musielak-Orlicz @, ndo satisfaz a Ap-condi¢do, entdo o bordo de AP é ndo vazio.

(VIGELIS and CAVALCANTE! |2013b) consideraram que a condi¢ao ocorre e
supondo que a Ar-condigdo ndo ocorre puderam exibir fungdes pertencentes ao bordo de %Y,
sendo que uma delas estd na classe Musielak-Orlicz e a outra estd fora da classe Musielak-
Orlicz. Para construir essas fungdes, foram usadas as fungdes dadas em (56). Em outras pala-

vras, temos as seguintes fun¢des no bordo de A7

o wgi(o)
x — Uy — 7 up
up @, (c)
e i
w*:u*—u (P;Q—(C> 7
UO(P+(C>
satisfazendo
/ P(c+wi)dp < oo
e

/T<P(C+W*)du = oo,

Ainda nesse artigo, foi provado que o comportamento da fun¢do normalizadora
préximo ao bordo do seu dominio depende de quando a fungdo ¢(c + u) é u-integravel ou ndo.
Mais especificamente:

Proposicdo 4.1 Seja u uma funcéo no bordo de %Y. Para A € [0,1), denote w,(1) := w(Au)

cuja derivada a direita indicamos por (wu);(l) Se

/T<p(c+u)du < oo,

entdo W, (A) = y(Au) converge para algum o, € (0,%0), quando A 1 1. Por outro lado, se
/ @(ctu)dp = oo,
T

entdo (l//u);_(ﬂ,) tende ao infinito quando A 1 1.

Demonstracio: Observando que a fungdo normalizadora y é convexa com y(0) = 0, con-
cluimos que y,(A) = y(Au) é ndo-decrescente e continua em [0, 1). Além disso, (l//u):r(l) é
nio-decrescente em [0, 1). Fixe qualquer fungio u no bordo de 4 tal que [, ¢(c+u)du < o

e assuma que Y(Au) tende ao oo quando A 1 1. Assim, temos que

@(c+Au—y(Auug) < @(c+ulyso— y(Auug) — 0
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quando A 1 1.
Desde que @(c+ Au— y(Au)ug) < ¢(c+ul,~o), pelo Teorema da Convergéncia

Dominada obtemos

/ o(c+ Au— w(Au)uo)dp — 0
T

quando A 1 1. Isso é uma contradigdo pois

/T(P(C+)Lu— y(Au)ug)du = 1.

Entdo, y(Au) é limitado em [0, 1) e y(Au) converge para algum ¢ € (0,00) quando A 1 1.

Agora considere qualquer fungio u no bordo de A¢ satisfazendo
/¢@+uwu:w-
T
Suponha que (l//u);(l) converge para algum « € (0,00) quando A T 1. Do Lema de Fatou
obtém-se
/ o(c+u—aup)du < lir/{lTilnf/ O(c+Au—y(Au)ug)du = 1.
T T

Desde que ¢(z,.) é convexa, para qualquer A € (0, 1), podemos escrever

o(c+ Au— y(Au)uo) = ¢ (z(c+u— aug) + (1— 1) (c— auw%(j”‘)) u0>

<AQ(c+Au—y(Au)ug)+(1—2A)¢ (c—ocu0+ )

Observando que

o —y(Au) uo)-

B =lim(y),(A)

At
_ i &= YA
At 1—A4

podemos concluir

o(c+Au—y(Au)up) < @(c+u— auy) + ¢(c — auy — Bugp)

e desse modo @(c+ Au— y(Au)ug) é dominada por uma fungao integravel. Entdo, pelo Teo-
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rema da Convergéncia Dominada, segue que

/(p(c—l—u—auo)du :/ {lim(p(c—klu—y/(lu)uo) du
T T | AT]

=1lim | ¢(c+Au—y(Au)up)du
At Jr

=1.

A defini¢do de up nos da que [ @(¢+ Aug)du < oo para todo A € R e qualquer
fungdo mensurdvel ¢ tal que [, ¢(¢)du = 1. Em particular, considerando ¢ = c+u — qug e
A = o, temos [, @(c+u)du < oo. Isso contradiz a suposi¢do que [; ¢(c+ u)d = co. Portanto

lim(y,). (A) = O
Algll(wh(l)

Posteriormente, em (DE ANDRANDE et al., 2017), provamos que no caso em que
/ P(c+u)dp = oo,
T

temos também que y(au) — o quando o 1 1.

No préximo Lema, temos uma condi¢do de inclusdo para as classes Musielak—
Orlicz.
Lema 4.2 ((MUSIELAK), 1983), Teorema 8.4) Sejam ¥ e ® funcoes Musielak—Orlicz valores-
finitos. Entdo, a inclusdo L® C LY ¢é satisfeita se e somente se existem o > 0 e uma funcdo

ndo-negativa f € L? tais que

oW (t,u) < P(t,u)

para todo u > f(t).
Como consequéncia do lema anterior, temos a seguinte proposi¢cdao que estabelece

uma equivaléncia para a condigdo (8) ocorrer.

Proposicao 12 (DE ANDRANDE et al., 2017, Proposition 2) Dizemos que uma fung¢do expo-
nencial deformada ¢ e uma funcdo mensurdvel uy : T — (0,00) satisfazem a condigdo (@) se, e

somente se, para alguma funcdo mensurdvel ¢ : T — R tal que @(c) é W-integrdvel, podemos
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encontrar constantes A, o > 0 e uma funcdo ndo-negativa f € L tais que

o® (t,u) <P = (t,u) paratodou> f(t), (58)

c—Aug

onde @ (t,u) = @(t,c(t)+u(t)) — @(c(t)) € uma fungdo Musielak-Orlicz.
Para o que segue definiremos a integral
lo (ult) = [ @c(e.Ju(t)
para qualquer u € 0.

Lema 4.3 (MUSIELAK, |1983) Seja 1 uma medida o-finita ndo-atomica. Se {Q,} é uma
sequéncia de niimeros reais, positivos, e {u,} é uma sequéncia de fun¢ées mensurdveis ndo-
negativas tais que

/Tundu > 2", para todon > 1.

Entdo existem uma sequéncia crescente {n;} de niimeros naturais e uma sequéncia {A;} de

conjuntos mensurdveis tais que

/ Uy, dll = Oy, para todoi > 1.

1

Lema 6 (DE ANDRANDE et al., 2017, Lemma 3) Considere as funcoes mensurdveis c :
T — [0,0) eup: T — (0,0) tais que [; ¢(c)du < ooe

/TQD(C+7LMO)dH < oo,

para todo A > 0. Suponha que para cada A > 0 ndo podemos encontrar @ >0 e f € L% tais
que
ad.(t,u) < P._,,,(t,u) para todo u > f(t). (59)

Entdo, podemos encontrar uma sequéncia estritamente decrescente 0 < A, | 0, uma sequéncia
{un} de fungdes mensurdveis a valores-finitos e uma sequéncia {A,} de conjuntos mensurdveis

dois a dois disjuntos tais que

lo, (un)a,) =1 and Iq)cflnuo (unxa,) < 27" para todon > 1. (60)
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Demonstragdo: Seja {A,,} uma sequéncia estritamente decrescente tal que 0 < A, . Defina as

fungdes nao-negativas

Jm(t) = sup{u > 0;27"D(t,u) > P,/ o (t,u)} paratodom > 1,

em que adotamos a convencdo sup® = 0. Desde que (8) ndo ¢é satisfeita temos Iop, (f;;) = oo para

cada m > 1. Para cada nlimero racional r > 0 defina os conjuntos mensuraveis

Am,r = {t S T;Z_mCI)C(t, ”) > Cpcfl/ uo (t’u)}

e as fungdes simples uy, » = rxa,,,. Para r =0 obtemos uy, , = 0. Seja {r;} uma enumeracéo
de numeros racionais ndo-negativos com r; = 0. Defina as funcdes simples niao-negativas
Vimk = MaX|<j<k Um,r;, para cada m, k > 1. Pela continuidade de ®.(,u) e q)c—l,’nuo (t,.), segue
que vy k T fm, quando k — oo. Em virtude do Teorema da Convergéncia Mondtona, para cada
m > 1, podemos encontrar algum k,, > 1 tal que a fung¢@o v, = v, x,, satisfaz Ip, (Vi) > 2.
Claramente temos @ (¢, v,, (1)) < oo e 27" ®.(t, v, (1)) > D3 o (t,vm(t)). Pelo Lemaexiste
uma sequéncia crescente {m, } de indices e uma sequéncia {A, } de conjuntos mensuraveis dois
a dois disjuntos tais que Ip, (v, Xa,) = 1. Tomando A, = QL,/nn, Uy =V, € Ay, obtemos . O

Além disso, considerando que a condicio (8) ndo ocorre e uy € EZ, foi provado que
existe u € d A onde y é convergente em valores préximos a u. Mais precisamente
Proposicao 4.2 Seja c : T — R uma fungdo mensurdvel, tal que ¢(c) € Py,. Assumindo que a

condigao (8) ndo ocorre e que uy : T — R € uma funcdo mensurdvel, tal que
/ ¢©(c+ Aug)du < oo, para todo A > 0,
T
entdo existe u € 08¢ tal que
/T ¢(C+u)d“ = 9,

mas y(au) — B, com B € (0,00), quando o T 1.
Resta analisar o caso em que a condi¢ao (8)) ndo ocorre e que a fun¢do u ndo estd na

classe Musielak-Orlicz. Esse caso serd explicitado na préxima sec¢ao.
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4.2 A condicao (8) sobre a exponencial deformada e suas consequéncias
Observacao 9 Considere a fungcdo exponencial deformada @ e u tal que
/Tq)(chu)du < oo,
Nao é dificil perceber que y(au) — B, com B € (0,0) quando o. 1 1. De fato, temos
/T(p(c—ku—luo)du < oo

para todo A > 0. Suponha que y(ou) T oo, quando a1 1. Entdo, para todo A > 0, existe 6 > 0,
tal que 0 < 1— o < 8 = y(au) > A. Desde que

/ O(c 41— Aug)dpt < oo
T
para todo A > 0 existe ¥ > A tal que

/T<p(c+u—yuo)du <

Em particular considere A = y. Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada obte-

mos

1 :lim/(p(c—|— ou— y(ou)ug)du
atlJr

< lim/(p(c+ o — Yugp)du
atlJr

~ [ plet+u—rw)dn

<1,

o que é um absurdo. Portanto, obtemos a desigualdade desejada.

A observacgdo acima fornece o seguinte fato: Dada uma fungdo exponencial defor-

mada ¢, independente da condigio (8)) ocorrer, dado qualquer u € .47, tal que
/Tfp(c+u)du < oo,

tem-se que (o) converge quando o 1 1.

No préximo resultado provamos a existéncia de uma relacao entre a condi¢ao (8) e
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a Ap-condi¢do. Para isso usamos o fato de que se @, € A; entdao LY = iép , € consequentemente
I, (1) < oo paratodo u € LY.

Proposicao 13 Se a fungdo exponencial deformada @ ndo satisfaz a condigdo (8), entdo ®. ¢
Ay.
Demonstraciio: Suponha que (8) ndo ocorre. Pela Proposi¢io[12]e Lemaf] dado A > 0 existe
np € N tal que A > A, para todo n > ng. Considere u = Yoreno UnXa,- Dessa forma u € LY
I, (u) = oo e daf segue o resultado [J

A reciproca da Proposi¢do (13| ndo € valida, pois a funcido exponencial satisfaz a

condi¢do () e ndo satisfaz a Ay-condigao.

A proposicao anterior garante que supondo que a condi¢do ndo ocorre, temos
que 0 0B é ndo-vazio. Desse modo, como consequéncia do Lema |§|, podemos provar que se

a fungdo mensuravel ug : T — (0,00) satisfaz
/ 0(c+ Aug)du < o,
T

para todo A > 0, existe w € 0.8¢ tal que w € LY e w+ Aug ¢ L? para todo A > 0. Além disso
Y serd convergente em valores proximos a w.
Proposicao 14 Suponha que a exponencial deformada ¢ ndo satisfaz e uy € EX. Dessa

forma, existe w € B¢ satisfazendo
/T(p(c+w)du <ooe /T(p(c+w+zuo)d,u = o0

para todo 2. >0 e y(aw) — B com B € (0,00) e ot T 1.

Demonstracao: Sejam {A,}, {u,} e {A,} bem definidas como no Lemal6l Dado o > 1,
existe n; € N, tal que a(u, — A,up) > u, para todo n > nj. Dado qualquer A >0, existe n, € N
tal que A > A, for all n > ny. Tome ng = max{ni,ny}. Considere

B:UAn e u=

n=ny n

(un - lnl’tO)%An

0

1l wok
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. Desse modo,

=ngp

/Tq)(c—i-u)du = /Tq) <c+ni (u,,—?tnuo)xAn> du

= [, s £ { [, ot sin o)z} o

< /T(p(c)du+ i {Icpc,lnuo(un%An)}

n=ny

Para o € (0,1) temos

/T(p(c+ ou) <@ <c—i—(x(u—7tuo)+ (1—a) 1061&”0) du

ga/<p(c+u—/1uo)du+(1_a)/q,<c+ ok uo)@
T T 1—-a

< oo

e para o > 1 temos

/ ple+andy = / 9(du+ Y /An(p(c—i—a(un—knuo))du

n=ny

> [ olc)dn+ ¥ o (una,)d

n=no

= 09,

Assim, por e Observagdo[9|temos y/(au) — B, com B € (0,00) e & 1 1. Considere A > 0,
tal que w = Y7, O(uy — Aytto) — AuoXr-p € BY. Claramente, [; @(c+w)du = oo, [ @(c+
aw)du < oo para o € (0,1) e [ ¢(c + aw)du = o para & > 1. Portanto, w € %7 e dado
A > 0 obtemos

/T(p(c—l—w%—xuo)du >/T B(p(c—?tuo)d/.t—l- Z

n=ngy

/A O(C + 1ty — Antto + Auto)d it

> [, o mmau+ ¥ (1ot~ [ oclan)

T~B n=no

= oo, [
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4.3 Caso puramente atomico

Nesta secao vamos considerar o caso puramente atdomico (VIEIRA ez al.,2019a). A
condic¢do A, agora é denotada por & -condi¢ao. Vamos apresentar novos resultados envolvendo
a condigdo (8]) e a &,-condigdo. Neste caso, as integrais presentes na defini¢do da condigéo (8)
sdo substituidas por somas e as fungOes sdo substituidas por sequéncias de fungdes. Assuma
que existe uma sequéncia {up;} C (0,0) tal que

[}

Z ¢(ci+Aug ;) < oo paratodo A >0, (62)
i=1

para cada sequéncia {c;} C R tal que

[}

Z P(ci) < oo
i=1
Denotaremos, nesse caso, o espaco Musielak-Orlicz e a classe Musielak-Orlicz, res-
pectivamente, por % e /%. No préximo lema encontramos uma condi¢io necessaria e suficiente
para que possamos ter a inclusio entre duas classes Musielak-Orlicz.
Lema 7 Sejam ¥ e ® funcées Musielak-Orlicz valores-finitos. Entdo, a inclusdo {® C 7%

ocorre se, e somente se, existem €, o > 0 e uma sequéncia de niimeros reais ndo-negativos
f={f} € ® tais que

oWi(u) < ®;(u), para todo u > f; com ®;(u) < €. (63)

A prova do Lema|/| € andloga a prova fornecida em (MUSIELAK]| |1983| Theorem
8.4).

Na préxima proposi¢cdo, encontramos uma condicdo equivalente a uma sequéncia
de fungdes up = {uo,;} e uma fungdo exponencial deformada ¢ satisfazerem a condigao (62).
Proposicao 15 Uma sequéncia ug = {uo;} e uma fungdo exponencial deformada ¢ satisfazem
a condicdo se, e somente se, para alguma sequéncia ¢ = {c;} de fungdes mensurdveis tais
que Y2, ¢(ci) = 1, podemos encontrar constantes €, A, & >0 e uma sequéncia f = { f;} € [®

de fungoes reais ndo-negativas tais que
a®.i(u) < D._y,,,(u), paratodo u > fi com ®._,,, (u) <E&. (64)

Demonstracio: Seja up = {uo;} uma sequéncia de fungdes satisfazendo a condigao . Pelo
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3 ) D - ~ ) o .
Lema é suficiente provarmos que / <%0 C {®¢. De fato, seja u = {u;} € £ <*w0. Entao,

Z QD(C,‘ + u; —Iuoﬁ < o0,
i=1

Como vale a condi¢do (62), obtemos

(o)

Z (citu) <Y @((ci+ui—Aug;)~+Aug,)

i=1

< oo

e como consequéncia temos u = {u;} € /%,

Reciprocamente, suponha que a desigualdade (64) ocorre. Pelo Lema[7] temos que
fq) e~y C ®c Dessa forma, dado u € /%<, tem-se que u —|—Iuo € Zq) c=auy C f®e. E desse modo
Yo o(ci+u —|—Iu07i) < oo para cada A > 0.

Seja ¢={¢} uma sequéncia de fungdes mensurdveis satisfazendo }.° , @(¢;) <
co. Considere o conjunto A; = {&; > ¢;; para cada i € N}. Como consequéncia para cada A > 0

temos

™

Z (Gi+Aug;) =) @(ci+(Ci—ci)+Aug,)

1

1

o)

< Z‘P(Ct+( = Ci) XA, + Auo ;)
=

< oo,

e portanto uy = {u; } satisfaz a condigdo .

Os autores em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2014), demonstraram que se uma
funcdo Musielak-Orlicz @ nao satisfaz a A-condi¢do, entdo podemos encontrar funcgdes u*
e u, admitindo as propriedades em (67). Através dessas fungdes, no artigo (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013b), os autores encontraram elementos pertencentes ao 8%’2” .

A sequéncia ® = {®;} ndo satisfaz a §,-condicio se, e somente se, para cada A €
(0,1), existem constantes € >0, @ € (0, 1), e uma sequéncia ndo-negativa f = { f;} com Ip(f) <
oo tal que

o®;(u) < D;(Au), para todo u > f; com D;(u) < €. (65)

Lema 8 Seja ® = {®;} uma sequéncia de fungoes Musielak-Orlicz a valores-finitos a qual ndo
satisfaz a &-condi¢do. Entdo podemos encontrar uma sequéncia estritamente crescente {A,}

em (0, 1) convergindo para cima para 1, e sequéncias {u,} e {A,} de niimeros reais valores-



78
finitos, e conjuntos dois a dois disjuntos em N, respectivamente, tais que

1-27"< IfIJ(”nXA,) <le I@(AnunXAn) <27 (66)

para todo n > 1.
Demonstracao: Suponha que a fun¢do Musielak-Orlicz @ ndo satisfaz a d,-condigdo. Seja
{A, } uma sequéncia estritamente crescente em (0, 1) tal que A4, 1 1. Para cada n > 1, definimos

a sequéncia nao-negativa u, = {u, ;} por
up,i = sup{u > 0;27"®;(u) < P;j(Au) e P;(u) <27},

onde adotamos a convengdo sup® = 0. Se (65]) ndo for satisfeita, entdo temos que Igp(u,) = o
para cada n > 1. Como ®;(u, ;) < 27", podemos encontrar uma sequéncia crescente {k,} C N
tal que

kn
1-27"< Y ®i(un;) < 1.
i=ky_1

A segunda desigualdade acima em conjun¢do com
271D (i) > Pi(Anttn,;)

implica em

kn
Z @i(l,,um,-) S 27n‘

i=ky—

Assim, a expressio segue com A, = [k,_1,k, — 1]NN. O
Semelhante ao que foi feito em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2014, Remark
3.12), wusando o Lema (8| seja @ = {®;} uma sequéncia de fun¢des Musielak-Orlicz valores-

finitos ndo satisfazendo a & -condi¢do. Desse modo, podemos encontrar fun¢des

Ux = Z ln”nXAn
n=1

*
n=1
em (% tais que

1 x) < o0, <A<,
{ o(Auy) < para0 < A 67)

Ip(Auy) =0, para 1 <A,
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{ Ip(Au*) < oo, para 0 <A <1, 63)

Ip(Au*) =oo, para 1 <A.
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho, construimos uma parametrizagdo da variedade estatistica de Ba-
nach usando uma fung¢io exponencial deformada. Temos encontrado o espaco tangente de &,
e também construimos seu fibrado tangente. Definimos uma ¢-divergéncia, métrica, conexdes e
provamos que estao relacionadas com as definidas em LOAIZA and QUICENO (2013b) e |LO-
AIZA and QUICENO) (2013a)). Outra importante contribui¢cdo € que as fun¢des K-exponencial
e g-exponencial podem ser usadas para generalizar a divergéncia de Rényi.

Usando a exponencial deformada satisfazendo a condigdo (8)), definimos uma ¢-
entropia e uma generalizacdo da entropia de Rényi e mostramos que estdo relacionadas. Analo-
gamente, foi possivel fazer o mesmo no caso das entropias relativas. Através desses resultados,
vimos relagdes entre as ja conhecidas entropias e divergéncias de Rényi, Shannon e Tsallis.

No caso nao-atémico, independente da condi¢do (8) ocorrer, vimos que a fungdo
normalizadora converge para um valor-finito préximo ao bordo do seu dominio no caso em que
as funcdes u pertencem a classe Musielak—Orlicz. Provamos que se a condicdo (8) ndo ocorre,
entdo a funcdo Musielak—Orlicz ndo satisfaz a Ay-condi¢do. Além disso, no caso puramente
atdmico encontramos uma equivaléncia para a ocorréncia da condi¢io (62) e dada uma fungdo
Musielak—Orlicz ndo satisfazendo a &,-condigdo, encontramos fungdes no espago Musielak—
Orlicz satisfazendo as equagdes em (67).

As entropias encontradas na tese podem ser usadas para fazer anédlise comparativa
para o reconhecimento entre padrdes de imagens. Mais precisamente, quais entropias extraem

mais informag¢des numa imagem.
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