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Tese apresentada ao Programa de Pós-
graduação em Engenharia de Teleinformática
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Teleinformática. Área de concentração: Sinais
e Sistemas.

Orientador: Prof. Dr. Charles Casimiro Caval-
cante
Coorientador: Prof. Dr. Rui Facundo Vigellis

FORTALEZA

2020



Dados Internacionais de Catalogação na Publicação 
Universidade Federal do Ceará

Biblioteca Universitária
Gerada automaticamente pelo módulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

V715e Vieira, Francisca Leidmar Josué.
    EXPONENCIAIS DEFORMADAS EM VARIEDADES ESTATÍSTICAS: CARACTERIZAÇÃO E
ANÁLISE DE FAMÍLIAS DE ENTROPIAS / Francisca Leidmar Josué Vieira. – 2020.
    87 f. : il. 

     Tese (doutorado) – Universidade Federal do Ceará, Centro de Tecnologia, Programa de Pós-Graduação
em Engenharia Elétrica, Fortaleza, 2020.
     Orientação: Prof. Dr. Charles Casemiro Cavalcante .
     Coorientação: Prof. Dr. Rui Facundo Vigelis .

    1. Exponenciais deformadas. 2. Entropia. 3. Divergência. 4. Função Normalizadora. I. Título.
                                                                                                                                                  CDD 621.3



FRANCISCA LEIDMAR JOSUÉ VIEIRA
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Aos meus irmãos, Francisco, Aurimar, Aparecida e Damiana e aos meus sobrinhos

Lı́via e Edmundo por todo amor, carinho, amizade e pelos momentos de descontração. Em
especial, a Damiana por toda confiança e apoio.

Ao meu cunhado, Francisco, pelas conversas e brincadeiras.
Ao professor Charles Casimiro Cavalcante pela paciência e acessibilidade sempre

presentes na sua orientação.
Ao professor Rui Facundo Vigelis pela co-orientação.
Aos professores, Dra. Fátima Nelsizeuma Sombra de Medeiros, Dr. Juvêncio San-
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“A vida é uma viagem a três estações: ação, ex-
periência e recordação. ”
(Julio Camargo)



RESUMO

Nesta tese, são estudadas variedades estatı́sticas generalizadas no contexto de geo-
metria da informação. O conjunto Pµ das funções de densidade de probabilidade estritamente
positivas pode ser munido com uma estrutura de variedade de Banach de classe C∞. Uma
das contribuições deste trabalho está na generalização dessa construção que usa funções ex-
ponenciais deformadas injetivas e suas consequências. Mais precisamente, a parametrização
construı́da nessa tese foi feita usando uma função exponencial deformada não injetiva a qual
assume zero até certo ponto e dali em diante é estritamente crescente. Essa construção per-
mite parametrizar Pµ usando uma maior diversidade de funções (exponenciais deformadas que
tem como casos particulares, por exemplo, a exponencial clássica e κ-exponencial). A partir
dessas exponenciais deformadas não injetivas é possı́vel definir uma divergência na vizinhança
parametrizada e, consequentemente, a ϕ-divergência para Pµ . Deriva dessa divergência a pos-
sibilidade de fazer geometria usando métrica e conexões. Além disso, estas estão relacionadas
com q-divergência, métrica e conexões obtidas por meio da função q-exponencial já conhecidas
na literatura. Provamos também que a κ-exponencial e a q-exponencial podem ser usadas na
generalização da divergência de Rényi. Outra contribuição deste trabalho consiste em introdu-
zir novas ϕ-entropias que recaem em entropias já conhecidas. Além disso, resultados análogos
foram provados para as entropias relativas. Para as funções exponenciais deformadas injetivas,
na construção da parametrização aparece uma função chamada de normalizadora. Ainda nesta
tese, elucidamos o estudo do comportamento da função normalizadora próximo ao bordo do
seu domı́nio no caso em que os pontos analisados estão na classe Musielak-Orlicz. Esse caso
era o que faltava para completar todos os possı́veis casos que compreendem a classe de funções
estudadas. Diante desses fatos, a principal contribuição dessa tese consiste no estudo local
das variedades estatı́sticas, usando exponenciais deformadas não injetivas, para obter novas ϕ-
entropias com propriedades análogas às entropias já conhecidas e investigadas em geometria da
informação. Tais resultados permitem adquirir um leque maior de ferramentas apropriadas no
estudo problemas que envolvem processamento de sinais.
Palavras-chave: geometria da informação; exponencial deformada; função normalizadora; en-
tropia; variedade estatı́stica.



ABSTRACT

In this thesis we study generalized statistical manifolds in the context of information geometry.
The set of the strictly positive probability density functions, Pµ , can be provided with a C∞-
Banach manifold. One contributions is in the generalization of this construct that uses injective
deformed exponential functions. More precisely, the parametrization constructed in this thesis
was made using a non-injective deformed exponential function which assumes zero until a cer-
tain point and from then on is strictly increasing. This construction allowed us to parameterize
Pµ using a greater diversity of functions. From these non-injecting deformed exponentials it
is possible to define a divergence in the parameterized neighborhood and consequently the ϕ-
divergence for Pµ . This divergence brings the possibility of a geometrical investigation using
metric and connections. Moreover, they are related to q-divergence, metric, and connections
obtained through the q-exponential function already known in the literature. We also prove that
the κ-exponential and q-exponential function can be used to generalize the Rényi divergence.
Another contribution of this work is the introduction new of ϕ-entropies that reduce, as parti-
cular cases, to already known entropies. Similar results were proved for the relative entropy.
Going back to the study of the injected deformed exponential functions in the construction of the
parametrization it appears a normalization function. Still in this thesis, we elucidate the study of
the behavior of the normalizing function near the boundary of its domain in the case where the
analyzed points are in the Musielak-Orlicz class. This case was missing to complete all possible
cases regarding this class of deformed functions. Given these facts, the main contribution of this
thesis is the local study of statistical manifolds, using non-injected deformed exponentials, to
obtain new ϕ-entropies with properties similar to the entropy already known and investigated in
information geometry. These results allow us to acquire a wider range of appropriate tools for
studying problems such as signal processing, optimization, numerical analysis, among others.
Keywords: information geometry; deformed exponential; normalizing function; entropy; sta-
tistical manifold.



9

LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Variedade de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Figura 2 – Função de Young . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Figura 3 – Função 2-exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 4 – Função κ-exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Figura 5 – Imagem em nı́vel de cinza e seu histograma (ASSIRATI, 2014) . . . . . . . . 58



SUMÁRIO
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5 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS FUTURAS . . . . . . . . . . . . . . . 80

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81



11

1 INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

A Teoria da Informação estuda a quantificação da informação. Essa teoria teve
como um dos precursores Claude Shannon (SHANNON, 1948). O conceito de informação en-
globa diferente significados e por isso é tão difı́cil definir de forma concisa. Shannon conseguiu
formalizar esse e outros conceitos com aplicações em teoria da informação. Suas obras tem
grande impacto, por exemplo, em campos da fı́sica teórica, biologia, economia e sensoriamento
remoto (NASCIMENTO and PRUDENTE, 2016; BENEDITO-SILVA and PIQUEIRA, 1998;
DIONÍSIO, 2006; SILVA and MARQUES, 2014; NASCIMENTO, CINTRA, and FRERY,
2009). Com a necessidade de estudar modelos estatı́sticos usando geometria diferencial sur-
giu a Geometria da Informação. O matemático Calyampudi Rao, em (RAO, 1945; BURBEA
and RAO, 1982; RAO, 1992), foi um dos primeiros a publicar resultados envolvendo geometria
diferencial e famı́lias de distribuições de probabilidade. Mais precisamente, usando a função
exponencial, Rao equipou essa famı́lia de distribuições com uma métrica Riemanniana usando
a matriz de informação de Fisher (FISHER, 1922).

Os modelos estatı́sticos podem ser divididos em dois tipos: paramétricos e não pa-
ramétricos (ZHANG, 2004; GINÉ and NICKL, 2015). Para o caso paramétrico, o conjunto
das funções de distribuições de probabilidade possui uma topologia euclidiana mais tratável,
obtida a partir de parâmetros naturais finitos. Além disso, nesse caso foi induzida uma es-
trutura geométrica usando funções exponenciais deformadas (NAUDTS, 2004). No caso não
paramétrico, Pistone e Sempi (PISTONE and SEMPI, 1995) foram um dos primeiros a elaborar
uma rigorosa construção de uma topologia usando os espaços de Orlicz (GIBILISCO and PIS-
TONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN, 1999) e a função exponencial para munir a coleção
das funções de distribuições de probabilidade estritamente positivas com uma estrutura suave.
Esse espaço munido dessa nova estrutura é denominado de variedade estatı́stica (LAURITZEN,
1984; GINÉ and NICKL, 2015).

O conceito de variedade surgiu da necessidade de unificar o estudo das superfı́cies
diferenciáveis com as propriedades do cálculo diferencial de várias variáveis (LEE, 2001; SPI-
VAK, 1970). As variedades vem se tornando cada vez mais estudados em diversos cam-
pos, como estatı́stica, genética, robótica, econometria, computação gráfica, imagem biomédica,
fı́sica teórica, entre outras (BREGMAN, 1967a; LESSA, 2010; CASTRO, 2002; SAlMINEN,
2010; ULLAH, 1996; HUANG, 1997; CARRILLO, 2015). As variedades estudadas em geo-
metria da informação são modeladas em espaços de dimensão infinita. Assim, sua topologia
sofre mudanças radicais. Por exemplo, resultados envolvendo compacidade podem não aconte-
cer (ALAOGLU, 1940). Para entender melhor certos fenômenos, faz-se uso rotineiramente de
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conceitos da análise funcional (BREZIS, 2011).
Um tópico essencial em geometria da informação é o conceito de divergência. Den-

tre as mais conhecidas está a de Kullback-Leilbler (KULLBACK and LEIBLER, 1951) e a
de Bregman (BREGMAN, 1967b). Essas divergências caracterizam a entropia (”teoria da
informação”) em sistemas de informação e ganho de informação ao comparar com modelos
estatı́sticos de inferência. Além disso, foi usada para induzir a métrica de Fisher e as conexões
exponenciais e mistura (AMARI, 1982; AMARI and NAGAOKA, 2000; COSTA, SANTOS,
and STRAPASSON, 2015). Por esse motivo, essas divergências equipam as variedades com
uma estrutura geométrica. Outra divergência muito usada é a de Rényi (VAN ERVEN and
HAREMOS, 2014; DE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016). Ela depende de um
ı́ndice α ∈ (0,1), chamado de ı́ndice entrópico, que permite realizar uma ligação direta dessa
divergência com a divergência de Shannon quando α tende a 1.

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), os autores apresentaram uma estrutura
suave para o espaço das funções densidade de probabilidade usando uma função exponencial
deformada injetiva ϕ. A principal diferença nessa construção é o surgimento de novos abertos
em Pµ , modelados por conjuntos contidos em espaços Musielak–Orlicz (MUSIELAK, 1983),
os quais chamaremos de ϕ-famı́lias. Nessa construção, funções não injetivas, como por exem-
plo a q-exponencial, não servem para munir Pµ com uma estrutura de variedade estatı́stica.

Para o caso em que a exponencial deformada é a função q-exponencial, Loaiza e
Quiceno (LOAIZA and QUICENO, 2013b) construı́ram um atlas para o conjunto das funções
de densidade de probabilidade usando o espaço das funções essencialmente limitadas para obter
cartas. A caracterı́stica principal dessa famı́lia é que quando q tende a 1, os modelos exponen-
cias não paramétricos são obtidos, recuperando assim, a variedade construı́da por Pistone e
Sempi (PISTONE and SEMPI, 1995). Ainda neste trabalho, foi construı́do o espaço tangente e,
consequentemente, o fibrado tangente. Logo depois, em (LOAIZA and QUICENO, 2013a) foi
definido métrica, conexão, torção e curvatura. Além disso, foi verificado que a variedade é flat
(DO CARMO, 1988).

A entropia é um conceito usado em termodinâmica que surgiu da necessidade de
medir o grau de organização de um meio. Diante de necessidade de outras áreas esse conceito
pôde ser ampliado. Em teoria da informação foi Shannon que introduziu o conceito de entropia
para quantificação da informação (SHANNON, 1948). A entropia de Shannon teve notável
sucesso para uma variedade de sistemas, especialmente aqueles nos quais dominam interações
de curto alcance espacial ou temporal. Entretanto, surgiram limitações para usar essa entropia
para outros tipos de sistemas, por exemplo turbulências e interações de longo alcance, como
as gravitacionais, e apartir de necessidades desse tipo, surgiram outras entropias. Por exemplo,
as entropias de Tsallis (TSALLIS, 1988) (que teve destaque em sistemas com interações de
longo alcance) e Renyi (RÉNYI, 1961)(é utilizada no campo de informação quântica, como
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medida de entrelaçamento) têm como caso particular a entropia de Shannon e também são
usadas como ferramentas para o reconhecimento de padrões de imagens. Em (ASSIRATI, 2014)
é realizada uma análise comparativa entre as técnicas de entropias em imagens. Vários campos
da ciência produzem dados na forma de imagens. Por exemplo, em imagens histológicas o
reconhecimento de padrões são usados na identificação de células cancerı́genas (LESSA, 2010),
imagens tomográficas no diagnóstico de tumores ou até imagens de satélite no controle de
atividades agrı́colas, desmatamento, derramamento de petróleos no oceano e aplicações em
automação industrial envolvendo o uso de sensores visuais em robôs (SIMON, 2019; CASTRO,
2002; LESSA, 2010). Imagens com pouco detalhes possuem baixa entropia enquanto imagens
ricas em detalhes possuem altos valores de entropia. Dessa forma, tomar conhecimento de onde
a função entropia atinge o máximo determinam detalhes importantes.

1.2 Objetivos e contribuições

O objetivo central dessa tese consiste em estudar localmente o conjunto de todas
as medidas de probabilidade em T as quais são equivalentes com relação a uma medida µ ,
usando algumas exponenciais deformadas não injetivas. Além disso, vamos obter propriedades
geométricas e novas entropias.

Essas exponenciais deformadas assumem o seguinte comportamento: são zero até
certo valor e, dali em diante, têm o comportamento semelhante ao da função exponencial
clássica, a qual é estritamente crescente. Casos particulares e bastante conhecidos são: a ex-
ponencial q-deformada (LOAIZA and QUICENO, 2013a) e a κ-exponencial (KANIADAKIS,
2001, 2002). Usando uma função exponencial deformada, vamos dotar Pµ com uma estru-
tura de variedade de Banach de classe C∞ modelada numa quantidade maior de abertos em
Pµ . Com a possibilidade de considerar uma classe maior de exponenciais deformadas, conse-
guimos várias alterações na construção dos abertos da parametrização e consequentemente na
ϕ-famı́lia. O domı́nio apresentado em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a) é refinado para
um conjunto ainda menor de tal forma que ainda continuamos cobrindo a variedade estatı́stica
Pµ .

Como os espaços Musielak–Orlicz possuem dimensão infinita, o plano tangente de
Pµ é um espaço vetorial de dimensão infinita, o que impossibilita o uso de coordenadas cartesi-
anas para fazer geometria no plano tangente. Por esse motivo, vamos adotar uma interpretação,
como em (LOAIZA and QUICENO, 2013b), que considera o plano tangente uma classe de
equivalência onde seus elementos estão relacionados via derivada das transições de coordena-
das. Esse é primeiro passo para introduzir métricas e conexões.

Uma vez parametrizada Pµ , observamos que a expressão local depende de uma
função convexa chamada de normalizadora. A divergência de Bregman associada a essa norma-
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lizadora dá origem a uma nova divergência chamada de ϕ-divergência. Em particular, quando
ϕ é a q-exponencial, denotada por expq, temos que a expq-divergência está relacionada com a
q-divergência definida em (LOAIZA and QUICENO, 2013a). Consequentemente a métrica e
conexões obtida por meio da expq-divergência se relacionam com a métrica e conexões obtidas
da q-divergência.

Uma outra contribuição desta tese consiste em definir novas entropias relativas e
expressar relações com entropias já conhecidas na literatura. Além disso, definimos entropias
relativas nas ϕ-famı́lias. Apresentamos também uma entropia denominada ϕ-entropia e vimos
que a exp-entropia é a entropia de Shannon e a expq-exponencial é a entropia de Tsallis. Outra
propriedade é que um múltiplo da exp-entropia é usada em (CHEN, WANG, and KROVETZ,
2005) e é uma medida mais abrangente que a pureza em um cluster, pois considera a distribuição
em classes semânticas.

A estrutura diferenciável de Pµ permite transferir para as ϕ-famı́lias da variedade
propriedades locais dos espaços Musielak–Orlicz. Uma propriedade que podemos destacar
é a ∆2-condição. Essa condição é uma expressão que resgata um sentido geométrico para o
fenômeno de funções Musielak–Orlicz não satisfazerem essa condição ∆2 : o bordo do domı́nio
da parametrização ser não-vazio. Isso permite estudar o comportamento da função normaliza-
dora próximo ao bordo do domı́nio da parametrização (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b).
Como parte da contribuição deste tese, mostramos que dada uma função na classe Musielak-
Orlicz, a normalizadora converge próximo ao bordo do seu domı́nio. Além disso, no caso
puramente atômico (em que consideremos uma medida de contagem sobre o conjunto N) en-
contramos uma consequência do fato da função Musielak-Orlicz não satisfazer a δ2-condição
(o equivalente da condição ∆2 do caso puramente atômico).

1.3 Organização do documento

Para uma melhor exposição do estudo e visando uma melhor compreensão dos con-
ceitos e técnicas utilizadas, esta tese contém 5 capı́tulos.

• Capı́tulo 2 : Dividimos este capı́tulo em duas partes. Na tentativa de deixar a tese auto
contida, essa primeira parte (que vai da Seção 2.1 até a Seção 2.3) é reservada a fazer uma
breve introdução dos conceitos necessários para a compreensão dos resultados posterio-
res. Vamos apresentar, não nessa ordem, espaços e funções Musielak–Orlicz, definição
de variedades estatı́sticas e construções (já feitas e que são casos particulares do que tra-
taremos aqui) usando exponenciais deformadas injetivas. Na segunda parte, vamos expor
alguns dos nossos resultados: construção de uma estrutura suave para Pµ , usando expo-
nencias deformadas não injetivas, espaço tangente e fibrado tangente.
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• Capı́tulo 3 : Nas Seções 3.1 e 3.2, definimos a ϕ-divergência, provamos que quando ϕ for
a expq, a expq-divergência está relacionada com a q-divergência e que a κ-exponencial
pode ser usada na generalização da divergência de Rényi. De modo análogo, as res-
pectivas métricas e conexões estão relacionadas. Na Seção 3.3, definimos ϕ-entropia e
vimos que quando ϕ é a exponencial e a q-exponencial, a exp-entropia e a expq-entropia
coincidem com as entropias de Shannon e de Tsallis, respectivamente. Além disso, defi-
nimos uma ϕ-entropia de Rényi e provamos que está relacionada a ϕ-entropia por meio
de um limite. Analogamente, estabelecemos as ϕ-entropia relativa e ϕ-entropia relativa
de Rényi e provamos que estão relacionadas entre si por um limite e quando ϕ for a exp e
a expq, segue que coincidem com as entropias relativas de Kullback-Leibler e de Tsallis,
respectivamente.

• Capı́tulo 4 : Analisamos o comportamento da função normalizadora próximo ao bordo do
seu domı́nio em pontos que estão na classe Musielak-Orlicz. Consideraremos também o
caso puramente atômico, isto é, µ é uma medida de contagem, e provaremos adaptações
de resultados obtidos para o caso não-atômico.

• Capı́tulo 5 : Além de tecer algumas considerações finais, fizemos uma sı́ntese das princi-
pais contribuições deste trabalho e propostas para pesquisas futuras.
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2 VARIEDADES ESTATÍSTICAS: FUNDAMENTOS

As variedades surgiram como generalizações de curvas e superfı́cies para dimensões
maiores que três. Variedades euclidianas são conjuntos com uma estrutura suave de classe C∞

localmente identificada com um espaço euclidiano de dimensão finita. Infelizmente nem to-
das as variedades podem ser modeladas localmente em espaços euclianos. Por exemplo, o
espaços de funções não são variedades euclidianas. Nesse caso, podemos modelar localmente
em espaços de Banach (que são generalizações de espaços euclidianos). A desvantagem des-
sas variedades é a falta de intuição geométrica, porém ao longo do tempo, foi desenvolvido um
vasto aparato técnico e conceitual que nos permitiram observar com mais detalhes esse ambiente
invisı́vel da geometria em dimensões infinitas.

Nessa Tese vamos considerar o espaço das funções de distribuições de probabili-
dade com uma estrutura de variedade de Banach de calsse C∞. Essa variedade é chamada de
variedade estatı́stica. Para sua construção é necessário considerar certos conjuntos com pro-
priedades especı́ficas no intuito de definir parametrizações. O próximo passo é transferir essas
propriedades para o conjuntos das funções densidade de probabilidade estritamente positivas.
Por fim, obtemos uma estrutura de variedade e localmente conseguimos introduzir a noção de
divergência, entropia, métrica, conexão entre outras. Pelo que foi mencionado, é natural se
esperar que todas essas propriedades sejam derivadas da tecnicalidade presente na construção
dessa variedade de Banach.

Para a construção é necessário usar exponenciais deformadas com algumas condições.
Por exemplo em (PISTONE and SEMPI, 1995) foi considerada a exponencial clássica, em (LO-
AIZA and QUICENO, 2013a) foi considerado a q-exponencial e em (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013a) foi considerada uma exponencial deformada mais geral que tem como caso
particular a construção do Pistone. Vale ressaltar que na expressão da métrica e conexões apa-
recem essas exponenciais deformadas.

Para tornar este capı́tulo auto-contida dividiremos em duas partes: na primeira,
apresentaremos o conceito de variedade estatı́stica, construção, planos tangentes e exemplos.
Na segunda parte, será apresentada parte das contribuições dessa tese.

Na próxima seção, vamos fazer uma breve revisão de resultados desenvolvidos em
(PISTONE and SEMPI, 1995; GIBILISCO and PISTONE, 1998; PISTONE and ROGANTIN,
1999) e (LOAIZA and QUICENO, 2013a). De forma resumida, vamos munir o conjunto das
funções de distribuições de probabilidade Pµ com uma estrutura de variedade de Banach de
classe C∞. Ainda nesse capı́tulo, faremos também, de forma curta, uma construção mais geral
feita por (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a). Além disso, revisaremos alguns conceitos
que serão utilizados ao longo da tese como, por exemplo, espaços Musielak–Orlicz e funções
de Musielak–Orlicz. Em seguida, na última seção, vamos apresentar uma construção que se
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baseia numa nova classe de funções exponenciais deformadas.

2.1 Variedades estatı́sticas exponencial e q-exponencial

Uma variedade de Banach M é um espaço topológico que possui a propriedade de
que dado um ponto p, existe uma vizinhança desse ponto homeomorfa a um conjunto aberto de
um espaço de Banach. Abaixo definiremos formalmente as condições para um conjunto ser um
espaço de Banach.
Definição 1 Sejam M um espaço topológico, X um espaço de Banach e aplicações xα : Uα ⊂
M → xα(Uα) ⊂ X. Um atlas de classe Ck, k > 0, para M modelado em X é uma famı́lia de

pares {(Uα ,xα)}α satisfazendo

a)
⋃

α xα(Uα) = M;

b) dado qualquer par de ı́ndices α , β tais que xα(Uα)∩ xβ (Uβ ) = W 6= φ , os conjuntos

x−1
α (W ) e x−1

β
(W ) são abertos em Xα e Xβ , respectivamente;

c) a aplicação de transição x−1
β
◦ xα : x−1

α (W )→ x−1
β

(W ) é um Ck-isomorfismo.

Cada aplicação xα é chamada uma carta para uma vizinhança de M.

Um espaço topológico M com um atlas de classe Ck modelado sobre um espaço de

Banach X é chamado de variedade de Banach de classe Ck modelada sobre X.

Figura 1: Variedade de Banach

O par {(Uα ,xα)}α com p ∈ xα(Uα) é chamado de parametrização de M em p e
xα(Uα) é uma vizinhança de coordenada em p. Uma coleção de sistemas de coordenadas que
satisfaz as propriedades acima é chamado de atlas.
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O conjunto M pode ser induzido com uma topologia que torne xα(Uα) aberto e
as aplicações xα isomorfismos. Duas coleções {(Uα ,xα)} e {(Uβ ,xβ )} são compatı́veis se
{(Uα ,xα)}∪{(Uβ ,xβ )} também satisfazem as propriedades a), b) e c). Essa operação é uma
relação de equivalência chamada de Ck-compatibilidade e uma classe de equivalência é dita ser
uma estrutura Ck-diferenciável.

Seja L0 o espaço linear de todas as funções mensuráveis a valores-reais sobre T ⊂
R, com igualdade µ-q.t.p.. A famı́lia de todas as medidas de probabilidade sobre T que são
equivalentes com relação a medida µ é denotado por

Pµ =

{
p ∈ L0 | p > 0;

∫
T

pdµ = 1
}
.

Exemplo 1 Sejam Σ um subconjunto do subconjunto real T e (T,Σ,µ) um espaço de medida

não-atômico σ -finito. Em (GIBILISCO and PISTONE, 1998) a variedade Pµ = P(T,Σ,µ) a

famı́lia de todas as medida de probabilidade em T que são equivalentes para a medida µ foi

modelada pelo espaço de Orlicz LΦ1(p) = LΦ1(T,Σ, p ·µ) em que p ∈Pµ e

Φ1 : [0,∞) −→ [0,∞)

u 7−→ eu−1

Figura 2: Função de Young

Faremos uma breve apresentação sobre a expressão das suas cartas e a mudança

de coordenadas.

Para cada função u ∈ L0, definimos os funcionais

ûp(λ ) =
∫

T
eλudµ, Kp(u) = log ûp(1),
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e o conjunto Kp como sendo o interior de {u ∈ L0; ûp(1)< ∞}.
A parametrização desse espaço é a aplicação ep : Bp→ Ep dada por

ep(u) = eu−Kp(u)p, (1)

em que Bp = Bp∩Kp, com

Bp =

{
u ∈ LΦ1(p);

∫
T

updµ = 0
}
, (2)

e Ep = ep(Bp)⊆Pµ . A inversa e−1
p : Ep→Bp é dada por

e−1
p (q) = log

(
q
p

)
−
∫

T

[
log
(

q
p

)]
dµ, (3)

para q ∈ Ep. Por fim, a transição e−1
q ◦ ep : Bp→Bq, é dada por

e−1
q ◦ ep(u) = u+ log

(
p
q

)
−
∫

T

[
u+ log

(
p
q

)]
qdµ, para todo u ∈Bp. (4)

Observe que e−1
q ◦ ep é de classe C∞ e que

⋃
p∈Pµ

ep(Bp) = Pµ . Portanto, Pµ é uma varie-

dade Banach de classe C∞.

Exemplo 2 (LOAIZA and QUICENO, 2013b) Outra maneira de dotar Pµ com uma estrutura

de Banach de classe C∞, é usando a função q-exponencial a qual é dada por

ex
q = (1+(1−q)x)1/(1−q) , em que

−1
1−q

≤ x. (5)

Nesse caso, Pµ é modelada pelo espaço L∞(pµ), em que p ∈Pµ .

Da mesma forma do exemplo anterior, exibiremos as cartas e a transição entre elas.

Denotemos Vp como sendo os elementos u ∈ L∞(p ·µ) tais que ‖u‖∞ < 1 e∫
T

updµ = 0.

O modelo q-exponencial é a aplicação

eq,p : Vp→Pµ ,
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Figura 3: Função 2-exponencial

definida por

eq,p(u) = e(u	qKq
p(u))

q p (6)

em que

u	q Kq
p(u) =

u−Kq
p(u)

1+(1−q)Kq
p(u)

e Kq
p é o funcional definido por

Kq
p(u) = lnq

[∫
T

e(u)q dµ

]
para todo elemento unitário u ∈ L∞(p ·µ) tal que∫

T
e(u)q dµ < ∞.

A aplicação de transição e−1
q,p2
◦eq,p1 : e−1

q,p1
(Up1∩Up2)→ e−1

q,p2
(Up1∩Up2), em que

Up é a imagem de eq,p, é expressa como

e−1
q,p2

(eq,p1(u)) =
u+[1+(1−q)u] lnq

(
p1
p2

)
−
∫

T
u+[1+(1−q)u] lnq

(
p1

p2

)
p2dµ

1+(1−q)
∫

T
u+[1+(1−q)u] lnq

(
p1

p2

)
p2dµ

(7)

em que p1, p2 ∈Pµ com Up1 ∩Up2 6= /0 e u ∈ e−1
q,p1

(Up1 ∩Up2).

Seja M uma variedade Banach de classe Ck e p ∈M. Considere o trio (U,ϕ,v) em
que (U,ϕ) é uma carta em p e v é um elemento de ϕ(U). Dizemos que duas tripla (U,ϕ,v) e
(V,ψ,w) são equivalentes (e representamos por (U,ϕ,v)' (V,ψ,w)) se a derivada da aplicação
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d(ψ ◦ϕ−1)ϕp(v) = w. Esse terno é chamado de vetor tangente de M em p e é denotado por TpM.

Observação 1 Poderı́amos expressar o plano tangente em função da parametrização, isto é,

se a carta (U,ϕ) pode ser substituı́da pela parametrização (ϕ(U),ϕ−1). A mudança que em

essência aconteceria aparece na composição ψ−1 ◦ϕ. O restante permanece da mesma forma.

Observação 2 Existem outras maneiras (clássicas) de definir o plano tangente. Por exemplo,

podemos considerá-lo como o espaço dos vetores velocidade de uma curva em uma vizinhança

de p ou como germe de funções. Temos um isomorfismo entre essas maneiras e considerar o

plano tangente uma classe de equivalência. Mais informações veja (LEE, 2001) ou (LANG,

2002).

O fibrado tangente, definido por T M, é a união disjunta de todos os planos tangentes
da variedade M, isto é,

T M =
⊔

p∈M

TpM.

O fibrado tangente é uma variedade Banach de classe Ck e suas cartas são definidas a partir das
cartas de M.

Exemplo 3 Em (LOAIZA and QUICENO, 2013b), foi construı́do o plano tangente e, conse-

quentemente, seu fibrado a partir de uma identificação natural com modelos q-exponenciais

paramétricos de dimensão 1.

2.2 Espaços de Musielak-Orlicz

Os espaços de Musielak–Orlicz são generalizações dos espaços de Orlicz. Nesta
tese os espaços Musielak–Orlicz desempenham um papel relevante na construção das varieda-
des estatı́sticas. Esses espaços são normados (com a norma de Luxemburgo ou a de Orlicz),
convexo e sua dimensão é infinita. Essas propriedades são ideias para servir de modelo local
para o domı́nio das cartas da variedade estatı́stica.

A aplicação Φ : T × [0,∞)→ [0,∞] é uma função Musielak–Orlicz para µ-q.t.p.
(quase sempre) t ∈ T se as seguintes condições ocorrem:

(i) Φ(t, ·) é convexa e semicontı́nua inferiormente para µ-q.t.p. t ∈ T ;
(ii) Φ(t,0) = lim

u↓0
Φ(t,u) = 0 e limu↑∞ Φ(t,u) = ∞ para µ-q.t.p. t ∈ T ;

(iii) Φ(·,u) é mensurável para cada u não negativo.
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Uma consequência da definição é que segue dos itens (i) e (ii) que Φ(t, .) não é igual
a 0 ou ∞ no intervalo (0,∞).

Os conjuntos

LΦ =

{
u ∈ L0;

∫
T

Φ(t, |λu(t)|)dµ < ∞ para algum λ > 0
}
,

L̃Φ =

{
u ∈ L0;

∫
T

Φ(t, |u(t)|)dµ < ∞

}
e

EΦ =

{
u ∈ L0;

∫
T

Φ(t, |λu(t)|)dµ < ∞ para todo λ > 0
}
.

são, respectivamente, chamados de espaço Musielak–Orlicz, classe Musielak–Orlicz e espaço
Morse–Transue associados a uma função Musielak–Orlicz Φ (MUSIELAK, 1983; CHEN, 1996).

O espaço LΦ é Banach com a norma Luxemburgo

‖u‖Φ = inf
{

λ > 0;
∫

T
Φ

(
t,
∣∣∣∣u(t)λ

∣∣∣∣)dµ ≤ 1
}
,

ou com a norma Orlicz

‖u‖Φ,0 = sup
{∣∣∣∣∫T

uvdµ

∣∣∣∣ ; v ∈ L̃Φ∗ e
∫

T
Φ
∗(t, |v(t)|)dµ ≤ 1

}
,

em que Φ∗(t,v) = supu≥0(uv−Φ(t,u)) é o conjugado Fenchel de Φ(t, ·). Essas normas acima
são equivalentes, pois

‖u‖Φ ≤ ‖u‖Φ,0 ≤ 2‖u‖Φ

ocorre para todo u ∈ LΦ. Para mais detalhes, ver (MUSIELAK, 1983).
Para construir a variedade exponencial deformada precisamos da relação estabele-

cida no próximo Lema, envolvendo convergência em norma e convergência em medida. Para
tal, precisamos do seguinte:

Seja {un}n∈N uma sequência de funções mensuráveis. Dizemos que
a) un converge em norma (ou fortemente) para alguma função mensurável u se

lim
n→∞
|un−u|= 0;

b) un converge em medida para alguma função mensurável u se

µ({t ∈ E; |un(t)−u(t)|> ε})→ 0, quando n → ∞,
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é satisfeita para cada ε > 0, e para todo conjunto mensurável E com medida finita µ(E)<

∞.
Os próximos dois resultados mostram como convergência em norma em LΦ e con-

vergência em medida estão relacionadas.
Lema 2.1 Em LΦ, convergência em norma é mais forte que convergência em medida, ou seja,

se un e u são sequências de funções mensuráveis, então un convergir em norma para u implica

em un convergir em medida para u.

Demonstração: Seja {un} uma sequência em LΦ convergindo em norma para u ∈ LΦ. Consi-
dere um conjunto mensurável A com medida finita. Dado ε > 0, denote para cada n ∈ N

An = {t ∈ A; |un(t)−u(t)|> ε}.

Desde que limu↑∞ Φ(t,u) = ∞, podemos encontrar λ > 0 para o qual o conjunto

Bλ = {t ∈ A;Φ(t,λε)≥ 1}

satisfaz µ(ArBλ )≤ ε/2. A convergência ‖un−u‖Φ→ 0 garante que

IΦ(λ (un−u))→ 0.

Então, existe n0 ≥ 1 tal que para todo n≥ n0,

ε

2
≥ IΦ(λ (un−u)χA)≥ IΦ(λεχAn)

≥ IΦ(λεχAn∩Bλ
)≥ µ(An∩Bλ ).

Para qualquer n≥ n0, segue que

µ(An) ≤ µ(An∩Bλ )+µ(ArBλ )

≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Então, {un} converge em medida para u. �
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2.3 Construção das ϕ-famı́lias de distribuições de probabilidade

De agora em diante, consideraremos (T,Σ,µ) um espaço de medida σ -finito não-
atômico.

Uma exponencial deformada é uma aplicação mensurável

ϕ : T ×R→ [0,∞)

que satisfaz as seguintes condições:
1. ϕ é convexa;
2. lim

u→−∞
ϕ(t,u) = 0;

3. lim
u→∞

ϕ(t,u) = ∞.

Observação 3 Denote por ϕ o operador atuação sobre o conjunto das funções valores-reais

u : T → R dados por ϕ(u)(t) := ϕ(t,u(t)).
Exemplo 4 É claro que a exponencial exp(u) é uma exponencial deformada. Outro exemplo

clássico é a Kaniadakis κ-exponencial expk :R→ (0,∞) para k∈ [−1,1]. Sua expressão é dada

por

expk(u) =

{
(ku+

√
1+κ2u2)

1
k , se k 6= 0

exp(u), se k = 0

Figura 4: Função κ-exponencial

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), foi generalizada a construção da estru-
tura que torna Pµ uma variedade Banach de classe Ck discutida no Exemplo 1. Para isso, foi
utilizada a função exponencial deformada com uma hipótese adicional:
Condição 2.1 ϕ é injetiva e podemos encontrar uma função mensurável, positiva u0 : T →
(0,∞) tal que
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∫
T

ϕ(c+λu0)dµ < ∞, ∀λ > 0, (8)

para cada função mensurável c : T → R tal que ϕ(c) ∈Pµ .

Esboçaremos o roteiro detalhado dessa construção. Os resultados que exibiremos
nesta seção serão de certa forma adaptados para o caso em que ϕ não é injetiva. Isso por si só
justifica a importância desta seção.

Seja c : T → R uma função mensurável tal que ϕ(c) = p ∈Pµ . Assim, para a
função Musielak–Orlicz

Φc(t,u) = ϕ(t,c(t)+u)−ϕ(t,c(t)), (9)

escrevamos Lϕ
c L̃ϕ

c e Eϕ
c , no lugar de LΦc , L̃Φc e EΦc , respectivamente. Dessa maneira, o espaço

de Musielak–Orlicz pode ser escrito

Lϕ
c =

{
u ∈ L0;

∫
T

ϕ(t,c(t)+λu(t))dµ < ∞ ∀ λ ∈ (−ε,ε), ∃ε > 0
}
.

O conjunto aberto

K ϕ
c =

{
u ∈ Lϕ

c ;
∫

T
ϕ(t,c(t)+λu(t))dµ < ∞ ∀ λ ∈ (−ε,1+ ε), ∃ε > 0

}
é usado para definir a função normalizadora. Claramente, se u∈K ϕ

c , a função ϕ(c+u) não está
necessariamente em Pµ . A função normalizadora é uma aplicação ψ : K ϕ

c →R que normaliza
ϕ(c+u), isto é

ϕ(c+u−ψ(u)u0) ∈Pµ

para qualquer u ∈K ϕ
c .

Observação 4 1. Se u0 satisfaz a condição adicional 2.1 e ϕ(c+u−αu0) é integrável para

algum α ∈ R, então ϕ(c+λu) é µ-integrável para qualquer λ ∈ (0,1). Desse modo, o

domı́nio aberto, maximal de ψ está contido em K ϕ
c .

2. A aplicação ψ está bem definida, ou seja, dado u ∈K ϕ
c , existe um único ψ(u) ∈ R tal

que ϕ(c+u−ψ(u)u0) ∈Pµ ;

Definindo o conjunto fechado

Bϕ
c =

{
u ∈ Lϕ

c ;
∫

T
uϕ
′
+(c)dµ = 0

}
, (10)
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associamos a parametrização

ϕc : Bϕ
c →F ϕ

c , u 7−→ ϕ(c+u−ψ(u)u0)

em que Bϕ
c := Bϕ

c ∩K ϕ
c e F ϕ

c = ϕc(B
ϕ
c ).

Note que ⋃
ϕ(c)∈Pµ

F ϕ
c = Pµ

e para quaisquer c1,c2 : T → R tais que ϕ(c1), ϕ(c2) ∈Pµ , os conjuntos

ϕ
−1
c1

(F ϕ
c1
∩F ϕ

c2
) ϕ

−1
c2

(F ϕ
c1
∩F ϕ

c2
)

são abertos.
Além disso, a aplicação de transição ϕ−1

c2
◦ϕc1 : ϕ−1

c1
(F ϕ

c1∩F ϕ
c2)→ϕ−1

c2
(F ϕ

c1∩F ϕ
c2)

pode ser expressa como

ϕ
−1
c2
◦ϕc1(w) = c1− c2 +w−

∫
T
(c1− c2 +w)ϕ ′+(c2)dµ∫

T
u0ϕ

′
+(c2)dµ

u0.

Essa expressão é de classe C∞, pois w,c1− c2 ∈ Lϕ
c2 , e os espaços Lϕ

c1 e Lϕ
c2 , possuem normas

equivalentes.
Por fim, note que a coleção {(Bϕ

c ,ϕc)}ϕ(c)∈Pµ
satisfaz as propriedades da definição

1 o que torna Pµ com uma estrutura de variedade de Banach de classe C∞.
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2.4 Construção de uma variedade exponencial deformada

Na construção feita em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), foram atribuı́das
duas condições essenciais para obter as ϕ-famı́lias: a injetividade da exponencial deformada e
a condição (8). Para exponenciais deformadas não injetivas, a função normalizadora não fica
bem definida. Com uma pequena modificação na definição dessa função é possı́vel refinar os
abertos dessa nova variedade.

2.4.1 Exponencial deformada e uma parametrização para Pµ

Condição 2.2 A aplicação ϕ : T ×R→ [0,∞) continua sendo uma exponencial deformada.

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a) foi adicionada sobre ϕ a hipótese da injetividade.

Ela será removida e acrescentada uma outra:

ϕ(t,x) = 0, ∀ x < aϕ := inf{x ∈ R;ϕ(x)> 0} . (11)

É claro que ϕ não é injetiva para valores x < aϕ e injetiva para o restante.

Exemplo 5 Um exemplo de uma função exponencial deformada que satisfaz a condição (2.2)

é a função q-exponencial expq : T ×R→ [0,∞) definida por

expq(u) = [1+(1−q)u]
1

1−q
+

= max
{

0,(1+(1−q)u)
1

1−q

}
em que q : T → (0,1) é uma função mensurável. Não é difı́cil ver que a função q-exponencial

satisfaz a condição (2.2) com aϕ = −1
1−q .

Observação 5 Observe que a aplicação trabalhada em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a)

satisfaz a hipótese (11). De fato, a injetividade implica que aϕ =−∞.

Diferentemente do que foi feito em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013a), preci-
samos fazer uma restrição no domı́nio. Desde que ϕ satisfaz (11), podemos ter ϕ(c+λu) = 0,
e dessa forma não temos ϕ(c+λu) ∈Pµ . Para solucionar esse problema precisaremos definir
um outro conjunto para intersectar com o espaço Musielak-Orlicz Lϕ

c .
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Lema 1 O conjunto

Nϕ
c = {u ∈ L0;∃ λ > 0,em que |λu| ≤ c−aϕ}

= {u ∈ L0;∃ ε > 0,em que λu≤ c−aϕ ,para cada λ ∈ (−ε,ε)}.

é um espaço de Banach com a norma

||u||Nϕ
c
= inf

{
λ > 0;

∣∣∣∣ 1
λ

u
∣∣∣∣≤ c−aϕ

}
.

Demonstração: Primeiramente mostraremos que Nϕ
c é um espaço vetorial.

i) Claramente 0 ∈ Nϕ
c , pois c−aϕ > 0.

ii) Sejam u, v ∈ Nϕ
c e α ∈ R. Por definição existem λ1, λ2 > 0, tais que

|u| ≤ 1
λ1

(c−aϕ) |v| ≤ 1
λ2

(c−aϕ).

Tomando λ = min
{

λ1
2 ,

λ2
2

}
, temos que

|u+ v| ≤ |u|+ |v|

≤ 1
λ1

(c−aϕ)+
1
λ2

(c−aϕ)

≤ 1
2λ

(c−aϕ)+
1

2λ
(c−aϕ)

=
1
λ
(c−aϕ).

Assim,
u+ v ∈ Nϕ

c

iii) Dado α ∈ R, obtemos
|αu| ≤ |α||u|

≤ |α|
λ1

(c−aϕ)

,

o que implica em
αu ∈ Nϕ

c

Dessa forma, Nϕ
c é um subespaço.
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Para o que resta, é suficiente mostrar que o espaço Nϕ
c é fechado com a norma

|| . ||Nϕ
c
.

Com efeito, seja (un)⊂ Nϕ
c uma sequência que converge para u ∈ L0, isto é, ‖un−

u‖Nϕ
c
→ 0. Por definição,

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N;n≥ n0 =⇒‖un−u‖Nϕ
c
< ε.

Como {un}⊂Nϕ
c , para cada n∈N existe λn > 0 tal que |λnun| ≤ c−aϕ . Além disso

‖un0−u‖Nϕ
c
< ε . Desse modo

1
ε
|un0−u| ≤ c−aϕ

e portanto
|un0−u| ≤ ε(c−aϕ).

Tomando 0 < λ0 <
λn0
2 temos

|2λ0un0| ≤ |λn0un0|< (c−aϕ)

=⇒ |λ0un0| ≤
c−aϕ

2
.

Tome agora ε < 1
2λ0

. Assim,

λ0|u| ≤ λ0|un0−u|+λ0|un0 |

≤ λ0ε(c−aϕ)+
1
2
(c−aϕ)

≤ 1
2
(c−aϕ)+

1
2
(c−aϕ)

= (c−aϕ)

Isso prova que u ∈ Nϕ
c . �

O próximo passo será refinar o conjunto Nϕ
c com o espaço Musielak-Orlicz Lϕ

c , de
modo a obter um outro espaço de Banach de onde retiraremos o domı́nio da parametrização.

Lema 2 O espaço N ϕ
c = Nϕ

c ∩Lϕ
c é de Banach com a norma

‖u‖= ‖u‖Lϕ
c
+‖u‖Nϕ

c
. (12)

Demonstração: Seja {un} ⊂N ϕ
c uma sequência que converge para u na norma descrita na
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equação (12). Dessa maneira, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que se n > n0 temos

‖un−u‖Lϕ
c
< ε e ‖un−u‖Nϕ

c
< ε.

Como os espaços Lϕ
c e Nϕ

c são de Banach, segue que u ∈ Lϕ
c ∩Nϕ

c = N ϕ
c �

Lema 3 O conjunto

K ϕ
c =

{
u ∈ Lϕ

c ; ∃ ε > 0, onde
∫

T
ϕ(c+λu)dµ < ∞, para cada λ ∈ (−ε,1+ ε)

}
(13)

é convexo e aberto em Lϕ
c .

Demonstração:
1) K ϕ

c é convexo. De fato, sejam u, v ∈K ϕ
c e α ∈ (0,1). Então, existem ε1, ε2 > 0, tais

que ∫
T

ϕ(c+λu)dµ < ∞, para cada λ ∈ (−ε1,1+ ε1)

e ∫
T

ϕ(c+λv)dµ < ∞, para cada λ ∈ (−ε2,1+ ε2)

Tomando ε = min{ε1,ε2} e considerando a convexidade de ϕ, temos∫
T

ϕ(c+λ [(1−α)u+αv])dµ ≤ (1−α)
∫

T
ϕ(c+λu)dµ +α

∫
T

ϕ(c+λv)dµ < ∞,

para todo λ ∈ (−ε,1+ ε).

2) O conjunto K ϕ
c é aberto em Lϕ

c . Com efeito, seja u ∈K ϕ
c . Então, existe ε ∈ (0,1), tal

que ∫
T

ϕ(c+αu)dµ < ∞

para cada α ∈ [−ε,1+ ε]. Considerando δ =

[
2
ε
(1+ ε)

(
1+

ε

2

)]−1

para qualquer v ∈ Bδ (0) =
{

w ∈ Lϕ
c ; ||w||Φc < δ

}
ocorre IΦc

( v
δ

)
≤ 1 e consequentemente

∫
T

ϕ

(
c+

1
δ
|v|
)

dµ ≤ 2.

Dado α ∈
(

0,1+
ε

2

)
denotemos λ =

α

1+ ε
. A desigualdade

α

1−λ
=

α

1− α

1+ε

≤
1+ ε

2

1− 1+ ε

2
1+ε

=
2
ε
(1+ ε)

(
1+

ε

2

)
=

1
δ
,
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implica

ϕ(c+α(u+ v)) ≤ ϕ

(
λϕ

(
c+

α

λ
u
)
+(1−λ )ϕ

(
c+

α

1−λ
v
))

≤ λϕ

(
c+

α

λ
u
)
+(1−λ )ϕ

(
c+

α

1−λ
v
)

≤ λϕ(c+(1+ ε)u)+(1−λ )ϕ

(
c+

1
δ
|v|
)
.

Para α ∈
(
−ε

2
,0
)
, podemos escrever

ϕ(c+α(u+ v)) ≤ 1
2

ϕ(c+2αu)+
1
2

ϕ (c+2αv)

≤ 1
2

ϕ(c+2αu)+
1
2

ϕ (c+ |v|) .

Então, ∫
T

ϕ(c+α(u+ v))dµ < ∞,

para qualquer α ∈
(
− ε

2 ,1+
ε

2

)
. Assim, u+ v ∈K ϕ

c . E desse modo, Bδ (u) está contido
em K ϕ

c e, portanto, o conjunto K ϕ
c é aberto �

Note que dado u ∈K ϕ
c , temos que∫

T
ϕ(c+u)dµ < ∞.

Note que se c+ u ≤ aϕ nao temos ϕ(c+ u) ∈Pµ . Para resolver esse problema, precisamos
definir um conjunto para intersectar com K ϕ

c .

M ϕ
c = {u ∈ Nϕ

c ;λu < c−aϕ para λ ∈ (−ε,1+ ε)}.

Proposição 1 O conjunto M ϕ
c é aberto.

Demonstração: Usaremos a mesma ideia do Lema 3.
Seja u ∈M ϕ

c . Então, existe ε ∈ (0,1), tal que

αu < c−aϕ
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para todo α ∈ [−ε,1+ ε]. Em particular, temos

(1+ ε)u≤ c−aϕ .

Considere δ =

[
2
ε
(1+ ε)

(
1+

ε

2

)]−1

. Assim, dado

v ∈ Bδ (0) = {w ∈ Nϕ
c ;‖w‖Nϕ

c
< δ},

obtemos

1
δ
|v|< c−aϕ .

Tomando λ =
α

1+ ε
onde α ∈

(
0,1+ ε

2

)
, temos que

α

1−λ
≤ 1

δ

e desse modo

α(u+ v) = λ
α

λ
u+(1−λ )

α

(1−λ )
v

≤ λ (1+ ε)u+(1−λ )
1
δ

v

≤ λ (c−aϕ)+(1−λ )(c−aϕ)

≤ c−aϕ .

No caso em que α ∈
(
−ε

2
,0
)
, obtemos

α(u+ v) =
1
2
(2αu)+

1
2
(2αv)

≤ 1
2

2αu+
1

2δ
|v|

≤ 1
2
(c−aϕ)+

1
2
(c−aϕ) = c−aϕ

e, dessa forma,
α(u+ v)< c−aϕ

para cada α ∈ (−ε,1+ ε).
Portanto, Bδ (u)⊂M ϕ

c e consequentemente M ϕ
c é aberto. �
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Para o que se segue, precisamos fixar uma função mensurável c : T → R tal que
ϕ(c) ∈Pµ . Dado u ∈ E ϕ

c := K ϕ
c ∩M ϕ

c , é claro que nem sempre temos que ϕ(c+u) ∈Pµ .

Vamos ver logo abaixo que a função q-exponencial definida como no Exemplo 5 é tal que existe
u0 ∈ Eϕ

c ∩Nϕ
c .

Exemplo 6 Dado α ≥ 1, consideremos dois casos:

Se u≤ 0 temos
expq(αu) ≤ expq(u)

≤ α
1

1−q expq(u).

Caso u > 0, obtemos

expq(αu) = (1+(1−q)αu)
1

1−q

= (αα−1 +(1−q)αu)
1

1−q

= α
1

1−q (α−1 +(1−q)u))
1

1−q

≤ α
1

1−q (1+(1−q)u))
1

1−q

= α
1

1−q expq(u).

Pela convexidade de expq(t, .), obtemos para qualquer λ ∈ (0,1)

expq(c+u) ≤ λ expq(λ
−1c)+(1−λ )expq((1−λ )−1u)

≤ λ 1−1/(1−q) expq(c)+(1−λ )1−1/(1−q) expq(u).

Assim, qualquer função positiva u0 : T → (0,∞) com∫
T

expq(u0)dµ < ∞

satisfaz ∫
T

expq(c+λu0)dµ < ∞

para todo λ > 0. Note que a função u0 é tal que c+λu0 > c > aϕ para todo λ > 0. Portanto,

u0 ∈ Eϕ
c ∩Nϕ

c . �
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Exemplo 7 No exemplo acima encontramos uma função exponencial deformada satisfazendo

a condição (11), tal que existe u0 ∈ Eϕ
c ∩Nϕ

c . Agora ilustraremos a situação oposta. Considere

a função

ϕ(u) =


e(u+1)2/2, u≥ 0

e1/2(u+1), −1≤ u≤ 0,
0, u≤−1

em que a medida µ é σ -finita e não-atômica. Note que ϕ é convexa, limu→∞ ϕ(u) = ∞ e

ϕ(x) = 0, para todo x < aϕ . Encontraremos uma função mensurável c : T → R com∫
T

ϕ(c)dµ < ∞,

mas ∫
T

ϕ(c+u0)dµ = ∞.

Com efeito, para cada m≥ 1, consideremos

vm(t) :=
(

m
log(2)

u0
− u0

2
−1
)

χEm(t),

onde

Em =

{
t ∈ T ; m

log(2)
u0
− u0

2
−1 > 0

}
e

χEm(t) :=

{
1, t ∈ Em

0, t /∈ Em
.

Desde que vm ↑ ∞, podemos encontrar uma subsequência {vmn} tal que∫
Emn

e(vmn+u0+1)2/2dµ ≥ 2n.

De acordo com (MUSIELAK, 1983), existe uma subsequência wk = vmnk
e conjuntos

mensuráveis dois a dois disjuntos Ak ⊆ Emnk
para os quais

∫
Ak

e(wk+u0+1)2/2dµ = 1.

Vamos definir

c = c1TrA +
∞

∑
k=1

wk1Ak ,
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em que A =
∞⋃

k=1

Ak e c é qualquer função mensurável tal que ϕ(c(t))> 0 para t ∈ T rA e

∫
TrA

ϕ(c)dµ < ∞.

Para t ∈ Ak

e(wk(t)+u0+1)2/2 = 2mnk e(wk(t)+1)2/2,

e temos que ∫
Ak

e(wk(t)+1)2/2dµ =
1

2mnk
,

para todo m≥ 1. Assim, podemos escrever

∫
T

ϕ(c)dµ =
∫

TrA
ϕ(c)dµ +

∞

∑
k=1

∫
Ak

e(wk(t)+1)2/2dµ

=
∫

TrA
ϕ(c)dµ +

∞

∑
k=1

1
2mnk

< ∞.

Por outro lado, também temos∫
T

ϕ(c+u0)dµ =
∫

TrA
ϕ(c)dµ +

∞

∑
k=1

∫
Ak

e(u0+wk(t)+1)2/2dµ

=
∫

TrA
ϕ(c)dµ +

∞

∑
k=1

1

=∞,

o qual mostra que a condição u0 ∈ Eϕ
c não é satisfeita.

Em decorrência dos dois últimos exemplos, considere uma exponencial deformada
satisfazendo (11) e para cada c, tal que ϕ(c) ∈Pµ , seja u0 ∈ Eϕ

c ∩Nϕ
c uma função mensurável

e positiva. Em outras palavras, além da condição (11) precisamos adicionar as hipóteses:
”Fixada uma função mensurável c : T → R, existe uma função mensurável u0 : T → R, tal que∫

T
ϕ(c+λu0)dµ < ∞, (14)
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para todo λ > 0 e

c− εu0 > aϕ , (15)

para algum ε > 0.”
Dessa forma, podemos encontrar uma vizinhança da origem em E ϕ

c , onde existirá
um único ψ(u), tal que ϕ(c+ u−ψ(u)u0) ∈Pµ . Na próxima proposição, daremos detalhes
sobre essa construção.

Proposição 2 Podemos encontrar δ > 0 tal que, para cada u ∈N ϕ
c com ||u||N ϕ

c
< δ , existe

um único ψ(u) ∈ R para o qual

ϕ(c+u−ψ(u)u0) ∈Pµ .

Demonstração: Assuma que u 6= 0. Seja ε > 0 tal que 2εu0 < c−aϕ . Observe que

0 < ε ≤ 1
2

1
||u0||Nϕ

c

.

Seja η ∈ (0,1) tal que ∫
T

ϕ(c−2εu0)dµ = 1−η . (16)

Tome δ ∈
(
0, 1

2η
)

e fixe qualquer u ∈N ϕ
c com ||u||N ϕ

c
< δ . Desde que

||u||Nϕ
c
≤ ||u||N ϕ

c
< δ <

1
2
,

temos
|2u|< c−aϕ .

Assim,

|u− εu0| ≤
1
2
|2u|+ 1

2
|2εu0|

<
1
2
(c−aϕ)+

1
2
(c−aϕ)

= c−aϕ .

E, consequentemente, c+u− εu0 > aϕ .
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Observando que ||u||Φc ≤ ||u||N ϕ
c
< δ < 1

2η , obtemos

∫
T

Φc(2u)dµ ≤ 2δ

∫
T

Φc

( u
δ

)
dµ

≤ 2δ

< η

,

e desse modo ∫
T

ϕ(c+2|u|)dµ =
∫

T
ϕ(c)dµ +

∫
T

Φc(2u)dµ

< 1+η

. (17)

Das equações (16) e (17), segue que

∫
T

ϕ(c+u− εu0)dµ ≤
∫

T
ϕ(c+ |u|− εu0)dµ

=
∫

T
ϕ

(1
2
(c+2|u|)+ 1

2
(c−2εu0)

)
dµ

≤ 1
2

∫
T

ϕ(c+2|u|)dµ +
1
2

∫
T

ϕ(c−2εu0)dµ

<
1
2
(1+η)+

1
2
(1−η) = 1

e para qualquer λ > 0 temos

∫
T

ϕ(c+u+λu0)dµ ≤
∫

T
ϕ(c+ |u|+λu0)dµ

=
∫

T
ϕ

(1
2
(c+2|u|)+ 1

2
(c+2λu0)

)
dµ

≤ 1
2

∫
T

ϕ(c+2|u|)dµ +
1
2

∫
T

ϕ(c+2λu0)dµ

< ∞.

Pela continuidade de ϕ e pelo Teorema da Convergência Dominada, podemos con-
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cluir que se u∈N ϕ
c com ||u||N ϕ

c
< δ , então existe um único número real ψ(u)< ε satisfazendo

ϕ(c+u−ψ(u)u0) ∈Pµ �

Observação 6 Para δ < 1
2 , denotemos por G ϕ

c a bola descrita na proposição 2. Note que dado

u ∈ G ϕ
c , existe ε > 0, tal que

aϕ < c+λu e
∫

T
ϕ(c+λu)dµ < ∞,

para todo λ ∈ (−ε,1+ ε). Em particular, G ϕ
c ⊂ E ϕ

c := K ϕ
c ∩M ϕ

c .

Considere agora

B̃ϕ
c = Bϕ

c ∩N ϕ
c

=

{
u ∈N ϕ

c ;
∫

T
uϕ
′
+(c)dµ = 0

}
e faça a interseção com a bola G ϕ

c :

A ϕ
c := B̃ϕ

c ∩G ϕ
c .

Proposição 3 A restrição da função normalizadora ψ ao conjunto A ϕ
c é não negativa.

Demonstração: De fato, uma vez que ϕ(t, .) é convexa temos

uϕ
′
+(t,c(t))≤ ϕ(t,c(t)+u)−ϕ(t,c(t)), para todo u ∈ R.

Assim, para qualquer u ∈A ϕ
c obtemos

1 =
∫

T
uϕ

′
+(c)dµ +

∫
T

ϕ(c)dµ

≤
∫

T
ϕ(c+u)dµ

< ∞.

.

Portanto, para qualquer u ∈A ϕ
c existe um único número real positivo ψ(u) tal que

ϕc(u) = ϕ(c+u−ψ(u)u0) ∈Pµ �

Outro fato imediato sobre Pµ é que a construção feita para a obtenção do conjunto
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A ϕ
c garante que

Pµ =
⋃

ϕ(c)∈Pµ

ϕc(A
ϕ

c ).

Os resultados seguintes servirão para definir a ϕ-famı́lia e garantir que quando duas
ϕ-famı́lias se intersectam, a função u0 é a mesma. Além disso, teremos que a aplicação de
transição é de classe C∞.
Lema 4 Fixado u ∈A ϕ

c , denote c̃ = c+u−ψ(u)u0. Então u0 ∈ Eϕ

c̃ ∩Nϕ

c̃ .

Demonstração: É claro que u0 está em Eϕ

c̃ . Isso decorre de (18).
Falta mostrar que u0 ∈Nϕ

c̃ . Se ε > 0 é o mesmo encontrado na prova da Proposição 2,
então

c̃− [ε−ψ(u)]u0 = c+u− εu0 > aϕ �

Na próxima proposição, encontramos uma condição de inclusão para os espaços Nϕ
c

e posteriormente vamos relacionar com classes de equivalência.

Proposição 4 Assuma que as funções mensuráveis c̃,c : T → R são tais que c̃ > aϕ e c > aϕ .

Então Nϕ

c̃ ⊆ Nϕ
c se, e somente se, c̃− c ∈ Nϕ

c .

Demonstração: Suponha que Nϕ

c̃ ⊆ Nϕ
c e defina o conjunto

A = {t ∈ T : c̃(t)< c(t)}.

Para c̃ > aϕ , as desigualdades

(c− c̃)χA < (c−aϕ)χA ≤ c−aϕ

implicam que
(c− c̃)χA ∈ Nϕ

c .

Pela desigualdade c > aϕ ,

(c̃− c)χT\A < (c̃−aϕ)χT\A ≤ c̃−aϕ ,

e portanto
(c̃− c)χT\A ∈ Nϕ

c̃ ⊆ Nϕ
c .

Escrevendo
|c̃− c|= (c− c̃)χA +(c̃− c)χT\A,

concluı́mos que c̃− c ∈ Nϕ
c .
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Reciprocamente, suponha que c̃− c ∈ Nϕ
c . Para u ∈ Nϕ

c̃ fixado, seja λ > 0 tal que

|λ (c̃− c)| ≤ c−aϕ e |λu| ≤ c̃−aϕ .

As desigualdades
|λuχA| ≤ (c̃−aϕ)χA < c−aϕ

fornecem uχA ∈ Nϕ
c . Pela escolha de λ , tem-se

∣∣∣ λ 2

1+λ
uχT\A

∣∣∣≤ λ

1+λ
(c̃−aϕ)χT\A

=
1

1+λ
[λ (c̃− c)χT\A +λ (c−aϕ)χT\A]

≤ 1
1+λ

[(c−aϕ)+λ (c−aϕ)]

= c−aϕ .

Assim, uχT\A ∈ Nϕ
c e consequentemente u = uχA +uχT\A ∈ Nϕ

c . �

Proposição 5 Assuma que as funções mensuráveis c̃,c : T → R são tais que c̃,c > aϕ ,∫
T

ϕ(c̃)dµ < ∞ e
∫

T
ϕ(c)dµ < ∞.

Se c̃− c ∈N ϕ
c então N ϕ

c̃ ⊆N ϕ
c .

Demonstração: Pela Proposição 4, a inclusão Nϕ

c̃ ⊆ Nϕ
c é válida. Assim, resta mostrar que se

u ∈N ϕ

c̃ tem-se u ∈ Lϕ
c .

Como c̃− c ∈N ϕ
c , podemos encontrar η > 0 tal que

c+α(c̃− c)> aϕ e
∫

T
ϕ(c+α(c̃− c))dµ < ∞, (18)

para todo α ∈ (−2η ,1].
Em adição, como u ∈N ϕ

c̃ ⊆ Nϕ
c , para algum ε > 0, a função u satisfaz:

{c+λu > aϕ

c̃+λu > aϕ

e
∫

T
ϕ(c̃+λu)dµ < ∞, (19)

para todo λ ∈ (−2ε,2ε).

Pela combinação convexa envolvendo c+λu > aϕ e c̃+λu > aϕ , temos

c+α(c̃− c)+λu > aϕ , (20)
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para α ∈ [0,1] e λ ∈ (−2ε,2ε). Combinando c + α(c̃− c) > aϕ e c + λu > aϕ , podemos
concluir que a desigualdade (20) é também satisfeita para α ∈ (−η , 1

2 ] e λ ∈ (−ε,ε). Então
(20) ocorre para α ∈ (−η ,1] e λ ∈ (−ε,ε). Vamos definir a função convexa

g(α,λ ) =
∫

T
ϕ(c+α(c̃− c)+λu)dµ.

Expressões (18) e (19) implicam em g(α,0) < ∞ para α ∈ (−η ,1], e g(1,λ ) < ∞ para λ ∈
(−ε,ε). Como g é convexa, segue que g é finita na envoltória convexa da união de (−η ,1]×0
e 1× (−ε,ε). Em particular,

g(0,λ ) =
∫

T
ϕ(c̃+λu)dµ < ∞

para cada λ em alguma vizinhança de 0 e portanto u ∈ Lϕ
c . �

O próximo Lema estabelece uma condição de igualdade para os espaços N ϕ
c .

Lema 5 Seja c̃ = c+u−ψ(u)u0, onde u ∈A ϕ
c . Então N ϕ

c = N ϕ

c̃ .

Demonstração: Claramente c̃− c ∈N ϕ
c . Isto significa que N ϕ

c̃ ⊆N ϕ
c . Resta mostrar a in-

clusão oposta.
Seja ε > 0 tal que

c−aϕ >−λu e
∫

T
ϕ(c+λu)dµ < ∞. (21)

para λ ∈ (−ε,1+ ε). Como resultado temos

λu−u < c−aϕ , para λ ∈ (−ε,ε),

e
|λu|< c+u−aϕ , para λ ∈ (0,ε).

Pelo Lema 4, podemos encontrar α > 0 tal que

αψ(u)u0 < c̃−aϕ .
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Para qualquer λ ∈ (0,ε), temos∣∣∣λ α

1+α
u
∣∣∣< α

1+α
(c+u−aϕ)

=
α

1+α
[(c+u−ψ(u)u0)−aϕ +ψ(u)u0]

=
1

1+α
[α(c̃−aϕ)+αψ(u)u0]

<
1

1+α
[α(c̃−aϕ)+(c̃−aϕ)]

= c̃−aϕ . (22)

Assim, u ∈ Nϕ

c̃ .

Denote ε ′ = α

1+α
ε < ε . Por (22), temos c̃+λ ′u > aϕ para todo λ ′ ∈ (−ε ′,ε ′). A

equação (21) implica ∫
T

ϕ(c̃+λ
′u)dµ ≤

∫
T

ϕ(c+(1+λ )u)dµ

< ∞,

para todo λ ′ ∈ (−ε ′,ε ′) e consequentemente u ∈ Lϕ

c̃ . Portanto,

c− c̃ =−u+ψ(u)u0 ∈N ϕ

c̃ ,

e a inclusão N ϕ
c ⊆N ϕ

c̃ é estabelecida. �

No conjunto
C = {c ∈ L0;ϕ(c) ∈Pµ},

considere a relação de equivalência:

c∼ c̃⇔N ϕ
c = N ϕ

c̃ .

Para cada classe de equivalência [c] fixamos alguma função positiva u0,[c] ∈N ϕ
c tal que

∫
T

ϕ(c̃+λu0,[c])dµ < ∞ (23)

para todo λ > 0 e c̃ ∈ [c].
Dado c ∈ C , o conjunto

F ϕ
c = {ϕ(c+u−ψ(u)u0,[c]) : u ∈A ϕ

c }
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é chamado de ϕ-famı́lia.
É claro que a união de todas as ϕ-famı́lias cobre o espaço Pµ . Além disso, dadas

as funções mensuráveis c1, c2 : T → R, tais que ϕ(c1), ϕ(c2) ∈Pµ e F ϕ
c1 ∩F ϕ

c2 6= /0, temos
pelo Lema 5 que N ϕ

c1 = N ϕ
c2 e portanto u0 = u0,[c1] = u0,[c2].

E mais, sejam u ∈A ϕ
c1 e v ∈A ϕ

c2 tais que

c1 +u−ψ1(u)u0 = c2 + v−ψ2(v)u0.

A aplicação de transição é C∞ e é dada pela expressão

ϕ
−1
c2
◦ϕc1(w) = c1− c2 +w−

∫
T
(c1− c2 +w)ϕ ′(c2)dµ∫

T
u0ϕ

′(c2)dµ

u0.

2.4.2 Fibrado tangente

Na seção anterior, a expressão da aplicação de transição ϕ−1
c2
◦ϕc1 foi importante

para garantir que Pµ pode ser equipado com uma estrutura C∞-Banach. Agora, usaremos a
aplicação de transição para encontrar o espaço tangente de Pµ em um ponto p = ϕ(c) e o
fibrado tangente (VIEIRA et al., 2019b).

Dado p ∈Pµ , consideremos a tripla (F ϕ
c ;ϕ−1

c ;v), onde F ϕ
c é a ϕ-famı́lia, ϕc é a

parametrização e v é um vetor em ϕ−1
c (F ϕ

c ) o qual está contido no espaço vetorial N ϕ
c .

Nesse caso,

(F ϕ
c ;ϕ

−1
c ;v)∼ (F ϕ

c̃ ;ϕ
−1
c̃ ;w)⇔ (ϕ−1

c̃ ◦ϕc)
′(ϕ−1

c (p))(v) = w.

O espaço tangente Tp(Pµ) é formado pelas classes [F ϕ
c ;ϕ−1

c ;v].

O vetor v∈ϕ−1
c (F ϕ

c ) é o vetor velocidade de uma curva no domı́nio da parametrização.
De fato, considere (F ϕ

c1,ϕ
−1
c1

) e (F ϕ
c2 ,ϕ

−1
c2

) sejam as cartas sobre p ∈Pµ e

g : I ⊂ T →Pµ

uma curva tal que g(t0) = p, para algum t0 ∈ T . Tomando

g(t) = ϕc1(u1) = ϕ(c1 +u1−ψ(u1)u0),

temos que u1(t)=ϕ−1
c1

(g(t)). Além disso, g(t)=ϕc1(u1) e u2(t)=ϕ−1
c2

(g(t)). Usando variáveis
aleatórias temos que

u2(t0) = ϕ
−1
c2

(g(t0)) = (ϕ−1
c2
◦ϕc1)(u1(t0)).
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Portanto, pela regra da cadeia podemos escrever

u′2(t0) = (ϕ−1
c2
◦ϕc1)

′(u1(t0))u′1(t0) = (ϕ−1
c2
◦ϕc1)

′(ϕ−1
c1

(p))u′1(t0).

Proposição 6 A representação local do fibrado tangente

τ(Pµ) =
⊔

p∈Pµ

Tp(Pµ).

é da forma

(u1,v1) 7→

ϕ
−1
c2
◦ϕc1(u1), v1−

∫
T

v1(ϕ)
′
+(c2)dµ∫

T
(ϕ)′+(c2)dµ

 ∈ E ϕ
c2
×N ϕ

c2
. (24)

Demonstração: Dado w ∈ ϕ−1
c1

(
F ϕ

c1 ∩F ϕ
c2

)
, temos que a derivada da aplicação ϕ−1

c2
◦ ϕc1

avaliada em w na direção de v ∈N ϕ
c é da forma

(
ϕ
−1
c2
◦ϕc1

)′
(w)v = v−

∫
T

v(ϕ)′+(c2)dµ∫
T
(ϕ)′+(c2)dµ

. (25)

De fato, pela convexidade de ϕ , temos que∫
T
(c1− c2 +w)(ϕ)′+(c2)dµ ≤

∫
T
[ϕ(c1 +w)+ϕ(c2)]dµ.

Como w ∈ ϕ−1
c1

(
F ϕ

c1 ∩F ϕ
c2

)
⊂ E ϕ

c1 , temos que ϕ(c1 + w) is µ-integrável, and consequente-
mente,

∫
T (c1− c2 +w)(ϕ)′+(c2)dµ is µ-integrável. Então, do Teorema da Convergência Do-

minada segue que (25) ocorre.
O fibrado tangente é então denotado por

τ(Pµ) = {(ϕc(u),v); ϕc(u) ∈F ϕ
c ⊂Pµ e v é um vetor tangente em ϕc(u)}.

Suas cartas são representadas como

(v,u) ∈ τ(F ϕ
c ) 7→

ϕ
−1
c2

(v), v−

∫
T

v(ϕ)′+(c2)dµ∫
T
(ϕ)′+(c2)dµ

 ,

a qual foi definida na coleção de subconjuntos abertos F ϕ
c1×E ϕ

c1 de Pµ ×N ϕ
c1 . Então, como a

equação (25) ocorre, a aplicação de transição é dada para (u1,v1) ∈ E ϕ
c1 ×N ϕ

c1 por
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(u1,v1) 7→

ϕ
−1
c2
◦ϕc1(u1), v1−

∫
T

v1(ϕ)
′
+(c2)dµ∫

T
(ϕ)′+(c2)dµ

 ∈ E ϕ
c2
×N ϕ

c2
. � (26)
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3 TEORIA DA INFORMAÇÃO EM VARIEDADES ESTATÍSTICAS

A divergência de Bregman foi definida e utilizada pelo matemático Bregman em
(BREGMAN, 1967b) para solucionar problemas de otimização convexa (BREGMAN, 1967a).
Dentre estes, destacamos a generalização do método de ponto proximal (KIWIEL, 1997) e
distribuições de famı́lias exponenciais (BANERJEE et al., 2005). Essa divergência tem muita
relevância também em outras áreas como, por exemplo, análise numérica, computação neu-
ral, estimação e inferência (CAYTON, 2008; BANERJEE et al., 2005; LIU, 2011). Em teoria
da informação, geralmente é usada como medida de similaridade no contexto de recuperação
de imagens (XU et al., 2012). Na construção dessa nova parametrização local de Pµ , surge
uma função convexa que será chamada de função normalizadora. A divergência de Bregman
associada a normalizadora dá origem a uma nova divergência.

Seguiremos esse roteiro no desenvolvimento deste capı́tulo. A primeira seção va-
mos definir a ϕ-divergência para o caso em que ϕ é a exponencial deformada e uma outra
divergência usando a q-exponencial (VIEIRA et al., 2019b). Na segunda parte, provamos que
as funções q-exponencial e κ-exponencial podem ser usadas na generalização da divergência
de Rényi (VAN ERVEN and HAREMOS, 2014; DE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE,
2016; VIEIRA et al., 2019b). E na terceira parte, definiremos generalizações das entropias de
Shannon, Tsallis e Rényi e mostramos como elas podem estar relacionadas.

3.1 A ϕ-divergência e q-divergência

Seja X um espaço de Banach e f : S→ R uma função convexa no subespaço con-
vexo S contido em X . A divergência de Bregman é aplicação B f : S× S→ [0,∞) dada pela
expressão

B f (y,x) = f (x)− f (y)−∂+ f (x)(y− x)

em que

∂+ f (x)h = lim
t↓0

f (x+ th)− f (x)
t

.

A divergência de Bregman Bψ : A ϕ
c ×A ϕ

c → [0,∞) associada a função normaliza-
dora ψ : A ϕ

c → [0,∞) é dada por (BREGMAN, 1967b; ZHANG, 2004; KORBEL, HANEL,
and THURNER, 2019)

Bψ(v,u) = ψ(v)−ψ(u)−∂+ψ(u)(v−u). (27)

A divergência Dψ : A ϕ
c ×A ϕ

c → [0,∞) relacionada a ϕ-famı́lia F ϕ
c é definida como
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Dψ(u,v) = Bψ(v,u).
Dados u,v ∈A ϕ

c , temos que

ϕ(c+u−ψ(u)u0), ϕ(c+ v−ψ(v)u0) ∈Pµ .

Portanto, c+u−ψ(u)u0, c+v−ψ(v)u0 > aϕ e supondo ϕ continuamente diferenciável, segue
que a divergência Dψ não depende da parametrização de F ϕ

c (VIGELIS and CAVALCANTE,
2013a). Isto permite definir a ϕ-divergência entre as densidades de probabilidade p = ϕc(u) e
z = ϕc(v), para u, v ∈A ϕ

c como

D(p ‖ z) = Dψ(u,v) =

∫
T

ϕ−1(p)−ϕ−1(z)
(ϕ−1)′(p)

dµ∫
T

1
(ϕ−1)′(p)

dµ

. (28)

Note que a divergência está bem definida dentro da mesma ϕ-famı́lia. A condição
D(p ‖ z) = ∞ se p e z não estão na mesma ϕ-famı́lia estende a divergência para Pµ . Deno-
taremos essas divergências por Dϕ e denominamos de ϕ-divergência (VIGELIS and CAVAL-
CANTE, 2013a).

Dados u, v ∈ A ϕ
c , por definição, p = ϕ(c + u−ψ(u)u0) > 0 e z = ϕ(c + u−

ψ(u)u0) > 0. Além disso, como ϕ(t, .) é estritamente convexa para valores maiores que aϕ ,
segue que Dϕ é sempre não-negativa e Dϕ(p ‖ z) é igual a zero se e somente se p = z. No
seguinte exemplo, encontramos a ϕ-divergência para o caso no qual a função exponencial de-
formada ϕ é a função q-exponencial (VIEIRA et al., 2019b).

Exemplo 8 A inversa da função q-exponencial ϕ(t,u) = expq(t,u) = expq(t)(u) é a função q-

logaritmo

lnq(t,u) = lnq(t)(u) = lnq(u) =
u1−q−1

1−q
.

Dado p,z ∈Pµ , a q-divergência (divergência de Tsallis) de p com respeito a z é dada por

D(p ‖ z) =

∫
T

lnq(p)− lnq(z)
ln′q(p)

dµ∫
T

u0

ln′q(p)
dµ

,

em que lnq(p) denota lnq(t)(p(t)). Como a derivada da função q-logaritmo é ln′q(u) =
1
uq , temos
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que ∫
T

lnq(p)− lnq(z)
ln′q(p)

dµ =
∫

T

p1−q−1
1−q −

z1−q−1
1−q

1
pq

dµ

=
∫

T

pq(p1−q− z1−q)

1−q
dµ

e ∫
T

u0

ln′q(p)
dµ =

∫
T

u0
1
pq

dµ

=
∫

T
u0 pqdµ.

Portanto,

D(p ‖ z) =

∫
T

pq(p1−q− z1−q)

1−q
dµ∫

T
u0 pqdµ

. (29)

Definamos agora a métrica

g : Σ(Pµ)×Σ(Pµ)→ F(Pµ) g(u,v) =
q
∫

T

uv
z

dµ∫
T

u0zqdµ

, (30)

onde Σ(Pµ) é o conjunto de campos de vetores u : A ϕ
c → Tp(A

ϕ
c ) e F(Pµ) o conjunto de

funções C∞ dadas por f : A ϕ
c → R. Essa aplicação está bem definida, pois

(
∂

∂u

)
p
D(p ‖

z)|p=z = 0 e
(

∂

∂v

)
p
D(p ‖ z)|p=z = 0.

A partir da métrica, podemos definir também a conexão (derivada covariante)

∇wu =
∂

∂w
u− (1−q)

z
uw+

u
A2 B−w

C
A2 , (31)

onde A =
∫

T
u0zqdµ, B =

(
∂

∂w

)
p

A|p=z e C =

(
∂

∂u

)
p

A|p=z. A notação
(

∂

∂w

)
p

A|p=z signi-

fica a derivada de A na direção de w no ponto z quando p = z.
Em (LOAIZA and QUICENO, 2013a), foi definida uma outra divergência chamada

de q-divergência. Em seguida, foi definida a métrica e um par de conexões obtidas a partir dessa
divergência. No próximo exemplo vamos apresentá-las e em seguida iremos relacioná-las com
as equações (29), (30) e (31).
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Exemplo 9 Seja f uma função, definida para todo t 6= 0 e 0 < q < 1 por

f (t) =−t lnq

(
1
t

)
e para p, z ∈Pµ , a q-divergência de z com respeito a p é dada por

Iq(p||z) :=
∫

T
z f
(

p
z

)
dµ.

Através de algumas manipulações, podemos escrever

Iq(p||z) = 1
1−q

[
1−

∫
T

pqz1−qdµ

]
, (32)

o qual é o funcional divergência de Tsallis.

O funcional q-divergência Iq(p||z) induz uma métrica riemanniana g e um par de

conexões, dadas por

g(u,v) =−(du)p(dv)zIq(p||z)|p=z (33)

e

〈∇(q)
w u,v〉=−(dw)p(du)p(dv)zIq(p||z)|p=z, (34)

em que v ∈ Tz(Pµ) e u ∈ Tp(Pµ).

Sejam p,z ∈Pµ e u,v campos de vetores, o tensor métrica é definido como

g : Σ(Pµ)×Σ(Pµ)→ F(Pµ) g(u,v) = q
∫

T

uv
z

dµ. (35)

Dessa forma, a famı́lia de derivadas covariantes (conexões) é dado por

∇
(q)
w u : Σ(Pµ)×Σ(Pµ)→ Σ(Pµ) ∇

(q)
w u = dwu−

(
1−q

z

)
uw. (36)

A divergência D(p ‖ z), dada pela equação (29) pode ser relacionada com a q-
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divergência pela igualdade

I(q)(p ‖ z) =
∫

T
z f
(

p
z

)
dµ =

∫
T

z
(

p
z

lnq

(
z
p

))
dµ

=−
∫

T
p
(

lnq(z)− lnq(p)
1+(1−q) lnq(p)

)
dµ

=−
∫

T
p

(z1−q− p1−q)/(1−q)

1+(1−q) p1−q−1
(1−q)

dµ

=
∫

T
pq

((
p1−q− z1−q)
(1−q)

)
dµ.

Portanto,

D(p ‖ z) =
I(q)(p ‖ z)∫

T
u0 pqdµ

.

Observe que, considerando ∫
T

u0 pqdµ = 1,

teremos que a ϕ-divergência, métrica e conexão definida pelas equações (29), (30), (31) coin-
cidem com a divergência, métrica e conexão definida em (32), (35), (36), respectivamente.

3.2 Generalização da divergência de Rényi e expκ

A divergência de Rényi é uma medida de informação a qual depende de um parâmetro
α (denominado ordem de divergência) e tem várias aplicações, veja por exemplo (CSISZÁR,
1995; HARREMOËS, 2006). No artigo (DE SOUZA, VIGELIS, and CAVALCANTE, 2016)
foi desenvolvida uma generalização da Divergência de Rényi a partir de uma exponencial defor-
mada. Essa generalização está relacionada com a ϕ-divergência e a divergência de Kullback-
Leibler. Nesta seção, mostramos que as funções q-exponencial e κ-exponencial podem ser
usadas na generalização da divergência de Rényi.
Definição 2 Seja ϕ : T ×R→ [0,∞) uma função exponencial deformada. Dizemos que p e z

em Pµ são ϕ-conectadas por um arco aberto, se existem um intervalo aberto I ⊃ [0,1], uma
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constante κ(α) := κ(α; p,z) e uma função mensurável u0 : T → (0,∞) tal que∫
T

ϕ((1−α)ϕ−1(p)+αϕ
−1(z)−κ(α)u0)dµ = 1, (37)

para cada α ∈ I.

Através da função normalizadora, podemos definir uma generalização da divergência
de Rényi de ordem α ∈ (0,1) como

D
(α)
R,ϕ (p ‖ z) =

κ(α)

α(1−α)
, (38)

onde κ(α) satisfaz (37).
Essa generalização no caso α ∈ {0,1} é definida como um limite

D
(0)
R,ϕ(p ‖ z) = lim

α→0
D

(α)
R,ϕ (p ‖ z) (39)

e
D

(1)
R,ϕ(p ‖ z) = lim

α→1
D

(α)
R,ϕ (p ‖ z). (40)

Os limites em (39) e (40), sob algumas condições, tem valores finitos e convergem para a ϕ-
divergência.

D
(0)
R,ϕ(z ‖ p) = D

(1)
R,ϕ(p ‖ z) = Dϕ(p ‖ z)< ∞.

Na próxima proposição veremos uma condição necessária e suficiente para conectar
duas densidades de probabilidade em Pµ .

Proposição 7 ((VIGELIS, de ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017)) Seja µ uma medida

não-atômica. Sejam ϕ : R→ [0,∞) uma função exponencial deformada positiva e u0 : T →
(0,∞) uma função mensurável. Considere α ∈ (0,1). Para cada par de distribuições de proba-

bilidade p e z em Pµ , existe uma constante κ(α) := κ(α; p,z) satisfazendo (37) se, e somente

se, ∫
T

ϕ(c+λu0)dµ < ∞, para todo λ > 0, (41)

para cada função mensurável c : T → R satisfazendo
∫

T ϕ(c)dµ = 1.

No Exemplo 6 provamos que a função q-exponencial satisfaz a condição (41).
Desse modo, pela Proposição 7 e equação (38), concluı́mos que esta função pode ser usada
na generalização da divergência de Rényi. Analogamente, a função dada no Exemplo 7 não
pode ser usada na generalização da divergência de Rényi.

Na próxima proposição, apresentamos um critério equivalente para uma função ex-
ponencial deformada ϕ satisfazer a condição (41).
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Proposição 8 ((VIGELIS, de ANDRADE, and CAVALCANTE, 2017)) Seja ϕ : R→ [0,∞)

uma função exponencial deformada. Então, (41) é satisfeita se, e somente se,

limsup
u→∞

ϕ(u)
ϕ(u−λ0)

< ∞, para algum λ0 > 0.

No próximo exemplo, mostraremos uma classe de funções exponenciais deforma-
das que podem ser usadas na generalização da divergência de Rényi (VIEIRA et al., 2019b).
Exemplo 10 Mostraremos que a função κ-exponencial expκ : R→ (0,∞) para κ ∈ [−1,1]
definida como (KANIADAKIS, 2001; PISTONE, 2009)

expκ(u) =


(

κu+
√

1+κ2u2
) 1

κ

, if κ 6= 0,

exp(u) if κ = 0.

satisfaz a condição (41). De fato, sua inversa denominada κ-logaritmo logκ : (0,∞)→ R é

dada por

logκ(u) =


vκ − v−κ

2κ
, if κ 6= 0,

ln(v) if κ = 0.

Verificaremos que existem α ∈ (0,1) e λ > 0 para o qual

λ ≤ logκ(v)− logκ(κv), para todo v > 0. (42)

Após algumas manipulações é possı́vel mostrar que a derivada de logκ(v)− logκ(αv) é nega-

tiva para 0 < v≤ v0 e positiva para v≥ v0, em que

v0 =

(
α−κ −1
1−ακ

) 1
2κ

> 0.

Consequentemente, a diferença logκ(v)− logκ(αv) atinge um mı́nimo em v0. Dado α ∈ (0,1),
a desigualdade (42) é satisfeita para algum λ > 0. Inserindo v = expκ(u) sobre (42), podemos

escrever

α expκ(u)≤ expκ(u−λ ), para todo u ∈ R. (43)

Se n ∈ N é tal que nλ ≥ 1, então uma repetida aplicação de (43) nos fornece

α
n expκ(u)≤ expκ(u−nλ )≤ expκ(u−1), para todo u ∈ R.
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Logo,

limsup
u→∞

ϕ(u)
ϕ(u−λ0)

= limsup
u→∞

expκ(u)
expκ(u−1)

≤ limsup
u→∞

1
αn < ∞.

E, portanto, pela Proposição 8 κ-exponencial expκ(.) satisfaz a condição (41).

Como consequência do exemplo anterior, Proposição 7 e equação (38), temos que
expκ(u) pode ser usada na generalização da divergência de Rényi.

3.3 Entropia Generalizada

A entropia de uma variável aleatória é definida como o valor esperado da incerteza
de seus resultados. Mais precisamente, em teoria da informação a entropia mede a quantidade
esperada de informações transmitidas, identificando o resultado de um estudo aleatório. Três
entropias são bastante conhecidas e utilizadas nessa área. São elas: a entropia de Shannon,
Tsallis e Rényi. Vamos generalizar essas entropias usando uma função exponencial deformada.

3.3.1 ϕ-entropia generalizada

Seja ∆n o conjunto de todas funções de distribuições de probabilidade em In =

{x ∈ N;1≤ x≤ n}= [1,n]∩N, isto é,

∆n =

{
p = (p1, . . . , pn)

∣∣∣∣ n

∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,n

}
.

A entropia de Shannon (SHANNON, 1948), denotada por HS(p), em que p é uma distribuição
de probabilidade, é definida como sendo

HS(p) =
n

∑
i=1

pi ln
1
pi
.

Em (TSALLIS, 1988), foi generalizada essa entropia usando a função q-logaritmo. Dado q∈R,
a função q-logaritmo é a inversa da q-exponencial de um número real x > 0

lnq x =

 lnx, se q = 1,
x1−q−1

1−q
, caso contrário.

Note que por continuidade temos lim
q→1

lnq x = lnx. Por esse motivo, a entropia de Tsallis definida

como sendo

HT
q (p) =

n

∑
i=1

pq
i lnq pi
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generaliza a entropia de Shannon (TSALLIS, 1994). Por fim, Rényi em (RÉNYI, 1961), gene-
ralizou a entropia de Shannon:

HR
α (p) =

1
1−α

ln
n

∑
i=1

pα
i ,

em que α ∈ (0,∞)\{1}.
Vamos definir e discutir uma generalização dessas entropias acima. Essas generalizações

dependem de uma função exponencial deformada ϕ : R→ [0,∞) satisfazendo as condições da-
das pelas equações (11), (14), (15).

Lembrando que aϕ := inf
x∈R
{ϕ(x)> 0} , a restrição

ϕ : {x ∈ R | x≥ aϕ}→ [0,∞)

é injetiva e, portanto, a inversa ϕ−1 está bem definida. Para pi > 0, o quociente

ϕ−1(pi)

(ϕ−1)
′
(pi)

é não positivo.
O interior de ∆n é o conjunto

int ∆n =

{
(p1, . . . , pn) |

n

∑
i=1

pi = 1, pi > 0, ∀i = 1, . . . ,n

}
.

Caso p = (p1, . . . , pn) /∈ int ∆n, então existe pelo menos um i ∈ In tal que pi = 0. Para esta
situação, adote a convenção

ϕ−1(pi)

(ϕ−1)
′
(pi)

= 0.

Agora que foi definido o quociente
ϕ−1(pi)

(ϕ−1)
′
(pi)

para pi ≥ 0, a ϕ-entropia generali-

zada na densidade de probabilidade p = (p1, . . . , pn) ∈ ∆n é definida como

Hϕ(p) =−
n

∑
i=1

ϕ−1(pi)

(ϕ−1)
′
(pi)

. (44)
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Exemplo 11 Note que se ϕ = exp na equação (44), temos a entropia de Shannon

Hexp(p1, p2, . . . , pn) =−
n

∑
i=1

ln(pi)

ln
′
(pi)

=−
n

∑
i=1

ln pi
1
pi

=−
n

∑
i=1

pi ln pi

= HS(p1, . . . , pn).

Exemplo 12 Fazendo agora ϕ = expq na equação (44), temos a entropia de Tsallis. De fato,

como a derivada da q-logaritmo é ln′q x = x−q, temos que

lnq x
ln′q x

=
xq− x
q−1

.

Como
n

∑
i=1

pi = 1, a entropia de Tsallis pode ser escrita

Hexpq(p) =−
n

∑
i=1

lnq pi

ln′q pi

= HT
q (p).

Vamos definir agora uma generalização da entropia de Rényi. Para isto, considera-
mos uma classe de funções exponenciais deformadas que satisfazem a igualdade ϕ(0) = 1. A
ϕ-entropia de Rényi é definida como

HR
α,ϕ(p) =

ϕ−1

(
n

∑
i=1

ϕ(αϕ
−1(pi))

)
1−α

. (45)

Exemplo 13 Tomando ϕ = exp na ϕ-entropia de Rényi, definida acima, obtemos a entropia de

Rényi

HR
α,exp(p) =

ln

(
n

∑
i=1

exp(α ln(pi))

)
1−α

= HR
α (p).
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Proposição 9 A ϕ-entropia de Rényi e a ϕ-entropia generalizada estão relacionadas pelas

igualdade

lim
α→1

HR
α,ϕ(p) = (ϕ−1)

′
(1) ·Hϕ(p). (46)

Demonstração: Definindo as aplicações

f (α) = ϕ
−1

(
n

∑
i=1

ϕ(αϕ
−1(pi))

)
e g(α) = 1−α

temos que

lim
α→1

f (α) = ϕ
−1

(
n

∑
i=1

ϕ

(
lim
α→1

αϕ
−1(pi)

))
= ϕ

−1(1) = 0

e
lim
α→1

g(α) = 0.

Dessa maneira, podemos usar a regra de L’Hôpital

lim
α→1

HR
α,ϕ(p) = lim

α→1

ϕ−1

(
n

∑
i=1

ϕ(αϕ
−1(pi))

)
1−α

= lim
α→1

f (α)

g(α)
= lim

α→1

f ′(α)

g′(α)
.

Portanto,

lim
α→1

HR
α,ϕ(p) = lim

α→1

ϕ−1

(
n

∑
i=1

ϕ(αϕ
−1(pi))

)
1−α

= lim
α→1

(ϕ−1)
′

(
n

∑
i=1

ϕ(αϕ
−1(pi))

)
n

∑
i=1

ϕ
′
(αϕ

−1(pi))ϕ
−1(pi)

−1

=−(ϕ−1)
′

(
n

∑
i=1

pi

)
n

∑
i=1

ϕ
′ (

ϕ
−1(pi))ϕ

−1(pi)
)

=−(ϕ−1)
′
(1)

n

∑
i=1

ϕ−1(pi)

(ϕ−1)
′
(pi)

.
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Exemplo 14 Para ϕ = exp, a equação (46) possui como limite

lim
α→1

HR
α (p) = HS(p).

Proposição 10 Se a fração
ϕ−1(x)

(ϕ−1)
′
(x)

for côncava para todo x ∈ (0,∞), então a ϕ-entropia generalizada Hϕ é côncava e atinge seu

máximo global na distribuição uniforme

p =

(
1
n
, . . . ,

1
n

)
∈ int ∆n.

Demonstração: Como a inversa e a soma finita de funções côncavas ainda é uma função

côncava, temos que
n

∑
i=1

ϕ−1(x)
(ϕ−1)

′
(x)

é côncava. Isso prova que Hϕ também é côncava.

Para o que falta, sabemos da análise convexa que os pontos crı́ticos de uma função
côncava são máximos globais. Portanto, a demonstração da proposição acaba se provarmos:
Afirmação 1 Seja p =

(1
n , . . . ,

1
n

)
∈ int ∆n. O funcional dHϕ,p é identicamente nulo, isto é, o

ponto p é crı́tico de Hϕ .

oam De fato, primeiramente note que o plano tangente de ∆n pode ser interpretado como o
conjunto dos vetores velocidades v = (v1, . . . ,vn) = λ ′(0) do caminho suave

λ : (−δ ,δ )→ ∆n, t 7−→
(

1
n
+ tv1,

1
n
+ tv2, . . . ,

1
n
+ tvn

)
.

E mais, observe que v1 + v2 + · · ·+ vn = 0, pois

n

∑
i=1

(
1
n
+ tvi

)
= 1 =⇒

n

∑
i=1

vi = 0.
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Por fim,

(Hϕ ◦λ )′(0) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Hϕ(p+ tv)

=
n

∑
i=1

d
dx

∣∣∣∣
x=1/n

(
− ϕ−1(x)
(ϕ−1)

′
(x)

)
vi

=
d
dx

∣∣∣∣
x=1/n

(
− ϕ−1(x)
(ϕ−1)

′
(x)

)( n

∑
i=1

vi

)

= 0 �

Exemplo 15 ((ASSIRATI, 2014)) Vamos discutir como aplicar a ϕ-entropia em imagens. Mais

precisamente, vamos considerar a caso particular ϕ = exp para analisar imagens e reconheci-

mentos de padrões através de um histograma de probabilidades de uma imagem.

Consideremos uma imagem em nı́veis de cinza de dimensões Lx×Ly onde Lx e Ly

são valores inteiros pertencentes ao [0,255]. O histogramas p̃(x) de nı́veis de cinza de uma ima-

gem são obtidos por meio de contagem do número de pixels com uma determinada intensidade

p̃i j.

Figura 5: Imagem em nı́vel de cinza e seu histograma (ASSIRATI, 2014)

Imagens com poucos detalhes produzem histogramas vazios e consequentemente

geram uma baixa entropia. Já imagens com muitos detalhes produzem histogramas melhores

preenchidos e altos valores de entropia.

3.3.2 ϕ-entropia relativa generalizada

Temos como exemplos bem conhecidos de entropias relativas: a entropia relativa de
Shannon ou Divergência de Kullback-Leibler, entropia relativa de Tsallis e entropia de Rényi.
Nesta seção, vamos usar exponenciais deformadas para generalizar essas entropias.

Vamos considerar a exponencial deformada ϕ com as mesmas condições que na
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seção anterior. A única mudança será na restrição: ϕ : {x ∈ R | x > aϕ} → (0,∞). Sejam p =

(p1, . . . , pn), q= (q1, . . . ,qn) duas distribuições de probabilidades no interior de ∆n e α ∈ (0,1).
Vamos definir três divergências e relacioná-las entre si.

a) ϕ-divergência ou ϕ-entropia relativa

Dϕ(p : q) =
n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

.

b) ϕ-divergência de Tsallis

DT
α,ϕ(p : q) =

n

∑
i=1

ϕ(ϕ−1(qi)+α(ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)))−1

α−1
;

c) ϕ-divergência de Rényi (adicionando a condição ϕ(0) = 1)

DR
α,ϕ(p : q) =

ϕ−1

(
n

∑
i=1

ϕ(ϕ−1(qi)+α(ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)))

)
α−1

.

Exemplo 16 Fazendo ϕ = exp temos que a ϕ-divergência, ϕ-divergência de Tsallis e a ϕ-

divergência de Rényi são, respectivamente, a divergência de Kullback-Leibler, de Tsallis e de

Rényi. Em outras palavras,

Dexp(p : q) =
n

∑
i=1

ln(pi)− ln(qi)

ln
′
(pi)

=
n

∑
i=1

pi ln
(

pi

qi

)
= DK,L(p : q); (47)

DT
α,exp(p : q) =

n

∑
i=1

pα
i q1−α

i −1

α−1
= DT

α(p : q); (48)

DR
α,exp(p : q) =

ln
n

∑
i=1

pα
i q1−α

i

α−1
= DR

α(p : q). (49)

Podemos provar que

lim
α↑1

DR
α(p : q) = (ϕ−1)

′
(1)Dϕ(p : q).
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De fato, aplicando a regra de L
′
Hôpital ao limite

lim
α→1

DR
α,ϕ(p : q) = lim

α→1

ϕ−1

(
n

∑
i=1

ϕ(ϕ−1(qi)+α(ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)))

)
α−1

temos

lim
α↑1

DR
α,ϕ(p : q) = (ϕ−1)

′

(
n

∑
i=1

pi

)
n

∑
i=1

ϕ
′ (

ϕ
−1(pi))(ϕ

−1(pi)−ϕ
−1(qi))

)

= (ϕ−1)
′
(1)

n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

.

De modo análogo, podemos provar que

lim
α↑1

DT
α(p : q) = Dϕ(p : q).

Na observação seguinte provaremos que a ϕ-entropia relativa generalizada é uma
entropia relativa. As demonstrações para a ϕ-divergência de Tsallis e a ϕ-divergência de Rényi
seguem de forma semelhante.
Observação 7 Temos que

1. Dϕ(p||q)> 0.
A concavidade da inversa ϕ−1 fornece a desigualdade

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

≥ pi−qi ∀ i ∈ [1,n]∩N.

Desse modo,

Dϕ(p||q) =
n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

≥
n

∑
i=1

(pi−qi) =
n

∑
i=1

pi−
n

∑
i=1

qi = 0.

2. Dϕ(p||q) = 0⇔ p = q.

⇐) É claro que se p = q então Dϕ(p||q) = 0.
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⇒) Suponha agora que Dϕ(p||q) = 0. Portanto,

0 =
n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

=
n

∑
i=1

(pi−qi)

=⇒ (pi−qi)(ϕ
−1)

′
(pi) = ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi),

para todo i ∈ [1,n]∩N. Essa igualdade só acontece quando pi = qi para todo i ∈ [1,n]∩
N.

Para cada distribuição de probabilidade p = (pi, . . . , pn) ∈ int ∆n vamos considerar
a ϕ-famı́lia centrada em p, isto é, para cada p = (p1, . . . , pn), existe c = (c1, . . . ,cn) tal que
pi = ϕ(ci) para cada i ∈ [1,n]∩N.

Suponha que existe uma sequência u0,c = (u0,c1, . . . ,u0,cn) pertencente ao conjunto

nϕ
c = {(u1, . . . ,un); |λui| ≤ ci−aϕ para algum λ > 0}

satisfazendo a igualdade

n

∑
i=1

ϕ(ci +λu0,ci)< ∞, para todo λ > 0.

Observe que para cada c = (c1, . . . ,cn) expressado acima, teremos um u0,c corres-
pondente.

Defina a relação de equivalência

c̃∼ c ⇐⇒ η
ϕ
c = η

ϕ

c̃ ,

onde η
ϕ
c = nϕ

c ∩ `ϕ
c e `

ϕ
c = {(u1, . . . ,un);∑

n
i=1 ϕ(ci +λui)< ∞ para algum λ > 0}. Além disso,

denote a ϕ-famı́lia centrada em p, por F ϕ
c = {ϕc(u) = ϕ(c+u−λu0,[c])}.

A aplicação ϕc, parametriza o interior de ∆n. Mais especificamente, o domı́nio está
contido no subespaço

Bϕ
c =

{
(u1, . . . ,un) ∈ η

ϕ
c ;

n

∑
i=1

uiϕ
′
(ci) = 0

}
.

A imagem desta aplicação é da forma

q = ϕc(u1, . . . ,un) = (ϕ(c1 +u1−ψc(u)u0,c1), . . . ,ϕ(cn +un−ψc(u)u0,cn)). (50)
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A aplicação ψ é chamada de função normalizadora e é definida de tal forma que ocorre

n

∑
i=1

ϕ(ci +ui−ψc(u)u0,ci) = 1.

Seu domı́nio é, obviamente, o mesmo domı́nio da parametrização ϕc.

Note que ψ(u)≥ 0, pois o domı́nio da parametrização está contido no conjunto Bϕ
c .

De fato, pela convexidade da exponencial deformada temos que

qiϕ
′
(pi)≤ ϕ(pi +qi)−ϕ(pi).

Assim,

1 =
n

∑
i=1

uiϕ
′
(ci)+

n

∑
i=1

ϕ(ci)≤
n

∑
i=1

ϕ(ci +ui).

Para mostrar que ψ está bem definida, basta utilizar o Teorema do valor intermediário para a
aplicação

g(λ ) =
n

∑
i=1

ϕ(ci +ui−λu0,ci).

Usando a função normalizadora, podemos definir a divergência dada pela expressão

D(p||q) =

n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

n

∑
i=1

u0,ci

(ϕ−1)′(pi)

,

onde p e q são duas densidades de probabilidade na mesma ϕ-famı́lia. E adicionando a condição

n

∑
i=1

u0,ciϕ
′
(ci) = 1

temos que Dϕ(p||q) = D(p||q).
Outro fato é que podemos provar que a ϕ-divergência Dϕ(·||·) está intimamente

ligada a função normalizadora. Mais precisamente,

ψc(u) = Dϕ(p||q) =
n

∑
i=1

ϕ−1(pi)−ϕ−1(qi)

(ϕ−1)
′
(pi)

onde pi = ϕ(ci) e qi = ϕ(ci +ui−ψc(u)u0,ci). Veremos mais detalhes na seguinte proposição.

Proposição 11 Se a função normalizadora ψc(u) é não-negativa, então ψc(u) é igual a entro-

pia relativa generalizada.
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Demonstração: Temos que

ϕ
−1(qi) = ci +ui−ψc(u)u0,ci

ou seja,
ψc(u)u0,ci = ϕ

−1(pi)−ϕ
−1(qi)+ui

Multiplicando por ϕ ′(ci) e aplicando o somatório no numerador e denominador obtemos

ψc(u) =

n

∑
i=1

[ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)+ui]ϕ

′
(ci)

n

∑
i=1

u0,ciϕ
′
(ci)

.

Usando
n

∑
i=1

u0,ciϕ
′
(ci) = 1, podemos escrever

ψc(u) =
n

∑
i=1

[ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)]ϕ

′
(ci)

=
n

∑
i=1

[ϕ−1(pi)−ϕ
−1(qi)] ·

1
(ϕ−1)

′
(pi)

= Dϕ(p||q). �
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4 EXPONENCIAL DEFORMADA E O COMPORTAMENTO DA FUNÇÃO NORMA-
LIZADORA

Nesse capı́tulo, estudaremos o comportamento da função normalizadora próximo
ao bordo do domı́nio da parametrização construı́da por Vigelis e Cavalcante (VIGELIS and CA-
VALCANTE, 2013a). No artigo (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b), foi estudado o com-
portamento da função normalizadora no caso em que a função exponencial deformada satisfaz
a condição (8). Posteriormente, em (DE ANDRANDE et al., 2017), foi analisada a situação em
que a condição (8) não ocorre para pontos não pertencentes a classe Musielak-Orlicz. Na pri-
meira seção desse capı́tulo, faremos uma breve revisão de resultados envolvendo a ∆2-condição
e revisaremos esses casos já provados anteriormente. Na segunda seção veremos o caso em que
a condição (8) não ocorre para pontos pertencentes a classe Musielak-Orlicz. Na terceira seção,
provaremos resultados envolvendo a condição (62) e a δ2-condição no caso puramente atômico
(VIEIRA et al., 2019a).

4.1 A ∆2-Condição

Uma função Musielak-Orlicz Φ é dita satisfazer a ∆2-condição, ou pertencer a ∆2-
classe (denotado por ∆2), se uma constante K > 0 e uma função não-negativa f ∈ L̃Φ podem ser
encontradas tais que

Φ(t,2u)≤ KΦ(t,u), para todo u≥ f (t) e µ-q.t.p. t ∈ T. (51)

Pode ser verificado que a ∆2-condição dada pela equação (51) é equivalente a
existência de uma constante α > 0, e uma função não-negativa f ∈ L̃Φ tal que

αΦ(t,u)≤Φ

(
t,

1
2

u
)
, para todo u > f (t). (52)

É fácil ver que, se uma função Musielak-Orlicz Φ satisfaz a ∆2-condição, então

IΦ(u)< ∞

para cada u ∈ LΦ. De fato, caso contrário terı́amos

bΦ(t) = sup{u≥ 0;Φ(t,u)< ∞}< ∞,
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e consequentemente,

∞ = αΦ(t,u)> Φ

(
t,

1
2

u
)
,

para todo
bΦ(t)< u < 2bΦ(t),

o qual implica que Φ não pode satisfazer a ∆2-condição.
Além disso, uma função Musielak-Orlicz Φ satisfaz a ∆2-condição ou pertence a ∆2-

classe (denotado por ∆2) se e somente se para cada λ ∈ (0,1), existe uma constante αλ ∈ (0,1)
e uma função não-negativa fλ ∈ L̃Φ tal que

αλ Φ(t,u)≤Φ(t,λu), para todo u > fλ (t). (53)

Observe que se Φ satisfaz a ∆2-condição, então LΦ, L̃Φ e EΦ são iguais como
conjuntos. Por outro lado, se a função Musielak-Orlicz Φ não satisfaz a ∆2-condição, então EΦ

é um subespaço próprio de LΦ. Como consequência temos o seguinte lema.
Lema 4.1 ((VIGELIS and CAVALCANTE, 2014)) Seja Φ uma função Musielak-Orlicz não sa-

tisfazendo a ∆2-condição. Assuma que

Φ(t,bΦ(t)) = ∞

para µ-q.t.p. t ∈ T . Então, podemos encontrar uma sequência estritamente crescente {λn}
em (0,1), tal que λn ↑ 1, sequências {un} e {An} de funções mensuráveis a valores-finitos e

conjuntos mensuráveis dois a dois disjuntos, respectivamente, tais que

IΦ(unχAn) = 1 e IΦ(λnunχAn)≤ 2−n, para todo n≥ 1.

Observação 8 Seja Φ uma função Musielak-Orlicz não satisfazendo a ∆2-condição e tal que

Φ(t,bΦ(t)) = ∞ para µ-q.t.p. t ∈ T . Então, podemos encontrar funções u∗ e u∗ em LΦ tais que{
IΦ(λu∗)< ∞, for 0≤ λ ≤ 1,
IΦ(λu∗) = ∞, for 1 < λ ,

(54)

e {
IΦ(λu∗)< ∞, for 0≤ λ < 1,
IΦ(λu∗) = ∞, for 1≤ λ .

(55)

Essas funções foram construı́das usando as sequências {λn}, {un} {An} do Lema 4.1. Defina-

mos

u∗ =
∞

∑
n=1

λnunχAn e u∗ =
∞

∑
n=1

unχAn . (56)
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Para qualquer 0≤ λ ≤ 1, temos

IΦ(λu∗) ≤ IΦ(u∗)

=
∞

∑
i=1

IΦ(λnunχAn)

≤
∞

∑
i=1

2−n

= 1.

E para qualquer λ > 1, considere um número natural n0 ≥ 1, tal que λλn0 ≥ 1.

Assim, podemos escrever

IΦ(λu∗) =
∞

∑
n=1

IΦ(λλnunχAn)

=
n0−1

∑
n=1

IΦ(λλnunχAn)+
∞

∑
n=n0

IΦ(λλnunχAn)

≥
n0−1

∑
n=1

IΦ(λλnunχAn)+
∞

∑
n=n0

IΦ(unχAn)

= ∞.

Com relação a u∗, é claro que IΦ(λu∗) = ∞ para qualquer λ ≥ 1. De fato,

IΦ(λu∗) =
∞

∑
n=1

IΦ(λunχAn)

≥
∞

∑
n=1

IΦ(unχAn)

= ∞.

Se λ < 1 e o número natural n0 ≥ 1 é tal que λ ≤ λn0 , obtemos
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IΦ(λu∗) =
∞

∑
n=1

IΦ(λunχAn)

=
n0−1

∑
n=1

IΦ(λunχAn)+
∞

∑
n=n0

IΦ(λunχAn)

≤
n0−1

∑
n=1

IΦ(λunχAn)+
∞

∑
n=n0

IΦ(λnunχAn)

≤
n0−1

∑
n=1

IΦ(λunχAn)+
∞

∑
n=n0

2−n

< ∞.

Dessa forma, as funções u∗ e u∗ satisfazem (67).

Em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) foi provado que dada uma função ex-
ponencial deformada ϕ , podemos encontrar um c : T → R, com ϕ(c) ∈Pµ , tal que a função
Musielak-Orlicz, definida por

Φc(t,u) = ϕ(t,c(t)+u)−ϕ(t,c(t)) (57)

não satisfaz a ∆2-condição. Em outras palavras, sempre podemos encontrar uma ϕ-famı́lia
modelada sobre um espaço Musielak-Orlicz gerado por uma função Musielak-Orlicz não satis-
fazendo a ∆2-condição.

Desde que uma função u ∈ L0 está em K ϕ
c se existe ε > 0, tal que∫

T
ϕ(c+λu)dµ < ∞

para todo λ ∈ (−ε,1+ ε) e
Bϕ

c := K ϕ
c ∩Bϕ

c

é aberto em Bϕ
c , dizemos que uma função u ∈ Bϕ

c pertence ao bordo de Bϕ
c se e somente se∫

T
ϕ(c+λu)dµ < ∞

para todo λ ∈ (0,1) e ∫
T

ϕ(c+λu)dµ = ∞

para cada λ > 1. A condição ∆2 é de extrema importância para o estudo do comportamento da
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função normalizadora próximo ao bordo do seu domı́nio. Mais precisamente, se uma função
Musielak-Orlicz Φc não satisfaz a ∆2-condição, então o bordo de Bϕ

c é não vazio.
(VIGELIS and CAVALCANTE, 2013b) consideraram que a condição (8) ocorre e

supondo que a ∆2-condição não ocorre puderam exibir funções pertencentes ao bordo de Bϕ
c ,

sendo que uma delas está na classe Musielak-Orlicz e a outra está fora da classe Musielak-
Orlicz. Para construir essas funções, foram usadas as funções dadas em (56). Em outras pala-
vras, temos as seguintes funções no bordo de Bϕ

c

w∗ = u∗−
u∗ϕ

′
+(c)

u0ϕ
′
+(c)

u0

e

w∗ = u∗−
u∗ϕ

′
+(c)

u0ϕ
′
+(c)

u0,

satisfazendo

∫
T

ϕ(c+w∗)dµ < ∞

e ∫
T

ϕ(c+w∗)dµ = ∞.

Ainda nesse artigo, foi provado que o comportamento da função normalizadora
próximo ao bordo do seu domı́nio depende de quando a função ϕ(c+u) é µ-integrável ou não.
Mais especificamente:
Proposição 4.1 Seja u uma função no bordo de Bϕ

c . Para λ ∈ [0,1), denote ψu(λ ) := ψ(λu)

cuja derivada à direita indicamos por (ψu)
′
+(λ ). Se∫

T
ϕ(c+u)dµ < ∞,

então ψu(λ ) = ψ(λu) converge para algum α ∈ (0,∞), quando λ ↑ 1. Por outro lado, se∫
T

ϕ(c+u)dµ = ∞,

então (ψu)
′
+(λ ) tende ao infinito quando λ ↑ 1.

Demonstração: Observando que a função normalizadora ψ é convexa com ψ(0) = 0, con-
cluı́mos que ψu(λ ) = ψ(λu) é não-decrescente e contı́nua em [0,1). Além disso, (ψu)

′
+(λ ) é

não-decrescente em [0,1). Fixe qualquer função u no bordo de Bϕ
c tal que

∫
T ϕ(c+u)dµ < ∞

e assuma que ψ(λu) tende ao ∞ quando λ ↑ 1. Assim, temos que

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)≤ ϕ(c+u1u>0−ψ(λu)u0)→ 0
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quando λ ↑ 1.
Desde que ϕ(c+λu−ψ(λu)u0) ≤ ϕ(c+ u1u>0), pelo Teorema da Convergência

Dominada obtemos ∫
T

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)dµ → 0

quando λ ↑ 1. Isso é uma contradição pois∫
T

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)dµ = 1.

Então, ψ(λu) é limitado em [0,1) e ψ(λu) converge para algum α ∈ (0,∞) quando λ ↑ 1.
Agora considere qualquer função u no bordo de Bϕ

c satisfazendo∫
T

ϕ(c+u)dµ = ∞.

Suponha que (ψu)
′
+(λ ) converge para algum α ∈ (0,∞) quando λ ↑ 1. Do Lema de Fatou

obtém-se

∫
T

ϕ(c+u−αu0)dµ ≤ liminf
λ↑1

∫
T

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)dµ = 1.

Desde que ϕ(t, .) é convexa, para qualquer λ ∈ (0,1), podemos escrever

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0) = ϕ

(
λ (c+u−αu0)+(1−λ )

(
c−αu0 +

α−ψ(λu)
1−λ

)
u0

)

≤ λϕ(c+λu−ψ(λu)u0)+(1−λ )ϕ

(
c−αu0 +

α−ψ(λu)
1−λ

u0

)
.

Observando que
β = lim

λ↑1
(ψu)

′
+(λ )

= lim
λ↑1

α−ψ(λu)
1−λ

,

podemos concluir

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)≤ ϕ(c+u−αu0)+ϕ(c−αu0−βu0)

e desse modo ϕ(c+λu−ψ(λu)u0) é dominada por uma função integrável. Então, pelo Teo-
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rema da Convergência Dominada, segue que

∫
T

ϕ(c+u−αu0)dµ =
∫

T

[
lim
λ↑1

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)

]
dµ

= lim
λ↑1

∫
T

ϕ(c+λu−ψ(λu)u0)dµ

= 1.

A definição de u0 nos dá que
∫

T ϕ(c̃+ λu0)dµ < ∞ para todo λ ∈ R e qualquer
função mensurável c̃ tal que

∫
T ϕ(c̃)dµ = 1. Em particular, considerando c̃ = c+ u−αu0 e

λ = α , temos
∫

T ϕ(c+u)dµ < ∞. Isso contradiz a suposição que
∫

T ϕ(c+u)dµ = ∞. Portanto

lim
λ↑1

(ψu)
′
+(λ ) = ∞ �

Posteriormente, em (DE ANDRANDE et al., 2017), provamos que no caso em que∫
T

ϕ(c+u)dµ = ∞,

temos também que ψ(αu)→ ∞ quando α ↑ 1.
No próximo Lema, temos uma condição de inclusão para as classes Musielak–

Orlicz.
Lema 4.2 ((MUSIELAK, 1983), Teorema 8.4) Sejam Ψ e Φ funções Musielak–Orlicz valores-

finitos. Então, a inclusão L̃Φ ⊂ L̃Ψ é satisfeita se e somente se existem α > 0 e uma função

não-negativa f ∈ L̃Φ tais que

αΨ(t,u)≤Φ(t,u)

para todo u > f (t).

Como consequência do lema anterior, temos a seguinte proposição que estabelece
uma equivalência para a condição (8) ocorrer.

Proposição 12 (DE ANDRANDE et al., 2017, Proposition 2) Dizemos que uma função expo-

nencial deformada ϕ e uma função mensurável u0 : T → (0,∞) satisfazem a condição (8) se, e

somente se, para alguma função mensurável c : T → R tal que ϕ(c) é µ-integrável, podemos
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encontrar constantes λ ,α > 0 e uma função não-negativa f ∈ L̃Φc tais que

αΦc(t,u)≤Φc−λu0
(t,u) para todo u > f (t), (58)

onde Φc(t,u) = ϕ(t,c(t)+u(t))−ϕ(c(t)) é uma função Musielak-Orlicz.

Para o que segue definiremos a integral

IΦc(u(t)) =
∫

T
Φc(t, |u(t)|)dµ

para qualquer u ∈ L0.

Lema 4.3 (MUSIELAK, 1983) Seja µ uma medida σ -finita não-atômica. Se {αn} é uma

sequência de números reais, positivos, e {un} é uma sequência de funções mensuráveis não-

negativas tais que ∫
T

undµ ≥ 2n
αn, para todo n≥ 1.

Então existem uma sequência crescente {ni} de números naturais e uma sequência {Ai} de

conjuntos mensuráveis tais que

∫
Ai

unidµ = αni, para todo i≥ 1.

Lema 6 (DE ANDRANDE et al., 2017, Lemma 3) Considere as funções mensuráveis c :
T → [0,∞) e u0 : T → (0,∞) tais que

∫
T ϕ(c)dµ < ∞ e∫

T
ϕ(c+λu0)dµ < ∞,

para todo λ > 0. Suponha que para cada λ > 0 não podemos encontrar α > 0 e f ∈ L̃Φc tais

que

αΦc(t,u)≤Φc−λu0(t,u) para todo u > f (t). (59)

Então, podemos encontrar uma sequência estritamente decrescente 0 < λn ↓ 0, uma sequência

{un} de funções mensuráveis a valores-finitos e uma sequência {An} de conjuntos mensuráveis

dois a dois disjuntos tais que

IΦc(unχAn) = 1 and IΦc−λnu0
(unχAn)≤ 2−n para todo n≥ 1. (60)
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Demonstração: Seja {λ ′m} uma sequência estritamente decrescente tal que 0 < λ
′
m. Defina as

funções não-negativas

fm(t) = sup{u > 0;2−m
Φc(t,u)> Φc−λ

′
mu0

(t,u)} para todo m≥ 1,

em que adotamos a convenção sup /0 = 0. Desde que (8) não é satisfeita temos IΦc( fm) = ∞ para
cada m≥ 1. Para cada número racional r > 0 defina os conjuntos mensuráveis

Am,r = {t ∈ T ;2−m
Φc(t,u)> Φc−λ

′
mu0

(t,u)}

e as funções simples um,r = rχAm,r . Para r = 0 obtemos um,r = 0. Seja {ri} uma enumeração
de números racionais não-negativos com r1 = 0. Defina as funções simples não-negativas
vm,k = max1≤i≤k um,ri, para cada m, k ≥ 1. Pela continuidade de Φc(t,u) e Φc−λ

′
mu0

(t, .), segue
que vm,k ↑ fm, quando k→ ∞. Em virtude do Teorema da Convergência Monótona, para cada
m ≥ 1, podemos encontrar algum km ≥ 1 tal que a função vm = vm,km satisfaz IΦc(vm) ≥ 2m.
Claramente temos Φ(t,vm(t))< ∞ e 2−mΦc(t,vm(t))≥Φc−λ

′
mu0

(t,vm(t)). Pelo Lema 4.3 existe
uma sequência crescente {mn} de ı́ndices e uma sequência {An} de conjuntos mensuráveis dois
a dois disjuntos tais que IΦc(vmn χAn) = 1. Tomando λn = λ

′
mn
, un = vmn e An, obtemos (60). �

Além disso, considerando que a condição (8) não ocorre e u0 ∈ Eϕ
c , foi provado que

existe u ∈ ∂Bϕ
c onde ψ é convergente em valores próximos a u. Mais precisamente

Proposição 4.2 Seja c : T → R uma função mensurável, tal que ϕ(c) ∈Pµ . Assumindo que a

condição (8) não ocorre e que u0 : T → R é uma função mensurável, tal que∫
T

ϕ(c+λu0)dµ < ∞, para todo λ > 0,

então existe u ∈ ∂Bϕ
c tal que ∫

T
ϕ(c+u)dµ = ∞,

mas ψ(αu)→ β , com β ∈ (0,∞), quando α ↑ 1.

Resta analisar o caso em que a condição (8) não ocorre e que a função u não está na
classe Musielak-Orlicz. Esse caso será explicitado na próxima seção.
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4.2 A condição (8) sobre a exponencial deformada e suas consequências

Observação 9 Considere a função exponencial deformada ϕ e u tal que∫
T

ϕ(c+u)dµ < ∞.

Não é difı́cil perceber que ψ(αu)→ β , com β ∈ (0,∞) quando α ↑ 1. De fato, temos∫
T

ϕ(c+u−λu0)dµ < ∞

para todo λ > 0. Suponha que ψ(αu) ↑∞, quando α ↑ 1. Então, para todo A > 0, existe δ > 0,

tal que 0 < 1−α < δ ⇒ ψ(αu)> A. Desde que∫
T

ϕ(c+u−λu0)dµ < ∞

para todo λ > 0 existe γ > λ tal que∫
T

ϕ(c+u− γu0)dµ < 1.

Em particular considere A = γ . Dessa forma, pelo Teorema da Convergência Dominada obte-

mos
1 = lim

α↑1

∫
T

ϕ(c+αu−ψ(αu)u0)dµ

≤ lim
α↑1

∫
T

ϕ(c+αu− γu0)dµ

=
∫

T
ϕ(c+u− γu0)dµ

< 1,

o que é um absurdo. Portanto, obtemos a desigualdade desejada.

A observação acima fornece o seguinte fato: Dada uma função exponencial defor-
mada ϕ , independente da condição (8) ocorrer, dado qualquer u ∈ ∂Bϕ

c , tal que∫
T

ϕ(c+u)dµ < ∞,

tem-se que ψ(αu) converge quando α ↑ 1.
No próximo resultado provamos a existência de uma relação entre a condição (8) e



74

a ∆2-condição. Para isso usamos o fato de que se Φc ∈ ∆2 então Lϕ
c = L̃ϕ

c , e consequentemente
IΦc(u)< ∞ para todo u ∈ Lϕ

c .

Proposição 13 Se a função exponencial deformada ϕ não satisfaz a condição (8), então Φc /∈
∆2.

Demonstração: Suponha que (8) não ocorre. Pela Proposição 12 e Lema 6, dado λ > 0 existe
n0 ∈ N tal que λ > λn para todo n ≥ n0. Considere u = ∑

∞
n=n0

unχAn. Dessa forma u ∈ Lϕ
c ,

IΦc(u) = ∞ e daı́ segue o resultado �

A recı́proca da Proposição 13 não é válida, pois a função exponencial satisfaz a
condição (8) e não satisfaz a ∆2-condição.

A proposição anterior garante que supondo que a condição (8) não ocorre, temos
que o ∂Bϕ

c é não-vazio. Desse modo, como consequência do Lema 6, podemos provar que se
a função mensurável u0 : T → (0,∞) satisfaz∫

T
ϕ(c+λu0)dµ < ∞,

para todo λ > 0, existe w ∈ ∂Bϕ
c tal que w ∈ L̃ϕ

c e w+λu0 /∈ L̃ϕ
c para todo λ > 0. Além disso

ψ será convergente em valores próximos a w.
Proposição 14 Suponha que a exponencial deformada ϕ não satisfaz (8) e u0 ∈ Eϕ

c . Dessa

forma, existe w ∈ ∂Bϕ
c satisfazendo∫

T
ϕ(c+w)dµ < ∞ e

∫
T

ϕ(c+w+λu0)dµ = ∞

para todo λ > 0 e ψ(αw)→ β com β ∈ (0,∞) e α ↑ 1.

Demonstração: Sejam {λn}, {un} e {An} bem definidas como no Lema 6. Dado α > 1,
existe n1 ∈N, tal que α(un−λnu0)> un para todo n≥ n1. Dado qualquer λ > 0, existe n2 ∈N
tal que λ > λn for all n≥ n2. Tome n0 = max{n1,n2}. Considere

B =
∞⋃

n=n0

An e u =
∞

∑
n=n0

(un−λnu0)χAn
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. Desse modo,

∫
T

ϕ(c+u)dµ =
∫

T
ϕ

(
c+

∞

∑
n=n0

(un−λnu0)χAn

)
dµ

=
∫

TrB
ϕ(c)dµ +

∞

∑
n=n0

{∫
An

ϕ(c)dµ + IΦc(un−λnu0)χAn

}

≤
∫

T
ϕ(c)dµ +

∞

∑
n=n0

{
IΦc−λnu0

(unχAn)
}

< ∞.

(61)

Para α ∈ (0,1) temos

∫
T

ϕ(c+αu) ≤ ϕ

(
c+α(u−λu0)+(1−α)

αλ

1−α
u0

)
dµ

≤ α

∫
T

ϕ(c+u−λu0)dµ +(1−α)
∫

T
ϕ

(
c+

αλ

1−α
u0

)
dµ

< ∞

e para α > 1 temos

∫
T

ϕ(c+αu)dµ =
∫

TrB
ϕ(c)dµ +

∞

∑
n=n0

∫
An

ϕ(c+α(un−λnu0))dµ

≥
∫

T
ϕ(c)dµ +

∞

∑
n=n0

IΦc(unχAn)dµ

= ∞.

Assim, por (61) e Observação 9 temos ψ(αu)→ β , com β ∈ (0,∞) e α ↑ 1. Considere λ > 0,
tal que w = ∑

∞
n=n0

α(un−λnu0)−λu0χTrB ∈ Bϕ
c . Claramente,

∫
T ϕ(c+w)dµ = ∞,

∫
T ϕ(c+

αw)dµ < ∞ para α ∈ (0,1) e
∫

T ϕ(c+αw)dµ = ∞ para α > 1. Portanto, w ∈ ∂Bϕ
c e dado

λ > 0 obtemos∫
T

ϕ(c+w+λu0)dµ >
∫

TrB
ϕ(c−λu0)dµ +

∞

∑
n=n0

∫
An

ϕ(c+un−λnu0 +λu0)dµ

>
∫

TrB
ϕ(c−λu0)dµ +

∞

∑
n=n0

(
IΦc(un)−

∫
An

ϕ(c)dµ

)

= ∞. �
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4.3 Caso puramente atômico

Nesta seção vamos considerar o caso puramente atômico (VIEIRA et al., 2019a). A
condição ∆2 agora é denotada por δ2-condição. Vamos apresentar novos resultados envolvendo
a condição (8) e a δ2-condição. Neste caso, as integrais presentes na definição da condição (8)
são substituı́das por somas e as funções são substituı́das por sequências de funções. Assuma
que existe uma sequência {u0,i} ⊂ (0,∞) tal que

∞

∑
i=1

ϕ(ci +λu0,i)< ∞ para todo λ > 0, (62)

para cada sequência {ci} ⊂ R tal que

∞

∑
i=1

ϕ(ci)< ∞.

Denotaremos, nesse caso, o espaço Musielak-Orlicz e a classe Musielak-Orlicz, res-
pectivamente, por `Φ e ˜̀Φ. No próximo lema encontramos uma condição necessária e suficiente
para que possamos ter a inclusão entre duas classes Musielak-Orlicz.
Lema 7 Sejam Ψ e Φ funções Musielak-Orlicz valores-finitos. Então, a inclusão ˜̀Φ ⊆ ˜̀Ψ

ocorre se, e somente se, existem ε , α > 0 e uma sequência de números reais não-negativos

f = { fi} ∈ ˜̀Φ tais que

αΨi(u)≤Φi(u), para todo u > fi com Φi(u)< ε. (63)

A prova do Lema 7 é análoga a prova fornecida em (MUSIELAK, 1983, Theorem
8.4).

Na próxima proposição, encontramos uma condição equivalente a uma sequência
de funções u0 = {u0,i} e uma função exponencial deformada ϕ satisfazerem a condição (62).
Proposição 15 Uma sequência u0 = {u0,i} e uma função exponencial deformada ϕ satisfazem

a condição (62) se, e somente se, para alguma sequência c = {ci} de funções mensuráveis tais

que ∑
∞
i=1 ϕ(ci) = 1, podemos encontrar constantes ε, λ , α > 0 e uma sequência f = { fi} ∈ ˜̀Φc

de funções reais não-negativas tais que

αΦc,i(u)≤Φc−λu0,i(u), para todo u > fi com Φc−λu0,i(u)< ε. (64)

Demonstração: Seja u0 = {u0,i} uma sequência de funções satisfazendo a condição (62). Pelo
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Lema 7, é suficiente provarmos que ˜̀Φc−λu0 ⊆ ˜̀Φc . De fato, seja u = {ui} ∈ ˜̀Φc−λu0 . Então,

∞

∑
i=1

ϕ(ci +ui−λu0,i)< ∞.

Como vale a condição (62), obtemos

∞

∑
i=1

ϕ(ci +ui) <
∞

∑
i=1

ϕ((ci +ui−λu0,i)+λu0,i)

< ∞

e como consequência temos u = {ui} ∈ ˜̀Φc .
Reciprocamente, suponha que a desigualdade (64) ocorre. Pelo Lema 7, temos que

˜̀Φc−λu0 ⊆ ˜̀Φc . Dessa forma, dado u ∈ ˜̀Φc , tem-se que u+λu0 ∈ ˜̀Φc−λu0 ⊆ ˜̀Φc . E desse modo

∑
∞
i=1 ϕ(ci +ui +λu0,i)< ∞ para cada λ > 0.

Seja c̃= {c̃i} uma sequência de funções mensuráveis satisfazendo ∑
∞
i=1 ϕ(c̃i)<

∞. Considere o conjunto Ai = {c̃i > ci; para cada i ∈ N}. Como consequência para cada λ > 0
temos

∞

∑
i=1

ϕ(c̃i +λu0,i) =
∞

∑
i=1

ϕ(ci +(c̃i− ci)+λu0,i)

<
∞

∑
i=1

ϕ(ci +(c̃i− ci)χAi +λu0,i)

< ∞,

e portanto u0 = {u0,i} satisfaz a condição (62).
Os autores em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2014), demonstraram que se uma

função Musielak-Orlicz Φ não satisfaz a ∆2-condição, então podemos encontrar funções u∗

e u∗ admitindo as propriedades em (67). Através dessas funções, no artigo (VIGELIS and
CAVALCANTE, 2013b), os autores encontraram elementos pertencentes ao ∂Bϕ

c .
A sequência Φ = {Φi} não satisfaz a δ2-condição se, e somente se, para cada λ ∈

(0,1), existem constantes ε > 0, α ∈ (0,1), e uma sequência não-negativa f = { fi} com IΦ( f )<

∞ tal que
αΦi(u)≤Φi(λu), para todo u > fi com Φi(u)< ε. (65)

Lema 8 Seja Φ = {Φi} uma sequência de funções Musielak-Orlicz a valores-finitos a qual não

satisfaz a δ2-condição. Então podemos encontrar uma sequência estritamente crescente {λn}
em (0,1) convergindo para cima para 1, e sequências {un} e {An} de números reais valores-
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finitos, e conjuntos dois a dois disjuntos em N, respectivamente, tais que

1−2−n ≤ IΦ(unχAn)≤ 1 e IΦ(λnunχAn)≤ 2−n, (66)

para todo n≥ 1.

Demonstração: Suponha que a função Musielak-Orlicz Φ não satisfaz a δ2-condição. Seja
{λn} uma sequência estritamente crescente em (0,1) tal que λn ↑ 1. Para cada n≥ 1, definimos
a sequência não-negativa un = {un,i} por

un,i = sup{u > 0;2−n
Φi(u)≤Φi(λnu) e Φi(u)< 2−n},

onde adotamos a convenção sup /0 = 0. Se (65) não for satisfeita, então temos que IΦ(un) = ∞

para cada n≥ 1. Como Φi(un,i)≤ 2−n, podemos encontrar uma sequência crescente {kn} ⊂ N
tal que

1−2−n ≤
kn

∑
i=kn−1

Φi(un,i)≤ 1.

A segunda desigualdade acima em conjunção com

2−n
Φi(un,i)≥Φi(λnun,i)

implica em
kn

∑
i=kn−1

Φi(λnun,i)≤ 2−n.

Assim, a expressão (66) segue com An = [kn−1,kn−1]∩N. �
Semelhante ao que foi feito em (VIGELIS and CAVALCANTE, 2014, Remark

3.12), usando o Lema 8 seja Φ = {Φi} uma sequência de funções Musielak-Orlicz valores-
finitos não satisfazendo a δ2-condição. Desse modo, podemos encontrar funções

u∗ =
∞

∑
n=1

λnunχAn

e
u∗ =

∞

∑
n=1

unχAn

em `Φ tais que {
IΦ(λu∗)< ∞, para 0≤ λ ≤ 1,
IΦ(λu∗) = ∞, para 1 < λ ,

(67)
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e {
IΦ(λu∗)< ∞, para 0≤ λ < 1,
IΦ(λu∗) = ∞, para 1≤ λ .

(68)
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——————-

5 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho, construı́mos uma parametrização da variedade estatı́stica de Ba-
nach usando uma função exponencial deformada. Temos encontrado o espaço tangente de Pµ

e também construı́mos seu fibrado tangente. Definimos uma ϕ-divergência, métrica, conexões e
provamos que estão relacionadas com as definidas em LOAIZA and QUICENO (2013b) e LO-
AIZA and QUICENO (2013a). Outra importante contribuição é que as funções κ-exponencial
e q-exponencial podem ser usadas para generalizar a divergência de Rényi.

Usando a exponencial deformada satisfazendo a condição (8), definimos uma ϕ-
entropia e uma generalização da entropia de Rényi e mostramos que estão relacionadas. Analo-
gamente, foi possı́vel fazer o mesmo no caso das entropias relativas. Através desses resultados,
vimos relações entre as já conhecidas entropias e divergências de Rényi, Shannon e Tsallis.

No caso não-atômico, independente da condição (8) ocorrer, vimos que a função
normalizadora converge para um valor-finito próximo ao bordo do seu domı́nio no caso em que
as funções u pertencem a classe Musielak–Orlicz. Provamos que se a condição (8) não ocorre,
então a função Musielak–Orlicz não satisfaz a ∆2-condição. Além disso, no caso puramente
atômico encontramos uma equivalência para a ocorrência da condição (62) e dada uma função
Musielak–Orlicz não satisfazendo a δ2-condição, encontramos funções no espaço Musielak–
Orlicz satisfazendo as equações em (67).

As entropias encontradas na tese podem ser usadas para fazer análise comparativa
para o reconhecimento entre padrões de imagens. Mais precisamente, quais entropias extraem
mais informações numa imagem.
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Quı́mica Nova, v. 39, n. 6, p. 757–764, 2016.

NAUDTS, J. Estimators, escort probabilities, and phi-exponential families in statistical
physics. J. Ineq. Pure Appl. Math, v. 5, n. 4, p. 102, 2004.

PISTONE, G. kappa-exponential models from the geometrical viewpoint. European Physical
Journal B, v. 70, n. 1, p. 29–37, 2009.

PISTONE, G.; ROGANTIN, M. P. The exponential statistical manifold: mean parameters,
orthogonality and space transformations. Bernoulli, v. 5, n. 4, p. 721–760, 1999.

PISTONE, G.; SEMPI, C. An infinite-dimensional geometric structure on the space of all the
probability measures equivalent to a given one. Annals of Statistics, v. 23, n. 5, p. 1543–1561,
1995.

RAO, C. R. Information and the accuracy attainable in the estimation of statistical parameters.
Reson. J. Sci. Educ, v. 20, p. 78–90, 1945.

RAO, C. R. Information and the accuracy attainable in the estimation of statistical parameters.
Breakthroughs in statistics, Springer, p. 235–247. 1992.
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