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RESUMO

O presente trabalho se propde a abordar duas discussoes acerca da natureza do vacuo quantico
quando analisado do ponto de vista de coordenadas gerais e espaco-tempo curvo. Por simplici-
dade, o modelo usado serd o de um campo escalar real e sem massa. A primeira discussdo con-
siste da andlise do efeito Casimir em um campo gravitacional fraco, problema que foi abordado
previamente na literatura por outros autores. Usando tanto o método candnico quanto o funci-
onal, demonstramos que energia de Casimir obtida numa configuracdo de placas paralelas com
condicodes de contorno de Dirichlet, nao apresenta corre¢ao gravitacional em relacdo ao seu va-
lor no espaco tempo plano até a ordem de [M/R)?, tomada como a primeira ordem nio trivial em
trabalhos anteriores. Mostramos ainda que esse resultado € vélido para uma determinada classe
mais geral de métricas aproximadas, o que aponta incoeréncia em alguns resultados prévios da
literatura. A segunda discussdo aborda a distinguibilidade entre o efeito de termalizagdao do
estado de vacuo num referencial de aceleracdo prépria uniforme, o efeito Unruh, e a influéncia
de um banho térmico comum sobre um detector de Unruh-Dewitt. Usando o formalismo de
sistema quantico aberto, em particular uma aproximagao markoviana da equacao mestra para a
evolucdo da densidade de estados do detector, analisamos o efeitos da aceleracao e temperatura
de fundo no caso onde os dois efeitos estdo presentes simultaneamente. Expomos uma aborda-
gem numérica simplificada para obter os estados assintéticos de uma particula e a formacao de
emaranhamento para duas particulas. As curvas obtidas indicam uma pequena assimetria nas
dependéncias dessas grandezas com a temperatura de fundo e aceleragao.

Palavras-chave: Teoria quantica de campos. Gravitacdo. Efeito Casimir. Efeito Unruh.



ABSTRACT

The present work proposes an approach for two discussions concerning the nature of the quan-
tum vacuum in the perspective of generalized coordinates and curved space-times. For simpli-
city, we use a real massless scalar field for the models. The first consists of the discussion of the
Casimir effect in a weak gravitational field, a problem that has been approached before in the
literature by other authors. Using both the canonical and the functional formalism we demons-
trate that the Casimir energy obtained for Dirichlet boundary conditions in paralell plates has no
gravitational correction to order of [M/R]?, taken as the first non-trivial order in previous works.
We show that this result is valid for a wider class of geometries, indicating a discrepancy with
these previous results from other authors. The second discussion approaches the distinguisha-
blity of the effects of thermalization of the vacuum in the frame of an accelerated observer, the
Unruh effect, and the influence of a common thermal bath on a Unruh-Dewitt detector. Using
the formalism of open quantum systems, specifically a markovian approximation of the master
equation for the detector’s state density, we annalyze the effects of temperature and accelera-
tion in the case where both effects are simultaneously present. We implement an simplified
numerical approach to obtain the assyntotical state density for one accelerated particle and en-
tanglement formation for two particles. The obtained curves indicate a small assimmetry in the
dependencies of the two quantities with the background temperature and the acceleration.

Keywords: Quantum Field Theory. Gravitation. Casimir effect. Unruh effect.
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1 INTRODUCAO

O conhecimento fundamental acerca das interagdes fisicas que conhecemos hoje é
dado pela teoria quantica de campos e seu modelo padrao. Tal modelo unifica com sucesso a
descricao quantica das forcas eletromagnética, fraca e forte. No entanto, 0 mesmo éxito ndo
¢ alcangcado quando tentamos quantizar a gravidade por meios convencionais. Esse problema
representa talvez a maior barreira no estudo atual da Fisica de altas energias, e sua discussao ja
perdura por varias décadas. Existem algumas teorias proeminentes que se propdem a resolver
o problema, como a Teoria de Cordas ou a Gravitagdo Quantica de Laco, no entanto a auséncia
de evidéncias experimentais impede que um consenso € maior avanco sejam alcancgados.

Uma proposta menos ambiciosa, que servird como o formalismo base deste traba-
lho, consiste em considerar a quantizacdo dos campos em uma geometria de fundo cléssica.
Ou seja, desconsideraremos os efeitos quanticos sobre o campo gravitacional, em vez disso ire-
mos focar na influéncia da curvatura espaco-temporal nos outros campos. Esse direcionamento
permite uma andlise mais fundamental baseada nos principios bem estabelecidos da quantica
e relatividade geral, devendo representar uma aproximacao vélida para fisica fora da escala de
Planck [1]], onde uma teoria completa de Gravitacdo quantica seria mandatdria para andlise dos
problemas.

Tal abordagem possui alguns problemas tedricos inerentes, como por exemplo, o
fato de que pelo principio da equivaléncia, o acoplamento da gravidade com o proprio gravi-
ton deve ser tdo forte quanto entre o graviton e outras particulas, sugerindo que em qualquer
processo quantico envolvendo a gravidade, ndo poderemos ignorar a auto-interacao gravitacio-
nal[2]]. Nao nos aprofundaremos aqui nestes problemas e nos métodos propostos para contorna-
los, em vez disso o leitor interessado numa abordagem mais detalhada pode consultar[3,4]] .

O foco deste trabalho serd o estado de vacuo, que por simplicidade tomaremos como
sendo de um campo escalar real e sem massa. Iremos discutir dois fendmenos distintos, porém
diretamente ligados a natureza do vacuo quantico: o efeito Casimir[3]] e o efeito Davies-Unruh
[6][7], ou simplesmente efeito Unruh. Discorreremos brevemente sobre esses efeitos a seguir,

enquanto a descricdes matemadticas e resultados propostos estardo nos proximos capitulos.

1.1 Efeito Casimir

O efeito Casimir consiste originalmente na geracao de uma for¢a de atracio entre
duas placas paralelas quando ha um vacuo eletromagnético na regido entre elas. A explicagcdo

do fendmeno se d4, de forma grosseira, pela perturbacdo das flutuacdes de vacuo devido as
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condicdes de contorno nas superficies condutoras. Devido ao carater bastante geral do fenomeno[8]],
a configuracdo original pode ser estendida para outros tipos de campos, superficies e tipos de
condicdes de contorno.

Embora seja um fendmeno de origem puramente quantica, o efeito Casimir pode
ser observado em escala macroscopica. No entanto, mesmo aparecendo num arranjo experi-
mental aparentemente simples, existem vdrias complicacdes que tornam complexo o processo
de obtencdo de medidas precisas, como a deformacdes das superficies nas pequenas escalas de
separacdo usadas(da ordem de micrometros). As primeiras medidas experimentais com boa sen-
sibilidade foram obtidas em [9](~5%) e [10](~1%), enquanto avan¢os mais modernos podem
ainda ser encontrados como em [ 10-15].

A discussao sobre o efeito Casimir proposta neste trabalho € baseada no modelo de
F. Sorge[/16]], onde o efeito de um campo gravitacional fraco sobre a energia de vacuo € obtido
perturbativamente em primeira e segunda ordem no parimetro M /R (massa e coordenada radial
da solu¢do de Schwarzschild ou andlogos). Em primeira ordem, a anélise € trivial e corres-
ponde apenas a termos constantes na métrica que podem ser eliminados por transformagdes de
coordenadas, j4 em segunda ordem, uma pequena corre¢do gravitacional é obtida. Esse célculo
serviu ainda de base para algumas extensdes propostas por outros autores, como consideragoes
de geometria de fundo com gravidade H*[17], teorias de gravidade extendida[18]], dentre ou-
tros[19-21]).

Em [22] mostramos uma incoeréncia no célculo original, levando a um resultado
diferente e relativamente inesperado. Demonstramos que um truque de calculo usado em [16]
para simplificar o algebrismo em segunda ordem leva ao resultado errado se aplicado por exem-
plo na obten¢do da energia de Casimir em primeira ordem. Realizando o célculo de forma mais
direta, sem o atalho mencionado, encontramos que a energia propria de Casimir definida em
[16] ndo possui corre¢do gravitacional em ordem de [M/ R]Z, com um resultado andlogo sendo
vélido para uma métrica mais geral equivalente as extensdes propostas.

Em [23], o autor reobtém seu resultado original usando o método alternativo de
Schwinger[24,25]. Em [26] demonstramos que o célculo foi realizado de forma ndo covari-
ante, corrigindo esse problema encontramos novamente o resultado de [22]], estendemos ainda
a analise para uma classe mais geral de geometrias de fundo[27]. Uma observagao pertinenteE]
se da no fato de que, apesar de na ordem de aproximac¢do tomada as componentes da métrica
dependerem das coordenadas, as componentes do tensor de Riemann sdo nulas se limitadas a
mesma ordem de aproximagao. No entanto, o fato desse tensor ser nulo ndo implica neces-
sariamente na auséncia de efeitos na energia do vacuo. Como contraexemplo podemos citar

o proprio efeito Unruh, que acontece em um background plano. Portanto, maior estudo é ne-

Icontribuigdo de um referee anonimo.
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cessdario para esclarecer este ponto, bem como comparagcdo com a vasta literatura ja disponivel
sobre o estudo da energia de vacuo em geometrias nao triviais, como [28-59] e aqueles citados
anteriormente.

A discussao sobre a energia de vicuo em espaco-tempo curvo, em particular no caso
de gravidade fraca, € de especial importancia em possiveis futuros experimentos de “peso do
vacuo”, como o descrito em [60]. Tal discussao concerne a maneira como flutuagdes de vacuo
gravitam, obedecendo ao principio da equivaléncia como usual (como discutido em [53-56]),
ou de forma andmala (em apontamos que nossos resultados de fato obedecem ao principio
da equivaléncia, estando de acordo com outros trabalhos na literatura). O experimento proposto
em [60] também levanta a possibilidade de uma medi¢do direta de efeitos gravitacionais so-
bre o campo quantico. Embora a influéncia gravitacional em sistemas quanticos ja tenha sido
observada no experimento de interferometria de néutrons sob acdo de um potencial gravitaci-
onal Newtoniano[61], uma medicdo direta no contexto de efeitos de vacuo serd algo de fato

admiravel.
1.2 O efeito Unruh

O numero de particulas em um determinado estado quantico € um invariante de
Lorentz, por conseguinte, quaisquer observadores inerciais devem concordar, por exemplo, em
relacdo ao estado de vacuo da teoria. Nocdes bésicas de teoria de campos podem nos levar
a pensar, portanto, que o nimero de particulas é uma grandeza fundamental e completamente
independente de referencial, o que estd equivocado.

Como mostrado por Unruh[7]], um observador acelerado, mesmo em espaco-tempo
plano, ird observar excitagdes no estado de vacuo definido em um referencial inercial. Especifi-
camente, para um observador com aceleracao propria constante, o vacuo inercial serd percebido
como uma distribuicdo termal de particulas, cuja temperatura serd proporcional a aceleragdo.

O andlogo gravitacional desse fendmeno, o efeito Hawking[62], explica a emissao
térmica gerada em horizontes de Schwarszchild. Tal resultado formidavel forneceu base a efei-
tos ja esperados na termodinamica de buracos negros, cuja coeréncia era questionada devido ao
fato de classicamente ndo esperarmos qualquer tipo de emissao nos horizontes de eventos. O
efeito Hawking, assim como o efeito Unruh, revelam uma conexao intrinseca entre a quantica,
relatividade geral e termodinamica. O estabelecimento desses resultados permanece até hoje
como principal base e motivagao para o estudo da propagacido de campos em espacos curvos,
sendo a compreensdo dessa conexdo fundamental uma esperancga de se obter indicios mais con-
cretos daquilo que seria uma teoria mais fundamental capaz de descrever fendmenos quanticos
e gravitacionais.

O foco da nossa discussdo sobre o efeito Unruh sera a distinguibilidade entre a
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termalizag@o ndo inercial e um banho térmico comum. A motivacdo inicial se da nas andlises
de [63-65], que apontam que nao € possivel distinguir os dois efeitos em um experimento
puramente termodinamico levando em consideragcdo apenas valores esperados quadraticos no
campo, que como veremos mais adiante, sao os que influenciam no espectro de detec¢do para
um detector de particulas acelerados do tipo Unruh-Dewitt. J4 em [66]], varias grandezas fisicas
sao analisadas, com o resultado sugerido de que ha fatores de distin¢ao.

Usaremos como base uma reandlise moderna do efeito Unruh proposta por [67],
onde o detector acelerado é descrito como um sistema quantico aberto, com a evolugdo de sua
densidade de estados sendo regida por uma equacdo mestra markoviana[68,/69]]. Esse forma-
lismo permite uma andlise mais detalhada do problema, bem como o estudo de geracdo de
emaranhamento entre dois detectores viajando paralelamente. Devido a riqueza da andlise da
proposta vdrias extensoes ja foram feitas na literatura, como exemplos [[70-79].

Trabalharemos com o caso onde o detector viaja imerso nao no vicuo, mas sim num
estado de equilibrio térmico do campo[80|], problema que foi abordado anteriormente fora do
formalismo de sistema quantico aberto, em [[65,81.82]]. Como serd mostrado, os gréficos obtidos
sugerem uma pequena assimetria nas dependéncias entre a temperatura comum e de Unruh nos
estados assintdticos obtidos. Resultados similares reforcando a diferenca foram inferidos previ-
amente na literatura no estudo dos casos alternativos onde considera-se, por exemplo, distancia
finita entre dois detectores com trajetdrias paralelas[70] ou a presenca de uma superficie refle-
tora[/71]. Vale ressaltar que embora o formalismo seja bastante diferente do usual, as quantida-
des obtidas ainda dependem de valores esperados quadraticos no campo, indo portanto contra
os resultados de [63-65] citados anteriormente. O caso de temperatura finita € importante ainda
do ponto de vista fenomenoldgico, visto que dada a pequena escala do efeito Uhruh, a tempe-
ratura de fundo, mesmo quando muito baixa, deve dar uma contribui¢do de ordem similar ou
superior a aceleracao.

Nao abordamos aqui a importancia de considerar por exemplo, descricdes mais
precisas com efeitos ndo markovianos de memoria como em [74], havendo assim ainda espago

para estender a discussdo e obter um teste mais definitivo.
1.3 Estrutura do trabalho

O restante deste trabalho estard dividido em trés capitulos além da conclusdo. No
capitulo §2f faremos uma exposicao concisa dos conceitos por trds da quantizacdo do campo
escalar em espaco plano e curvo, bem como uma répida introducao ao efeito Casimir e ao efeito
Unruh. J4 no capitulo [3| Trabalharemos com o efeito Casimir em campo gravitacional fraco.
No capitulo §4|faremos a discussao de efeito Unruh em temperatura finita descrita previamente

em uma observacgdo especial se deve sobre seu conteido pelo fato de que uma introdugdo
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relativamente longa em comparagcdo com os resultados originais é dada. Isto se deve pelo fato
do formalismo ser bastante diferente do padrao utilizado em fisica de altas energias, portanto
uma revisao um pouco mais extensa pode ser necessaria para situar o leitor. Por fim, em §3|
apresentaremos nossas conclusdes e consideracdes finais. Apresentamos ainda um apéndice
§A] explicitando a obtencdo da energia de Casimir pelo método de Schwinger no caso usual de

espaco-tempo plano.
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2 A QUANTIZACAO E O VACUO

Neste capitulo apresentaremos uma revisao concisa dos fundamentos da quantizacao
canodnica de um campo escalar real (por questao de instrutividade comecaremos com o0 campo
massivo mas depois descartaremos o termo de massa por praticidade nas aplicagdes), bem como
uma introducdo rapida aos efeitos Casimir e Unruh. Tal revisdo tem por objetivo oferecer uma
compreensao basica ao leitor menos familiarizado com os temas, assim como tornar mais com-
pleta a abordagem geral do trabalho.

Diferentemente dos proximos capitulos que apresentardao discussdes mais moder-
nas, o contetido deste consiste em uma revisdo de temas mais antigos € de maior consenso
literario. Dentro da vasta literatura, o leitor interessado em uma abordagem mais detalhada e
geral, pode se referir por exemplo, as obras [83](para teoria quantica de campos), e [3,4](para
quantizag¢do de campos em espagos curvos e Efeito Unruh). Enquanto a abordagem mais direta

fornecida aqui segue fortemente de [84]], com alguns elementos baseados em [3}85]].
2.1 Quantizacao canonica do campo escalar no espaco-tempo plano

Seja denotado por ¢ (x) um campo escalar real definido no espago-tempo com ele-
mento de linha:

ds* = nyydxtdx’, 2.1

Onde N = diag(—1,1,1,1) (essa convengdo de sinais serd mantida durante a maior parte do
trabalho) e x = (xo =t,x,y,z). Podemos construir uma agfo invariante para este campo dada

por
I i
S— /d4x$ _ /d4x [—Enﬂvamav(p — S0 —V(9)]. 2.2)

em que m ¢ um pardmetro real e V(¢) uma fungao escalar do campo. O primeiro termo repre-
senta a dindmica e garante solucdes tipo onda para as equacdes de movimento, o segundo é o
termo de massa que € identificada com o pardmetro m, por fim V(¢) € um potencial de intera¢do
que desconsideraremos neste trabalho.
Tomando V (¢)=0, a aplicagdo do principio variacional leva a equagdo de Klein-
Gordon
(O—m?)¢ =0, (2.3)

Onde O = n*Vd,dy.
E conveniente definir uma solugdo geral a partir de uma expansdo em modos orto-

normais. Sejam ¢; e ¢ duas solucdes da equacdo[2.3] podemos definir o produto escalar como
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(91:62) = =i [ dx(913003 — 03001). 4
E ficil ver que o produto definido acima é conservado. Expressemos entio os modos normais
como
1
= ——expli(k-x— wr)], 2.5

onde ®? —k? = m? e ® > O(veremos que os valores de o estdo intrinsecamente ligados a energia

das particulas, que no caso livre exigiremos que sejam positivas). Temos
(O, ) = 8 (k—K). (2.6)

Uma solucgdo geral real (hermitiana) em termos destes modos pode ser escrita como

0(x) = [ dK(a(yo+a" (6)97). Xy

Seja IT = dy¢, a quantizag¢do do campo se dard tomando as relagdes de comutagdo candnicas

[¢(X7l)7 ¢(X/7l)] =0,
MI(x,7),T(x,£)] = 0, (2.8)
[‘P(X?t)aH(X/?t)] = i63(X—X/),

T
que para os operadores ay € a, torna-se

[a (k),a" (K')] =0, (2.9)
la(k),a" (K] = i8% (k—K').

Os operadores dy e d,t desempenham um papel andlogo ao dos operadores criacao e destruicdo
do oscilador harmdnico quantico. Para obter uma interpretacdo mais intuitiva da construgdo
do espaco de estados consideraremos o caso da quantizacdo em uma caixa ctbica de volume
L? com condic¢des de contorno periédicas nas faces. Assim, os modos ortonormais serao

reescritos como
1

2cokV

O = expli(k-x — wt)], (2.10)

onde os vetores de onda k agora assumem valores discretos

i
ki:”L . nez. Q.11

No caso discreto os operadores de criagdo e destrui¢do obedecerdo a condi¢des andlogas a (2.9),
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com
Ak, a))] = i& g (2.12)

e os outros comutadores nulos. Similarmente a expansdo do campo se dara considerando um
somatorio no lugar da integral em (2.7)).

Consideremos entdao o Hamiltoniano
. 1 .
H= /d3x(¢H—$) = /d3xE (0% + (V)* +m?*¢?]. (2.13)

Usando as expressoes [2.7] (na forma discreta) e [2.12] podemos escrever o Hamiltoniano como

(no caso m = 0)
H= Z (a,ﬁak + ) . (2.14)
T

O operador 7 = @, € denominado operador ntimero, em analogia clara aos niveis de energia
do oscilador harmdnico. O segundo termo nos parénteses em [2.14] pode ser removido adicio-

nando um termo de potencial constante. Assim, redefiniremos nosso hamiltoniano como
H =Y (o). (2.15)
k
Analogamente, componentes espaciais do quadrivetor momento-energia sao dadas por
P =) (k). (2.16)
k

Baseado nesses conceitos construiremos um espaco de estados quanticos descrito pelo conteido

de energia-momento do campo. Seja |0) um vetor do espaco de estados tal que
H|0) =P|0) =0, (2.17)

a esse estado denominaremos vacuo. Seja |¥) um auto-estado do Hamiltoniano com autovalor

E =Y (nyoy), podemos mostrar que
Hay|¥) = (E — op)ap|¥), (2.18)

e similarmente

Hal W) = (E + ap)al|P). (2.19)

A aplicagdo dos operadores dy, e dZ em |¥)corresponde a destrui¢do/criacdo de um quanta(particulas)
com energia @.
Representaremos entdo um ket caracterizado por conjuntos de ny, particulas com

momentum K; por

1 A A
|y My -eoi) = a“ t akj|()> (2.20)

ky Ak, -
‘/I’lkl!l’l]Q!.. 2
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denominamos o espaco vetorial formado por esses estados como espaco de Fock. A aplicacdo

dos operadores de criagcdo e destruicdao nos vetores do espaco de Fock € dada por
Ay =Vn—1|(n=1)) ,  af Ing) =+/nl(n+1)). (2.21)
O limite continuo das expressdes pode ser reobtido tomando
Vv
— 4k
; (2m)3 / ’

ar — V12213 %a(k), (2.22)

de modo que o (operador) ndmero total de excitagdes N = ) ; 71; € dado no continuo por

N= / B(AK)). (2.23)

Ou seja, os nimeros de ocupacdo n sao distribui¢des no espaco de Fourier, e a definicao da acdo
dos operadores escada no espaco de estados se torna menos intuitiva nesse caso.

Devemos lembrar que fisicamente ndo faz sentido atribuir frequéncias exatas a
particulas quanticas livres, mas sim descrevé-las por pacotes de onda. No entanto, as expressoes
(2.202.21) sao usadas em alguns livros textos sem a introdugdo da notacdo discreta por questdo
de simplicidade.

Antes de passarmos para a discussao em espacos tempos curvos € importante notar

um aspecto importante, consideremos o estado |0), temos que para qualquer k
a|0) = 0. (2.24)

Definicdo para o vicuo andloga a Suponhamos que em vez disso trabalhemos em um novo
sistema de coordenadas relacionado ao anterior por uma transformagao(ortocrona e propria) de

lorentz A. Teriamos entdo modos definidos analogamente com
_AM
kyr = Au/ku» (2.25)

pelas propriedades do grupo(préprio e ortocrono) de Lorentz temos que se @ > 0, entdo @’ > 0.

Os modos [2.5] sao denominados modos de frequéncia positiva por obedecerem a
relagdo o,y = —iwy Py, com @, > 0. Analogamente ¢ sdo de “frequéncia negativa”. A ex-
pressdo [2./|representa uma expansao do campo ¢ em modos de frequéncia positiva e negativa,
tal separacdo influencia diretamente na definicao dos operadores de criagdo e destrui¢do, e por-

tanto, na defini¢do de vacuo. Observemos que

0=\ 90 (2.26)
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Implica em

Gy o< G, (2.27)

E portanto os dois referenciais concordam no mesmo estado de vicuo
ay/|0) = a;|0) = 0. (2.28)
2.2 Energia do vacuo: Efeito Casimir

Voltemos a equagdo (2.14), consideremos o termo previamente descartado (em

notacdo continua)

14 o, o
Euae = Gz G « [ @ (2.29)

Pela expressao anterior podemos interpretar esse termo como uma densidade constante de ener-

gia no espaco. Nota-se que o cardcter oscilatorio das solugdes livres € mantido através da
frequéncia wy, a energia de vacuo assemelha-se a soma de modos fundamentais de infinitos
osciladores harmodnicos. Tal comportamento € denotado por flutuagdes de vacuo.

Em geral, € esperado que tal termo ndo tenha influéncia no calculo das grandezas
fisicas, sendo tratado como simples potencial constante de fundo que pode ser eliminado so-
mando um termo constante ao Hamiltoniano do sistema. No entanto, na presenca de condi¢des
de contorno nao usuais, como por exemplo aquelas que uma superficie condutora impde sobre
um campo eletromagnético, o tratamento da energia das flutuacdes de vacuo torna-se ndo trivial.

Consideremos o caso de duas placas paralelas de superficie A e separagdo L, tal que
A >> L*. Suponhamos que tais placas impdem condi¢des de contorno de Dirichlet(¢ = 0 na
superficie das placas) sobre o campo escalar.

Consideraremos que as placas estdo dispostas ortogonalmente ao €ixo z. As solucgdes

normalizadas de|2.3|obedecendo as condi¢des ¢ (z = L) = ¢(z =0) = 0 sdo dadas por

P = sin(fig) e/ @nkt—kxL) (2.30)

1
27/ Wy L
onde k e x| referem-se somente as coordenadas espaciais ortogonais ao eixo z, i = nw/L e

wp =4k (2.31)

Com isso, a expressdo (2.29) se torna:

2wnk
Evae = 27:22/ Dk

onde restauramos parcialmente a notagéo continua nas dire¢Ges paralelas ao plano Y, ~—

(2.32)
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A/(27)? [ d*k, analogamente poderiamos obter o valor esperado do Hamiltoniano a par-
tir os modos (2.30). Tanto a expressdo anterior como a[2.29|sdo divergentes, no entanto veremos
que pode ser dado sentido fisico a através de um processo de renormalizacao.

A grosso modo isso € feito ao subtrair-se da expressdo os polos ndo fisicos que
correspondem a energia de fundo puramente divergente. Usaremos aqui um processo bastante
simplificado chamado de regulariza¢do por funcao zeta de Riemann(veja [86]), onde a obtencao
da energia finita se da por meio de uma continu¢do analitica, ndo ficando explicito o processo
de subtracdo (mais precisamente, no processo de regularizagdo por funcio zeta o contratermo
de energia extrinseca € nulo [83]).

Introduzamos no integrando da um fator @

v __A v 27 31—
Evac - W;/d kwn7kv7 (233)

A integral acima pode ser facilmente resolvida expressando k em coordenadas polares

v)_ A 2, 22\(1-v)/2
Bl =g L / dkdkgk(k + i) 1=V
A 1 nmw\3-v
_Ev—3;<7>
A 1 T\3-Vv
~ ad 2v —3). 2.34
47rv—3<L) C( v—-3) (2.34)

Na passagem da segunda para a terceira linha devemos entender que € feita a continuagao
analitica do somatorio para a funcdo zeta. Para recuperarmos a energia do vacuo renormali-
zada basta restaurar o parametro original v = 0 e usar que

1

C(=3)= 0" (2.35)

Também dividiremos o resultado obtido pelo volume espacial V = AL obtendo a densidade

volumétrica de energia(isso serd mais intuitivo quando tratarmos do caso curvo)

E522_ n? 536
V144014 (2:36)

A equacgdo acima demonstra que ha a geracdo de uma forga atrativa entre as placas,
que no caso escalar (para o caso eletromagnético o resultado € multiplicado por um fator de 2

referente as polarizacdes) tem magnitude por unidade de drea das placas

_AflaEcas . 77:2

Peas = oL 480L*

(2.37)

Tal interacdo pode ser interpretada a grosso modo, como um gradiente das pressdes geradas

pelos modos fora e dentro da cavidade(figura[I]), que vibram de forma diferente.
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Figura 1: Perturbacdo das flutuacdes de vacuo na presenca de placas condutoras. A diferenca
de pressdo entre os modos em azul e vermelho gera uma forca de atrag@o entre as placas
dependente da separagdo entre elas.

A exposi¢do do efeito Casimir que fizemos nesta subse¢ao € apenas uma introdugao
extremamente resumida e desprovida de maiores detalhes, mas serd suficiente para entendi-
mento inicial da abordagem do capitulo a seguir. Para uma rica andlise de diversos aspectos

mais profundos do efeito Casimir pode-se consultar por exemplo [87,(88]].
2.3 Quantizacao do campo escalar em espaco-tempo curvo

A generaliza¢do do formalismo anterior se d4 de maneira relativamente simples. A

acdo agora é dada por
1 1
s= [d'xv=s {—5g“VDu¢DV¢> —m9? —EA¢ |, (2.38)

onde D, indica derivada covariante e & ¢ a constante de acoplamento entre o campo e Z ¢é
o escalar de curvatura. No presente texto consideraremos o esquema de acoplamento minimo

& = 0. Variagdo da acéo em relagdo ao campo ¢. Temos entdo a equagdo de movimento

0o —m?¢ = \/%_g@t[\/—_gg”v&v(p] —m?p =0. (2.39)

Podemos definir solu¢des ortonormais f; tais que

em relagcdo ao produto interno

(finf)) = i [ =g (FOuf; ~ £;0uf): (2.41)
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onde ¥ é uma hipersuperficie tipo espago com métrica induzida gy e vetor normal unitario n*.

A solugdo geral pode entdo ser expressa (em notagao compacta)
0 =Y (aifi+af7). (2.42)
i

Note que os indices usados para especificar os modos estdo expressos esquematicamente de
forma discreta, mas podem ser facilmente generalizados para o caso continuo.

Seja 0 momentum conjugado ao campo dado por

_ 0L Y 0
M= D) v—gD%. (2.43)

As relagdes de comutagdes candnicas sdo idénticas a[2.8| assim como as relagdes de comutagao

para os operadores de criacdo e destruicdo. Deste modo podemos montar analogamente um

espaco de Fock
ny,np...nj) = ﬁallagz...ayom (2.44)
onde o vécuo |0) s € definido em relagéio aos modos f;.
2.3.1 Transformacoes de Bogoliubov e niimero de particulas
Consideremos um segundo conjunto de modos ortonormais g; tal que
¢ =Y (bigi+b]g)) (2.45)
i
Com vacuo e espaco de Fock definidos
bi|0), =0, (2.46)
1 prAT o
Ini,ny..nj)g = W[’klbkz"'bk}‘mg' (2.47)

Denominam-se transformacées de Bogoliubov a expansao de um conjunto de modos em relagao

ao outro

fi=Y (vijgj+2ijg}),

J

gi=Y (aijfi+Bijif})- (2.48)

J
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Usando as condi¢des de ortonormalidade temos

aij = (8, 1) = Yji»
Bij = (8j: /i) = —Ajis (2.49)
€
Zk:(%’kﬁk — Aixkiy) = 8ij, (2.50)
Zk‘,(yikljk — AicYjx) = 0. (2.51)

Equacionando [2.42], [2.45] e notando que

ai=(9.f) ., bi=(9,8), (2.52)
temos
a; = Z(aﬁl;j + Bj*l@j), (2.53)
J
c
bi=Y (aja;— Bjal). (2.54)

J

Em posse destas relagdes, calculemos por exemplo, o valor esperado do niimero de particulas

nj(g) nO estado |0) s:

(O pni(g)[0) 5 = (01 b7 Bi[0) 4
=0y Y. ¥ (aijaf, — Bijaj) (apaij — Birdl)|0) s
j k

=Y 1Byl (2.55)
J

A expressdo acima mostra que a ndo ser que os coeficientes f3;; sejam todos nulos, o
vacuo definido a partir dos modos f apresenta particulas quando medido em relacao aos modos
g.

Nosso conceito intuitivo de particula na teoria quantica estd intrinsecamente ligado
a dualidade onda-particula. No espago de minkowski temos um conjunto “natural”’de mo-
dos definidos globalmente e com frequéncias positivas obedecendo d, ¢ = —i@, @ (® > 0),
sendo ¢ o tempo préprio do observador. assim como um conceito global de referenciais inerciais
que, como discutido anteriormente, compartilham do mesmo vicuo e medidas de ndmeros de
particulas(como veremos adiante, o mesmo nao € valido para observadores nao inerciais).

Em coordenadas generalizadas, ndo hd motivo a priori para esperar que essas condi¢oes

sejam satisfeitas. Em espacos-tempos estdticos, por exemplo, € possivel separar solugdes do
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tipo e '’ ¢;(x)(com ¢ proporcional ao tempo préprio), que servem ao nosso conceito intuitivo
de numero de particulas, mas em geral tais modos ndo serdo definidos globalmente. Vemos
entdo, que o nimero de particulas torna-se uma noc¢do dependente de referencial (ou de quais

modos “naturais” usamos para construir o espaco de Fock).

2.4 O Efeito Unruh

A seguir discutiremos a observacao de particulas no vacuo de Minkowski por um

observador acelerado: O Efeito Unruh.

24.1 Espaco de Rindler

Nosso objetivo € calcular o numero de particulas medido por um observador acele-
rado num vécuo de Minkowski definido a partir dos modos Inicialmente precisamos de um
sistema de coordenadas natural para esse observador. Por simplicidade trabalharemos com um
campo sem massa m = 0 e (1+ 1) dimensdes.

O elemento de linha € dado por:
ds* = —dt* +dx* (2.56)

enquanto a trajetoria de um observador com aceleragdo propria uniforme a pode ser descrita por

(1) = ésinh(ar), 2.57)
(%) = écosh(ar), (2.58)

que corresponde a uma trajetdria hiperbolica no espaco-tempo. A estratégia € montar um sis-
tema de coordenadas (x,p), tal que a coordenada tipo espaco p assuma valores constantes
ao longo de trajetdrias hiperbdlicas e a coordenada tipo tempo ) seja proporcional ao tempo

proprio. Uma escolha possivel € dada por
1
t(x,p) = —e*P sinh(ay), (2.59)
a
1
x(x,p) = —e*P cosh(ay), (2.60)
a

onde J,p sdo as coordenadas de Rindler, que assumem valores —oo < ), p < oo e cobrem toda

aregido x > |f| ou "Right Rindler Wedge”(RRW).O elemento de linha é dado entdo por
ds? = 2% (—dy® +dp?). (2.61)

Observemos que
dy = a(tdy+x0;) (2.62)
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corresponde ao vetor de Killing referente a um boost na dire¢do x. A “superficie”’x = |¢| € um

horizonte de Killing para 0 RRW. A equacdo de campo nas coordenadas de Rindler é dada por
O¢ = e 2% (—d;+9,)9 = 0. (2.63)

Enquanto os modos ortonormais sdo dados por

1
VAT oy

Na regido RRW, os modos f; e f; formam um conjunto completo de solugdes.

fk = e—i(wk%—kp)' (2.64)

Similarmente podemos construir o “Left Rindler Wedge™:

t(x,p) = —ée"p sinh(ay), (2.65)

(x.p) = —éeap cosh(a). (2.66)

Com elemento de linha idéntico a [2.61 cobrindo a regido x < —|¢t|. E com modos ortonor-
mais(note que d, € dirigido ao passado no LRW, assim modos de frequéncia positiva devem

obedecer dyg; = iwgy, ® > 0)
1

&= ima

Definindo gy =0 em RRW e f; = 0 em LRW, os modos g, f,g* e f* formam um conjunto com-

! (Oxtkp) (2.67)

pleto definido globalmente(é possivel construir extensdes analiticas para as regioes restantes).

2.4.2 Relacao entre os Coeficientes de Bogoliubov

Expressemos os modos de Rindler e Minkowski em fungdes das mesmas
coordenadas. Note que no RRW
1
xX+p= aln[a(t +x)], (2.68)

p—x = Linfa(—+x)]. (2.69)

a

Consideremos o caso k,k’ > 0, temos para os modos Rindler e Minkowski respectivamente

| .
fe= e P {%ln(—au)} , (2.70)
O = ———exp(—iapu), @.71)

VAT Wy
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onde u = t — x. Similarmente para k,k’ < 0

e
fi= mexp { ; ln(av)} , (2.72)
¢k’ = ! exp(—ia)k/v), (2.73)

Varnwy

onde v =t 4 x. Expressando os dois conjuntos de modos em func¢do das coordenadas u, v, vemos
que modos “right-moving”(k > 0) e “left-moving”(k < 0) sdo independentes, ja que u e v sdo
coordenadas independentes.

Assim modos fi~o podem ser expressos em fun¢do apenas de modos ¢/~ (e seus
conjugados). Consideremos a expansao em frequéncias dos modos right-moving de Rindler em

funcdo dos modos de Minkowski
Je=Jo= /0 do' (ape Por + Bow Day); (2.74)
A expansdo assemelha-se a uma transformacao de Fourier
f (I/t) — L /‘00 da)/e—ia)/uf' ((D/)
@ 27 J e @
I [ oy % 1 [ -
=— [ do'e""fu(a —/ da'e'®" fo(—o'). 2.75
o |0 (@) o [ dale (- o) 2.75)
Substituindo a forma explicita de ¢,y em e equacionando com temos
o fo(0') = Bow fo(—0"). (2.76)

Seja

Fol—a' 47: / due™i® exp{;ln( )},

= \/4_ / due'® " exp [Xln(au)], (2.77)
nw' Jo

relacionaremos essa expressdo com fy (). Consideremos a integral no plano complexo(considere

um branch cut no semieixo real negativo para o logaritmo natural)

. 10)
I= / due®"exp {l—ln(au)} , (2.78)
N+rn+y a

onde P é o semieixo positivo, y; é um contorno logo acima do semieixo positivo(Re(u) + i€,
com limite € — 0 implicito) e 73 € o semicirculo no plano complexo superior com R — oo. Como

a fungdo € analitica dentro do contorno e @' > 0 temos

[=0, I,y=0= L,=—I, (2.79)
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assim
fo(—@') =— ! due'®" exp {igln(au)}
@ Varw' Iy a

1 ie . 0]
= due'®exp | — In(au
Van o' /oo+ie P { a ( )}

= — ue €X —(n\|au l
Varnw' J—e P a

—e 0T (). (2.80)

O mesmo resultado pode ser obtido para os modos LM.
Podemos entdo calcular o nimero esperado de particulas com frequéncia @ no

vacuo inercial

OING10) = [ o |Bour . @81)
Usando que
[ 4@ (awo = 1Bousl) = 50) (2:82)
e aplicando e [2.80,temos
/ da|Bow (7 — 1) = §(0), (2.83)
logo
OG0y = - 5(0) (2.84)
o e2no/a _ | ’ :
que indica um espectro termal com temperatura de Unruh
Ty = . (2.85)
2

2.4.3 O detector de Unruh-Dewitt

Nesta secdo analisaremos o fendmeno de um detector de particulas movendo-se
em trajetdria hiperbdlica e em um estado descrito inicialmente como vicuo de Minkowski. O
modelo proposto é de uma particula com niveis de energia E ndo relativisticos.

Assumimos que a particula(detector) interage com o campo escalar ¢ por meio de
momento de monopolo m(7)(com T sendo o tempo préprio do detector) que obedece a evolugio

temporal(usaremos a Interaction Picture)
m(t) = erTm(0)e ", (2.86)

O Hamiltoniano de interacao é
Hy = m(7) (x(7)), (2.87)
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onde A é uma constante de acoplamento pequena.

Suponha que o sistema estéd “inicialmente” (T = —oo) no estado
|Eo,Om) = |Eo) @|0m), (2.88)

onde |Ep) é o estado fundamental da particula(assumiremos Ey = 0 por simplicidade) e |0,,) é o
vécuo inercial. Calcularemos a probabilidade de excitagdo do estado fundamental. A amplitude

de transicao para um estado genérico |E, y) é dado por
ag,y = (E, yle” 1797 |Eg, Op), (2.89)
que em primeira ordem no fator A é dado por:
ag.y = iL(E, vl /_ Zdrm(‘c)q)(x(r)) IEo,Om). (2.90)

A probabilidade total de transi¢ao € dada por

P= Z |aE71,, 2

E:W#E(MOM

— Y T(E) / T dr / " are EE) (0,10 (x(2) 0 (x(7')|0n), (2.91)
L G .

onde T(E) = |(E|m(0)|Eo)|> é uma quantidade dependente apenas da estrutura interna do de-
tector.

Vamos calcular primeiro a fun¢do de Wightmann do campo escalar:

1 Pk :
G+(x,x') — <OM’¢(X>¢(XI>’0M> _ W %e—l[w(m-ﬁ-l&‘)—kﬂx], (292)

com At =t —1t' ¢ Ax =x—x e o fator ie é inserido de acordo com “prescri¢do” padrao,
garantindo convergéncia da integral(o fator pode ser interpretado como um cutoff para altas
frequéncias). Consideremos por simplicidade o caso de separacdes tipo tempo(o resultado para
outros tipos de intervalo é o mesmo), podemos entao trabalhar num referencial S onde Ax =0,
integrando em coordenadas “‘esféricas”(por simplicidade notacional as transformacdes no fator
€ serdo omitidas, note que transformacdes de Lorentz ortocronas proprias sempre preservarao

seu sinal)

Gt (x,) :# /dwwe[—ia)(At'-i-is)]

I T
 4m2 (AT —ig)?
1 1

= ) 2.
4m2 A2 — AX2 — i 293)
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Seja a trajetoria do detector dada por

1
z= —sinh(a7t),

a
1

t = —cosh(at), (2.94)
a

x=y=0.

Entdo, em termos de AT = T — 7/, a fun¢do de Wightman é dada por

1 a?
1672 sinh®[a(AT — i€) /2]

G (x(1),x(7")) = GT (A1) = (2.95)

O fato de que G depende de A7 indica que P € invariante sob translagdes temporais no referen-
cial da particula. Logo o valor esperado médio de quanta absorvido pelo detector é constante
temporal. Portanto, como definido em (2.91)), P é uma quantidade divergente, assim como
acontece no célculo de G, atribui¢do de valor fisico requer um processo de regularizagio.
Para simplificar a andlise, podemos definir a probabilidade de excitagdo por unidade de tempo

préprio p = P/At

_ I —iEAT a
P= ;T(E)mﬁ?/_md(m)e sinh?[a(AT —ig) /2] (2:90)

Podemos resolver a integral considerando um contorno no plano complexo consistindo do eixo
real e do semicirculo inferior(R — oo, Im(At) < 0). A integral no semicirculo é nula devido ao

iEIm(A7)

fator exponencial e . Usando que

|
csc?(mx) = = n;m(x —n)2, (2.97)

temos

1

sinh2[a(At — ig) /2] = —cossec?|ima(AT —ig) /(2)]

a

4 & ~ 2min\ 2
== Y (Ar—18+ ) , (2.98)
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logo

2 o a a
1 > 2
=57 ) T(E)Ee wnk fa
E n=1
1 T(E)E

(2.99)

Na segunda linha escluimos os valores n < 0 do somatdrio, pois para n < 1 os polos estdo fora
do contorno de integragdo. Vemos que novamente o fator de Planck com temperatura 7, = 5.

Vemos assim que hd uma probabilidade nao-nula de que o detector salte de nivel.
Devemos lembrar que o campo externo encontra-se no estado de vacuo, nao podendo fornecer
energia ao detector, no entanto, nao ha violacdo do principio de conservagao de energia, ja que
a particula recebe energia externa para manter sua trajetéria acelerada. Ao manter a trajetdria
hiperbdlica com trabalho de fonte externa, a particula emite quanta que excita o campo, e tal

emissao € sentida como um backreaction no referencial do detector.
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3 EFEITO CASIMIR EM CAMPO GRAVITACIONAL FRACO

Este capitulo se propde a analisar o comportamento da energia de Casimir, introdu-
zida brevemente no capitulo anterior, quando ha a presenca de uma métrica de fundo corres-
pondente a agdo de um campo gravitacional fraco. Antes de propor nossos resultados, faremos

uma breve revisao das consideragdes tomadas e de resultados prévios encontrados na literatura.

3.1 Definicao do problema

Serdo tomadas como ponto de partida as defini¢des propostas em [|16] onde calcula-
se a densidade média de energia de Casimir de um campo escalar real e sem massa, obedecendo
condicdes de contorno similares as trabalhadas no capitulo anterior. No entanto, agora A e L
devem ser compreendidos como parametros de coordenadas em vez de distancias fisicas.

A geometria de fundo inicialmente tomada € a solu¢do usual para campo fraco
ds? = —(142®)d> 4 (1 —2®)dI>, (3.1)

onde ® = —M/r e dl é o elemento de linha euclideano. Consideraremos por simplicidade que
as placas estao dispostas perpendicularmente a direcdo radial, a uma distancia R da origem e sdo
mantidas nessa coniguragio estdtica por uma forca externa. Iremos supor que R >> /S >> L
e construir um sistema de coordenadas ‘“quase retangulares”, com origem no centro da placa
inferior e orientagdo do eixo z paralela a radial(figura [2)). Assim, na regido entre as placas

podemos tomar a aproximagao

o~ MM ot (3.2)
~ R R2Z— 0 ’}/Z. .

Sendo o elemento de linha agora expresso como

ds? = — (1420 +2y2)di* 4 (1 — 2Py — 2yz) (dx* + dy? + dz?). (3.3)

Dada a geometria descrita acima, a quantidade que devera ser obtida é a densidade

média de energia de Casimir medida por um observador estético
1
E= V—/d3x\/ﬁ(uﬂuv<0|Tuv|0>), (3.4)
p
onde u" € a velocidade mundo do observador

M = |goo| /284, (3.5)
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Figura 2: Esquema de posicionamento das placas e do sistema de coordenadas do observador.

h € a métrica induzida(no presente caso h;; = g;;) € V), € o volume proprio da “cavidade”, dado

por

_ / BV, (3.6)

Substituindo os valores de u*, das componentes do tensor de stress dado por
T,uv = au¢8v¢ - g,uvf 3.7

e supondo um conjunto de modos ortonormais ¢, (3.4) se reduz a
€= —Z/d3X\/_ (Ig00| ™" Too[¢n, 9,]) (3.8)

onde
1
T00[¢n7 ¢:] = atq)natq): - EgOOguvau¢nav¢: (39)

Note que a quantidade € um escalar. No contexto de espagos-tempos curvos
¢ importante expressar as grandezas fisicas deste modo a fim de eliminar, quando possivel,
ambiguidades relacionadas a diferentes escolhas de sistemas de coordenadas. Na expressao da
energia de Casimir que encontraremos, estardo contidos termos do comprimento, no entanto L €
apenas um parametro de coordenada, assim deveremos expressar os resultados finais em termos
do comprimento préprio, o escalar que espera-se obter em medidas fisicas, para uma separagcdo

ao longo do eixo z temos
Ly,= /dZ\/ 1822/ (3.10)
3.1.1 Exemplo: correcao de “primeira ordem”

Um exemplo pertinente se d4 quando consideremos apenas o primeiro termo da

aproximagcido em (3.2), ou seja

ds? = —(1+42d¢)dt> + (1 —2dq)d!?, (3.11)
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que € referida como aproximacgdo de primeira ordem em [16]. Esse elemento de linha é, na
verdade, equivalente ao de Minkowski, que pode ser reobtido simplesmente fazendo a seguinte

mudanca de coordenadas

dt — di' = (1+2d) 24,
dl — dl' = (1—2®0) /24l (3.12)

No entanto, ao manter (3.11)), teremos um modelo simples de aplicacdo do formalismo e que
serd util na reandlise do caso de segunda ordem.

A equagdo de campo neste caso € dada por
(1 —2®)d29 — (1+2P0)5 ;0,0 = 0, (3.13)

onde termos de ordem superior foram suprimidos. Podemos usar uma solu¢@o similar ao caso
de espaco flat
On(x) = A, sin(fig)e! k151 =) (3.14)

Substituicdo na equagao leva diretamente as novas frequéncias
@? = (14 4®¢) (k3 + 7). (3.15)
Enquanto o produto interno (2.41) define as constantes
A, = [4n% @, (1 — 4dy)L]~1/2. (3.16)
Substituicdo dos modos em (3.8) leva a expressio

€

1
%(1+4¢0)Z/d2h(ki+ﬁ2), (3.17)
n

que € similar a sua versdo de espago-tempo plano (2.29), renormalizando obtemos

2
T
E=—(1-4Py)—. 3.18
( ) {22017 (3.18)
Lembrando que L deve ser substituido pelo comprimento préprio dado por
L
L :/ dz\/1—=2®y = L(1 —4d), (3.19)
0
temos a expressao final para energia de Casimir calculada em primeira ordem no parametro
gravitacional
2
E=——"—. 3.20
144OL1‘}7 (3-20)

Ou seja, recuperamos a mesma energia do caso de Minkowski, o que ja era esperado, visto que
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as contribuicdes constantes na métrica em (3.11) ndo tem valor fisico, podendo ser removidas

através da transformagcao (3.12).

3.1.2 Obtencao dos modos em segunda ordem

Discutiremos agora alguns resultados obtidos previamente na literatura conside-

rando o termo linear da métrica em (3.3)) e aplicando as transformacdes (3.12)) para remover as

constantes, assim
ds® = —(142y2)di* + (1 — 2yz)dI>.

Temos para a equacdo de campo
0¢ = (1-272)97¢ — (1-2y2)V?¢ =0,
que com um ansatz da forma
00() = Ana ()30,

pode ser reescrita como

(1 - 292) @2 — (14 272) (k. — 32)]ta2) = 0.

Podemos rearranjar a expressao acima como
2
d:x —azx +by =0,
onde

a=4yw,

b= -k,
que pode ainda ser simplificada com a transformacgao
u(z) =a'*(bja—7z)
reduzindo-se a equagdo diferencial de Airy

2y —uy =0.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Os modos normais e frequéncias sao apresentados em [|16]], dados por

2
%n(2) = Agu*sin (§u3/ 24 (p) , (3.29)
2 _ 2 2
w; = (142yL)(k] + 7). (3.30)
Onde é obtida a partir de b — al./2 ~ /%, expressdo que usaremos novamente mais adiante.
3.2 Resultados anteriores

Agora iremos exemplificar alguns resultados anteriores encontrados na literatura.
Comecaremos pelo calculo de correcdes de segunda ordem de [16], seguido de algumas ex-
tensOes propostas por outros autores. Tais resultados servem de motiva¢do para o conteido
seguinte, onde com as corre¢des propostas, iremos deduzir que as corre¢des no efeito Casimir

para a ordem tomada sdo nulas.

3.2.1 Geometria de campo fraco usual

Em [16], o autor sugere um atalho para o cdlculo da energia de Casimir, propondo
uma decomposi¢do dos modos acima como a solucao no caso de Minkowski somada de um

termo de correcao

0, = 0" + 59 3.31)
onde ¢,§°) ¢ dado por li Analogamente

Too [0, 6] = Tool9r", 08" + 8 Too [ n, 9] (3.32)
g=¢80 415z, (3.33)

O primeiro termo de 1| obtido ao inserir a solugdo plana ¢,§°> em|3.8|resulta em
3 n? n?
(0 — _y-1 —
eV =-V 1—=yL =—(1-2yLy))———% 3.34
P ( 27 ) Tqgors — (= 27Ly) 14403 (3-34)

que pode ser interpretado como uma corre¢ao geométrica na energia de Casimir usual. O se-

gundo termo de (3.33)), ¢ da ordem de 7, e pode ser interpretado como a energia gerada da
interac@o entre o campo escalar e o campo gravitacional, o autor de [16] afirma que 6€ pode ser

obtido em analogia a[2.32| considerando a vari¢do das frequéncias

2
T

58 = /dzkl&on = —yL,——. (3.35)

; P1440L3
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Somando as duas contribui¢cdes tem-se

7.[2

m, (3.36)

g=—(1- }’Lp)
resultando em uma pequena corre¢do na energia de Casimir.

3.2.2 Extensoes na métrica

O método descrito anteriormente serviu de base para alguns outros trabalhos, onde
foram propostas extensdes na geometria de fundo e na teoria a serem consideradas. Partindo
da métrica (3.21)), que pode ser obtida como uma expansdo local de (3.1), originalmente uma

aproximagao de campo fraco tipo Schwarzschild, € natural pensar no caso um pouco mais geral

ds? = —(142®(r))di* + (1 — 2@, (r)), (3.37)

que representaria uma geometria mais geral mantendo a simetria esférica. Um caso notavel
seria, por exemplo, a solu¢do de buraco negro com matéria quintessencial de [89], que engloba
vérias possiveis extensoes da métrica original de Schwarzschild, como carga elétrica e matéria
tipo poeira. Alguns outros exemplos que remetem a esse tipo de geometria serdo exemplificados
brevemente a seguir, detalhes do cdlculo serao omitidos, ja que trataremos do problema de forma
geral nas proximas se¢des deste capitulo.

Analogamente a (3.21)), mas mantendo termos de primeira ordem, [21]] propde a
métrica

ds* = (1424 +2n1)de* — (1 + 20 +2pz)dl?, (3.38)
para o qual a expressao para € € dado por

oo = —(1 471+ 1y )% (3.39)
cas — il 12 144OL4, .

note que o fator apresentado no denominador € a distancia coordenada L entre as placas.

Em [[19]] € tomada uma métrica com rotagao lenta, com elemento de linha
ds® = (14-2¢)dt*> — (1 —2¢)dI* —4adtd @, ds* = (1+2¢)dt* — (1 —2¢)dI> —4adtd @, (3.40)

onde b = 1 —2aQ, representa a influéncia dos pardmetros de rotagdo na geometria. Com uma

mudanca de varidveis adequada o elemento de linha toma a forma
ds® = (1 +2byz)dt?> — (1 —2yz)dI?, (3.41)

efeitos ndo inerciais de backreaction sdo desconsiderados. A expressao para densidade propria
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de energia é dada por
2

_ /4
Ecas — —[1 — ')/Lp(l +3GQ)]W (342)
p

Outro exemplo € dado por [[18], onde considera-se uma teoria de gravidade esten-

dida, com geometria
ds? = (1 4+2® +2Az)dr* — (1 —2W¥ — 2%z)dI?, (3.43)

com escalar de curvatura ndo nulo Z ~ %) + %,z. Desta vez a energia média de Casimir é dada
por
n? %>

. 44
144023 " 1921, G49

Eeas = —[1 — 3(Do+ o) — (2Z— A)L,)]

Outros exemplos similares podem ser dados por exemplo, pelo caso de “gravidade

R?” tomado em [17], e de violacdo de simetria de Lorentz em [20].
3.3 Revisitando o Efeito Casimir em Campo Gravitacional Fraco

Observe que alguns dos resultados exemplificados em §3.2.2] preveem corregio
de primeira ordem, mesmo que os termos em questdo possam ser eliminados da métrica por
transformagdes do tipo (3.12). O método base de [[16] utiliza-se do truque de simplificagdo re-
sumido na equagao para obter a densidade média de energia, o que permite evitar calculos
extensos envolvendo as solugdes (3.29). Mostraremos a seguir que o truque nio recupera o re-
sultado fisicamente esperado no caso de primeira ordem, um sinal de inconsisténcia no
método. Em seguida iremos apresentar a obtengdo de € de forma direta, explicitando as solugdes

%n(z) como expressdes perturbativas.

3.3.1 Teste de consisténcia em primeira ordem

O método de cdlculo da energia de Casimir aplicado para segunda ordem em
poderia ser aplicado também no caso de primeira ordem por argumentos andlogos, o que nao
se faz necessdrio a principio visto que os calculos envolvidos sdo bastante similares ao caso
minkowskiano.

Vejamos no entanto o que acontece quando inserimos as solucdes usuais em
para a métrica de primeira ordem (3.11))

0=l 1 4 39)y [, (3.45)

TV, (2m)22L
que apos renormalizada e expressa em termos de L), retorna

71:2

e = —(1—4dy)——.
£ ( 0) 14401

(3.46)
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Para o termo de variacdo andlogo a (3.35)), temos de (3.15) que d@, ~ (1 + 2®), /k2L + 72,

assim

(3.47)

Somando as duas contribui¢des, temos um resultado diferente de (3.20), indicando
uma possivel inconsisténcia no método. Vejamos a seguir o que obtemos no caso de segunda

ordem ao usar um tratamento mais direto.

3.3.2 Expansao das solucoes axiais

Obteremos a energia de casimir na métrica de fundo de modo direto, como
proposto em [22]], analogamente ao procedimento feito em §3.1.1] Para facilitar a analise, pri-
meiro iremos escrever a parte axial ), (z) dos modos normais como uma expressdo perturbativa

em Y na forma

1
An(2) = 57— sin (”ZZ) +yx () + OM/R. (3.48)

Precisamos obter as constantes ¢ e A, a primeira pode ser encontrada trivialmente

pela condi¢@o de contorno x,(z) =0
2 3
Q= —3u (0). (3.49)

Para A, empregaremos a condi¢cdo de normaliza¢do dos modos[2.41] que no presente caso pode

ser escrita como

<¢(l’l,k1),(])(l’l,k2)> -
(0, + ©0n)(AAR) /Vd3x(1 —4'}/Z)xnxmei(ku*ku)ﬂ —

82 (ky L — ko1 ) Sum, (3.50)

logo
—-1/2
A, = {(27:)22@ / d®x(1 —4yz))x3]] : (3.51)
|4

Em posse das constantes, podemos expandir ¥,(z) em poténcia de ¥ com ajuda de

um software apropriado para cdlculo simbdlico (ou de uma extensa dlgebra). A expressao obtida

¢ da forma (3.48)) com

%(1)(2) =[2n7ta)§L2(L—z)zcos(mrz/L)
+ L W2+ 2L~ L) sin(nnz/L)) (AL’ @L).  (3.52)
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Prosseguindo, escrevemos a componente relevante do tensor de stress como

i} 1 1
Too W, ¥l = 5032 + 5 (1 +4y2) [k 25 + (9:2)7), (3.53)

substituindo a forma completa de (3.48)) e integrando em (3.8)) obtemos

S
V, 8m2L

o
I

(1 +}/L/2)Z/d2kla)o. (3.54)

Assim, a densidade média propria da energia de vacuo serd dada por

2 2

T
Ecas = (1+2YL):_—4'
1440L%

~ 124007 (3.53)

O resultado sugerido em (3.55)) € de que ndo ha corre¢do gravitacional na energia
e Casimir para a ordem considerada. Antes de tentar discutir o resultado mais a fundo, iremos

generalizd-lo para métricas da forma (3.38]) e obté-lo também pelo método de Schwinger.
3.3.3 Espaco-tempo esfericamente simétrico geral
A equagdo para o campo escalar na métrica (3.38) ¢ dada por
—(1-2%12)979 + (14+2%2) V29 + (n — 1) 9.4 = 0. (3.56)
Usando novamente um ansatz da forma (3.23)), obtemos
2y +2y-d.x +(0® — k) x — 4y 0*zx =0, (3.57)
onde Yy = (1 +7)/2ev- = (71 —¥)/2. Com a transformagdo

x(2) =A,(1—y-2)0(z), (3.58)

temos que O(z) obedece a
920 —az®+ b0 =0, (3.59)

com ¥y — ¥4. Assim, definimos ®(u(z)) em analogia a (3.29).
Reescreveremos as expressdes para o produto interno e a densidade energia em
termos dos fatores B = (37, +71) e ¥ = B + 71, isso nos ajudard a obter a analisar melhor o

resultado e compard-lo com que foi obtido em §3.2.1 Temos para o produto

(0(n,k1),0(n,k2)) = (@n + O) (AnAm) /V Bx(1 — Bz) gugme' 1R )xs (3.60)

e para a densidade de energia

i
- V—p;/d%/dzku—AZ)TOO[W,;*,%]. (3.61)
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Procedendo analogamente a §3.3.2] obtemos

St 1 2

B _ T
144003V,

T 144018 (5.62)

1
1+§(B —A+2'}’+)L

que corresponde novamente a mesma expressao obtida no espaco de Minkowski, mesmo para
métricas da forma (3.38)).

Por inspegdo do resultado (3.62), podemos encontrar qual termo deveria substituir
(3.35). Os fatores de ¥, e A sdo obtidos se inserirmos as solu¢des usuais em (3.61),
portanto

88 en = gLeo, (3.63)

ou seja, a corre¢do que deveria ser usada em (3.35)) é na verdade um remanescente de um fator

geométrico na normalizagdao do campo.
3.4 Solucao alternativa: método de Schwinger

Até agora trabalhamos exclusivamente com as ferramentas da quantiza¢do candnica
do campo escalar, vejamos agora como obter a energia de Casimir em campo gravitacional fraco
utilizando um método derivado da quantizagdo por integrais de caminho.

Seguindo o impasse entre [16] e [22], foi proposto em [23] a obtencdo da densidade
média propria da energia de Casimir através do formalismo de Schwinger[24,25]. No
entanto, argumentaremos que a construcao € dada de forma nao covariante, assim iremos sugerir
uma modificagdo para tornar o resultado novamente coerente. Como veremos, a expressao
(3.62) sera obtida mais uma vez[26]. Faremos ainda um célculo um pouco mais geral para a
geometria aproximada (3.73)), uma generalizacdo de proposta em [27]].

O ponto de partida serd a amplitude de persisténcia do vacuo na auséncia de fontes
externas

+{0[0)_ = Z[0] = eI, (3.64)

O funcional W[0] = W[J]|;—o, € comumente chamado de funcional de energia, ou acdo efe-
tivzﬂ Como demonstrado originalmente por Schwinger, podemos escrever W[0] a partir da

representacdo de integral de tempo préprio (veja o apéndice

Wwio] = % /0 ) ?Tr[eis{e], (3.65)

'Mais comum na literatura de teoria quantica de campos em espagos curvos, visto que no caso flat agio efetiva
normalmente denota o funcional I'(¢), para J = 0 seus valores coincidem, mas para evitar confusdo usaremos a
primeira denominagao.
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onde K serd definido através da ag¢do para o campo

1 _ .
s= 5 [d*lel (0 (0R (). (3.66)
Para o célculo do trago usaremos uma representacao de autofuncdes normalizadas
Pn(x)
Ied’n (x) = }Ln¢n<x)a (3.67)
/ dviQy Om = Oum; (3.68)

1/2

onde dv, = d*x|g|'/? é o elemento de volume invariante do espaco-tempo. Assim o trago do

operador em (3.63) pode ser expandido como
Trle K] = / dvee M ¢, (x))?. (3.69)

Logo [3.65] pode ser reescrita como

Z [ave [lontx)Peive. (3.70)

De forma simplificada, para o espago-tempo plano o termo de fase em (3.64) pode

ser interpretado como um termo de evolugio temporal Z[0] ~ e~ A" de modo que
W[0] = E\ At (3.71)

onde um processo apropriado de renormalizacdo estd implicito e Ar consiste em um intervalo
de tempo muito grande no qual a medida é tomada.

Se quisermos ainda extrair a densidade volumétrica de energia €, dividiremos por
um fator volumétrico extra. De modo que a razdo entre W[0] e € é dada pelo volume espago-
temporal. Para obter um andlogo de (um escalar) no presente formalismo construiremos
outra quantidade similar a partir da amplitude de persisténcia do vicuo. Observe que (3.65)

também € escalar, assim para obtermos a densidade prépria de energia do vacuo usaremos
E. (3.72)

4 . ~ .
onde Vp( ) = [ d*x| g]l/ 2. Esta pequena consideragiio é responsivel pelo desacordo entre os
resultados de [23] e os encontrados aqui, onde explicitaremos que o uso de uma expressao nao
covariante € o que leva a obtencdo de correcdes gravitacionais em ordem de 7.

Como forma de generalizar um pouco mais o resultado e prover um teste de con-



43

sisténcia maior a (3.62)), consideraremos o seguinte elemento de linha
ds? = —(142y12)dt* + (1 = 2pz)dx* + (1 — 2p2)dy* + (1 — 2y42)dZ>. (3.73)

Ou seja, requeremos que na ordem de aproximacao considerada seja mantida apenas dependéncia
na coordenada z, e que essa dependéncia seja linear. O primeiro requisito € imposto por uma
questdo de mera praticidade operacional, a métrica possui simetria planar, o que facilita encon-
trar as solugdes estaciondrias obedecendo as condi¢des de contorno nas placas. O segundo é
relacionado a ordem de aproximacgao e distancia entre as placas, em geral tomada muito pe-
quena em relacdo a superficie dos planos e aos comprimentos caracteristicos da geometria de
fundo. Observe no entanto que o parametro Y4 pode ser facilmente removido por transformacao
de coordenadas, assim nos cédlculos subsequentes tomaremos 4 = 0.

Precisamos agora resolver a equagao de autovalores
Rou=—lg| ™" ullg|" & Ovgu] = A, (3.74)
que para o elemento de linha (3.73|€é dada explicitamente por
[(1-2%12)97 = (1 +212)9 — (14+2152)95 — 07 — 159:]0n = Auhn, (3.75)

lembrando que A4 = 0. Tomaremos novamente um ansatz na forma (3.23)), mas dessa vez deve

ser compreendido que os valores de k | ,n e @ sdo independentes. Temos assim
[(1-2y12)0% — (1+2p2)k; — (14+2p32)k; + (14+212) 02 + 150:]x = —Aux.  (3.76)
A equagdo acima pode ser rearranjada como
X'+ —azx+by =0, (3.77)
analogamente aos modos usados em §3.3.2]e §3.3.3] onde

a =2y 0" +2pk; + 25k, (3.78)
b=w*—ki—ki+A. (3.79)

Deste modo, podemos facilmente obter os autovalores de
b—aL/2=i?, (3.80)

que resulta em
A=+, (1+pL)+k(14+pL)— 0*(1-nL). (3.81)

De posse dos autovalores podemos agora facilmente calcular a energia de Casimir
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com a relacao (3.70)

W)=y / e / &k do / dss" Vo,

o~ ST (1 pL)+k (145L) ~ 0 (1-1L)] (3.82)

O célculo se d4 de forma completamente andloga ao caso plano

_1)2 VAT
2(2m)3

X;/dssV—lexp K_isﬂ;’_;> (1+7’4L)] <§>3/2

; Vl2 2 3/2—v
~ i+ cnrmewr B w3 T [ ) 0 )

n3/2AT
16L3—2v

w0l =1+ (-n+pn+n)L

=[1+(—n+n+p)L~ 20 +yuL)¥>Y I(v—3/2)¢2v-3), (3.83)

restaurando o valor original do regulador v = 0 obtemos

2
wo] {1+2(?’1 yo) ?’3)} A20E (3.84)
Para o volume préprio temos
@) _ [ e/ ~ Loy o _
Vo' = [ dx\/—g ~ALT 1+2(Yl L—7)|, (3.85)

o que indica que o coeficiente extra em (A.12)) é apenas um fator de variacdo do volume do

espago-tempo. Lembrando da simplificacdo y; = 0, temos que L = L, assim

E= = . (3.86)
v 1440L3

ou seja, reobtemos os resultados de §3.3.2]e §3.3.3|para o caso de (3.73).
3.5 Principio da equivaléncia e o peso do vacuo

Nas se¢Oes anteriores demonstramos que a energia propria de Casimir como de-
finida em (3.4), ou alternativamente (3.86), para um espaco-tempo descrito aproximadamente
por na regido entre as placas ndo sofre alteracdes gravitacioanais da ordem de y =M/ R
Esse resultado abrange a aproximacao local de uma classe larga de geometrias de fundo e con-
testa diretamente resultados de trabalhos anteriores como [[17-21]].

Destacamos a importancia dos resultados obtidos na correcao na anélise inicial de

[16]], mudando drasticamente a natureza das conclusdes obtidas, assim como possiveis de-
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corréncias fenomenoldgicas. Como exemplo podemos citar [20], onde os autores especulam
sobre um limite para um parametro de violagcdo na simetria de Lorentz que seria inferior aos ja
encontrados na literatura, tal resultado pode ser modificado com o advento da nossa andlise.

A discussdo proposta aqui estd diretamente relacionado ao experimento “Archime-
des” descrito em [60], a ser realizado num futuro préximo. No manuscrito os autores discutem
que segundo o principio da equivaléncia € esperado que o aparato de Casimir experimente uma

forga extra equivalente ao “peso” da energia de vacuo

F,==%z (3.87)

Porque esse termo ndo aparece no gradiente de (3.55)? Na verdade trata-se de uma
questdo de como interpretar a defini¢do (3.4). A expressdo usada para cdlculo da energia de
Casimir representa na verdade a “massa” do sistema, onde a energia potencial gravitacional
nao € contabilizada. Como exposto em [60], trabalhos anteriores [57-59] (bem como [53-56]]
onde o principio da incerteza para a energia de Casimir é foco da discussdo) ja apontavam
essa auséncia de “redshift” efetivo (ndo confundir com as frequéncias calculadas anteriormente
que dependem diretamente de como escrevemos 0os modos normais) na medida da energia de
Casimir. Desse ponto de vista, nossos resultados representam de certa maneira uma conciliagao
entre essas andlises e a proposta de [[16].

Podemos tornar essa afirmacdo mais clara se usarmos uma expressao alternativa
para a energia de Casimir que leve em conta a energia potencial decorrente do “peso” do apa-
rato. Lembrando o caso de uma particula descrita por uma onda monocromética, onde podemos
calcular a frequéncia prépria pela relacdo @, = —uy p", enquanto sua energia total, contabili-
zando a parte gravitacional é dada por E = —k, p*[84]], onde k* = (1,0,0,0) € o vetor de killing
tipo tempo.

Definamos uma energia propria “total” a partir da expressao

1
E= / &V kY (0] Ty |0). (3.88)
p
E fcil ver que
g—g~v! / d>x(112)(To0) vac (3.89)
e logo
2 nL nL
e = —— 1 —p == 1 _p . .
€ 144OL‘;<+ 2 ) 8"(+ 2 ) (3.90)

Podemos interpretar mais facilmente o resultado anterior se redefinirmos a origem

do sistema local pela transformagdo z — 7/ = z+ [y nas componentes da métrica, onde Iy € uma
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pequena altura da placa inferior em relagdo ao ponto de referéncia. Obteriamos assim

E=¢ [1+y1 (lﬁ%’?)}. (3.91)

onde o termo extra pode ser identificado com uma densidade de potencial gravitacional
€6 = N1€cZem (3.92)

em que Z., € a altura do centro de massa do sistema. Explicitando assim que o resultado esta
de acordo com o principio da incerteza (observe que y; o< g).

Por ultimo, € pertinente salientar que no entanto, outros efeitos possivelmente ne-
cessitem ser levados em consideracdo, visto que (3.4) possui corregdes gravitacionais em ordens

maiores. Em [27]] usamos uma métrica de teste escrita como
ds® = (1 +2yz+ az®)de* — dI? (3.93)

para testar se tais corre¢oes de ordem maior sdao decorrem diretamente da curvatura espago-
temporal, onde encontramos que mesmo no caso ¢ = ¥> onde o espaco é plano, obtemos uma
diferenca de energia usando o método de Schwinger. Conclusdes similares podem ser obtidas

analisando o caso simples do espaco de Rindler em (1+1) dimensdes no formalismo candnico.



47

4 EFEITO UNRUH E TEMPERATURA: DISTINGUIVEIS?

Em §2.4]introduzimos o conceito basico do Efeito Unruh, que afirma que um estado
de vécuo inercial € visto como um estado térmico em um referencial acelerado. Um questio-
namento que emerge naturalmente consiste na distinguibilidade entre esse efeito e um banho
térmico comum. Neste capitulo abordaremos de forma simplificada o que acontece quando
ambos(aceleracdo e temperatura) estao presentes.

Como discussdes recentes podemos citar [63-65], onde os autores afirmam que é
impossivel distinguir a temperatura de Unruh da temperatura de fundo inercial em experimentos
que considerem apenas quantidades do tipo (¢2). J4 uma analise mais extensa em [66] afirma
que os valores esperados de algumas grandezas podem variar entre os dois fendmenos.

Usaremos como ferramenta chave o tratamento do efeito Unruh proposto original-
mente por [67], onde um detector do tipo Unruh-Dewitt (§2.4.3)) é analisado a partir da dindmica
de sistema quantico aberto. Faremos uma revisdo do método para em seguida propor uma ex-
tensao dos resultados para o caso de temperatura de fundo nao nula. Realizaremos isso im-
plementando uma anélise numérica para obtengcdo dos estados assintoticos obtidos por uma
particula acelerada imersa num estado térmico do campo, bem como a geracdo de emaranha-
mento no caso de dois detectores.

Como veremos, os resultados obtidos sugerem uma pequena assimetria entre efei-
tos gerados pela aceleracao e temperatura de fundo. Conclusdes similares a cerca da distin-
guibilidade entre as temperaturas tambforam obtidas previamente na literatura ao considera por
exemplo, a comparagdo entre 0s casos estatico e acelerado na presenca de uma superficie refle-
tora[71]], ou considerando dois detectores viajando separadamente em trajetorias paralelas[70].

Antes de prosseguirmos € importante destacar que testes como o proposto aqui ndo
se dispdem a questionar de forma alguma a validade do efeito Unruh. O que € analisado € apenas
a possivel detectabilidade da diferenca entre dois fendmenos fundamentalmente distintos, um
banho térmico comum e o efeito da aceleracdo constante do observador sobre o espectro de

deteccao de particulas.

4.1 Analise do Efeito Unruh pela dinamica de sistema quantico aberto- Evolucio da
densidade de estados

Como explicado anteriormente, faremos agora uma revisao do desenvolvimento de
[67], onde um detector acelerado de Unruh-Dewitt com 2 niveis de energia encontra-se imerso
no vacuo de Minkowski. Consideraremos a evolucdo da densidade de estados quanticos do

detector através de uma dinamica reduzida, onde uma operacdo de traco elimina os graus de
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liberdade nao observados no experimento, ou seja do campo vacuo escalar que interage com a
particula.
O Hamiltoniano da particula H), sera representado com uso das matrizes de Pauli e
do produto tensorial
o

(0]
Hy=—mo=—no®lI 4.1
on S0l (4.1)

onde n um vetor unitario arbitrdrio e @ a diferenca entre os niveis de energia. Note que po-
deriamos escolher a orientagdo de n sem perda de generalidade, mas iremos manter aqui a
notacdo de [67]]. O detector € acoplado fracamente ao campo externo por meio do Hamiltoni-

ano de interagcao

3
Hi =Y 0,@®,(x(1)), 4.2)
u=0
onde
Dy =xud + 2,07 (4.3)

Na expressio acima ¢ sdo as partes de frequéncia positiva e negativa da expansio usual do
campo escalar(2.7)) e y, sdo constantes de acoplamento generalizadas entre o campo e as ma-
trizes de Pauli. Iremos descrever o sistema total(particula e campo externo) a partir do operador

densidade de estados pr
pr(1) = pp(7) @ ps(7), (4.4)
que evolui segundo

pr = —ilH,pr], (4.5)

em que o Hamiltoniano H € dado por H = H), + H; + Hy, a soma dos Hamiltonianos da
particula/detector(4.1I)), o Hamiltoniano de interacdo(.2), e o Hamiltoniano usual do campo
Hy.

Para um observador, os resultados serdo aferidos baseado na evolugdo de estado
do detector, portanto apenas a densidade p, € de interesse. Como descrito no inicio da seg¢@o,
precisamos definir uma dinamica reduzida que elimine os graus de liberdade irrelevantes. A
seguir daremos um tratamento intuitivo e sem objetivo de grande formalidade da derivacdo da

equagdo que descreverd a evolucdo temporal de p,(z).

4.1.1 Equacao Mestra

Para excluir os graus de liberdade do campo externo em (4.4) definiremos um ope-
rador proje¢do que leve pr em p,,. SejaW = w, @ wy um elemento genérico no espaco h, @hy,

definimos o trago parcial implicitamente em([90]

Trp[TreW]A] =Trp (WA, (4.6)
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onde A é um elemento de /. Define-se a amplificacdo como
Gdwp, =w,ag 4.7

Em que ag € um elemento de referéncia de hy. Com essas duas operagdes podemos definir uma
projecdo idempotente
P=dTr; , P*=P. (4.8)

O operador P leva um elemento do espago W = w, @ wy em um elemento de /1, ® ag, isomorfico
ahyp.
Suponha que em (4.4) tenhamos p(0) = [0)(0], com |0) sendo o vacuo inercial,

escolheremos entdo ag = p7(0) = |0)(0|. Teremos assim

PLy, = Ly, P
PLy,P =0 4.9)
PLy P =0
Onde Ly =[H, |é o operador de Liouville. A primeira e terceira relagdes sdo triviais devido

ao fato da operagdo de trago ser apenas nos graus de liberdade do campo e de que p¢(0) comuta
com Hy. Para a segunda vemos que o comutador de Hy ,que é linear em ¢, com |0) (0| produz
apenas elementos fora da diagonal.

Sejam entdo a densidade reduzida(de interesse, equivalente a p,) dada por

p = Ppr, (4.10)
e a densidade complementar
pe =0pr = (1—P)pr. (4.11)
Temos entao
pr = Ppr +0pr =p + pe. (4.12)

A equacgdo que governa a evolugdo temporal da densidade de estados é dada por

pr = —iLypr = —iLH(p +pc), 4.13)
onde H = H; + H), + Hy. Aplicando o operador Q dos dois lados obtemos
pe = —1QLygpc —iQLyp. (4.14)

Note que p.(0) = 0. A solugdo da equagdo acima pode ser encontrada usando um fator de
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integracdo, o resultado é
. T . ,
pe(t) = —iQLHe’QLHT/O dt' et p (7). (4.15)

Similarmente

p = —iPLyp. —iPLyp. (4.16)

Substituindo a solucdo para p,
p = —iPLyp — PLyQLy /0 Tdr’e"QLH“'—T),o(r’). (4.17)
Usando as relagdes (4.9) e que P e Q sdo idempotentes, podemos escrever a Equagdo Mestra
p=—ilyp +/()Tds%(s)p(r—s), .18)
onde 0 ¥ (s) = PLy, Qe CL1sCOL, P.

4.1.1.1 Equagado de Kossakowski-Lindblad

A integral no segundo membro equacgdo (4.18]) aponta a presenga dos chamados
efeitos de memoria na evolucao da densidade de estados, sendo de dificil tratamento. Uma série
de simplificacdes podem ser aplicadas para obter uma equacgao local. Nio iremos apresentar
aqui a derivacdo que involve uma élgebra extensiva e algumas consideragdes complexas acerca
da dinamica reduzida.

De forma grosseira, o processo se resume a tomar uma aproximacao de interacao
fraca, de modo que a razdo entre os tempos caracteristicos de transi¢do dos estados do detector
e do meio € muito grande, e requerer também que o estado inicial do campo seja estatico na
evolugdo temporal gerada pelo Hamiltoniano. Tal processo resulta na aproximag¢ao Markoviana
da equacdo mestra[68,69], que com uma algebra extensa[67], pode ainda ser escrita na forma
de Kossakowski-Lindbland

p =—iLy,;.p+Z[p(7)], (4.19)
onde
Zlp] = %Zaij@cjpc,- — 0;0;p — pO;0;) (4.20)
e irj
Hogy = 5 Y (ni + by)o; (@.21)

1

Considerando, por simplicidade, a condi¢ao extra
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que implica na diagonalizagdo das fung¢des de correlacdo (0|®, P, |0), os coeficientes a;; e b;

assumem as formas

ajj = A5ij - iBSl‘jki’lk + Cn,nj, (4.23)
b; = in;D. (4.24)

As constantes A, B,C e D sao dadas em fungdo das transformadas de Fourier e de Hilbert das
funcdes de Wightman. Considere que a particula segue a mesma trajetoria descrita em (2.94))
para tempos maiores que zero (em [67] considera-se que a particula estd parada para tempos
menores), temos entao:

o 1
2711 — ebPve’

P~ 9
K@) =+ /_ wdlﬁ, (4.26)

% (o) = /_ idreimm(x(c),x(o» 4.25)

em que P denota valor principal(ndo confundir com o operador de proje¢do definido em (4.1.1)).
Nao iremos obter o valor explicito de k(®), no entanto é importante notar que deve haver um
processo de renormalizacao implicito para remover a divergéncia logaritimica. Finalmente,
com as simplificacdes consideradas, as constantes introduzidas anteriormente sao dadas expli-

citamente por

e Puo
A :%[%(aw +9(-o)] = % (tW) ’
Bzé[sﬂw)—%(— >]:%
1 ® 2 Lte oo
C=29(0)-%(0) -9 (-0) = (ﬁuw 1 —e‘ﬁ"“’> 7

S
I
A
|
£
|
A
.

(4.27)

4.1.2 Evolucao da densidade de estados para uma particula

Devemos entdo resolver a equacio para encontrar a densidade de estados
p(7). Sabendo que as matrizes de Pauli juntamente com a identidade formam uma base para o

espaco bidimensional de operadores hermitianos, consideremos a expansao
1 3
pP=5 Y. puoy. (4.28)
u=0

Sabendo que uma matriz densidade arbitraria satisfaz Tr[p] = 1 e como as matrizes o; tem traco

nulo, temos pg = 1. Assim, os graus de liberdade na densidade de estados podem ser expressos
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a partir de um vetor |p), denominado vetor de coeréncia ou vetor de Bloch:

p1
p)=| p2 |- (4.29)

P3

Substituindo a expansao [{4.28) no segundo membro de (.19) temos os termos

—ilHers,pl = — Y PiQj€ij0% (4.30)
i7j7k
€
ZLp]=—2AY pic;—2BY o+ gz, (ninjp;ci — n3p;ic;), (4.31)
i i i,j

em que Q; = %n,-((o +iD). Podemos agrupar os coeficientes das matrizes de Pauli e rearranjar

a equacao na forma matricial

d

~lp(e)) = —21p(1) + ), (432)

onde 1; = —4Bn; e
a o+Q3 B—Q
H=| oa—Q;3 c r+Qr |, (4.33)
B+Q v—Q b

em que

a:2A+C(n%+n%), o = —Cnjny,
b=2A+C(n?+n3), B=—Cnns, (4.34)
c= 2A+C(n%—|—n%), Y= —Cnins.

Podemos simplificar mais ainda considerando o caso n3 = 1(sem perda de generalidade como

comentado anteriormente). Assim 77 se reduz a

24+C Q/2 0
#=| —an u+c o |. (4.35)
0 0 2A

De onde podemos facilmente extrair os autovalores:

Ao =24, Ai=2A+C+£iQ/2. (4.36)
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A equacao (4.32) pode ser resolvida usando um fator de integracdo, sua solugao € dada por

Ip(E)) =2 p(0)) + (1 e %) ). .37)

O comportamento assintdtico pode ser extraido notando que podemos expandir |p(0)) em ter-
mos dos autovetores de .7, como a parte real dos autovalores € positiva, o primeiro termo do

segundo membro de (4.37) € nulo, logo, no limite T — o temos

0
o) — = - — . 4.
Pe) =5 N)=~+1 0 (4.38)
1
Substituindo de volta em (4.28) temos
1
P = 5[1 —tanh(Beo/2) 0] (4.39)

Lembrando que H; = @0, /2, temos:

()
=) (2;11)! <_ﬁa2>oz)2”+2 (2n—1|— 1)1 (_ﬁaz)(;z)zn+1 o

n n

_ Bo) _n(Be
—COSh( > > smh< > )G. (4.40)

De onde inferimos que

e_ﬁU ['IS 4 4 1
A densidade de estados da particula para T — oo corresponde a um estado de equilibrio

térmico com temperatura Ty = 5=

— independente da configuragdo inicial. Esta € mais uma

manifestacdo do efeito de termalizagao trabalhado nos exemplos anteriores.
Na andlise que leva ao resultado (2.99), trabalhamos com a taxa de excita¢do es-
pontanea do detector, podemos obter esse indice para o sistema descrito pelo Hamiltoniano(4. 1)

analisando a evolugdo do sistema para tempo finito. Seja
e 2T = i (1), (4.42)

comecemos por simplificar a exponencial matricial. A matriz 7Z pode ser expandida em termos
de seus autovalores como

A= DoMo+ A My +A_M_, (4.43)
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onde

Ap=1 0 0 O (4.44)
| 1 —i
AL = 3 i 1 0 (4.45)
0 0
. 1 i 0
A_ = 3 —i 1 0 1. (4.46)
0O 0O

Observe que as matrizes acima satisfazem AgpA+ =ApA_ =A4A_ =0,A0+A+ +A_=1esdo

idempotentes, logo
%(T) :A0674AZA0_|_e721‘(2A+C+iQ/2)A+ —|—€72t(2A+C7iQ/2)A7. (447)

Agrupando os termos de expoente real e imagindrio temos finalmente

0 00 cos(Qr) —sin(Qr) 0
M= 0 0 0 |+ T Gin(Qr)  cos(Qt) 0 (4.43)
0 01 0 0 0

A probabilidade de transi¢do para um estado descrito por py = %Z jPrjoOj € dada por
1 1
P(t) =Trlpsp(1)] = 5t EZPﬂPi(f)- (4.49)

Seja p;(0) = (0,0,—1) o estado fundamental, e py; = (0,0, 1), temos

0 0
11 1
P(1) =2 +50,0,). | 0 [+(0,0,1)(1-.7) 0
—1 —B/A
1
= a1 =4 ™). (4.50)

Tomando a derivada em relagdo ao tempo préprio para T = 0, temos

P 1
_d _ 0l po_ 4.51)

p_Er:O T,

demonstrando que a amplitude de excitacao € proporcional ao fator de Planck.
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4.1.3 Caso com 2 particulas: Geracao de emaranhamento

Consideremos que o sistema cuja evolucdo queremos analisar consista de duas
particulas ndo interagentes com Hamiltonianos individuais idénticos a (4.I)) e Hamiltoniano

de interagdo com o campo escalar

Hy=Hj, +Hj, = (6)® 0 + 6 ® 69) @ Dy (4.52)
u

Nesse caso teremos uma equagdo andloga a (4.19), com

Hepp=H )y +HGp+H 7. (4.53)

Onde H e(}fz) ¢ um termo de interagdo efetiva gerada pelo acoplamento com o campo, dado por
HYyP = lZ{ —0)]8;;+ [k(0) — k(@) — k(= 0)]nin;}. (4.54)
Observe no entanto que k(®) pode ser fatorado como

P [ Z P [ Z 1 1
K(w)===[ d — [ d - 4.55
(@) 277:21'/0 Zz—(x)—’—277:2i/0 Zl—e*ﬁUZ L—a) z—w]’ (453)

g2

cuja parte dependente de aceleragdo € impar em @, de modo que H, if ¢ independente de

aceleracdo e serd desconsiderado nos calculos a seguir. Em adi¢c@o, assumiremos que analo-
gamente ao caso de 1 particula, o efeito de H, 7y € de gerar um desvio efetivo na frequéncia
o — Q. A atengdo serd concentrada entdo na dindmica gerada por .Z[p], os termos de pre-
cessdo presentes em (4.48) serdo omitidos.

Para simplificar mais ainda, serd considerado o regime de altas aceleragdes, assim

os coeficientes A, B e C em (4.23)) assumem os valores:

1 0]
~——  Bx~— C=0 4.56
7By in (4.56)

Deve ser observada a condi¢do de positividade a;;, que implica em B < A. A expressdo para

Z[p] no presente caso é dada por[67]]
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Zp] ZZ% ({(Gj®60)p(6i®60) - %{Gi6j®60>l)}]
+ _(GO®Gj)p(GO®Gi)—%{Go@GiGj,p}}

[ 1
+ | (oj®0p)p (00 @ 0;) — E{Gi® Gjap}:|

[ 1
+ (GO@Gj)[)(Gi@G())—E{Gj®6i,p}:|). (4.57)
Seja p decomposto como

1
p(t) = 4[Go®Go+Zpol Go®ol+2p,o )01 © G0+ Y_pij(1)0i© ). (4.58)
7J

Usando novamente a independéncia linear das matrizes oy, podemos equacionar as componen-

tes de p(r) em {@.19)
Poi = —4Apo; +2B(2+T)n; — 2Banplk
Pio = —4Apio +2B(2+T)n; — ZBanpk,
pij = —4A[2p;; + pji — T 6;j]
+2B[ni(2po; + pjo) +n;(2pi0 + poi) — I,an P (Pro + pox)], (4.59)

onde T =Y ; p;; € uma constante de movimento(p;; = 0 como pode ser facilmente verificado na
equacao acima) e também limitado pela condi¢do de hermiticidade da densidade de estados(—3 <
T <1). Podemos ainda facilitar a andlise separando as partes simétrica e antissimétrica. Para

as componentes antissimétricas temos
Pog = —4Apj] — 2B Y mePji
k
Plij) = —4Apjij +2B(nippj +nipjog)- (4.60)

A solugdo das equacdes acima envolve apenas fatores de expoentes reais negativos, como nao
ha termos inomogéneos, pode-se inferir que as componentes AS sdo assintoticamente nulas.

Para as componentes simétricas temos
Plon = —4Apoi +2B(T +2)n; — ZBanp i)

Pij) = —4ABpyj) — T dij) +3Bn;p o) +nip(jo)) — 4B6;; anP(kO)' 4.61)
k
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Similarmente ao caso AS a evolucdo temporal pode ser expressa em termos de exponenciais
reais assintoticamente nulas, admitindo solucao estética para tempos muito grandes. Assim, em

(4.61), para T — e podemos tomar p(;p) = p(;;) = 0 obtendo

. R
Pio = 2 (T +2)n anpkz (4.62)
e
R T R, . A
pij = 7 i+ 5 (njpionipjo) — R5ijzk:nkpko, (4.63)
onde R = B/A < 1. Substituindo (4.63)) em (4.62)), temos
. R*\ R? . R
Pio (14— ) +—m Y mpro =5 (T +3)n; (4.64)
4) T 12"E 3

Que pode ser escrita em forma matricial e invertida, obtendo

. R(T+3)
Pio = 3—1——Rznl' (4.65)

Substituindo de volta em (#.63) obtemos imediatamente

n 1
Pij = 3 alnini(T+3) + (T - R*)8,]. (4.66)

Analisemos agora o emaranhamento gerado, que pode ser expresso através da con-

corréncial91]]. Considere a matriz

pc=p(02®@0)p" (00 07), (4.67)

que possui apenas autovalores reais e positivos. Sejam A, 3 4 as raizes quadradas desses auto-

valores dispostas em ordem decrescente, a concorréncia sera definida por:
Sa”[p] = max{?tl — 12 — 7L3 — 14,0} (4.68)

Sendo 1 > % < 0, onde um valor nulo representa um estado separavel e 1 um estado totalmente

emaranhado. Para a matriz de equilibrio p os valores de A sdo dados por:

(1-T7)
4 )
M=M= =

A=

(1-R>)(3+7T)
4(3+R2)

(4.69)

Observe que, dependendo dos valores R e T a ordem pode mudar, no entanto o Unico caso em

% € ndo nula acontece para

_R? 2_
(1-R)(3+T) . _5R-3 470)

1-T7)>3
( ) (3+R?) 3—R2’
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onde, neste caso:

[p) =

—R2 2 _
SR [SR . T} 4.71)

23+R?) | 3—R2
O resultado acima indica que o movimento acelerado das duas particulas gera emaranhamento,

mesmo que elas ndo interajam entre si, devido ao acoplamento com o campo externo. Observe

que este emaranhamento decresce linearmente com 7, sendo maximo para 7 = —3 e nulo em
T=1.

Uma aplicacio simples € o caso de duas particulas preparadas em um estado inicial
separavel:

p(0)=(1+p-6)®(1+gG-0), (4.72)
para o qual temos ¢ = 0. O emaranhamento final maximo se da para T = p-4§ = —1, sendo
expresso por
2R?
Cp] = ——-. 4.73

Observe que a para 0 < R < 1, % é monotonicamente crescente em R, e portanto decresce com
a aceleracdo ou temperatura.

Isto conclui a revisdo do desenvolvimento de [67]. Apresentaremos a seguir uma
proposta simples de extensdo para o caso com temperatura de fundo ndo nula. Nosso obje-
tivo primdrio € verificar se hd simetria nos efeitos do banho térmico e da acelerag¢do propria,

quantificando a diferenca caso haja.
4.2 Densidade de estados assintotica com temperatura de fundo nao-nula

Usaremos agora o formalismo descrito na se¢ao anterior para o analisar o caso onde

o campo de fundo encontra-se num estado de equilibrio térmico[|80] descrito pela densidade
e BH;

_— 4.74
Tr[e*ﬁHf] ( )

ps(0) =

Usaremos a aproximagao markoviana para descrever os estados assintéticos das particulas ace-
leradas e a formacao de emaranhamento.
A extensao pode ser feita de forma imediata, sendo que agora as funcdes de Wight-

man em (4.27) devem ser substituidas pela sua versao termal

G (x+Ax,x) = —% i ! (4.75)

nEe (AXO — ig)2 — AX +inf

Tomando a trajetéria (2.94)(usaremos por praticidade a = 2wa~!) e fazendo o somatério obte-
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Figura 3: Gréficos de AGE (t,T1,T>) em fungdo do tempo. As curvas lembram um formato

gaussiano, com valor maximo T12 /12 em t=0.

mos[[81}92]

G*(1,0) = 8[3% esch? (%) {coth [%(ezm/ o 1)] —coth {%(1 2 “)1 } . (4.76)

Temos uma dificuldade algébrica na obtencao das transformadas de Fourier para
(4.76), a integral (4.25) ndo possui uma expressao analitica. Para contornar essa dificuldade
usaremos o truque proposto em [81[], decompondo a funcdo de Wightmann da seguinte forma

1
G (1,0) = ~7 csch’(mt /o) +AGEg. (4.77)

O primeiro termo representa claramente o caso da particula acelerada sem temperatura de fundo
e o segundo € a corre¢do que dependera tanto de @ quanto f3

1
AGlg = Wosohz(m/a) +GT(1,0). (4.78)

Na figura[3|podemos observar o comportamento de para alguns valores ficticios
de temperatura de fundo e aceleracdo. Tanto estes quanto os valores que usaremos a seguir sao
escolhidos por praticidade na andlise e comparagao dos efeitos. No final deste capitulo faremos
algumas consideracOes breves sobre valores mais realisticos.

Precisamos entdo obter a quantidade R = B/A, das equagdes e (#.77). Por
inspegdo vemos que a transformada de AGyg € impar nas frequéncias, de modo que ndo ha

alteracdo em B(w), para A temos

(4.79)

A%A+/ dtcos(a)t)AG:;ﬁ.
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Definindo, por praticidade

y(w,0,B) = /_wdtcos(a)t)AG;B, (4.80)
podemos escrever os novos valores de R como

aw

4 —1
: )—i-gy(w,a,ﬁ)} . 4.81)

R, a )= {coth (

Observe que a andlise da quantidade (4.81) € suficiente para inferir sobre o estado
final de uma particula (4.38) e a mdxima geracdo de emaranhamento para particulas em estado
inicial separdvel (4.73)(monotonica em R). Assim, iremos analisar e quantificar a diferenca

I através de

entre os efeitos da temperatura de fundo 8! e temperatura de Unruh a/(27) = a~
uma andlise numérica dos valores de (4.81).

Na figura 4f temos o comportamento geral de R em funcao da variacdo da tempe-
ratura de Unruh T = o~ !(item a) e da frequéncia(energia) do detector(item b) para diferentes
temperaturas de fundo. Tanto em (a) quanto (b) podemos notar que tal comportamento € bas-
tante similar ao caso do efeito Unruh comum(B_] — 0), o efeito da temperatura de fundo ¢é de
diminuir os valores de R que no caso de (4.73)), diminui o emaranhamento gerado.

Ja na figura [5] comparamos as evolugdes ao trocar as temperaturas de Unruh e do
banho térmico(a), e plotamos a diferenga do fator de assimetria s(®,7’,T) = R(®,T",T) —
R(w,T,T'). Podemos ver que o comportamento é nio monotdnico e embora a distinguibi-
lidade seja perceptivel, a diferenca relativa em geral é bem pequena. Em primeira anélise,
poderiamos crer que a diferencga seria bem mais aparente se olhdssemos apenas para a forma da
funcao (4.77)), mas a andlise quantitativa apresentada revela que os efeitos sdo na verdade muito
proximos.

Portanto, a presente abordagem aponta uma discordancia dos resultados de [63-63]]
e refor¢a os argumentos de [70,71]. No entanto, vale ressaltar que dada a pequena diferenca
prevista, é necessario checar se a discrepancia ndo decorre da aproximacdo markoviana apli-
cada. Uma abordagem ndao markoviana do efeito Unruh € apresentada em [74]], no entanto os
efeitos de memoria encontrados sao expressivos apenas para tempos pequenos, o que justifica
em parte nossa escolha de analisar apenas os estados assint6ticos.

Como comentado previamente os valores usados na construgdo dos graficos 3}{5]sao
ficticios. De fato, € complicado trabalhar com valores realizaveis para o efeito Unruh, devido a
magnitude da aceleracdo necessdria para gerar uma termalizaciao observdvel ser extremamente
grande. Podemos no entanto ter uma visdo um pouco mais clara da ordem de grandeza tra-
balhada anteriormente notando que R(®,T,T’) = R(A®,AT,AT’), o que equivale a ajustar as

escalas caracteristicas de tempo sobre a qual a corre¢do térmica age(figura [3). Deste modo de-
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R(1,0,T) |
R(1,0.5,T)
R(1,1,T)
“ R(1,2,7)
0 i 2 3 4 5
T w
(a) Evolugdo dos valores de R em fun¢ao da tem- (b) Evolugdo de R em funcdo da frequéncia do de-
peratura de unruh para diferentes temperaturas de tector para o' = 1 e diferentes valores da tempe-
fundo. ratura de fundo.

Figura 4: Curvas de evolugdo R em funcdo da aceleracio e da frequéncia do detector.

0.45
0.40 0.005| w=21

035
& 0.000

0005} /

-0.010

R 0.30

(,05,T

0.25

0.20

0.15

T T
(a) Comparagdo da evolucdo de R na temperatura e (b) Valores de s(o,7.T) = R(o,T'.T) —
aceleracdo R(w,T,T)paraT' =0.5¢ 0 =1,2,3.

Figura 5: Assimetria na dependénciade Rem o e f3.

vemos nos atentar apenas para a proporcdo entre os parametros de temperatura e a frequéncia
do detector. Em particular, para valores da ordem de ov=' ~ B~ ~ 1K, a frequéncia unitaria
usada por exemplo em[5|(a) é da ordem da estrutura fina do hidrogénio. No entanto aceleracdes
dessa ordem, ou mesmo bem menores, ainda sdo invidveis experimentalmente. Uma proposta
um pouco mais realista no entanto envolve o uso de trajetdrias circulares, que ja foi trabalhada
previamente no contexto de sistema quantico aberto[/79].

Em geral, € plausivel esperar que em experimentos futuros os efeitos de temperatura
de fundo sejam comparaveis, ou mesmo bem maiores que o de aceleragdo. Por isso, a inclusdao
da temperatura € de grande importéncia. Vale notar que de forma andloga poderiamos em (#.78)
ter separado o efeito térmico de fundo da “corre¢do” de aceleracao
G'(t,0) = L csch?(mt/B) 4+ AGE (4.82)
4 B 2 Ba’

que seria mais adequada por exemplo, em uma andlise fenomenoldgica focada em obter peque-

nos desvios na termalizag¢do inercial decorrentes do efeito Unruh. Embora matematicamente
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idéntico, a separagdo do efeito de maior ordem facilita a andlise numérica. A utilizacdo dessa
abordagem em uma configura¢do mais realizavel como o caso de trajetdria circular poderia a

principio ser usada para obter previsdes em experimentos mais sensiveis num futuro préximo.
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5 CONCLUSAO

No presente trabalho nos propomos a abordar dois fendmenos ligados a natureza do
vacuo quantico, quando na presencga de efeitos gravitacionais ou nao inerciais. Especificamente,
trabalhamos com o efeito Casimir em campo gravitacional fraco e com a anélise markoviana
do efeito Unruh em temperatura finita. Tais andlises foram apresentadas separadamente nos
capitulos §3] e §4] desta tese. Usamos o modelo de um campo escalar real e sem massa, a
escolha se justifica pela simplificacao dos calculos envolvidos, enquanto da auséncia de grandes
prejuizos na obtencao dos aspectos fundamentais da teoria.

No capitulo §3|demonstramos que a energia de Casimir como definida em para
o vacuo confinado entre placas paralelas obedecendo condicdes de contorno de Dirichlet ndo
sofre alteragdo devido a presenca de um campo gravitacional fraco do tipo (3.21)), pelo menos
até ordem de y ~ [M/R]?, mostramos ainda que o resultado é analogamente valido para um
elemento de linha mais geral do tipo (3.73). A demonstragdo foi feita utilizando tanto o método
de expansao em modos normais[22], quanto pelo método de Schwinger[26,27]. Esses resulta-
dos contrariam o que € mostrado em alguns artigos anteriores[16-21},23|]. Tal discrepancia foi
abordada diretamente em [22] onde demonstramos inconsisténcias dos resultados prévios.

Uma hipétese levantada para a auséncia de correcio gravitacional, como comen-
tado em §I.1] € a de que o elemento de linha do tipo possui componentes do tensor de
Riemann trivialmente nulas em ordem de y. Embora o resultado possa parecer inicialmente es-
tranho, em discutimos que ele estd na verdade de acordo com o principio da equivaléncia,
conciliando o método aplicado em [16] com outras discussdes como [53-59]. Argumentamos
que a expressdo obtida em (3.55) trata-se na verdade da energia “inercial” do sistema, enquanto
sua energia total pode ser obtida a partir de (3.88), de onde podemos extrair um termo associado
ao “peso do viacuo”. No entanto, em um resultado recente [27] testamos a hip6tese da curvatura,
mostrando que a densidade de energia definida a partir de (3.72), que supomos andloga a (3.4)
recebe corre¢des em ordens maiores, mesmo para o caso de espago-tempo plano (em referencial
acelerado). Este ultimo resultado indica que uma maior investiga¢do pode ser necessdria ainda
no contexto de campos gravitacionais estaticos fracos.

O resultado apresentado é de importancia direta em experimentos de peso do vacuo
como o experimento de “Archimedes” descrito em [[60], onde as discussdes propostas poderao
finalmente ser testadas. E importante ressaltar no entanto que em um experimento de alta
precisdo visando observar efeitos gravitacionais, serd importante incorporar outras correcoes
fundamentais como efeitos de temperatura, que nao sao abordados aqui. Em geral, vista a

abundancia de resultados apresentados por outros autores e a possibilidade de teste experimen-
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tal num futuro préximo, € importante que seja alcancado um consenso nas previsoes tedricas, 0
que torna a analise apresentada aqui de relevancia na possivel revisao dos resultados anteriores
citados.

No capitulo §4] propomos uma andlise numérica para estudo da densidade de esta-
dos e geracdo de emaranhamento obtidas em tempos muito grandes para um ou dois detectores
de particulas regidos por uma equac¢ao mestra markoviana[80]. Os resultados sdo sintetizados
nas figuras f] e [5] onde podemos observar uma clara, porém pequena assimetria nos efeitos da
aceleracdo e temperatura de fundo, indicando uma possivel distinguibilidade. O segundo grafico
em [5| revela ainda que essa diferenga ¢ ndo monotonica, sendo mais pronunciada para algumas
combinacdes especificas de parametros. No entanto, vemos que efeitos como a geracdao de
emaranhamento s3o monotonicamente decrescentes na temperatura e aceleragdo independente-
mente da combinacao desses parametros e dos niveis de energia do detector.

Uma inspecao superficial da fun¢ido de Green poderia por exemplo, induzir
o leitor a esperar uma assimetria maior nos efeitos, mas como visto nos graficos apresentados
a diferenca entre as curvas obtidas é de fato muito pequena. E importante ainda lembrar que a
andlise proposta aqui possui algumas limitagdes, visto que ignoramos efeitos de memoria, um
possivel estudo futuro mais completo usando uma evolu¢do nao markoviana como em [74] pode
esclarecer melhor a duvida e prover uma compara¢do mais definitiva com trabalhos anteriores
que afirmam indistinguibilidade[63-65].

Um dos grandes desafios do efeito Unruh é a sua mensurabilidade. Efeitos de
aceleracdo no espectro de detec¢do sdo em geral pequenos demais, 0 que torna mais impor-
tante a analise em temperaturas finitas, visto que os efeitos dessa temperatura de fundo serdo
possivelmente muito maiores que os nao inerciais. Uma possivel aplicagdo mais realista seria
aplicar a presente andlise para o caso de uma trajetdria circular, mais realizdvel experimental-
mente, tal proposta ja foi trabalhada no caso de temperatura zero para a abordagem de sistema
quantico aberto em [[79].

Apesar das limitagdes descritas, esperamos que o tratamento do efeito Unruh dado
aqui possa servir de base para futuros trabalhos com uma andlise um pouco mais completa. Que
essas generalizagdes possam prover uma maior compreensao da analogia entre efeitos térmicos
e ndo-inerciais/gravitacionais, assim como fornecer uma base fenomenoldgica para experimen-
tos que esperamos poder ser realizaveis em um futuro préximo. Por dltimo relembramos que os
testes tedricos propostos ndo tratam da validade do efeito Unruh, mas apenas da detectabilidade

da distin¢do entre este efeito e aquele gerado por um banho térmico comum.
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APENDICE A - OBTENCAO DA ENERGIA DE CASIMIR PELO METODO DE
SCHWINGER

Partiremos do funcional gerador para o campo escalar e obteremos a expressao
(3.65) para o funcional W[0] no espaco plano (no caso curvo a derivagido se dd de forma

andloga), assim como a energia de Casimir. Seja o funcional gerador
= /@q; exp {—é /d“x(q)[%(p — 2J¢)] , (A.1)

onde K = —0+ m? (por uma questdo pritica que logo ficard clara manteremos o termo de
massa). Expandiremos o campo ¢ em autofungdes do operador diferencial K, obedecendo

K ¢, = A, ¢,,, com o indice n representando um coletivo de pardmetros continuos e discretos
¢ = Zanq)m (A.2)
n

analogamente expandiremos também a corrente

J=Y buoy. (A.3)
n
As componentes ¢, satisfazem a condi¢do de ortonormalizac¢ao
[ 44406 0)0n ()] = Sun. (A4)
Assim temos
2¢ = [ [dan, (A.5)
n

e para o funcional gerador

= /Hdanexp [—%/d4)€2(anam¢n¢mlm_zanbn¢n¢rn)]
= H {/dan exp [ a2 A, —2anb )} } (A.6)

A integral acima € gaussiana e pode ser resolvida completando o quadrado perfeito no expoente,
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o que resulta na expressao

2m ib?
Z[J] :l;l [ - exp (2/1’1)]
= N(detR)™2exp (é / d“xJI%lJ) . (A7)

A constante divergente N e o termo exponencial ndo sio de interesse no cédlculo de W[0]. Apenas
o termo dependente de detK =[], A, que é dependente das condi¢des de contorno serd mantido.
Temos entdo de (3.64)

W[0] = iIn(Z[0]) = iIn[(detR)~'/?]

- —%Tr[ln(—lj—i—mz)]. (A.8)

Podemos chegar mais facilmente ao resultando diferenciando W[0] em relagdo a m?
dw i 1

R I — A9

dm? 2 r(—D+m2) (A.9)

A expressao acima pode ser escrita de forma conveniente usando a integral de tempo proprio de
Schwinger, dada por ([83]]) .
/% - /O s s, (A.10)

onde uma pequena constante imagindria necessaria para convergéncia foi omitida. Assim temos

aw 1 _iP
WZE/CZSTI’[E ! S]' (All)
Integrando em relacdo a m? e descartando a constante infinita, obtemos finalmente
i ds —iKs
wI0] = 3 —Trle”"™"]. (A.12)
s

Mantivemos o termo de massa pela praticidade do truque anterior, podemos agora tomar o
limite m = O (analogamente poderiamos partir de um Lagrangeano sem massa e introduzir um
pequeno parametro auxiliar para realizagdo do truque anterior).

Expandiremos ainda o traco usando um conjunto completo de autofuncdes, de modo

que '
w0] = %; / d*x|@,|? / %e"’s"" (A.13)

Para as condi¢des de contorno usuais nas placas paralelas, temos as autofungdes

normalizadas

O ko0(X) = \/%sin(mrz/L) expli(or — kl?xL)], (A.14)
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com autovalores

n?m?

A=K+ o (A.15)

Note que n,k| e @ ndo obedecem a uma relacdo dispersdo, sao apenas parametros de autovalo-
res do D’ Alembertiano. Assumem valores em todo o eixo real para @, no R? para k| e conjunto
dos naturais para n, de modo que as fung¢des (A.14) formem um conjunto ortonormal completo

na regido entre as placas dadas as condi¢des de contorno. Portanto

2.2

Wio] = %/d4x2/d2k/dco/dss_l|¢n,k7w(x)lzexp {—is (ki+%—w2>} . (AL16)

A integral acima € divergente, para obter um valor finito usaremos o processo de
regularizagdo apresentado em [93]], inserindo um parametro v no expoente de s na expressao

anterior. Assim temos

. 2.2
wV[o] = %/d“xzn:/dzk/dw/dssVl |0 1.0 (x) 2 exp [—is (ki + % - w2>] .
(A.17)

Resolvendo a parte espacial da integral temos(consideraremos uma superficie transversal muito

grande A e tempo T)

AT _ _ n*m?
W(v)[O] = WZ/dS/dzk/dev lexp |i_ls (ki"— 7 — (1)2):|
AT vl P2\ (w32 1
_ 2(2n)3zn:/dss exp( is™ 25 (S) = (A.18)

A integral em s corresponde(ap6s uma rotacao de Wick) a uma representacao da fun¢cdo Gamma.

Calcularemos em vez da energia de Casimir total, sua densidade volumétrica € = W(0)[0] /(ALT),

assim

/2 22\ ~(v—3/2)
E(v) Z(' ”) T(v—3/2)

6L e\' 12
l'ZfV ) )
~ e VI32T(v —3/2)¢(2v —3). (A.19)

Aqui fica clara a escolha do regularizador, permitindo que fagamos a continuagdo analitica do
somatdrio para §(2v — 3) (implicita no simbolo = entre as equagdes acima). Restaurando o

valor original v = 0 temos finalmente

7.[2

€=~ Tq0r"

(A.20)

a expressao conhecida para a densidade volumétrica da energia de Casimir no espaco de Min-

kowski.
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