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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um método utilizado em Geometria Diferencial e Riemaniana,

capaz de facilitar demonstrações e generalizações de teoremas que são de difícil acesso por

outros métodos. Para que o leitor visualize a solidez do método apresentado, desenvolvemos

os conceitos necessários e suficientes para as demonstrações. Como prova de que o Método do

Referencial Móvel pode ser extremamente útil, abordamos o Teorema de Gauss-Bonnet para

superfícies compactas no R3 na versão global.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Geometria Riemaniana. Referencial Móvel. Teorema

de Gauss-Bonnet.



ABSTRACT

In this work we show a method used in Differential and Riemanian Geometry, capable of

facilitating demonstrations and generalizations of theorems that are difficult to access by other

methods. In order for the reader to be able to visualize the solidity of the method presented, we

have developed the necessary and sufficient concepts for the demonstrations. As proof that the

Moving Frame Method can be extremely useful, we approach the Gauss-Bonnet Theorem for

compact surfaces in R3 in its global version.

Keywords: Differential Geometry. Riemanian Geometry. Moving Frame. Gauss-Bonnet

Theorem.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Preliminares

Antes de construírmos o referencial móvel, que é a ferramenta principal deste

trabalho, introduziremos algumas definições importantes sobre o espaço em que iremos trabalhar,

ou melhor, sobre alguns subconjuntos desse espaço.

Apesar de o nosso objetivo principal, que é provar o Teorema de Gauss-Bonnet para

superfícies compactas, ser tratado em um ambiente euclidiano tridimensional (R3), traremos

essas primeiras definições e a definição do referencial móvel no Rn.

Ressaltamos de antemão que quando falarmos em diferenciabilidade de uma apli-

cação sempre consideraremos que tal aplicação tenha diferenciabilidade de todas as ordens

(C∞).

1.2 Variedade Riemanniana

Na presente seção, traremos algumas definições fundamentais para o nosso texto no

sentido mais geral.

Definição 1.2.1 (Variedade diferenciável) Um subconjunto M do Rm é uma n-variedade dife-

renciável se existem um conjunto de subconjuntos abertos, {Ui} ⊂ Rn, e um conjunto de mapas

diferenciáveis, {φi : Ui −→M}, tal que {φi(Ui)} cobrem M (i.e, para cada ponto p ∈M há um i

e um ponto q ∈Ui, tal que φi(q) = p).

Definição 1.2.2 (Espaço Tangente a uma Variedade Diferenciável) Seja M ⊂ Rn uma varie-

dade diferenciável de dimensão m (m < n) e seja p ∈M. O espaço tangente a M é o conjunto

TpM formado por todos os vetores tangentes a M no ponto p.

Definição 1.2.3 (Variedade Riemanniana) Uma variedade riemanniana é uma variedade di-

ferenciável M e uma escolha, para cada ponto p ∈ M, de um produto interno positivo 〈,〉p
definido no espaço tangente Tp(M) de M em p, que varia diferencialmente com p no seguinte

sentido: se X e Y são campos diferenciáveis de vetores em M, então a função p 7−→ 〈X ,Y 〉p, com

p∈M, é diferenciável em M. O produto interno 〈,〉 é conhecido como uma métrica riemanniana

em M.
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Definição 1.2.4 Seja um difeomorfismo f : M→M′ entre variedades riemanianas M e M′. Tal

difeomorfismo é uma isometria se para todo p ∈M e todo par X ,Y ∈ Tp(M), tem-se

〈X ,Y 〉p = 〈d fp(X),d fp(Y )〉 f (p).

1.3 Sobre o Método do Referencial Móvel no Rn

Definiremos agora um referencial móvel, adiantando que o ponto-chave do uso desse

método é o fato de serem satisfeitas as equações de estrutura de Elie Cartan, que serão inseridas

no próximo capítulo.

Definição 1.3.1 Sejam U ⊂ Rn aberto e e1, ...,en, n campos diferenciáveis de vetores em U de

tal forma que para todo p ∈U tenhamos 〈ei,e j〉= δi, j, onde δi, j é o Delta de Dirac (δi, j = 1,

se i = j e δi, j = 0 caso contrário). A esse conjunto de campos de vetores é dado o nome de

referencial ortonormal móvel em U.

A partir do referencial {ei} podemos definir formas diferenciais lineares pela condi-

ção ωi(e j) = δi j. Mais precisamente, dado p ∈U , a base {(ωi)p} é a base dual da base {(ei)p}.

O conjunto {ωi} é chamado coreferencial associado ao referencial ortonormal móvel {ei}.

Pensando em cada campo ei como uma aplicação diferenciável ei : U ⊂ Rn→ Rn,

temos que a diferencial (dei)p : Rn→ Rn, em p ∈U , é uma aplicação linear. Logo, para todo

v ∈ Rn, podemos escrever

(dei)p(v) = ∑
j
(ωi j)p(v)e j.

Observe que as expressões (ωi j)p(v) acima dependem linearmente do vetor v. Com efeito,

tomemos dois vetores u, v ∈ Rn, e um λ ∈ R. Por um lado, temos

(dei)p(u+λv) = ∑
j
(ωi j)p(u+λv)e j.

Por outro lado, pela linearidade da diferencial,

(dei)p(u+λv) = (dei)p(u)+λ (dei)p(v)

= ∑
j
(ωi j)p(u)e j +λ ∑

j
(ωi j)p(v)e j

= ∑
j
((ωi j)p(u)+λ (ωi j)p(v))e j.
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Como (dei)p(u+λv) = ∑
j
((ωi j)p(u)+λ (ωi j)p(v))e j, concluímos que as expressões (ωi j)p(v)

dependem linearmente de v.

Logo, (ωi j)p é uma forma linear no Rn. Como ei é um campo diferenciável, então

ωi j é uma forma diferenciável linear. Daí, escrevemos

dei = ∑
j

ωi je j (1.3.1)

como definição das formas ωi j, conhecidas como formas de conexão do Rn no referencial {ei}.

Geometricamente, (ωi j)p(v) significa a velocidade com que ei gira em direção à e j a

medida que p se move na direção de v. Daí, as formas lineares ωi j contém essas informações a

respeito de todos os vetores tangentes no Rn.

Agora, verificaremos que as formas de conexão são antissimétricas nos índices i e j.

De fato, se derivarmos a expressão 〈ei,e j〉= δi j, obteremos

0 = 〈dei,e j〉+ 〈ei,de j〉= 〈∑
k

ωikek,e j〉+ 〈ei,∑
k

ω jkek〉= ωi j +ω ji,

ou seja, temos ωi j =−ω ji, como queríamos.

Passemos agora para o primeiro teorema fundamental deste trabalho e ponto funda-

mental da utilidade do método do referencial móvel, como comentamos anteriormente.

1.4 Equações de Estrutura do Rn

Neste tópico iremos inserir as equações de estrutura do Rn, que irão ser fundamentais

para o prosseguimento do nosso estudo. Ficará claro no próximo capítulo.

Teorema 1.4.1 (equações de estrutura do Rn) Seja {ei} um referencial ortonormal móvel em

um aberto U ⊂ Rn. Sejam {ωi} o coreferencial associado a {ei} e ωi j as formas de conexão de

U no referencial {ei}. Então,

dωi = ∑
k

ωk∧ωki, (1.4.1)

dωi j = ∑
k

ωik∧ωk j, k = 1, ...,n. (1.4.2)

Demonstração: Seja a1 = (1,0, ...,0), a2 = (0,1, ...,0),..., an = (0,0, ...,1) a base canônica do

Rn e xi : U −→R a função que leva cada ponto p = (x1,x2, ...,xn)∈U na sua i-ésima coordenada.

Assim, dxi é uma forma diferencial definida em U . Observe que na definição da diferencial,
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a linearearidade de xi nos garante que dxi = xi, pois xi é uma transformação linear. Mas isso

implica que dxi(a j) = δi j. Concluímos que {dxi} é o coreferencial associado de {ai}.

O referencial que temos agora pode ser expressado em termos dos ai’s como

ei = ∑
j

βi ja j, (1.4.3)

onde os nossos βi j são funções diferenciáveis em U e, para cada p ∈U , a matriz (βi j(p)) é uma

matriz ortogonal, escrevendo os {ei}’s em termos dos ai’s por uma rotação. Mais ainda, como

ωi(e j) = δi j, temos

ωi = ∑
j

βi jdx j. (1.4.4)

Com efeito, por {dx j} ser uma base dual, podemos escrever

ωi = ∑
j

λi jdx j,

onde λi j ∈ R. Daí, aplicando ωi no referencial ek e usando a equação (1.4.3), temos

ωi(ek) = ∑
j

λi jdx j(ek) = ∑
j

λi jdx j

(
∑
m

βkmam

)
= ∑

j
λi j ∑

m
βkm dx j(am)︸ ︷︷ ︸

δ jm

.

Visto que ωi(ek) = δik, obtemos

δik = ∑
j

λi jβk j = ∑
j

λi jβ
T
jk⇒ (λi j)

(∗)︷︸︸︷
= (β T

i j )
−1 = (β−1

i j )−1︸ ︷︷ ︸
(βi j) é ortogonal

= βi j.

Observe que a igualdade (∗) acima vem do fato de δik = ∑
j

λi jβ
T
jk. Com isso, temos λi j = βi j, o

que prova nossa afirmação.

Por razões que ficarão claras posteriormente, iremos isolar o a j em (1.4.3). Multi-

plicando ambos os lados da equação (1.4.3) por β
−1
ki e depois somando ambos os lados em i,

temos

∑
i

β
−1
ki ei = ∑

j
∑

i
β
−1
ki βi j︸ ︷︷ ︸
δk j

a j = ∑
j

δk ja j = ak.

∴ ak = ∑
i

β
−1
ki ei = ∑

i
β

T
ki ei = ∑

i
βikei. (1.4.5)

Agora, diferenciando a equação (1.4.3), temos

dei = ∑
j

dβi ja j =︸︷︷︸
(1.4.5)

∑
j

dβi j ∑
k

βk jek = ∑
k

(
∑

j
dβi jβk j

)
ek.
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Pela equação (1.3.1), temos

∑
k

ωikek = ∑
k

(
∑

j
dβi jβk j

)
ek

⇒ ωik = ∑
j

dβi jβk j. (1.4.6)

Multiplicando ambos os lados dessa equação por βks e somando em k, temos

∑
k

ωikβks = ∑
j,k

dβi jβk jβks = ∑
j,k

dβi jβ
−1
jk βks = ∑

j
dβi jδ js = dβis.

∴ dβis = ∑
k

ωikβks, (1.4.7)

com s = 1, ...,n. Agora, diferenciando a equação (1.4.5) e usando a equação (1.4.7), temos

dωi = ∑
j

dβi j∧dx j = ∑
j,k

ωikβk j∧dx j = ∑
j,k

(
−βk jdx j∧ωik

)
= ∑

j,k

(
−βk jdx j∧−ωki

)
= ∑

j,k
βk jdx j∧ωki =︸︷︷︸

(1.4.4)

∑
k

ωk∧ωki.

que é a nossa primeira equação de estrutura (1.4.1).

Agora, vamos diferenciar a equação (1.4.6) e usar a equação (1.4.7):

dωi j = ∑
k

d(dβik)∧β jk−dβik∧dβ jk =−∑
k

dβik∧dβ jk

= −∑
k

{(
∑

l
ωilβlk

)
∧
(

∑
s

ω jsβsk

)}
=−∑

k



∑
l

βlkβ
−1
ks︸ ︷︷ ︸

δls

ωil

∧
(

∑
s

ω js

)
= −∑

k

{
(ωis)∧

(
∑
s

ω js

)}
=−∑

k

(
∑
s

ωis∧ω js

)
= −∑

s
ωis∧ω js =−∑

s
ωis∧−ωs j = ∑

s
ωis∧ωs j = ∑

k
ωik∧ωk j

que é a nossa segunda equação de estrutura (1.4.2).

�
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2 O MÉTODO DO REFERENCIAL MÓVEL

Veja que, até então, conseguimos desenvolver uma teoria capaz de nos dar um

referencial móvel no contexto de um espaço euclidiano. Mas e se estivéssemos trabalhando

com uma n-variedade qualquer? Haveria como estabelecer um referencial móvel com o qual

pudéssemos trabalhar? Com as equações de estrutura em mãos, vamos agora apresentar a ideia

por trás do método do referencial móvel, já no contexto de n-variedades, que é de fato mais

interessante.

2.1 Sobre o Método do Referencial Móvel em uma n-variedade diferenciável

Seja x : M −→ Rn+q uma imersão de uma n-variedade diferenciável no espaço

euclidiano Rn+q, i.e, x é diferenciável e a diferencial dxp : TpM −→ Rn+q é injetiva para todo

ponto p em M (em particular, dxp é bijetiva sobre a imagem, que no caso é o espaço tangente a

x(p)). Daí, pelo Teorema da Função Inversa, para todo p ∈M, existe uma vizinhança U ⊂M de

p tal que x|U é injetiva. Seja agora V ⊂Rn+q, com x(U)⊂V (em particular, V é uma vizinhança

de x(p)). Aqui, tomemos V suficientemente pequeno, para que exista um referencial móvel

{e1, ...,en,en+1, ...,en+q} em V com a propriedade de que, restritros a x(U), os vetores e1, ...,en

sejam tangentes a x(U) e os vetores en+1, ...,en+q sejam normais a x(U). Um referencial com

essa propriedades é chamado de referencial adaptado a x.

Tal referencial existe e pode ser provado a sua existência. Com efeito, se V for

suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V −→V de tal forma que g◦ x(U) é um

aberto de uma subvariedade linear de dimensão n de Rn+q. A partir disso, temos de imediato um

referencial { f1, ..., fn, fn+1, ..., fn+q} adaptado a g◦ x(U) em g(V ). Agora surge um "problema":

o que nos garante que a imagem inversa dg−1( f1), ...,dg−1( fn+q) do referencial é ortonormal?

Ora, caso não seja, usamos o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt em cada ponto de V .

Isso é extremamente vantajoso, pois os vetores obtidos desse processo variam diferencialmente

com os vetores dados, e, por consequência, obtemos um referencial ortonormal adaptado a x(U),

em V .

Observe agora que em V estão definidas as formas ωi do coreferencial de {ei} e as

formas de conexão ωi j que satisfazem as equações de estrutura (1.4.1) e (1.4.2). Eis a parte

crucial para a formalização da ideia por trás do método do referencial móvel: a aplicação

x : U ⊂M −→V ⊂Rn+q induz formas diferenciais x∗(ωi) e x∗(ωi j) em U , onde x∗ é o pull-back.
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Daí, como o pull-back comuta com a derivação exterior e com o produto exterior, temos

d(x∗ωi) = x∗(dωi) = ∑
k

x∗(ωk∧ωki) = ∑
k
(x∗ωk)∧ (x∗ωki),

d(x∗ωi j) = x∗(dωi j) = ∑
k

x∗(ωik∧ωk j) = ∑
k
(x∗ωik)∧ (x∗ωk j), k = 1, ...,n,

i.e, as formas satisfazem as equações de estrutura (1.4.1) e (1.4.2).

2.2 O Lema de Cartan e a unicidade das formas de conexão

Com o referencial móvel em mãos, partiremos para a que talvez seja a parte mais

interessante deste trabalho, que é ver tal método sendo aplicado. Mas antes de partirmos para

esse ponto, de fato, precisamos estabelecer alguns resultados. O principal é mostrar a unicidade

das formas de conexão (Lema 2.2.2), para que se evite ambiguidades. Todavia, a prova desse

resultado depende do Lema de Cartan, que será enunciado e provado na presente seção.

Recordemos primeiramente que, se ω1, ω2 são formas lineares em um espaço

vetorial V n-dimensional, então o produto exterior ω1 ∧ω2 é uma forma bilinear alternada

ω1∧ω2 : V ×V −→ R dada por

(ω1∧ω2)(v1,v2) = ω1(v1)ω2(v2)−ω1(v2)ω2(v1), v1,v2 ∈V.

Se ω1, ...,ωn é uma base para o espaço de formas lineares V ∗, então ωi∧ω j, i ≤

j, i, j = 1, ...,n, formam uma base para o espaço Λ2V ∗ das formas bilineares alternadas V ×V .

Lema 2.2.1 (Cartan) Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e ω1, ...,ωr : V −→ R, r ≤ n,

formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam formas lineares

θ1, ...,θr : V −→ R satisfazendo
r
∑

i=1
ωi∧θi = 0. Então, existem ai j ∈ R tais que

θi = ∑
j

ai jω j, i, j = 1, ...,r, ai j = a ji.

Demonstração: Completemos a base ω1, ...,ωr,ωr+1, ...,ωn de V ∗ e escrevamos

θi = ∑
j

ai jω j +∑
l

bilωl , l = r+1, ...,n.



19

Como
r
∑

i=1
ωi∧θi = 0, segue que

0 =
r

∑
i=1

ωi∧θi

= ∑
i

ωi∧∑
j

ai jω j +∑
i

ωi∧∑
l

bilωl

= ∑
i j

ai jωi∧ω j +∑
il

bilωi∧ωl

= ∑
i< j

ai jωi∧ω j +∑
i= j

ai jωi∧ω j︸ ︷︷ ︸
=0

+∑
i> j

ai jωi∧ω j +∑
il

bilωi∧ωl

= ∑
i< j

ai jωi∧ω j−∑
i> j

ai jω j∧ωi +∑
il

bilωi∧ωl

= ∑
i< j

ai jωi∧ω j−∑
i< j

a jiωi∧ω j +∑
il

bilωi∧ωl

= ∑
i< j

(ai j−a ji)ωi∧ω j +∑
il

bilωi∧ωl

Como os ωk ∧ωs , k < s, k,s = 1, ...,n são linearmente independentes, temos ai j−a ji = 0⇒

ai j = a ji e bil = 0.

�

Lema 2.2.2 Sejam U ⊂ Rn e ω1, ...,ωn formas diferenciais linearmente independentes em U.

Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais ωi j satisfazendo as condições:

ωi j =−ω ji, dω j = ∑
k

ωk∧ωk j.

Então tal conjunto é único.

Demonstração: Suponha que existe um outro conjunto de formas ω i j com

ω i j =−ω ji, dω j = ∑
k

ωk∧ωk j.

Daí, temos que

0 = ∑
k

ωk∧ωk j−∑
k

ωk∧ωk j = ∑
k

ωk∧ (ωk j−ωk j).

Pelo Lema de Cartan, segue que

ωk j−ωk j = ∑
i

b j
kiωi, b j

ki = b j
ik︸ ︷︷ ︸

F

.
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Observe agora que

ωk j−ωk j = ∑
i

b j
kiωi =−(ω jk−ω jk) =−∑

i
bk

jiωi

e como os nossos ωi’s são linearmente independentes, segue que b j
ki =−bk

ji︸ ︷︷ ︸
FF

. Pelas simetriasF

eFF, temos

bk
ji =−b j

ki =−b j
ik = bi

jk = bi
k j =−bk

i j =−bk
ji = 0.

Portanto, ωk j = ωk j.

�

2.3 Aplicações às Superfícies do R3

Estamos cada vez mais próximos do nosso objetivo principal, que é apresentar uma

demonstração do Teorema de Gauss-Bonnet para superfícies compactas utilizando o método do

referencial móvel. Para provar o teorema, precisamos construir alguns conceitos conhecidos da

Geometria Diferencial, para então a aplicação do método na teoria de superfícies no R3.

Seja S uma variedade diferenciável 2-dimensional, e seja x : S−→ R3 uma imersão.

Para cada p ∈ S fica definido um produto interno 〈,〉p em TpS pelo seguinte: se v1,v2 ∈ TpS,

então

〈v1,v2〉p = 〈dxp(v1),dxp(v2)〉,

onde o segundo termo é o produto interno usual do R3. Neste caso, temos que 〈,〉p é uma métrica

riemaniana em S, e é chamada de métrica induzida pela imersão x.

Vamos agora fazer um estudo da geometria local de S em torno de p ∈ S. Posteri-

ormente, teremos ferramentas para estudar a geometria de S de forma global. Por agora, seja

U ⊂ S uma vizinhança de p em S tal que x|U seja injetiva. Seja V uma vizinhança de x(p) em

R3 de tal forma que V ⊃ x(U). Tomando V e U suficientemente pequenos, é possível escolher

em V um referencial ortonormal móvel e1,e2,e3 adaptado a x, i.e, quando restritos a x(U), são

e1,e2 tangentes a x(U) e, por consequência, e3 normal a x(U).

Ficam definidas em V as formas ωi do coreferencial de {ei}, i = 1,2,3, e as formas

de conexão ω12 =−ω21, ω32 =−ω23 e ω13 =−ω31. Tais formas satisfazem em V as equações

de estrutura (Teorema 1.4.1) que seguem:
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dω1 = ω2∧ω21 +ω3∧ω31;

dω2 = ω1∧ω12 +ω3∧ω32;

dω3 = ω1∧ω13 +ω2∧ω23;

dω12 = ω13∧ω32;

dω13 = ω12∧ω23;

dω23 = ω21∧ω13.

A imersão x : U ⊂ S −→V ⊂ R3 induz formas x∗(ωi), x∗(ωi j), i, j = 1,2,3, em U

e, como já vimos no caso geral, satisfazem as equações de estrutura dadas acima. Veja que

x∗(ω3) = 0, pois, para todo q ∈U e para todo v ∈ TqS teremos dx(v) = a1e1 +a2e2, logo,

(x∗ω3)(v) = ω3(dx(v)) = ω3(a1e1 +a2e2) = 0.

Pensando em U como um subconjunto do R3 pela inclusão x (pois x|U é injetiva) e

nas formas ωi, ωi j como restritas a U ⊂V ⊂ R3, doravante escreveremos

x∗ωi = ωi e x∗ωi j = ωi j,

afim de "enxugar"a notação. (Adicionando, é claro, a relação ω3 = 0).

Com todas essas adaptações, iremos de fato estudar a geometria local de S. Primeiro

veja que, como ω3 = 0, temos

dω3 = ω1∧ω13 +ω2∧ω23 = 0.

Do lema de Cartan (Lema 2.2.1), temos

ω13 = h11ω1 +h12ω2, (2.1)

ω23 = h21ω1 +h22ω2, (2.2)

onde hi j = h ji, i, j = 1,2, são funções diferenciáveis em U . Agora, veja que por um lado temos

ω13(e1) = h11ω1(e1)+h12ω2(e1) = h11,

ω13(e2) = h11ω1(e2)+h12ω2(e2) = h12,

ω23(e1) = h21ω1(e1)+h22ω2(e1) = h21,

ω23(e2) = h21ω1(e2)+h22ω2(e2) = h22
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e, por outro lado, como dei = ∑
j

ωi je j, temos

de3(v) = ω31(v)e1 +ω32(v)e2,

para todo q ∈U e todo v ∈ TqS. Logo, escrevendo v = a1e1 +a2e2, teremos

de3(a1e1 +a2e2) = ω31(a1e1 +a2e2)e1 +ω32(a1e1 +a2e2)e2

= ω31(a1e1)e1 +ω31(a2e2)e1 +ω32(a1e1)e2 +ω32(a2e2)e2

= ω31(e1)a1e1 +ω31(e2)a2e1 +ω32(e1)a1e2 +ω32(e2)a2e2

= (−ω13(e1))a1e1 +(−ω13(e2))a2e1 +(−ω23(e1))a1e2 +(−ω23(e2))a2e2

= (−h11)a1e1 +(−h12)a2e1 +(−h21)a1e2 +(−h22)a2e2.

Em representação matricial, temos (lembrando que de3(a1e1 +a2e2) = a1e1 +a2e2)

de3(v) =

 a1

a2

=

 −h11 −h12

−h21 −h22

 a1

a2

 ,

i.e, (−hi j) é a matriz da diferencial da aplicação e3 : U −→R3 na base {e1,e2}. Note que, como

|e3|= 1, a aplicação toma valores na esfera unitária S2 ⊂ R3. Agora, fixemos orientações em U

e R3 e escolhamos o referencial {e1,e2,e3} de tal forma que, para todo ponto q ∈U , (e1)q,(e2)q

seja uma base de TqS na orientação escolhida e (e1)q,(e2)q,(e3)q seja uma base positiva de

R3. Tal referencial é dito compatível com as orientações de U e R3. Com isso, a aplicação

e3 : U −→ S2 ⊂ R3 está bem definida e é chamada de aplicação normal de Gauss em U . Logo,

(−hi j) é a matriz da diferencial da aplicação normal de Gauss na base {e1,e2}.

Temos que (hi j) é uma matriz simétrica, donde concluímos que a diferencial da

aplicação normal de Gauss é auto-adjunta. Com isso, tal aplicação pode ser diagonalizada, com

valores próprios −λ1,−λ2 ∈ R e vetores próprios ortogonais.

A curtavura Gaussiana K de S em p é dada por

K = det(de3)p = λ1λ2 = h11h22−h2
12, (2.3)

com todos os termos calculados em p. Daí, temos, usando as equações (2.1), (2.2) e (2.3),

dω12 = ω13∧ω32 = ω13∧ (−ω23) = −ω13∧ω23

= −(h11ω1 +h12ω2)∧ (h21ω1 +h22ω2)

= −(h11h22−h2
12)ω1∧ω2

= −Kω1∧ω2.
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Esse resultado merece uma atenção especial nesse momento, pois a igualdade dω12 =

−Kω1∧ω2 permite demonstrar resultados importantes na teoria de superfícies. De imediato,

isso se aplica a um dos teoremas mais importantes da teoria de superfícies, descoberto por Gauss.

Teorema 2.3.1 (Gauss) K depende apenas da métrica induzida de S, i.e, se x,x′ : S−→ R3 são

duas imersões de S tais que as métricas induzidas em S por x e x′ coincidem, então K(p) = K′(p),

p ∈ S, onde K e K′ indicam as curvaturas Gaussianas de x e x′, respectivamente.

Demonstração: Tomemos um referencial {e1,e2} em um aberto U ⊂ S, ortonormal na métrica

induzida. Então, {dx(e1),dx(e2)} pode ser estendido a um referencial adaptado a V ⊃ x(U). Da

mesma forma, {dx′(e1),dx′(e2)} pode ser estendido a um referencial adaptado em V ⊃ x(U).

Indicaremos por ′ o que for relacionado à imersão x′. Como as métricas induzidas por x e x′

coincidem, então ω1 = ω ′1 e ω2 = ω ′2, já que a métrica se comporta igualmente no referencial

móvel e o correferencial associado está diretamente ligado a isso. Pelo lema da unicidade das

formas de conexão (Lema 2.2.2), devemos ter ω12 = ω ′12. Daí,

−Kω1∧ω2 = dω12 = dω
′
12 =−K′ω ′1∧ω

′
2

o que nos dá −K =−K′ =⇒ K = K′.

�

Observe que, no Teorema de Gauss, a curvatura Gaussiana, embora tenha sido

definida usando o espaço ambiente R3, depende apenas da métrica induzida. Esse fato é

interessante pois fez Gauss, em 1827, imaginar que haveria uma geometria que não dependesse

do espaço ambiente. Por falta de ferramentas (em particular a ideia de variedade diferenciável),

essa ideia só veio a ser desenvolvida por Riemann em 1852, o que deu origem ao que conhecemos

hoje por Geometria Riemaniana.



24

3 TEOREMA DE GAUSS-BONNET PARA SUPERFÍCIES COMPACTAS DO R3

Finalmente chegamos à nossa principal aplicação do método do referencial móvel

nesse trabalho. Iremos demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet para superfícies compactas do

R3, mostrando um dos aspectos mais interessantes do referente método, que é a possibilidade de

se demonstrar teoremas globais de difícil acesso por outros métodos, pois não é preciso recorrer

a conceitos topológicos específicos e nem é preciso passar pela teoria de curvas numa superfície.

Seja S⊂R3 uma superfície compacta orientada do R3 (como prevenção às possíveis

confusões, observe que estamos tratando de uma variedade diferenciável de dimensão 2 que

possui um atlas coerente). Seja p ∈ S e V ⊂ R3 uma vizinhança de p em R3, de tal forma que

exista em V um referencial e1,e2,e3 adaptado a S e compatível com as orientações de S e R3.

Sejam também ωi, ωi j as restrições a V ∩S das formas do coreferencial associado a {ei} e das

formas de conexão, respectivamente.

Afirmamos que a forma ω1 ∧ω2 não depende do referencial escolhido (é claro,

na classe dos referenciais compatíveis com a orientação de S), e assim, mostra-se definida

globalmente em S. Com efeito, a forma ω1∧ω2 aplicada a um par de vetores u = u1e1 +u2e2,

v = v1e1 + v2e2 de TpS, linearmente independentes e na orientação de TpS, nos dá

ω1∧ω2(u,v) = ω1(u)ω2(v)−ω2(u)ω1(v) = u1v2−u2v1

que é a área do paralelogramo estendido por u e v. Por este motivo, ω1∧ω2 = σ é chamado de

elemento de área de S.

Por S ser compacta, permite-se considerar a integral∫
S

Kω1∧ω2 =
∫
S

Kσ ,

conhecida por integral de K estendida a S. O que o teorema de Gauss-Bonnet afirma é que esse

número só depende da topologia de S.

Para mostrar isso, vamos tentar integrar dω12 em S, levando em conta a expressão

dω12 =−Kω1∧ω2. Mas observe que ω12 não está definida de forma global em S, então iremos

entender como muda tal forma por uma mudança de referencial.

Sejam e1,e2,e3 e e1,e2,e3 = e3 referenciais compatíveis com a orientação de S, e

relacionados pela matriz de rotação, i.e,

e1 = cosθe1 + senθe2, (∗)

e2 = −senθe1 + cosθe2 (∗∗)
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Das equações acimas, temos que

ω1 = cosθω1 + senθω2, (∗∗∗)

ω2 = −senθω1 + cosθω2 (∗∗∗∗)

Agora, diferenciando as equações acima e ultilizando as equações de estruturas, temos

dω1 = −senθdθ ∧ω1 + cosθdθ ∧ω2 + cosθdω1 + senθdω2

= −senθdθ ∧ω1 + cosθdθ ∧ω2

+ cosθ(ω2∧ω21 +ω3∧ω31︸ ︷︷ ︸
=0

)+ senθ(ω1∧ω12 +ω3∧ω32︸ ︷︷ ︸
=0

)

= dθ ∧ω2 +ω2∧ω21

= ω2∧ (−dθ)+ω2∧ω21

= ω2∧ (ω21−dθ). (1)

Temos também

dω2 = −cosθdθ ∧ω1− senθdθ ∧ω2− senθdω1 + cosθdω2

= −cosθdθ ∧ω1− senθdθ ∧ω2

− senθ(ω2∧ω21 +ω3∧ω31︸ ︷︷ ︸
=0

)+ cosθ(ω1∧ω12 +ω3∧ω32︸ ︷︷ ︸
=0

)

= −dθ ∧ω1 +ω1∧ω12

= ω1∧dθ +ω1∧ω12

= ω1∧ (ω12 +dθ). (2)

Portanto, das equações de estrutura dω1 = ω2∧ω21 e dω2 = ω1∧ω12, as formas

ω12 = ω12 +dθ , ω21 = ω21−dθ =−ω12

são antissimétricas e satisfazem as equações (1) e (2). Pelo lema da unicidade das formas de

conexão (Lema 2.2.2), essas são as formas de conexão de S no referencial e1,e2,e3.

Agora demonstraremos o Teorema de Gauss-Bonnet com auxílio do referencial

móvel.

Definição: O número Ii é chamado de índice do campo v no ponto singular pi e

mede, intuitivamente, o número de "voltas"que v dá ao longo de ∂Bi (Omitiremos neste trabalho

a prova de que é possível definir o índice de forma com que ele não dependa simultaneamente

da curva ∂Bi, do referencial {ei} escolhido e da imersão. O leitor curioso pode verificar essa

demonstração no livro "Formas diferenciais e aplicações", de autoria do Manfredo do Carmo).
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Teorema 3.0.1 (Gauss-Bonnet) Seja S ⊂ R3 uma superfície compacta em R3 e seja K a sua

curvatura Gaussiana. Seja v um campo diferenciável de vetores tangentes a S com um número

finito de pontos singulares p1, ..., pk. Então a integral de K estendida a S é igual a 2π vezes a

soma dos índices de v nos pontos pi, i = 1, ...,k, i.e,∫
S

Kσ = 2πχ(S),

onde χ(S) = ∑ Ii. (χ(S) é um conceito topológico conhecido como característica de Euler-

Poincaré da variedade S (ou, neste caso, da superfície S)).

Demonstração: Seja v um campo diferenciável de vetores tangentes a S com um número finito

de pontos singulares p1, ..., pk, ou seja, v(pi) = 0, i = 1, ...,k. Para cada pi, seja Bi ⊂ S uma

vizinhança de pi de tal forma que Bi não contenha outro ponto singular além de pi, e, além

disso, que ∂Bi seja uma curva fechada regular orientada positivamente. Em S−
⋃
i
{pi} podemos

escrever e1 =
v
|v| . Como S é orientável, é possível escolher em S−

⋃
i
{pi} um referencial adaptado

e1,e2,e3 compatível com a orientação de S. Pelo teorema de Stokes, temos∫
S−
⋃
i

Bi

Kω1∧ω2 =−
∫

S−
⋃
i

Bi

dω12 = ∑
i

∫
∂Bi

ω12. (3.1)

Quando Bi se aproxima de pi, a integral do primeiro membro tende para a integral de K estendida

a S (veja que ω1 ∧ω2 não depende do referencial). Todavia, nessas mesmas condições, a

integral do segundo membro depende do referencial e1,e2,e3, que não está definido em pi. Logo,

introduziremos em uma vizinhança Ui ⊃ Bi um referencial adaptado e1,e2,e3 = e3 compatível

com a orientação de S e dado pelas equações (*) e (**). Em Ui−{pi}, ω12 = ω12 +dθ e daí,

pelo teorema de Stokes ∫
∂Bi

ω12 =
∫

∂Bi

ω12 +
∫

∂Bi

dθ =
∫
Bi

dω12 +
∫

∂Bi

dθ

= −
∫
Bi

Kω1∧ω2 +
∫

∂Bi

dθ

pois e1,e2,e3 está definido em Bi. Observe que, quando Bi tende a pi, a integral −
∫
Bi

Kω1∧ω2

tende para uma integral sobre pontos, ou seja, tende à zero. Portanto,

lim
Bi→pi

∫
∂Bi

ω12 = lim
Bi→pi

∫
∂Bi

dθ . (3.2)
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Veja que
∫

∂Bi

dθ é a integral sobre uma curva fechada da variação do ângulo θ que o

campo v = |v|e1 faz com o vetor e1. Como ambos (v e e1) voltam a sua posição inicial, pois a

curva é fechada, então esta integral é um múltiplo inteiro Ii de 2π , i.e,∫
∂Bi

dθ = 2πIi.

Logo,

lim
Bi→pi

∫
∂Bi

dθ = 2πIi. (3.3)

Das equações (3.1), (3.2) e (3.3) o resultado segue.

�

Observe que o primeiro membro da equação não depende do campo v e o segundo membro

independe da métrica induzida. Logo, ambos os membros dependem apenas da variedade S e o

mesmo se dará para todas que lhe sejam difeomorfas.
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4 CONCLUSÃO

O Método do Referencial Móvel é muito útil, e esperamos que isso tenha ficado

claro para o leitor. Caso não tenha ficado claro a grande utilidade, o leitor é convidado a tentar

usar este método e a teoria por trás de sua construção para chegar a resultados conhecidos da

Geometria Diferencial, como a primeira e a segunda forma fundamental. Infelizmente o número

limite de páginas permitido para este trabalho nos impediu de enriquecer ainda mais a teoria.
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