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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um método utilizado em Geometria Diferencial e Riemaniana,
capaz de facilitar demonstracdes e generalizagdes de teoremas que sdo de dificil acesso por
outros métodos. Para que o leitor visualize a solidez do método apresentado, desenvolvemos
0s conceitos necessdrios e suficientes para as demonstra¢des. Como prova de que o Método do
Referencial Mével pode ser extremamente Util, abordamos o Teorema de Gauss-Bonnet para

superficies compactas no R? na versio global.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Geometria Riemaniana. Referencial Movel. Teorema

de Gauss-Bonnet.



ABSTRACT

In this work we show a method used in Differential and Riemanian Geometry, capable of
facilitating demonstrations and generalizations of theorems that are difficult to access by other
methods. In order for the reader to be able to visualize the solidity of the method presented, we
have developed the necessary and sufficient concepts for the demonstrations. As proof that the
Moving Frame Method can be extremely useful, we approach the Gauss-Bonnet Theorem for

compact surfaces in R3 in its global version.

Keywords: Differential Geometry. Riemanian Geometry. Moving Frame. Gauss-Bonnet

Theorem.
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1 INTRODUCAO
1.1 Preliminares

Antes de construirmos o referencial mével, que é a ferramenta principal deste
trabalho, introduziremos algumas definicdes importantes sobre o espago em que iremos trabalhar,
ou melhor, sobre alguns subconjuntos desse espaco.

Apesar de o nosso objetivo principal, que € provar o Teorema de Gauss-Bonnet para
superficies compactas, ser tratado em um ambiente euclidiano tridimensional (R3), traremos
essas primeiras defini¢des e a defini¢ao do referencial mével no R”.

Ressaltamos de antemdo que quando falarmos em diferenciabilidade de uma apli-
cacdo sempre consideraremos que tal aplicacdo tenha diferenciabilidade de todas as ordens

(C™).
1.2 Variedade Riemanniana

Na presente se¢do, traremos algumas definicdes fundamentais para o nosso texto no

sentido mais geral.

Definicao 1.2.1 (Variedade diferenciavel) Um subconjunto M do R™ é uma n-variedade dife-
rencidvel se existem um conjunto de subconjuntos abertos, {U;} C R", e um conjunto de mapas
diferencidveis, {¢; : Ui — M}, tal que {¢;(U;)} cobrem M (i.e, para cada ponto p € M hd um i
e um ponto q € U, tal que ¢;(q) = p).

Definicao 1.2.2 (Espaco Tangente a uma Variedade Diferenciavel) Seja M C R" uma varie-
dade diferencidvel de dimensdo m (m < n) e seja p € M. O espaco tangente a M é o conjunto

T,M formado por todos os vetores tangentes a M no ponto p.

Definicao 1.2.3 (Variedade Riemanniana) Uma variedade riemanniana é uma variedade di-
ferencidvel M e uma escolha, para cada ponto p € M, de um produto interno positivo (,),
definido no espago tangente T,(M) de M em p, que varia diferencialmente com p no seguinte
sentido: se X e Y sdo campos diferencidveis de vetores em M, entdo a fungdo p — (X,Y ), com
p € M, é diferencidvel em M. O produto interno (,) € conhecido como uma métrica riemanniana

em M.
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Defini¢io 1.2.4 Seja um difeomorfismo f : M — M’ entre variedades riemanianas M e M'. Tal

difeomorfismo é uma isometria se para todo p € M e todo par X,Y € T,(M), tem-se
<X7Y>P = <dfP(X)’dfP(Y)>f(p)'
1.3 Sobre o Método do Referencial Movel no R"

Definiremos agora um referencial mével, adiantando que o ponto-chave do uso desse
método € o fato de serem satisfeitas as equacdes de estrutura de Elie Cartan, que serdo inseridas

no préximo capitulo.

Definicao 1.3.1 Sejam U C R" aberto e ey, ...,e,, n campos diferencidveis de vetores em U de
tal forma que para todo p € U tenhamos (e;,e;) = 6; j, onde ; j € o Delta de Dirac (§; ; = 1,
sei= je & ;=0 caso contrdrio). A esse conjunto de campos de vetores é dado o nome de

referencial ortonormal movel em U.

A partir do referencial {¢;} podemos definir formas diferenciais lineares pela condi-
¢do w;(e;) = 6;j. Mais precisamente, dado p € U, a base {(w;),} é a base dual da base {(¢;),}.
O conjunto {@;} € chamado coreferencial associado ao referencial ortonormal mével {e;}.

Pensando em cada campo e; como uma aplicacdo diferencidvel ¢; : U C R" — R",
temos que a diferencial (de;), : R" — R", em p € U, é uma aplicagio linear. Logo, para todo

v € R", podemos escrever

(dei)p(v) = Z(wiJ')p(V)ej-

J

Observe que as expressoes (@;;),(v) acima dependem linearmente do vetor v. Com efeito,

tomemos dois vetores u, v € R”, e um A € R. Por um lado, temos

(dei)p(u+2Av) =Y (o)) p(u+Av)e;.

J

Por outro lado, pela linearidade da diferencial,

(dei)p(u+Av) = (dei)p(u) +A(dei) p(v)
= Z(wij)p(u>€j +4 Z(O)ij)p(\/)ej

= ¥ (@) () + A(@37)p (9))e;.
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Como (de;)p(u+Av) = L((0i))p(u) + A(@ij) p(v))e;, concluimos que as expressdes (@), (v)

j
dependem linearmente de v.

Logo, (®;j), ¢ uma forma linear no R”. Como ¢; ¢ um campo diferencidvel, entdo

®;; € uma forma diferenciavel linear. Dai, escrevemos
de,-zZa),-jej (1.3.1)
J

como definigdo das formas ®;;, conhecidas como formas de conexdo do R" no referencial {e;}.
Geometricamente, (@;;),(v) significa a velocidade com que e; gira em dire¢do a e; a
medida que p se move na dire¢do de v. Dai, as formas lineares ®;; contém essas informagdes a
respeito de todos os vetores tangentes no R”.
Agora, verificaremos que as formas de conexao sdo antissimétricas nos indices i e j.

De fato, se derivarmos a expressdo (e;,e;) = 0;;, obteremos
0= <de,-,e_,~> + (ei,dej> = (Z a),-kek,ej> + <ei,2a)jkek> = w;; + 0j;,
k k

ou seja, temos ;; = —@j;, COMo queriamos.
Passemos agora para o primeiro teorema fundamental deste trabalho e ponto funda-

mental da utilidade do método do referencial mével, como comentamos anteriormente.

1.4 Equacoes de Estrutura do R”

Neste topico iremos inserir as equacdes de estrutura do R”, que irdo ser fundamentais

para o prosseguimento do nosso estudo. Ficara claro no préximo capitulo.

Teorema 1.4.1 (equacdes de estrutura do R") Seja {e;} um referencial ortonormal mével em
um aberto U C R". Sejam {@;} o coreferencial associado a {e;} e w;j as formas de conexdo de

U no referencial {e;}. Entdo,

do; =) o\ oy, (1.4.1)
k
dwij:z‘,wik/\wkja k=1,...n. (1.4.2)
k
Demonstracdo: Sejaa; = (1,0,...,0), a» = (0,1,...,0),..., a, = (0,0,...,1) a base candnica do

R" e x; : U — R a fun¢@o que leva cada ponto p = (x1,x2,...,x,) € U na sua i-ésima coordenada.

Assim, dx; é uma forma diferencial definida em U. Observe que na definicdo da diferencial,
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a linearearidade de x; nos garante que dx; = x;, pois x; € uma transformacgdo linear. Mas isso
implica que dx;(a;) = 6;;. Concluimos que {dx;} é o coreferencial associado de {a;}.

O referencial que temos agora pode ser expressado em termos dos a;’s como
e,:Zﬂijaj, (1.4.3)
J

onde os nossos f;; sdo fungdes diferencidveis em U e, para cada p € U, a matriz (B;;(p)) é uma
matriz ortogonal, escrevendo os {e;}’s em termos dos a;’s por uma rota¢do. Mais ainda, como
(Dl'(ej) = 5,'j, temos

w; = Zﬁijdxj. (1.4.4)
J

Com efeito, por {dx j} ser uma base dual, podemos escrever
w; = Z)L, jdx s
J
onde A;; € R. Dai, aplicando ®; no referencial e; e usando a equagdo (1.4.3), temos

Z Aijdx;(ex) Z Aijdx; (Z ﬁkmam) = ; Aij ;, Brmdxj(am) -

Ojm

Visto que @;(ey) = Oy, obtemos

—

%)
lk_Za‘l]BkJ lejﬁjkj lj)f/:\EBi_]]?)il :(ﬁijl)il :Bij'

-~

(Bij) é ortogonal

Observe que a igualdade () acima vem do fato de dy = Z?L,- B 1.7,;. Com isso, temos A;; = fB;;, 0
que prova nossa afirmacgao. !
Por razdes que ficardo claras posteriormente, iremos isolar o a; em (1.4.3). Multi-
plicando ambos os lados da equacao (1.4.3) por Bkjl e depois somando ambos os lados em i,
temos
Y. Bi'ei=) ) Ba'Bijaj =Y 8a;=a.
i J

J 1
N——
5kj

.'.ak:Zﬁk;lei:Zﬁk];ei:ZBikei- (1.4.5)

Agora, diferenciando a equacgdo (1.4.3), temos

de; = Zdﬁija] ZdﬁuZﬁkjek = Z (Zdﬁijﬁkj> ex.
j j

(1.45) /
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Pela equacdo (1.3.1), temos
Y oxer =Y (Zdﬁijﬁkj) ek
k K\ Jj

= Wik :Zdﬁijﬁkj- (1.4.6)
J

Multiplicando ambos os lados dessa equacdo por B, € somando em k, temos
Y oiBis = Y dBiiBiiBs = Y dBijBi Brs = Y dBiSjs = dPis.
k Jik Jik J

o dBis =Y ouBrs, (1.4.7)
k

com s = 1,...,n. Agora, diferenciando a equacdo (1.4.5) e usando a equacdo (1.4.7), temos
dw; = Zdﬁ,’j /\de = Za)ikﬁkj /\de' = Z (—ﬁkjdx]' A (I)ik)
J Jk Jk

= Z(—Bkjdxj/\—a)k,-) :ZBkjdxj/\wki\:/_/Zwk/\a)ki.
Ik Jk (1.4.4) K

que € a nossa primeira equacdo de estrutura (1.4.1).

Agora, vamos diferenciar a equacdo (1.4.6) e usar a equacgdo (1.4.7):

doy = Y d(dBy) NBj—dBa NdBj ==Y dBa NdBji
P p

N B |

- L{en(zo))--x(zere)

k
= _Zwis/\sz: _Zwis/\_wsj:Zwis/\wsjzzwik/\wkj
s K K k

que € a nossa segunda equacdo de estrutura (1.4.2).
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2 O METODO DO REFERENCIAL MOVEL

Veja que, até entdo, conseguimos desenvolver uma teoria capaz de nos dar um
referencial mével no contexto de um espaco euclidiano. Mas e se estivéssemos trabalhando
com uma n-variedade qualquer? Haveria como estabelecer um referencial mével com o qual
pudéssemos trabalhar? Com as equagdes de estrutura em maos, vamos agora apresentar a ideia
por trds do método do referencial mdvel, ja no contexto de n-variedades, que € de fato mais

interessante.

2.1 Sobre o Método do Referencial Movel em uma n-variedade diferenciavel

Seja x : M — R""4 uma imersdo de uma n-variedade diferencidvel no espaco
euclidiano R""9, i.e, x é diferencidvel e a diferencial dx,, : T,M — R"*9 é injetiva para todo
ponto p em M (em particular, dx,, € bijetiva sobre a imagem, que no caso € o espaco tangente a
x(p)). Dai, pelo Teorema da Fung¢do Inversa, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de
p tal que x|y € injetiva. Seja agora V C R4, com x(U) C V (em particular, V é uma vizinhanga
de x(p)). Aqui, tomemos V suficientemente pequeno, para que exista um referencial mével
{e1,...,en,en41,...,€444} em V com a propriedade de que, restritros a x(U), os vetores ey, ..., e,
sejam tangentes a x(U) e 0s vetores €1, ...,€,14 sejam normais a x(U). Um referencial com
essa propriedades é chamado de referencial adaptado a x.

Tal referencial existe e pode ser provado a sua existéncia. Com efeito, se V for
suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V — V de tal forma que gox(U) é um
aberto de uma subvariedade linear de dimensdo n de R"™9. A partir disso, temos de imediato um
referencial {f1,..., fu, fut1, .-, futq} adaptado a gox(U) em g(V'). Agora surge um "problema":
0 que nos garante que a imagem inversa dg~ ' (f1),...,dg ' (fu+4) do referencial é ortonormal?
Ora, caso ndo seja, usamos o processo de ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt em cada ponto de V.
Isso € extremamente vantajoso, pois os vetores obtidos desse processo variam diferencialmente
com os vetores dados, e, por consequéncia, obtemos um referencial ortonormal adaptado a x(U),
emV.

Observe agora que em V estdo definidas as formas @; do coreferencial de {e;} e as
formas de conex@o @;; que satisfazem as equagdes de estrutura (1.4.1) e (1.4.2). Eis a parte
crucial para a formalizacdo da ideia por trds do método do referencial mével: a aplicacdo

x:U CM — V C R"" induz formas diferenciais x*(@;) e x*(o;;) em U, onde x* é o pull-back.



18

Dai, como o pull-back comuta com a derivacdo exterior € com o produto exterior, temos

d(x* (Di) =x* (da)i) = Zx*(cok A (Dk,') = Z(X*a)k) VAN (X*(l)kl'),
k k

d(x*@;j) = x"(dwyj) = Y X (o A onj) =Y (¥ 0p) A (X ong), k=1,....n,
K K

i.e, as formas satisfazem as equacdes de estrutura (1.4.1) e (1.4.2).

2.2 O Lema de Cartan e a unicidade das formas de conexao

Com o referencial mével em maos, partiremos para a que talvez seja a parte mais
interessante deste trabalho, que € ver tal método sendo aplicado. Mas antes de partirmos para
esse ponto, de fato, precisamos estabelecer alguns resultados. O principal € mostrar a unicidade
das formas de conexao (Lema 2.2.2), para que se evite ambiguidades. Todavia, a prova desse
resultado depende do Lema de Cartan, que serd enunciado e provado na presente se¢ao.

Recordemos primeiramente que, se @;, @, sdo formas lineares em um espaco
vetorial V n-dimensional, entdo o produto exterior @) A @, ¢ uma forma bilinear alternada

) A,V xV — R dada por

(01 Aan)(vi,v2) = @1(vi) @2 (v2) — @1 (v2) 2 (vy), vi,va €V.

Se wy,...,®, é uma base para o espago de formas lineares V*, entdo w; A\ ;, i <

j, i,j=1,...,n, formam uma base para o espaco A’V * das formas bilineares alternadas V x V.

Lema 2.2.1 (Cartan) Sejam V um espaco vetorial de dimensdone oy,...,0,:V — R, r <n,
formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam formas lineares

-
01,...,0,:V — R satisfazendo ), w; \ 6; = 0. Entdo, existem a;; € R tais que
i=1

Oi:Za,'j(Dj, i,j: 1,...,1’, ajj = ajj.
J

Demonstracao: Completemos a base oy, ..., ®y, @y 1, ..., @, de V* e escrevamos

6, =) a;joj+Y by, [ =r+1,..,n.
7 7
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-
Como ) w; A\ 6; =0, segue que
i=1

0 = iwﬂ\@i
= Za)i/\z:aija)jJrZwi/\Zbﬂw,
= Za,,a), A o; +Zb,lw, Ao

ij
= Za,Ja),/\a)J+Za,]a),/\coj+2aua),/\a)J+Zb,la),/\a),

i<j i=j i>j
—_———
=0
= Y ajjoi Now;— Za,]ija)l+Zbla),Awl
i<j i>j
i<j i<j
= Z(a,-j—aj,-)a),-Aa)j+Zbila)iAa)l
i<j il

Como os ay N @y , k <s, k,s = 1,...,n sdo linearmente independentes, temos a;; —aj; = 0 =

aij:aﬁeb,-l =0.
]

Lema 2.2.2 Sejam U C R" e @y, ..., ®, formas diferenciais linearmente independentes em U.

Suponha que exista em U um conjunto de 1-formas diferenciais ;; satisfazendo as condigoes:
W;j = —ji, da)j = Z(ok/\a)kj.
Entdo tal conjunto é tinico.
Demonstracdo: Suponha que existe um outro conjunto de formas ®;; com
Eij = —Ej,-, da)j = Z(Dk /\akj-
k
Dai, temos que

O:Zk:a)k/\wkj—;wk/\a)kj :Zk:a)k/\(wkj—a)kj).

Pelo Lema de Cartan, segue que

o
— W = Zbkzw” = by .
\‘/—/
*
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Observe agora que
— = Zb 0 =— (D — 0y) = Zb

€ como 0s nossos @;’s sdo linearmente independentes, segue que bJ = —bk Pelas simetrias %
H—/

* %
€ %%, temos
k i ) i i gk _ gk _
bji = —by; = —by = by = by; = —bj; = —bj; = 0.

Portanto, @y ; = @;.

2.3 Aplicacdes as Superficies do R>

Estamos cada vez mais préximos do nosso objetivo principal, que € apresentar uma
demonstracido do Teorema de Gauss-Bonnet para superficies compactas utilizando o método do
referencial movel. Para provar o teorema, precisamos construir alguns conceitos conhecidos da
Geometria Diferencial, para entio a aplicacio do método na teoria de superficies no R3.

Seja S uma variedade diferencidvel 2-dimensional, e seja x : S — R> uma imersio.
Para cada p € § fica definido um produto interno (,), em 7,S pelo seguinte: se vi,v, € T,S,

entao

(vi,v2)p = (dxp(v1),dxp(v2)),

onde o segundo termo é o produto interno usual do R3. Neste caso, temos que {,) p € uma métrica
riemaniana em S, e € chamada de métrica induzida pela imersao x.

Vamos agora fazer um estudo da geometria local de S em torno de p € S. Posteri-
ormente, teremos ferramentas para estudar a geometria de S de forma global. Por agora, seja
U C S uma vizinhanga de p em S tal que x|y seja injetiva. Seja V uma vizinhanga de x(p) em
RR? de tal forma que V D x(U). Tomando V e U suficientemente pequenos, é possivel escolher
em V um referencial ortonormal mével ey, e;,e3 adaptado a x, i.e, quando restritos a x(U ), sdo
e1,e; tangentes a x(U) e, por consequéncia, e3 normal a x(U).

Ficam definidas em V as formas ®; do coreferencial de {¢;}, i = 1,2,3, e as formas
de conexdao @ = —Wy1, W3 = —)3 € W13 = —@31. Tais formas satisfazem em V as equacdes

de estrutura (Teorema 1.4.1) que seguem:
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do; = N+ oA
doy = 0N+ 03N 03;
doy = 01 NO;3+ 0 A\ 03;
dop = 013/ 03;
dwiz = 012\ 03;
dwpy; = ) N\o3.
A imersdo x: U C S — V C R? induz formas x*(a;), x* (@), i,j = 1,2,3,em U

e, como ja vimos no caso geral, satisfazem as equagdes de estrutura dadas acima. Veja que

x*(3) =0, pois, para todo ¢ € U e para todo v € TS teremos dx(v) = aje; +azez, logo,

(x*@3)(v) = w3(dx(v)) = w3(aje; + azez) = 0.

Pensando em U como um subconjunto do R? pela inclusio x (pois x|y é injetiva) e

nas formas ®;, @;; como restritasaU CV C R3, doravante escreveremos
* *
XW=0 e Xx (Dij:(l),'j,

afim de "enxugar"a notacdo. (Adicionando, € claro, a relacdo w3 = 0).
Com todas essas adaptacdes, iremos de fato estudar a geometria local de S. Primeiro

veja que, como @3 = 0, temos
dos = w1 AN 03+ @y Nz =0.
Do lema de Cartan (Lema 2.2.1), temos

W3 = hj1o+hppo, (2.1)

3 = hy o +hpwy, (2.2)

onde h;j = hj;, i, j = 1,2, sdo fun¢oes diferencidveis em U. Agora, veja que por um lado temos

wi3(e1) = hnoi(er)+hipm(er) = hi,
w13(e2) = hyoi(e) +hipm(er) = hi2,
w3(er) = hyoi(er) +hnm(er) = hy,
w3(e2) = hyoi(e2) +hnw(er) =hxn
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e, por outro lado, como de; =} w; e, temos
J

de3(v) = w31 (v)e; + 032(v)er,

para todo g € U e todo v € T,,S. Logo, escrevendo v = aje; + azes, teremos

des(aje; +azez) = 31(aje; +azer)er + w3 (aje; +azer)es
= ms1(arer)e; + w31(azer)er + ws(arer)er + w3z (azer)er
= ws1(e1)are; + w31(ex)aze; + w3(er)arer + w3z(e2)azer
= (—w3(er))arer + (—wi3(e2))aze; + (—mnz(er))arer + (—mn3(e2))azer

= (=hi)arer + (=hio)aze) + (—ha1)aier + (—hxn)aze;.
Em representacio matricial, temos (lembrando que des(aje; + azer) = aje) + azer)

des(v) ai —h11 —hi2 aj
3 == == 5
as —hy1 —hy» as

i.e, (—h;;) é a matriz da diferencial da aplicacio e3 : U — R na base {e1,e2}. Note que, como
le3| = 1, a aplicacdo toma valores na esfera unitaria S> C R3. Agora, fixemos orientagdes em U
e R3 e escolhamos o referencial {e},e,e3} de tal forma que, para todo ponto g € U, (e1)q:(€2)q
seja uma base de T,S na orientac@o escolhida e (e1)y, (e2)4, (€3)4 Seja uma base positiva de
R3. Tal referencial é dito compativel com as orientacées de U e R?. Com isso, a aplicacio
e3: U — S? C R? estd bem definida e é chamada de aplicacdo normal de Gauss em U. Logo,
(—hij) € a matriz da diferencial da aplicagio normal de Gauss na base {e;,e}.

Temos que (h;;) é uma matriz simétrica, donde concluimos que a diferencial da
aplicagcdo normal de Gauss € auto-adjunta. Com isso, tal aplicagdo pode ser diagonalizada, com
valores proprios —A;, —A, € R e vetores préprios ortogonais.

A curtavura Gaussiana K de S em p € dada por
K:det(de3)p :ﬂ,lﬂg :hllhzz—h%z, (2.3)
com todos os termos calculados em p. Dai, temos, usando as equacdes (2.1), (2.2) e (2.3),

dop =03 A0 =03AN(—03) = —013A 03
= —(h1101+hpw) A (ha o)+ hapon)
= —(hithyy — )01 Ao,

= —Koi Nwy.
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Esse resultado merece uma aten¢do especial nesse momento, pois a igualdade d @, =
—K; N\ an permite demonstrar resultados importantes na teoria de superficies. De imediato,

isso se aplica a um dos teoremas mais importantes da teoria de superficies, descoberto por Gauss.

Teorema 2.3.1 (Gauss) K depende apenas da métrica induzida de S, i.e, se x,x' : S — R> sdo
duas imersoes de S tais que as métricas induzidas em S por x e X' coincidem, entdo K(p) = K'(p),

pES, ondeKeK "indicam as curvaturas Gaussianas de x e x', respectivamente.

Demonstracao: Tomemos um referencial {ej,e;} em um aberto U C S, ortonormal na métrica
induzida. Entdo, {dx(e;),dx(e2)} pode ser estendido a um referencial adaptado a V D x(U). Da
mesma forma, {dx'(e;),dx'(e2)} pode ser estendido a um referencial adaptado em V D x(U).
Indicaremos por ’ o que for relacionado a imersdo x’. Como as métricas induzidas por x e x’
coincidem, entdo ®; = @] e Wy = @), jd que a métrica se comporta igualmente no referencial
movel e o correferencial associado esta diretamente ligado a isso. Pelo lema da unicidade das

formas de conexdo (Lema 2.2.2), devemos ter @y, = (0{2. Dai,
Koy ANy =dop =do), = —K o] A o)
oquenosdd —K = —K' — K=K
|

Observe que, no Teorema de Gauss, a curvatura Gaussiana, embora tenha sido
definida usando o espaco ambiente R3, depende apenas da métrica induzida. Esse fato é
interessante pois fez Gauss, em 1827, imaginar que haveria uma geometria que nao dependesse
do espago ambiente. Por falta de ferramentas (em particular a ideia de variedade diferencidvel),
essa ideia s veio a ser desenvolvida por Riemann em 1852, o que deu origem ao que conhecemos

hoje por Geometria Riemaniana.
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3 TEOREMA DE GAUSS-BONNET PARA SUPERFICIES COMPACTAS DO R3

Finalmente chegamos a nossa principal aplicacdo do método do referencial movel
nesse trabalho. Iremos demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet para superficies compactas do
R3, mostrando um dos aspectos mais interessantes do referente método, que é a possibilidade de
se demonstrar teoremas globais de dificil acesso por outros métodos, pois ndo € preciso recorrer
a conceitos topoldgicos especificos e nem € preciso passar pela teoria de curvas numa superficie.

Seja S C R? uma superficie compacta orientada do R (como prevengio as possiveis
confusdes, observe que estamos tratando de uma variedade diferencidvel de dimensao 2 que
possui um atlas coerente). Seja p € Se V C R? uma vizinhanca de p em R3, de tal forma que
exista em V um referencial e{,e;,e3 adaptado a S e compativel com as orientagdes de S e R3.
Sejam também w;, ;; as restrigdes a V N S das formas do coreferencial associado a {e;} e das
formas de conexao, respectivamente.

Afirmamos que a forma ®; A @, ndo depende do referencial escolhido (€ claro,
na classe dos referenciais compativeis com a orientacdo de S), e assim, mostra-se definida
globalmente em S. Com efeito, a forma w; A @, aplicada a um par de vetores u = uje| + uzes,

v =viey + ey de T),S, linearmente independentes e na orienta¢do de 7,5, nos dd
(AN coz(u,v) = (u)a)z(v) — (L)z(u)a)l (v) = Uuivy — Upvi

que € a drea do paralelogramo estendido por u e v. Por este motivo, w; A @, = ¢ € chamado de
elemento de drea de S.

Por § ser compacta, permite-se considerar a integral

/K(D]/\(Dzz/KG,
S S

conhecida por integral de K estendida a S. O que o teorema de Gauss-Bonnet afirma é que esse
numero s6 depende da topologia de S.

Para mostrar isso, vamos tentar integrar d @, em S, levando em conta a expressao
dw; = —Kw; A a,. Mas observe que @, nao estd definida de forma global em S, entdo iremos
entender como muda tal forma por uma mudancga de referencial.

Sejam e, e;,e3 € €1,e3,e3 = e3 referenciais compativeis com a orientagdo de S, e

relacionados pela matriz de rotagdo, i.e,

€1 = cosOe;+senBey, (x)

ey = —senBej+cosOey (kx)
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Das equacdes acimas, temos que

®), = cosOw; +senOwy, (**x*)

Wy = —senbm;+cosOwy (% *x)
Agora, diferenciando as equagdes acima e ultilizando as equagdes de estruturas, temos

doy, = —sen0d N\ @+ cos0dO N\ @, + cosOdw; + senbBdw,
= —senBdO N w; +cos0dO N w,

+ cosO(m A @y + @3 A @s31) +senb (o) A @p + @3 A @32)
=0 =0
= dONW)+ Wy N

= WA (—d@) + @y A
= O (@ —do). (1)
Temos também

dw, = —cos0dO N w; —sen0dO N @, — sen@dw; + cosOdan

= —cos0dO N w; —senBdO N

— senB(mm A wr + 3 A w@s1) +cosO (w1 Ao+ o3 A w3p)
=0 =0
= —dON®]+O N0

= O;NdO+0 Ao

= 51/\((1)12—1—619). (2)
Portanto, das equagdes de estrutura d@; = @2 A @21 € dWy = ®1 A O12, as formas
O =0 +d0, 0 = —di=—-0

sdo antissimétricas e satisfazem as equacdes (1) e (2). Pelo lema da unicidade das formas de
conexao (Lema 2.2.2), essas sdo as formas de conexao de S no referencial e, e;,e3.

Agora demonstraremos o Teorema de Gauss-Bonnet com auxilio do referencial
movel.

Defini¢ao: O nimero /; € chamado de indice do campo v no ponto singular p; e
mede, intuitivamente, o nimero de "voltas"que v dd ao longo de dB; (Omitiremos neste trabalho
a prova de que € possivel definir o indice de forma com que ele ndo dependa simultaneamente
da curva dB;, do referencial {e;} escolhido e da imersdo. O leitor curioso pode verificar essa

demonstracdo no livro "Formas diferenciais e aplicacdes"”, de autoria do Manfredo do Carmo).
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Teorema 3.0.1 (Gauss-Bonnet) Seja S C R3 uma superficie compacta em R3 e seja K a sua
curvatura Gaussiana. Seja v um campo diferencidvel de vetores tangentes a S com um niimero
finito de pontos singulares py,..., py. Entdo a integral de K estendida a S é igual a 27 vezes a

soma dos indices de v nos pontos p;, i =1,...,k, i.e,
/Ko =2mx(S),
S

onde x(S) =Y1I. (x(S) é um conceito topoldgico conhecido como caracteristica de Euler-

Poincaré da variedade S (ou, neste caso, da superficie S)).

Demonstracao: Seja v um campo diferencidvel de vetores tangentes a S com um nimero finito
de pontos singulares py, ..., px, ou seja, v(p;) =0, i = 1,...,k. Para cada p;, seja B; C S uma
vizinhanca de p; de tal forma que B; ndo contenha outro ponto singular além de p;, e, além

disso, que dB; seja uma curva fechada regular orientada positivamente. Em S — J{ p;} podemos

L

e1,er,e3 compativel com a orientagdo de S. Pelo teorema de Stokes temos

/K_l/\wz—— / dwlZ—Z/wIZ (3.1)

S—-UB; S— UB
i

4
escrever e; = ;. Como S € orientdvel, € possivel escolher em § — U{ pi} um referencial adaptado

Quando B; se aproxima de p;, a integral do primeiro membro tende para a integral de K estendida
a S (veja que @] A\ @y ndo depende do referencial). Todavia, nessas mesmas condi¢des, a
integral do segundo membro depende do referencial e, e,, €3, que nio estd definido em p;. Logo,
introduziremos em uma vizinhanga U; D B; um referencial adaptado ey, e>,e3 = €3 compativel
com a orientagdo de S e dado pelas equacdes (*) e (**). Em U; — {p;}, @12 = @12 +d0 e dai,

pelo teorema de Stokes

/612 = /(1)12+/d9 /da)12+/d9
= /K(D]/\(Oz"‘/de

pois ej, ez, e3 estd definido em B;. Observe que, quando B; tende a p;, a integral — [ K@, A\ @

tende para uma integral sobre pontos, ou seja, tende a zero. Portanto,

lim Wi = lim do. (3.2)
Bi—pi Bi—pi
0B; 0B;
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Veja que | d6 é a integral sobre uma curva fechada da variag¢do do angulo 6 que o
dB;
campo v = |v|e; faz com o vetor e;. Como ambos (v e ;) voltam a sua posi¢do inicial, pois a

curva € fechada, entdo esta integral € um maultiplo inteiro /; de 27, i.e,

/d9 = 271'1,'.
0B;
Logo,
lim do =2rl;. (3.3)
Bi—pi
JB;

Das equacdes (3.1), (3.2) e (3.3) o resultado segue.
[ |

Observe que o primeiro membro da equagdo ndo depende do campo v e 0 segundo membro
independe da métrica induzida. Logo, ambos os membros dependem apenas da variedade S e o

mesmo se dard para todas que lhe sejam difeomorfas.
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4 CONCLUSAO

O Método do Referencial Mdvel € muito util, e esperamos que isso tenha ficado
claro para o leitor. Caso ndo tenha ficado claro a grande utilidade, o leitor é convidado a tentar
usar este método e a teoria por trds de sua construcao para chegar a resultados conhecidos da
Geometria Diferencial, como a primeira e a segunda forma fundamental. Infelizmente o nimero

limite de pdginas permitido para este trabalho nos impediu de enriquecer ainda mais a teoria.
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