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“Se vi mais longe foi por estar de pé sobre
ombros de gigantes.”

(Isaac Newton)



RESUMO

Este trabalho apresenta uma demonstragao da Desigualdade Isoperimétrica em sua forma
classica utilizando algumas propriedades das séries de Fourier. Além disso, apresenta
a demonstragao de uma forma generalizada da Desigualdade Isoperimétrica utilizando
a desigualdade de Brunn-Minkowski e algumas propriedades da medida de Lebesgue

n-dimensional.

Palavras-chave: Desigualdade Isoperimétrica. Desigualdades. Séries de Fourier. Medida

de Lebesgue.



ABSTRACT

This work presents a proof of the Isoperimetric Inequality in its classic form using some
properties of the Fourier series. In addition, it presents the proof of a generalized form
of Isoperimetric Inequality using Brunn-Minkowski inequality and some properties of the

n-dimensional Lebesgue measure.

Keywords: Isoperimetric Inequality. Inequalities. Fourier Series. Lebesgue Measure.
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1 INTRODUCAO

O problema isoperimétrico ¢ um problema do Célculo das Variagoes que,
curiosamente, no poema épico latino Eneida, tem suas origens ligadas a fundacao de
Cartago por Elisa, conhecida como Dido, irma do rei Pigmalidao de Tiro. Diz a lenda
que ela, em uma barganha, obteve a terra que ela conseguisse cercar com o couro de um
boi. Entao ela cortou o couro em tiras muito finas e cercou um grande terreno em forma
semicircular, onde foi construida a cidade. Ela parecia conhecer o problema isoperimétrico,
pois escolheu a figura que cerca a maior area possivel com um perimetro fixado. Mais
especificamente, o problema isoperimétrico afirma que se L é o comprimento de uma curva
plana, simples e fechada e A a 4rea que ela cerca, entdao vale a desigualdade L? > 47 A,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, a curva for um circulo.

Muitos matematicos se interessaram pelo problema isoperimétrico, seja por
interesse geométrico, seja pelas aplicacoes, e isso levou a varias generalizagoes em muitas
direcoes, como a desigualdade isoperimétrica para superficies. Um problema que deriva
do teorema isoperimétrico ¢ o de determinar entre todos os poligonos com k£ lados e um
perimetro fixado aquele que possui maior area. A resposta é conhecida: sao os poligonos
regulares. A desigualdade isoperimétrica também tem ligacdo com algumas desigualdades
analiticas como as desigualdades de Wirtinger e as desigualdades de Sobolev. Apesar da
sua facil formulag@o, o problema isoperimétrico levou cerca de dois mil anos para ter uma
demonstragao adequada e as primeiras provas rigorosas foram dadas por Weierstrass e F.
Edler utilizando o calculo, que foi criado somente no século XVII. Desde entao, muitas
outras provas foram apresentadas.

Quanto as demonstragoes puramente geométricas, os gregos antigos conheciam
o problema isoperimétrico e deram provas para o resultado, mas as demonstragoes da
época nao atendem aos padroes matematicos atuais. Jakob Steiner percebeu isso e, na
tentativa de provar a desigualdade, utilizou um método baseado em transformar uma
figura nao circular em outra com mesmo perimetro e area maior. Apesar da sua ideia
perspicaz, a prova de Steiner era incompleta. Finalmente, mesmo contrario as expectativas,
houveram provas para o problema isoperimétrico dentro da geometria elementar.

Neste trabalho, estudaremos a desigualdade isoperimétrica da seguinte maneira:
no capitulo 2, apresentaremos algumas nogoes béasicas sobre as séries de Fourier e a

Identidade de Parseval. No capitulo 3, apresentaremos uma prova da desigualdade
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isoperimétrica no plano usando a teoria elementar das séries de Fourier. No capitulo 4,
apresentaremos alguns conceitos relacionados a teoria geométrica da medida, a desigualdade

de Brunn-Minkowski e daremos uma demonstracao para a desigualdade isoperimétrica em

R"™.
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2 SERIES DE FOURIER

Em sua busca pela resolucao do problema da conduc¢ao do calor, Fourier
desenvolveu um método baseado na tentativa de escrever fungoes periddicas na forma de
séries trigonométricas. As descobertas de Fourier trouxeram como consequéncia as séries
de Fourier, cujas algumas propriedades serao utilizadas mais adiante na demonstracao da

desigualdade isoperimétrica. A seguir, introduziremos o conceito de séries de Fourier.

Definicao 1. Seja f : R — R uma funcao integravel e 2L-peridédica. Definimos os

coeficientes de Fourier de f como

1 /L t
an:z/_Lf(t)cos (HZ) dt, comn >0

nmt

1 /L
b, = E[Lf(t)sen (L) dt, comn > 1.

Observe que os coeficientes de Fourier estao bem definidos. De fato, como f é
integravel e como as fungdes cosseno e seno sao integraveis, os produtos de f pelo cosseno

e pelo seno sdao produtos de fungoes integraveis e, portanto, também sao integraveis.

Defini¢ao 2. Seja f : R — R uma funcao integravel e 2L-peridédica. Definimos e

denotamos a série de Fourier de f por

flt) ~ % +§; {ancos (T) + b, sen (nzt)] :

Exemplo 1. Seja f: R — R dada por f(t) =t, para —7 <t < 7 e 2w-periddica. Entao
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os coeficientes de Fourier de f sdo

()2
ag = —/ t cos(0t)d /tdt l ] :7T25T7T)
I

27T Y n Y
I ¢ ol N
a, = —/ t cos(nt)dt = lsen(n)] — — [ sen(nt)dt
™ J—7 nm . nmw.J—mx
t ™
[ <o e
nim |
—t t 1 =
b, = —/ tsen(nt)d [ cos(n >] + — [ cos(nt)dt
r nmw.J—mnx
__2mcos(nr) N [sengnt)] _ 2(—1)"“7 w1
nm n?m | n
Logo a série de Fourier de f é
Figura 1 — Gréfico de f
2 - n n

-

n+1

~ 2 Z ) sen(nt).

Também é possivel determinar a série de Fourier de uma funcao derivada f" a

partir dos coeficientes de Fourier de f do seguinte modo:
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Figura 2 — Grafico das somas parciais comn=1,n=2en =3
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Fonte: elaboradas pelo autor.

Proposicao 1. Seja f : R — R uma funcao seccionalmente diferenciavel e 2L-periddica.

Entao

>0 t t
f'(t) ~ nZ::l % {bn cos (nz) — a, sen (nz )] :
onde a, e b, sao os coeficientes de Fourier de f.

Demonstracio. Como [ é 2L-periddica, temos que sua derivada f’ também é periddica
e de mesmo periodo. Além disso, como f é seccionalmente diferenciavel, temos que f’ é
seccionalmente continua e portanto integravel. Logo a série de Fourier de f’ estd definida.

Sejam ayp, a,, e b, n > 1, os coeficientes de Fourier de f’. Devemos mostrar que

nmw
— .

6=0 = —by b, =—
ap =0, a e b, 7

Observe que ay = ll_//_LL f'(t)dt = f(L) — f(—=L) = f(L) — f(L) = 0. Além disso, usando
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integracao por partes, temos

1 L nmt
r /
a, = Lf (t) cos (L )dt

LJ)-
1 nt ¥ L nw nt

= o (T, Los0 (e ()
L] nmw (L nwt

= @) - fD)cosnr + 2 [ f<t>sen(>dt]
L| L)
17T L

= I n%/ f(t)sen<7m>dt]

_ L

- E[p Lo (F)e]
nm

= fbn.

A igualdade relacionada a b/, prova-se de maneira andloga. 0

Teorema 1. Seja f : R — R uma funcgao seccionalmente diferenciavel e 2L-periddica.
Entao a série de Fourier de f converge, em cada ¢, para a média dos limites laterais de f a

esquerda e a direita de t, ou seja,

+ Z {an cos( ;t> + b, sen (nzt)] = ;[f(tJr) + f(t7)].

Observe que, no Teorema 1, se f for continua, entao os limites laterais serao
iguais ao valor da fun¢do no ponto ¢, ou seja, a média serd f(t). Portanto quando f for

continua, sua série de Fourier convergira pontualmente para a propria funcao f.

Teorema 2 (Identidade de Parseval). Seja f: R — R uma fungao de quadrado integravel

e 2L-periodica. Entao vale a igualdade:

Z / £))2dt = 23 i_oj 0% +12).
Para uma demonstracao dos Teoremas 1 e 2, veja FIGUEIREDO, 2007.
Uma aplicagdo muito interessante da Identidade de Parseval é o calculo das
somas de algumas séries numéricas notaveis. Por exemplo, quando aplicada a funcao f do
exemplo 1, obtemos a soma de uma série harmonica generalizada. Precisamente,

— =
n—ln
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3 A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA

Nesse capitulo apresentaremos uma demonstragao da desigualdade isoperimé-
trica classica. Entre as provas presentes na literatura, escolhemos uma que usa a teoria
elementar das séries de Fourier, pois trata-se de uma prova simples e elegante que mostra

uma ligacao interessante entre a geometria e analise.

Lema 1 (Wirtinger). Seja f uma funcio de classe C*, 27-periddica e tal que [7™ f(t)dt = 0.
Entao

[ rwyrar> [Ty

e a igualdade vale se, e somente se, existirem a,b € R tais que f(¢) = acost + bsent.

Demonstracao. Seja

f(t) ~ % + Y (an cosnt + by, sen nt)

n=1

a expansao de f em série de Fourier. Observe que ag = 0. De fato,

7 payan = - T H@)dt =0
an = — = — =
0 ™ J—7 m™Jo
por hipdtese. Portanto, temos
f(t) ~ > (a,cosnt + b, sennt). (3.1)
n=1

Pela Proposicao 1, a expansao em série de Fourier de f’ é dada por
o
f'(t) ~ > n(b, cosnt — a, sennt).
n=1

Agora, pela identidade de Parseval, temos

L= ) 3.2)
=3 a4 (33

De (3.2) e (3.3), temos

[T [Tra = St 8 - 3t +8)

—_

3

Il
(]2
=

3

o
|
=
=
3
_l’_

S
o
AV

o

i
I
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Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se, a, = b, = 0, Vn > 1. Como f é
de classe C' podemos usar o Teorema 1 e temos que f é igual & sua série de Fourier e

voltando a (3.1), vemos que f é da forma f(t) = a; cost + by sent. O

Teorema 3 (Desigualdade Isoperimétrica). Entre todas as curvas simples e fechadas de
comprimento L do plano, o circulo de circunferéncia L engloba a area méaxima. De modo

mais direto, temos a desigualdade seguinte
L? > 47 A, (3.4)
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a curva for o circulo de circunferéncia L.

Demonstracio. Faremos aqui a demonstracao apenas para curvas de classe C''. Observamos
inicialmente que se C' é uma curva de classe C, fechada, simples e dada parametricamente,

entao seu comprimento de arco L pode ser expresso como

T

e que a area A delimitada por C' também pode ser expressa como uma integral de linha

utilizando o Teorema de Green. Precisamente,

b dx

A:—/ dr = — [ % at
ny aydt ’

onde a orientacao determinada por C' pode ser considerada positiva com relacao ao seu

interior. Sendo s o parametro de arco, fazemos uma reparametrizacao conveniente de C

usando t = 25 e como s parametriza C' em [0, L], ¢ parametriza C' em [0, 27]. Logo

L
o | (de\®  (dy\® or (ds\® L2
I [(&) *(w)]dt—/o <dt> "=

or | (da\? dy 2 dx
L2 —47A = 2 / & WY 4oy at
T Jo [(dt) +<dt> * ydt]

27 d.ﬁU 2 2 dy 2 :
- 27?/0 <dt+y> dt+27r/0 [(dt) — 2|t (3.5)

E importante observar que, para utilizar o Lema 1, é necessdrio que a hipétese f027r ft)dt =
0 seja satisfeita, o que pode sempre ser contornado fazendo uma escolha conveniente

do sistema de coordenadas. Precisamente, escolha o eixo x passando pelo centro de
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gravidade da curva. Entao, pelo Lema 1, temos que o tltimo membro em (3.5) é > 0,

mostrando a desigualdade. Agora, para que ocorra a igualdade, o segundo membro em

(3.5) deve ser igual a 0, ou seja, cada parcela dele deve ser igual a 0. Pelo Lema de

Wirtinger, a segunda parcela é igual a 0 se, e somente se, existirem a,b € R tais que
da

y = acost+bsent. Além disso, a primeira parcela serd igual a 0 se, e somente se, ¥ = —y.

Logo, x = bcost —asent + k, k € R. Podemos concluir entao que C' é um circulo. O]
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4 UMA GENERALIZACAO: A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA
EM R"

Neste capitulo, vamos demonstrar uma das muitas generalizagoes da desigual-
dade isoperimétrica, que é sua versao no R". A abordagem usada neste capitulo sera
diferente da anterior: usaremos a teoria geométrica da medida. Uma vantagem desta
abordagem ¢é que nao sera necessaria nenhuma hipétese de regularidade. Em particular,
no caso n = 2 temos um resultado mais geral do que aquele ja demonstrado, pois podemos
considerar curvas nao diferenciaveis. Antes de enunciar o resultado, algumas defini¢oes

Serao necessarias.

Definicao 3. Sejam A, B C R", A € R. Definimos
A+B={x+y:x€AyeB}, M={\r:2¢ecA}l
Em particular,

Proposigao 2. Se B,(z) = {y € R" : d(z,y) < r}, temos
(i) Br(x) =7rBi(0) + {z};
(11) BT(‘T) + Bs<y) = BrJrs('r + y):

onde r, s > 0.
Demonstragio. (i) () Seja z € B,(x) e seja z — x = u. Entao

1
z=u+x:r<u>+x.
T

Como |z — z| < r, temos

1
—u
,

1 1
=—|ul =~z —z| < 1.
r r

Assim, concluimos que z € 7B(0) + {z}.
(D) Seja z € rB1(0) + {x}. Entéao existe u tal que z = ru + x, com |u| < 1 e portanto
|z — x| = r|u| < r. Logo z € B,(x).

(ii) Pelo item (i), temos

By (2) + Bs(y) = rB1(0) + {z} + sB:1(0) + {y}

Biufa+y) = (r+ $)By(0) + {x +y}.
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Como {z} + {y} = {x + y}, é suficiente mostar que
rB1(0) + sB1(0) = (r + s)B1(0).

(C) Seja z € rB1(0) 4+ sB1(0). Entao existem u e v tais que z = ru + sv, com |u| < 1 e
lv] < 1. Logo

|2| = |ru+ sv| < |rul + |sv| = r|u| + sjv| <7+ s.

Entéo z € B,.4(0). Pela parte (i), z € (r + s)B1(0).
(D) Seja z € (r+s)B1(0). Entao existe u tal que z = (r+s)u, com |u| < 1. Daf z = ru+su
e portanto z € rB1(0) + sB(0). O

Definicao 4. Se £ C R" e x € R"”, definimos a distancia entre x e E por

d(xz, E) = inf d(z,y).

yeE

Dada essa definicao, temos as seguintes caracterizagoes para o interior e para o

fecho de E:

Proposicao 3. O interior de E é caracterizado por
E° ={x € R" : d(z, E) > 0}.

Demonstragio. Seja F = {x € R" : d(z, E°) > 0}.
(C) Seja x € E°. Entao Ir > 0 tal que B,(z) C E. Seja y € E°. Entdo |z — y| > r, pois

se |z — y| < r tertamos y € E, o que é absurdo. Logo

inf —qy| > .
ylenEc\x yl|>r>0

Entao zg € F.
(2) Seja x € F. Entdo d(z, E¢) > 0 e seja | = d(x, E€). Tome r = L e seja y € B,(z).
Como |x —y| <r <leléinfimo, y ¢ E° Logo y € FE e, pela arbitrariedade de y, temos

B,(x) C E. Portanto, x € E°. O

Proposicao 4. O fecho de F é caracterizado por

E={zcR":d(z,E) = 0}.
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Demonstragio. Seja F' = {x € R" : d(z, F) = 0}.
(C) Seja x € E. Entao Vr > 0, 3z, tal que z, € B,(xz) N E. Suponha, por absurdo, que

d(I,E):;gg‘I—y‘ =6>0.

Para r =

N[

, temos que existe z, tal que =, € E e |x — x| < r. Isso é absurdo, pois
contraria o fato que 0 é infimo. Logo d(z, E) = 0, ou seja, z € F.

(D) Seja x € F. Vamos mostrar que Vr > 0, Jz, € B.(z) N E. Seja r > 0. Como
d(z,y) = 0, temos que Jy, € E tal que |z —y,.| < r, ou seja, y. € B.(x) N E. Portanto

basta tomar x, = y,. O

Definicao 5. Definimos a vizinhanca tubular de E por
E,={x eR": 3y e E tal que |[x —y| < r}.
Proposicao 5. Vale a seguinte propriedade para a vizinhanca tubular de £:
E,={zcR":d(z,E) <r}=FE+ B.(0) = E + B,(0).

Demonstragio. Seja F' = {x € R" : d(z, F) < r}. Vamos mostrar que
(i) B, C F;
(ii) FF C E+ B,(0);
(iii) £+ B,(0) C E + B,(0);
(iv) £+ B,(0) C E,.
(i) Seja z € E,. Seja y € E tal que |xr —y| < r. Temos

= — <z —
d(z, E) Zlgglx 2l <l|z—y| <

Portanto z € F\.

(ii) Seja x € F. Como d(z,E) < r, existe y € E tal que |[r —y| <r. Sejau=x—ye
entdo |u| < r. Logo z =y +u, comy € E e u € B,(0). Portanto = € E + B,.(0).

(iii) Seja x € E + B,(0). Entao existem y € E e u € B,(0) tais que x = y + u. Mas como
EC E, temos que y € E, ou seja, T € F + B,.(0).

(iv) Seja € E + B,(0). Entdo existem z € E e u € B,(0) tais que 2 = z + u. Pela
Proposicao 4, temos d(z, E) = 0. Logo, dado ¢ > 0 existe w € E tal que |z — w| < e.

Tome e =7 — |u| > 0 e seja y € E tal que |z — y| < r — |u|. Pela desigualdade triangular,
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temos
lz—yl < le—z+]z—yl
= |u[+ ]z —y|
< ul + (r = ul)
= 1”’
ou seja, v € E,. O

Dado um conjunto £ C R™ mensuravel, adotaremos como medida de volume

de E a medida de Lebesgue n-dimensional de E e denotaremos por V(E).

Proposicao 6. Seja w,, = V(B1(0)) o volume da bola unitaria em R". Entao

Em particular, wy, =2, wy =7, w3y = %71’ etc.

Teorema 4 (Desigualdade de Brunn-Minkowski). Sejam A, B C R", com A, B # &.
Entao

V(A+ B)s > V(A7 + V(B)x.

Para uma demonstragao do Teorema 4, veja FEDERER, 1969.

Lema 2. Se D C R", V(D) < 400 e 0 < r < 400, entdo

V(D
(i) V(DAD) > nV(D)" S wir;
(
d(x,

T(r )nwnr

De) = r}.

(ii) V(D°\T(r)) > nV
onde T'(r) ={z e R":

Demonstragio. (i) Observe primeiro que D C D,., pois se x € D, pela Proposicao 3 temos
d(x,D) =0 < reentdo x € D,. Como D, é aberto e D é fechado, ambos sdo mensuraveis
e vale que
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Por outro lado, pela desigualdade de Brunn-Minkowski,

V(D) = V(D+B,)

Ou seja,

V(D,) — V(D) >nV (D) = wir. (4.2)

Por (4.1) e (4.2), concluimos que

1 1

V(D,\D) > nV (D)5 wir.

(ii) Observamos agora que T'(r), = T(r) + B, C D°. De fato, seja x € T(r),. Pela
Proposicao 3, devemos mostrar d(z, D¢) > 0. Sabemos que d(z,T(r)) <r e d(y, D) >r
para y € T(r). Sejam z € D e y € T(r). Entao |y — z| > r e pela desiguladade triangular,

2=yl +lr—2[>|y—z =7

o que implica

inf — —z| >
f v —yl+lr—z =
Ou seja, d(z,T(r)) + | — z| > r. Logo
d(x,T(r)) + zleanC |z —z| >r
e, dai, d(z,T(r)) + d(z, D) > r. Assim,
d(x, D) >r —d(z,T(r)) >r—r=0,

ou seja, d(x, D) > 0. Entao = € D°, concluindo que T'(r), C D°.
Como D° é aberto e T'(r) é fechado temos que ambos sdo mensuraveis e como 7'(r) C D°,

vale que

V(D\T(r) = V(D) = V(T(r)). (4.3)

Pelo mesmo raciocinio de (i), temos
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Como T'(r), C D°, temos V(D°) > V(T(r),) e

n—1 1

V(D) =V (T(r)) > nV(T(r)) = wir. (4.4)
Por (4.3) e (4.4), temos
V(D\T(r)) > nV(T(r)) = wgr.
0

Definicao 6. Definimos o conteudo de Minkowski k-dimensional do conjunto £ como

E
M(FE) = lim inf V(E)

) W, paralﬁk‘gn—l
n—

Exemplo 2. Seja F = S"~! a esfera de dimensao n — 1 e de raio r. Entao

E,= By, \ BT*P

e
V(E,) = wu(r+p)" —wu(r—p"
n n\ ,_ n n o
ey g g
k=0 k=0
= w,[2nr" 'p+o(p)] parap — 0.
Logo
) 400 para k <n — 1,
_ L Wal2nr™p 4o
M (S™1) = lim inf [ p_k () =3 nw,r" ! parak=n-—1,
r—0 Wh—kpP"
0 para k = n.

Adotaremos M,,_; como definicdo da medida de area n — 1 dimensional em R".
Denotaremos, por simplicidade, M,,_1(S) = A(S) para um conjunto S. Pode ser provado
que o contetido de Minkowski (n — 1)-dimensional da o mesmo resultado das férmulas do
calculo, pelo menos para objetos suficientemente regulares.

A seguir definimos o que sao esses “objetos suficientemente regulares”.

Definicdo 7. Um conjunto nio vazio S C R™ é chamado de hipersuperficie de classe C*,
k € N, ou C™, se para todo p € S existe um aberto U C R""!, uma vizinhanca aberta V'

de p em R™ e uma aplicacao X : U — V N S tal que
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(i) X:U — VNS édeclasse C* ou C*.
(ii) X : U — VNS é um homeomorfismo.

(iii) (dX),:R* ' — R™ é injetivo, para todo ¢ € U.

Intuitivamente, uma hipersuperficie ¢ um subconjunto do R" localmente euclidi-
ano de dimensao n — 1, o que significa que cada ponto desse conjunto tem uma vizinhanca
homeomorfa a um aberto de R"!, e esse homeomorfismo é suave.

Observemos que V(B,) = w,r" e A(S"!) = nw,r"!. Logo, no caso da bola,
A" = n"w, VL

A desigualdade isoperimétrica no R™ é entao expressa por

Teorema 5. Seja D C R™ um dominio com V(D) < +oo. Seja V 0 seu volume e A a

area do conjunto que é sua fronteira. Entao
A" > ntw, VL

Demonstragio. Vamos comegar mostrando que
(i) D\D C (D),
(ii) D°\T(r) C (0D),;
(iii) (DA\D)N(D\T(r)) = 2.
(i) Seja « € D,\D. Pela Proposicio 3, 0 < d(z, D) < r. Vamos mostrar que

dy € 0D, |z —y| <.
Seja d = d(x, D). Temos que para todo n € N existe y, € D tal que
1
d<|z—y, <d+—. (4.5)
n

Como {y,} ¢ uma sequéncia limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass temos que
{yn} possui uma subsequéncia convergente. Portanto existe y tal que, a menos de passar a
uma subsequéncia, 4, — y quando n — oo. Tomando o limite com n — oo na desigualdade

(4.5) temos, pelo Teorema do Confronto,
[z —y[=d.

Como d < 7, resta mostrar que y € dD. Como y, — y € y, € D, temos que y € D. Como

D = D° U dD, vamos mostar que y ¢ D°. Suponha, por absurdo, que seja falso. Seja
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s > 0 tal que B,(y) € D. Como d > 0, tome k € N tal que 5 < d. Observe que

n s T—y
u= -
Yok =y

¢ um elemento de B,(y), pois |u — y| = 55 < s. Por outro lado,

o—u = Jooy- S22
2k [z —y
T—y s
s
= |95—y|—27c
s

Isso é absurdo, pois u € D e |z — u| < d(z, D). Portanto concluimos que y € 9D.

(ii) Seja x € D°\T'(r). Pela Proposicao 3, 0 < d(z, D) < r. Devemos mostrar que

Jy € 0D, |z —y| <. (4.6)
Com um argumento analogo ao do item anterior, conseguimos mostrar que

Jy € OD°, |z —y| <.

Como D e D¢ possuem a mesma fronteira, vale (4.6) e segue o resultado.
(iii) Suponha, por absurdo, que a afirmacio seja falsa e seja z € (D,\D) N (D°\T'(r)).
Observe que € D° e x ¢ D. Isso é absurdo, pois D° C D.

Agora, por (i), (ii) e (iii) e pelo Lema 2, temos

V((9D))

v

V(DA\D) + V((D\T(r)))

n—

> nwir [V(D)= + V(T(r)].
Portanto

A(OD) = limiglfv«aD)T)
r— wir
nwp

n

V(D)= +V(T(r)=].

> liminf
r—0

Mas para r \, 0, V(T'(r)) ~ V(D°). De fato, dados conjuntos mensuraveis A, onde
k € N, como V ¢ a medida de Lebesgue n-dimensional, V' possui as seguintes propriedades:

(a) Se A = UAk e Ay C Ay C ... entdo V(Ay) — V(A) para k — oc.
k=1
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(b) Se A= (A, A1 D Ay D ... e V(4) < 400, entdo V(Ay) — V(A) para k — oco.
k=1
Observe que r < s = T'(r) 2 T(s). Seja {ry} tal que r; \, 0. Entao T'(rx41) 2 T'(7%)
para cada k e

kfj T(Tk) = D°.

Por (a), e como T'(rx) C D° para todo k € N, temos que V(T'(ry)) ,/ V(D°). Entao, para
r N\ 0, V(T'(r)) é crescente e limitada superiormente por V(D°). Portanto o limite existe

finito e V/(T'(r)) , V(D®). Assim, provamos a afirmacao. Logo

1
nwey

A(dD) >

(VD)= +V(D*)5).

Se A(OD) = +00, nao hé nada para provar.
Se A(OD) < 400, entdao V(9D) = 0. Para provar isso, observamos que r < s — E, C Fi.

Logo dada {ry} tal que r \, 0, temos E.

Tk+1

C E,, para todo k e
N E, =E.
k=1

Por (b), e como E,, 2 E para todo k € N, se V(E,,) < 400, temos que V(E,,) \, V(E).

Entao, para r \, 0, V(E,) ¢é decrescente e limitada inferiormente por V(E). Portanto o

limite existe finito e V(E,) \( V(£). Suponha entdao que A(0D) = A < +o0. Ou seja,
V((9D),)

lim inf = A.
r—0 r
Entao A é o menor valor limite de
_ V((@D),)
fir) =%
para r — 0. Logo, existe {ry}, com r;, — 0 para k — oo tal que
V((0D),
e = V0D
Tk

Dai, fixado € > 0 existe m € N tal que f(r,,) < A+ ¢, ou seja,
V((OD),,) < 2(A+&)rp.

Portanto existe r tal que V((0D),) < +o00. Entao, como 0D é igual ao seu préprio fecho

e como V((9D),) < +oo para algum 7, temos por (b) que

V(0D) = lim V((0D),).
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Por hipotese, temos
lim inf M =A

r—0 2r

(0D) < 400

e entdo, como observado anteriormente, existe uma sequéncia de ntimeros reais positivos

{r} tal que r, — 0 para k — oo e

V((9D)r,)

dm =~ AeD).
Portanto
L . V((9D).,) _ _
V(0D) = klggo V((0D),,) = kh_)ngo T - 2ry = A(OD) -0 = 0.

Logo V(D) =V(D°) =V (D) e

—1

A(OD) > nwi V(D)
que ¢é a desigualdade isoperimétrica. O

Observacao: A abordagem da desigualdade ispoerimétrica em R™ que foi dada neste
capitulo permite tratar o problema com grande generalidade e em hipdteses de regularidade
muito fracas. Nesta formulagao, a desigualdade é satisfeita trivialmente com o igual se
D = B,(a) para algum 7 € R e a € R". Porém, diferentemente do que ocorre com a
desigualdade isoperimétrica em R? como foi formulada no capitulo 3, aqui o caso da
igualdade nao é necessariamente satisfeito somente por bolas, como pode ser facilmente
verificado considerando como exemplo o caso da bola furada. A fim de obter a validade do
caso da igualdade somente para as bolas, seriam necessarias hipoteses adicionais, como
a convexidade e uma maior regularidade do dominio. Nao aprofundaremos aqui este

aspecto.



29

5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada e demonstrada a desigualdade isoperimétrica,
uma desigualdade muito antiga que, apesar de muito tempo ter se passado até que fosse
demonstrada rigorosamente, hoje dispoe de variadas demonstragoes e apresentamos aqui
uma elementar utilizando apenas séries de Fourier. Além do caso classico, mostramos
também que ela aparece em ambientes como os espagos R™ através de uma generalizagao

que demonstramos a partir de conceitos relacionados a teoria geométrica da medida.
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