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RESUMO

Este trabalho apresenta de maneira objetiva o que seria a base da geometria diferencial: as curvas
planas. De inicio, foram apresentadas algumas definicdes bdsicas, muito importantes para o
estudo das curvas planas, como definir o que € uma curva parametrizada, encontrar vetores
tangentes de uma curva, a definicio de curva regular e de comprimento de arco. A partir disso, é
possivel prosseguir para a defini¢ao das férmulas de Frenet no plano. Dessa maneira, sdo obtidas
as ferramentas necessdrias para enunciar e provar o Teorema Fundamental das Curvas Planas,
um teorema muito importante na geometria diferencial. Por fim, serdo apresentados outros dois
teoremas, que também se destacam na geometria diferencial, o Teorema das Curvas de Jordan e

a Desigualdade Isoperimétrica.

Palavras-chave: Curvas Planas. Curvas Parametrizadas. Diedro de Frenet. Teorema Fundamen-

tal das Curvas Planas.



ABSTRACT

This work present in an objective way what would be differential geometry base: the plane
curves. At first, the basic definitions, considered very important for the study of plane curves,
were presented, as how to define what is a parametrized curve, how to find tangent vectors of a
curve, the definition of regular curve and arc length. From this, it is possible to proceed to the
definition of Frenet formulas in the plane. Therefore, the necessary tools to enunciate and prove a
very important theorem in differential geometry, the Fundamental Theorem of the Plane Curves,
are obtained. Finally, other two theorems will be presents, that also stand out in differential

geometry, the Jordan’s Curve Theorem and the Isoperimetric Inequality.

Keywords: Plane curves. Parameterized Curves. Frenet Dihedron. Fundamental Theorem of

plane Curves.
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1 INTRODUCAO

A geometria diferencial € o estudo que combina cédlculo diferencial com a geometria
classica. Ela se desenvolveu originalmente com estudos em cartografia. Com os anos ela passou
a ter grande importancia nas dreas de astronomia e engenharia.

Isaac Newton, Pierre de Fermat e Christiaan Huygens deram inicio ao estudo da
geometria diferencial por volta do século XVII, podendo dizer que foram os criadores dessa area.
Newton foi o primeiro a estudar a geometria através do cédlculo infinitesimal. Fermat descobriu
algebricamente como achar tangentes de curvas. Christiaan introduziu evolutas e involutas,
provando algumas propriedades de curvas usando esses conceitos.

No século XIX, Carl Friedrich Gauss provou o teorema Egregium, que estabelece
uma importante propriedade das superficies. J4 Bernhard Riemann, levou a teoria de Gauss
para espacos de dimensdes maiores, ele também foi muito importante na teoria das variedades
diferencidveis.

Hoje, a geometria diferencial é dividida em dois aspectos. O primeiro, podendo ser
chamado de geometria diferencial cldssica, teve inicio no comego do calculo. Podemos dizer
que a geometrica diferencial cldssica € o estudo das propriedades locais das curvas e superficies,
ou seja, as propriedades que dependem apenas das proximidades da curva ou da superficie
naquele determinado ponto. O segundo aspecto € a geometria diferencial global, que estuda o
comportamento da curva ou superficie como um todo. No geral, pode-se dizer que essa parte
muito interessante da geometria diferencial € o estudo das superficies. Porém, nesse trabalho
ndo iremos estudar superficies ou curvas além da dimensao 2, iremos estudar a curvas no plano

que € uma base importante para o estudos dessas outras partes da geometria diferencial.
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2 CURVAS PLANAS

Todos nds temos uma idéia, pelo menos intuitiva, do que seria uma curva plana. Por
exemplo, podemos pensar em uma caneta riscando uma folha de papel, onde a ponta da caneta
seria o ponto (particula) e o tragco descrito pela caneta seria a curva, ja o papel seria o plano que
contém a curva. De modo geral, uma curva plana representa a trajetéria de um ponto que esta
contido em um plano.

Entrando mais no conceito matematico, na geometria analitica consideramos uma
curva como o conjunto dos pontos (x,y) € R? satisfazendo f(x,y) = 0, onde f é uma funcio de

x € y. Assim, podemos definir uma curva da seguinte forma.

Definicao 1 Uma curva é o conjunto C dos pontos cartesianos que satisfazem a equagcdo
f(x,y) =0, ou seja,
C={(xy) €eR*| f(x,y) = 0}.

Exemplo 1 Na figura abaixo temos o exemplo de duas curvas bastante conhecidas, uma reta e

uma circunferéncia.

Figura 1 — Gréficos de uma reta e uma circunferéncia de raio 1.
y y

§ N
N

y—1=0 ¥4+y?—1=0
Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja na geometria diferencial utilizaremos outro método para pensarmos em curvas
planas, que serd mais ultil em vérias situagdes. No lugar de considerarmos curvas descritas
por equagdes, devemos pensar na curva como sendo o caminho tragado por um ponto, que
chamaremos de (), no plano. Logo, sendo a(t) o vetor posi¢cdo no instante ¢, a curva serd
representada por uma funcdo a de um parametro ¢ que varia num intervalo fechado 7 C R

com valores a(t) € R?. Essa curva serd representada pelo conjunto dos pontos a(t) dado por
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C ={a(t) € R? | t € I'}. Com isso, podemos ter uma melhor defini¢io para a curva que serd

dada na préxima se¢ao.

2.1 Curvas Parametrizadas

Definiciio 2 Uma curva parametrizada diferencidvel (ou suave) do plano R* é uma aplicacdo
a: 1 C R — R? de classe C*. A varidvel t € I serd o pardmetro da curva e os pontos 0/(t) da

imagem serdo chamados traco da curva.

Observe que a aplica¢do «, dada por a(t) = (x(z),y(t)), é diferencidvel se cada

fungdo coordenada x,y : I — R é uma funcao diferencidvel.

Defini¢do 3 Uma curva « : [a,b] — R? é dita fechada se seus pontos inicial e final coincidirem,

ou seja, o(a) = a(b).

Definicao 4 Diremos que o é uma curva simples se o ndo possui auto interse¢do, ou seja, se

Y t,t € [a,b), com t) # ty, temos o(t1) # o(t2).
2.1.1 Exemplos de Curvas Parametrizadas

Nessa subsecdo mostraremos alguns exemplos de curvas parametrizadas e suas

parametrizagoes.

Exemplo 2 A aplicagdo a, que para todo t € 0,27] relaciona o/(t) = (rcos(t),rsen(t)), é uma
curva parametrizada diferencidvel tal que seu traco é uma circunferéncia de centro na origem e

raio igual a r. Note que o é uma curva fechada, pois o.(0) = (r,0) = a(27).

Figura 2 — Circunferéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Exemplo 3 A aplicacio o : R — R?, dada pela equagdo o(t) = (acos(t),bsen(t)), Vt €R, é
uma curva parametrizada diferencidvel tal que seu traco é uma elipse com centro na origem,

onde a e b sdo niimeros reais positivos e a > b.

Figura 3 — Elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 4 Considere um circulo de raio 1 no plano xy girando sem escorregar ao longo do
eixo Ox. A trajetéria de um ponto (x,y) localizado nesse circulo é chamado de cicldide. A
aplicacdo « : [0,27] — R?, que para todo t € 0,27 relaciona o(t) = (t —sen(t),1 — cos(t)), é

a curva parametrizada que representa o cicloide.

Figura 4 — Cicloide.

y
‘ (7,2)

/’

4

X t 27
Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 5 A aplicacdo o : R — R? dada pela equacdo o(t) = (£2,1%), t € R, é uma curva

diferencidvel parametrizada tal que seu trago é dado pela figura abaixo.
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Figura 5 — Curva a(t) = (£3,1%).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 6 A curva o : R — R? dada por o(t) = (t,|t

), comt € R, é um exemplo de curva

que ndo é parametrizada diferencidvel, pois |t| ndo é diferencidvel emt = 0.

Figura 6 — Curva o/(t) = (¢, [t]).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 7 A curva o : R — R? dada por ai(t) = (¢’ cos(t), e’ sen(t)) é uma curva parametri-

zada diferencidvel. A curva o é chamda espiral logaritmica.

Figura 7 — Espiral Logaritmica.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.2 Vetor Tangente de uma curva

Nesta secdo mostraremos como determinar o vetor tangente de uma curva.

Definicdo 5 Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel o(t) = (x(t),y(t)), para
todot € 1. O vetor &' (t) = (X'(t),y'(t)) é chamado vetor tangente, ou vetor velocidade, de o em

t.

Exemplo 8 Utilizando novamente a curva o.(t) = (rcos(t),rsen(t)), temos que o vetor tangente

a o é dado por o (t) = (—rsen(t),rcos(t)).

Figura 8 — Vetor tangente ao circulo de raio » num ponto 7.
Y

a/(t) = (—rsen(t),rcos(t)).

Fonte: Elaborado pelo autor.

No Exemplo 5, observe que o vetor velocidade da curva o é dado por o (¢) =
(3¢2,2t), mas para t = 0 temos que o (0) = (0,0), ou seja, a curva & tem vetor velocidade nulo

set =0.

2.3 Curva Regular

Definicio 6 Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? serd regular se ¥ t € I, o/ (t) #
0. Uma curva é dita ndo regular quando existe ty € I tal que o (to) = 0 e diremos que ty é um

ponto singular de «.

Um exemplo de curva regular € o circulo de raio r visto no Exemplo 2, dada por « :
R — R? e definida por a(t) = (rcos(t),rsen(t)). O vetor velocidade &' (t) = (—rsen(t), rcos(t)) #
(0,0), V¢t € R. De fato, no ponto em que a fungdo seno se anula, a fungdo cosseno é sempre

diferente de 0.
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Jaacurva o(t) = (£3,£%), dada no Exemplo 5, ndo é regular, pois quando ¢ = 0 temos

que o’'(0) = (0,0), ou seja, o vetor velocidade é nulo quando ¢ = 0.

Definiciio 7 Sejam I e J intervalos de R, uma curva regular o0 :t €I - R*> e h:ucJ —R
uma fungdo diferencidvel, cuja derivada de primeira ordem é ndo nula em todos os pontos de J
e tal que h(J) = I. Podemos entdo considerar a nova curva B = otoh : J — R?, definida por
B(u) = a(h(u)), que serd dita uma reparametrizacdo de & por h e terd o mesmo trago de .

Veja Figura 8.

Exemplo 9 Pelo Exemplo 2 temos que uma parametrizacdo para o circulo de raio 1 é dada por
o(t) = (cos(t),sen(t)). Uma outra parametrizacdo para a circunferéncia pode ser dada por
B(t) = (sen(t),cos(t)), basta considerar a fun¢do h : J — R, definida por h(t) = n/2 —t, dai,

compondo o e h, obteremos B = .o h : J — R? definida por

B(t) = (cos(g —t),sen(g 1)) = (sen(t),cos(t)),

uma nova parametriza¢do com o mesmo trago de Q.

Figura 9 — Reparametrizacido de uma curva.

— Blu) = ccoh(u)

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.4 Comprimento de Arco

Definiciio 8 Dado ty € I, 0 comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o : [ — R?,

definida por a(t) = (x(t),y(t)) a partir do ponto ty, é dado por

s) = [ lod ()] du,

)
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tal que

é o comprimento do vetor o/ (t).

Definiciio 9 Dizemos que uma curva o, : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco

se o comprimento da curva o de tg a t|, com ty < t1, € igual a t| —ty. Ou seja,

1

s@:[|w@Mhm—m

0

Uma curva regular o : [ — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se, e somente se,

ld'(t)|=1Vtel

Exemplo 10 A curva regular o : R — R? definida por

ot) = (rcos (;) ,rsen (;)) ,

V1 eRer+#0, é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, pois |0/ (t)| =1,V t € R.

O traco dessa curva é uma circunferéncia de raio r.

O préximo resultado mostra que toda curva regular pode ser reparametrizada pelo

comprimento de arco.

Teorema 2.1 Toda curva regular o : I — R? admite uma reparametrizagdo B, tal que B estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

t
Demonstracio: Seja tg € I fixo e consideremos s : I — J, s(t) = / |a/(u)|du, a fun¢do compri-
lo

mento de arco a partir de #y. Se ¢ € uma curva regular, entao
/ !/
s(1) = |’ (1)] >0,

isto €, s € uma funcdo estritamente crescente. Segue-se que existe a funcio inversa h: J — I de s.

dhd
Como YVt € I, h(s(t)) =t, temos que d—d—: = 1. Portanto,
s

dh 11
ds —s'(r)  |od(t)]
Concluimos que B(s) = a0 h(s), s € J, é uma reparametrizagio de o e
dB| _ |da||ah] _ ()] _
|ds| |dt| |ds| o (2)]

Dessa forma, 3 esta parametrizada pelo comprimento de arco.

>0
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Exemplo 11 Seja o : R — R? dada por a(t) = (e'cos(t),e'sen(t)) a parametrizacéo da espiral

logaritmica (Exemplo 7). Seu comprimento de arco de 0 a t é dado por

S(t) = /(: o (u)]du = V2(e — 1),

t(s) =1In <S+ ﬁ)

Aplicando a inversa, segue que

V2

e, portanto, uma parametrizacdo por comprimento de arco para a espiral logaritmica é dada

por B(s) = o(t(s)), tal que
B(s)= M cosln M senln M
V2 V2 ) V2 ) )
2.5 Foérmulas de Frenet

Antes de apresentarmos as féormulas de Frenet, recordaremos algumas proprieda-

des do produto escalar de vetores em R?. Seja u = (u,ur) € R?, definimos sua norma (ou

u| = /u? +u3.

¢ a distancia do ponto (uj,uy) a origem (0,0). Sejam agora agora u =

comprimento) por

Geometricamente, |u

(ur,up) ev=(vi,v2), u,v € R? esejaf,0< 0 <, o angulo formado pelos segmentos Ou e

Ov. O produto escalar u - v (ou também (u,v)) € dado por
u-v=|ul|v|cos(0).

Dados u,v,w € R? e A € R, valem as seguintes propriedades:
1. Considere u e v vetores nao nulos. Entao u-v = 0 se, e somente se, u € ortogonal a v, ou
seja, o angulo formado por esses dois vetores € igual a 7.
2. u-v=v-u.
3. Au-v)=Au-v=u-Av.
4 u-(v+w)=u-v+u-w.
Uma formulagdo bastante util para o produto escalar pode ser obtida da seguinte

maneira. Sejam e; = (1,0), e2 = (0,1). Dados i, j = 1,2, temos que ¢;-¢; = 1 se i = j, pois 0
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angulo entre eles € 0, e que ¢;-e; = 0 se i # j, pois o angulo entre eles é 7. Dessa forma, se
escrevermos

Uu=ujey+uey; € v=viej+wmey,

e utilizarmos as propriedades vistas acima, obtemos u-v = uyvy + upv;.
Consideraremos uma curva regular o : [ — R? parametrizada pelo comprimento de
arco. Temos entdo a(s) = (x(s),y(s)), Vs € I. Notemos que ¢'(s) # 0,V s € I. Dessa forma,

denotaremos por 7 (s) o vetor tangente a o em s. Ou seja,

Fica definido, assim, como N(s) o vetor normal unitario ortogonal a T'(s) tal que a base ortogonal

formada por esses dois vetores seja positiva. Temos entio

O conjunto dos vetores T'(s) e N(s) é dito referencial de Frenet da curva o em s.

Figura 10 — Referencial de Frenet.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos que T'(s) e N(s) sio fungdes de I em R?, diferencidveis e, para todo s € I,
os vetores T'(s) e N'(s) podem ser escritos como combinagéo linear de T(s) e N(s).Como
(T(s),T(s)) =1, temos que (T'(s),T(s)) =0, ou seja, T'(s) € paralelo a N(s). Entdo existe uma

funcdo k : I — R tal que
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e k(s) é chamada curvatura de o em s € I. Da mesma forma, (N(s),N(s)) =1, entdo (N'(s),N(s)) =

0, ou seja, N'(s) é mdltiplo de T'(s) e existe uma fungdo ¢ : J — R tal que

ou seja,

Logo, c(s) = —k(s) e portanto

que sdo chamadas férmulas de Frenet das curvas planas.

2.6 Teorema Fundamental das Curvas Planas

O teorema fundamental das curvas planas mostra que a funcao curvatura determina
um curva a menos de um movimento rigido. Antes de demonstrar o teorema vamos definir o que

€ um movimento rigido e apresentar algumas propriedades.

Definicao 10 Movimento rigido é uma aplicacdo que descola uma curva sem alterar suas
propriedades, preservando dngulos, distancia entre pontos e, portanto, preservando formas e

tamanho.

Mostraremos agora duas propriedades, a translacdo e a rotagao.
A translacdo € um movimento que certo objeto faz, de forma paralela e em linha reta,

de um lugar para outro.
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Figura 11 — Translagdo aplicada em uma circunferéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja a rotacdo, acontece a partir de um giro do objeto em um certo angulo. A matriz

associada a uma rotag¢do por um angulo 6 é

cos(0) —sen(0)
sen(0) cos(0)

Rg =

. - T . .
O exemplo abaixo mostra a rotacdo de um quadrado em 1 radianos a partir do seu

centro.

Figura 12 — Rotagdo aplicada em um quadrado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Usando a translacdo e a rotacdo podemos definir uma movimento rigido numa curva

como uma aplicacdo M : R? — R2, tal que M = T, o Rg, que desloca a curva sem alterar suas



22

propriedades. Tal deslocamento, ¢ uma composi¢ao de uma translacio 7, definida pela dire¢do
do vetor a, isto é, T,(v) = v+ a, com uma rotagdo Ry de centro na origem no sentido anti-horario

pelo angulo 0, isto é,
Rg(x,y) = (xcosO — ysen@,xsen6 + ycos0).

Tendo todas essas definicdes em maos, entdo podemos enunciar e demonstrar o

Teorema Fundamental das Curvas Planas.

Teorema 2.2 (Teorema fundamental das curvas planas)
i) Seja k(s) uma fungdo diferencidvel, com s € I C R, entdo existe uma curva regular a(s),
parametrizada pelo comprimento de arco, cuja curvatura é k(s);
i) A curva a(s) é unica quando fixamos a(so) = po = (x0,y0) € &' (so) = vo, onde vy é um
vetor unitdrio de R?;
iii) Se duas curvas o, B : I :— R? parametrizadas pelo comprimento de arco tém a mesma
curvatura, entdo diferem por um movimento rigido, ou seja, existe uma rotacdo L e uma

translagcdo T em R? tal que

a(s) = (LoT)(B(s))-

Demonstracao:
N
i) Seja O(s) = / k(&) d&, tal que s € I é fixo. Fixaremos um ponto py = (xo,y0)
S

0
de R? e A € R. Definimos uma curva o(s) = (x(s),y(s)) por

x(s) :xo—i—/s:cos(e(s) + ) ds,

y(s) :y0+/sssen(9(s) + A1) ds.

Note que a curva o definida desta forma estd parametrizada pelo comprimento de arco s e sua

curvatura € k(s). Sabendo que o referencial de Frenet € dado por

T(s)=a'(s) = (cos(8(s)+1),sen(0(s) + 1))

N(s) = (—sen(0(s)+A1),cos(0(s)+ 1)),

temos dai que |0’ (s)| = 1 e a curvatura de o é
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ii) Seja o(s) = (x(s),y(s)) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco s, tal que a curvatura é k(s), temos das equacdes de Frenet que

Dai, segue do teorema de unicidade de solugdo do sistema de equacdes diferenciais (Apéndice
A) que, fixados ot(sg) = po e &’(s) = vp, a curva o é Unica.

iii) Sejam o, B : I — R? duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco tais
que kq (s) = kg(s) = k(s) para todo s € I. Entdo, existem fungdes 0, ¢ : I — R diferencidveis
tais que

a/(s) = (cos O(s),senB(s)), B'(s) = (cos@(s),sen (s))

paratodo s € I.
Seja ¢ € R tal que @(s) = 0(s) + co. Entdo, sendo a(s9) = po = (x0,¥0) € B(s0) =

p1 = (x1,y1), temos:

o(s) = (xo+/s:cos G(I)dmyo—f—/s: senG(t)dt>

B(s) = (x1+/ cos @(t)dt y1+/ sen (¢ dt)
= <x1+/ cos(0(s)+co)dt y1+/ sen( )+co)dt)
= (x1,y1)+ (/ (coscocos O(t) —sencosenO(¢))dt,
50

/ (coscosen O(t) — sencpcos 9(t))dt> .

0
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Como x(s) —xp = / cosO(t)dt e y(s) —yo = / sen 0(¢)dt, onde a(s) = (x(s),y(s)), temos
S0 S0
que

B(s) = pi+(cosco(x(s) —xo) —senco(y(s) —yo),
cosco(y(s) —yo) +senco(x(s) —xg)).
Logo, B(s) = p1 + R, (a(s) — po), onde R, : R? — R? ¢ a rotagdo positiva do angulo ¢y em

torno da origem, cuja matriz na base candnica é

cos(co) —sen(cp)

sen(co)  sen(co)

Portanto, B(s) = p1 + Re, (a(s)) — Rey (po) = Ty 0 Re, (t(s)), onde T, : R? — R? é a translagdo
dada por 7,(p) = p+a, com a = p; —R¢,(po). Temos também que 8 = (R, o T}) o &, onde
T, : R? — R? é a translagdo dada por T(p) = p+b, com b = RC_O1 (p1) —po=R_¢,(P1) — Po.
Mostraremos agora um exemplo utilizando o Teorema Fundamental das Curvas
Planas, onde duas curvas com mesma curvatura e parametrizadas pelo comprimento de arco sdao

diferentes a menos de um movimento rigido.

Exemplo 12 Considere as curvas o, 3 : [0,00] — R? definidas por

ofs) = s+v2 cosln s+v2 ,senln s+v2

V2 V2 V2
ﬁ(s):(1,1)+<s+\/_)< (T\F) cosln<
)senln<s+ >>

oo s+V2 s+V2
B'(s) = (—cosln (7> ,—senln (T)) ,

portanto |a/(s)| = |B'(s)| = 1. Logo, o e B estdo parametrizadas pelo comprimento de arco.

neoN V2 s+2 s+v2
oc(s)—s+\/§ —cosln 7 ,—senln 7

2))

Temos que

Note agora que
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V2
s+2

0, ¢ : I — R diferencidveis tais que

2
ekg =|B"(s)| = , para todo s. Entdo, existem funcoes

s+\/§

Logo, ko = |a"(s)| =

a'(s) = (cos 0(s),senO(s)), B'(s) = (cos @(s),sen @(s))

para todo s € 1. Seja co € R tal que @(s) = 0(s) + cp. Sendo o(0) = (1,0) e B(0) = (1,2),

obtemos
B(s) = (1,1) 4 (cosco(x(s) — 1) —sencg - y(s),cosco - y(s) + senco(x(s) — 1)).

Logo, B(s) = (1,1) + Rey(t(s)) — Ry (1,0) = T, 0 Ry (), onde R, : R* — R? é a rotagdo

positiva do angulo co em torno da origem, cuja matriz na base candnica é

cos(cg) —sen(co)

sen(cp)  cos(cp)

e T, : R? = R? ¢ a translagdo dada por T,(x) = x+a com a = (1,2) — R, (1,0). Vamos agora

descobrir o valor de co. Temos

s++/2 s++/2

cosln

\9}

>
>

cos(co) —sen(co)

sen(cg) cos(cop) s+V2

)
+
S

senln

N
S

mas

—s+\/§ senln s+V2
V2 V2
s+\/§

- s+ V2 cosln
V2 V2
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T
Igualando as matrizes e fazendo os devidos cdlculos, obtemos que cy = > portanto a =
(132> _Rﬂf/2(170) = (172) - (07 1) = (17 1) LOgO ﬁ(S) = (T(l,l) OR?I/Z)((X(S))'

A figura abaixo representa a curva o, e a curva .

Figura 13 — Movimento rigido aplicado em «.

(T(2,0) 0 Rz /2)(x(s)) ™~

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3 RESULTADOS IMPORTANTES
3.1 Desigualdade Isoperimétrica

O estudo matemético do problema isoperimétrico e problemas relacionados real-
mente comegou a se destacar com o advento do célculo, quando matematicos como Newton,
Leibniz, Bernoulli e outros desenvolveram formas sistemaéticas de estudar problemas de otimi-
zagdo com base no cdlculo e dentro de alguns poucos anos estavam estudando problemas do
célculo das variagdes, ou seja, o problema de encontrar um caminho otimizado ou forma de
curva dentre algumas classes de curvas.

O que pode ter sido o primeiro aparecimento do problema isoperimétrico, é conhecido
como a lenda da Rainha Dido. Dido (ou Alyssa) foi, segundo a lenda, a primeira rainha de
Catargo. Dido fugiu da cidade de Tiro (hoje Libano) depois que seu marido foi assassinado pelo
préprio rei, Pigmalido, de quem era irmd. Chegando ao Norte da Africa, acompanhada de alguns
inimigos do irmao, ela escolheu a colina de Byrsa para se estabelecer. Sem nada para oferecer,
Dido pediu aos habitantes um pouco de terra, tendo-lhe sido concedido que tomasse tanta quanta
pudesse conter numa pele de boi. Dido mandou cortar a pele de boi em tiras muito finas que
depois de atadas formaram um longo fio com que delimitou um territério bastante vasto. E foi

nesse pedaco de terra que ela construiu a cidade de Catargo.

Figura 14 — Rainha Dido pedindo para cortar a pele de boi.

[ido Purchases Land for the Foundation of Carthage. Engraving by Matthius Merian the Elder, in Historische Chronica,
Frankfurt a.M., 1630, Dido's people cut the hide of an ox into thin strips and try 10 enclose 2 maximal domain,

Fonte: https://faculty.math.illinois.edu/ laugesen/dido-isoperimetry-history.pdf



28

Esta histéria da fundacao de Cartago ficou conhecida com o nome de "Problema de
Dido", que pode ser enunciado como: "Dada uma curva de comprimento finito, qual € a forma
que esta curva deve ter para que a sua drea seja maxima?".

O préximo teorema envolve o seguinte problema. De todas as curvas simples

fechadas no plano e de comprimento 1, qual delas limita a maior drea?

Teorema 3.1 Seja C uma curva plana simples e fechada com comprimento 1, e seja A a drea da
regido limitada por C. Entdo

12> 4xA

e teremos a igualdade se, e somente se, C for um circulo.

Demonstracao: Utilizaremos a seguinte féormula, pelo teorema de Green, para a drea A limitada
por uma curva simples e fechada com orientac@o positiva o(t) = (x(¢),y(t)), tal que ¢ € [a,D] é

um parametro arbitrério:

a=— [0 =[xy wa= [y odoa 6

Sejam r; e rp duas retas paralelas que nao intersectam a curva C, e considere o movimento dessas
retas até que elas encostem em C pela primeira vez. Assim obtemos duas retas paralelas, r} e r5,
que sdo tangentes a curva C, de tal forma que C estd completamente contida na faixa limitada

por | e . Veja figura abaixo.

Figura 15 — Desigualdade Isoperimétrica.

/
r rn T
I 1 2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Agora, considere um circulo S! que seja tangente a ry e ry e ndo intersecte C. Vamos
considerar o sistema de coordenadas cartesianas de tal forma que a origem coincida com o centro
do circulo e o eixo das abscissas seja perpendicular as retas | e 5. Agora, parametrizamos
C pelo comprimento de arco, a(s) = (x(s),y(s)), de modo que C tenha orientag¢do positiva e
seus pontos de tangéncia com r; e r, sejam, respectivamente, s = 0 e s = s;. Vamos supor que a

equacio de S' é

g
—~
]
~—
I
—
=l
~—
%)
~—
<
—~
o]
~—
~—
I
—~
=
—
%)
~—
<

(s)), s€ [0,1].

Entio, pela Equacdo (3.1) e chamando de A a 4rea da regido limitada por S', vamos obter
1 _ 1
A :/ xyds e A=mr’= —/ yx'ds.
0 0
Dai,
! !
A+mr? = / xy/—/ yx'ds
0 0
!
— [/ = 5)ds
0
!
— 1) (5xas.
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[
Avm? < /|a'||a|ds
0

[

_ / G|ds
0
Ir.

(3.2)

A igualdade se verifica apenas se o’ é um miltiplo de @, ou seja, se, € somente se,

L, _
o = () = —(-3,%)

De fato
) )
L1 (solas = [0 y)lds

1
= /r(x’z-i—y’z)ds
0

I
= / r|oc'|2ds
0

= Ir
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1
Além disso, a igualdade implica que y = —x. Utilizando a desigualdade das médias aritmética e
r

geométrica, vale que

VArr? <

1
(A+mr?) < Sl (3.3)

| =

Logo
ATA < 1%

Suponha agora que vale 47A = [2. Dai, teremos igualdades em (3.2) e (3.3). Segue

1
ento, de (3.3), que VATr? = E(A + 7rr2), ou seja, A = mr. Assim, [ = 27tr e com isso r nio
depende da escolha da direcdo de L. Além disso, como vale a igualdade em (3.2), vale que

1 . . ~
y' = —x. Como r ndo depende da dire¢do de L, podemos aplicar a mesma constru¢io com retas

r

1 1
perpendiculares a L. Obtemos entdo que x' = . Logo |a/|>=1= ()2 +(y)? = ,’—z(x2 +y%)

Jisto é, x2 + y2 = rz, e portanto C é um circulo.

3.2 Teorema da Curva de Jordan

O matematico Camille Jordan, no final do século XIX, em seus estudos sobreanalise
complexa, chegou ao seguinte resultado topoldgico: Dada uma curva fechada e simples, €
possivel dividir o plano em duas regides abertas, uma limitada e outra nao, cuja fronteira comum
entre elas € a curva dada. Porém, a demonstra¢do dada por Camille Jordan para esse teorema
ndo estava correta, a primeira demonstragdo correta sé foi obtida no inicio do século XX.

Antes de enunciarmos esse teorema, iremos definir formalmente o que seria uma

curva de Jordan e um caminho conexo.

Definiciio 11 Uma curva de Jordan é uma curva parametrizada o : [a,b] — R? simples e

fechada, ou seja, Vi, j € [a,b), com i # j temos que o(i) # a(j) e a(a) = a(b).

Definiciio 12 Um conjunto A C R? é conexo por caminhos se Np1,p> € A existe uma curva

coninua em A com extremos em pj e p;.

Teorema 3.2 Seja o : I — R? uma curva coninua e de Jordan. Entdo, o complementar do seu
traco € a unido de dois conjuntos conexos por caminhos, ndo vazios e a fronteira de cada um é

dado pelo traco de .
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Embora este teorema seja bem intuitivo a sua demonstracio € bastante complexa,
ndo tentaremos demonstra-lo aqui, mas apresentaremos um fato bastante interessante sobre as
curvas de Jordan.

Primeiro, observe a curva de Jordan abaixo e tente dizer se o ponto P estd dentro ou

fora desta curva.

Figura 16 — Curva de Jordan 1.

Fonte: Elaborado pelo autor.
Para resolver esse problema, devemos primeiro tragar um segmento de reta do ponto

P até outro ponto, digamos P’, fora da curva. Apds tragarmos o segmento iremos contar quantas

vezes ele corta a curva. Veja figura abaixo

Figura 17 — Curva de Jordan 2.

P/

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Agora, para saber se o ponto P estd fora ou dentro da curva, devemos observar
quantas vezes o segmento PP’ corta a curva de Jordan. Se a semi-reta cruzar a curva um nimero
impar de vezes, entdo o ponto estd dentro da curva, agora se a semi-reta cruzar a curva um
nimero par de vezes, o ponto estara fora.

Note que no nosso exemplo a semi-reta PP’ cruza a curva cinco vezes, ou seja, um
nimero impar de vezes, logo o nosso ponto P estd dentro da curva.

E bem intuitivo e simples entender o motivo disso acontecer. Podemos pensar numa
bola e num campo de futebol. Se a bola estiver dentro do campo, entdo basta ela cruzar uma vez
qualquer extremidade para sair. Logo, um nimero impar de vezes. Se a bola voltar para dentro
do campo, ela precisard cruzar mais uma vez alguma extremidade, mas para sair ela precisara
cruzd-la mais uma vez e assim por diante. Ou seja, qualquer coisa que estiver dentro do campo
deve sempre cruzar suas extremidades um ndmero impar de vezes para poder sair. Agora se a
bola estiver fora do campo, o raciocinio serd 0 mesmo, para ela entrar no campo e sair novamente,

precisard cruzar alguma extremidade um nimero par de vezes, e assim por diante.
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4 CONCLUSAO

A geometria diferencial das curvas planas € bem util quando quremos mostrar
resultados que nao conseguimos provas utilizando a geometria euclidiana. E nesse trabalho foi
apresentado algum desses resultados, sempre tentando ser o mais didatico possivel com exemplos
graficos e sem muita complexidade nos enunciados.

O principal objetivo desse trabalho foi apresentar o estudo das curvas planas dentro
da geometria diferencial. Onde mostramos a definicdo de uma curva parametrizada e avancamos
até chegar no Teorema Fundamental das Curvas Planas, que era o principal objetivo do trabalho.
Além disso, apresentamos também a desigualdade isoperimétrica e o Teorema das Curvas de
Jordan.

Espero que esse trabalho sirva de fonte de estudo e incentivo para muitos alunos,

sejam de qual for a drea, que queiram conhecer um pouco sobre a geometria diferencial.
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APENDICE A - TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Teorema A.1 Seja f(x,y) uma fungdo continua de duas varidveis, tal que f seja Lipschitz em

y, ou seja, |f(x,y1) — f(x,y2)| < K|y1 — y2| na regidao retangular R definida por x € [a,b] e

y € [c,d]. Se xg € (a,b) e yo € (c,d), entdo a EDO

Yy =f(xy) y(xo)=yo (A.1)

tem uma inica solu¢do y = y(x) no intervalo x € [xo — h,xo + h] para algum h > 0.

Demonstracao: A prova serd dividida em 5 passos:
1. Escolher A.

2. Mostrar que a EDO (A.1) é equivalente a
X
Y@ =yo+ [ fe.y(e))dr. (A2)
X0

X
3. Definir a sequéncia y,(x) =yo+ [ f(t,y,—1(t)) dt, onde yy(x) = yo.
X0
4. Mostrar que a sequéncia y,(x) converge para a fungéo y(x).

5. Seja y(x) satisfazendo (A.2), entdo y(x) = y(x).

Parte 1

A maior complicacdo com a prova do teorema local com o teorema global € que ele
garante que f(x,y) s6 se aplique dentro do retdngulo R. Isso nos forca a limitar nosso foco a um
intervalo x € [xg — h,xo + h], onde podemos escolher % para ter as propriedades que precisamos
para a demonstracao.

Primeiro, note que |f(x,y)| é continua na regido R que é limitada e fechada, logo

possui um méximo. Podemos entdo escrever |f(x,y)| < M, para algum M. Vamos escolher & tal

que
[xo —h,xo+h] C [a,b] (A.3)
[vo —Mh,yo+Mh] C [c,d] (A.4)
Kh < 1. (A.S)

Note que (A.3) e (A.4) valem para h suficientemente pequeno, ja que (xo,yo) estd no interior de
R e ndo na fronteira. Seja S = [xg — h,xo + h| X [yo — Mh,yo + Mh] a regido retangular restrita,

observe que S C R.
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Parte 2

O argumento apresentado no caso global é igualmente vélido no caso local, exceto
que devemos ter cuidado para garantir que y(x) € [c,d|.

Primeiro, mostraremos que, restrita a x € [xo — h,xo + h], uma soluc@o para (A.1)
estd em S. A prova serd feita por contradi¢do, comegaremos suponto que |y(x;) — yo| > Mh para
algum x| € [xo — h,xo + h]. Pela continuidade de y(x), também podemos mostrar que podemos
escolher x; € (xo — h,xo+h) tal que

i |y(x2) —yol = Mh
il [y(x) —yo| <Mh para |x—xo| < |x2 —x0| < h.

O teorema do valor médio garante a existencia de um & entre x e xq tal que

‘M = ()] = [FEHEN <M.

X2 — X0

Note que |& — xg| < |x2 — x0], tal que [y(&) —yo| < Mh. Como (&,y(&)) € S, as hipbteses em

f(x,y) se aplicam. Finalmente

L ble) —y(o)| _ MR _

’y()@) —y(x0)
h h

X2 — X0

e isso nos da a contradi¢@o que queriamos. Segue dai que x € [xo — h,xo + h] implica |y(x) — yo| <

Mh, para que a solugdo esteja em S.

Parte 3

Defina a sequéncia

Yn(x) Zyo+/xxf(t,yn_1(t)) dt,  yo(x) =yo. (A.6)

Essa sequéncia € chamada interac¢do de Picard. Para essa sequéncia ser usada, devemos mostrar

que ela estd em S. Se x € [xo — h,xo + h] entdo

/xxf(t7))nl(t)) dt

|y (x) = yo| = < Mh. (A7)

Note que isso deve ser usado indutivamente, uma vez que y,_; € [c¢,d]. Para n = 0 é trivial, que
permite que o limite acima seja aplicado indutivamente. Todas as interacdes de Picard estdo no

retangulo S.
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Parte 4

Precisamos mostrar que y, — y(x) quando n — oo. Essa prova equivale a mostrar que a intera¢do
de picard é uma contragdo e depois provar o teorema do ponto fixo de Banach. A prova é um

pouco mais simples do que isso, ja que hd mais contexto disponivel.
Aproximagoes Consecutivas Limitadas

Observe que [yo(x) —y;(x)| é continuo no intervalo limitado e fechado [a,b], entdo ele deve
assumir um valor maximo nesse intervalo. Portanto, para algum M, podemos escrever |y (x) —
yi(x)| < M. A chave para delimitar intervalos subsequentes é usar a continuidade de Lipschitz

para relacionar diferengas consecutivas (assumindo x > xg)

) = 3a @ = | [ i) de [ 0mal0)) (A9)
= | [ ) = flen2(0) di (A9)
< /x:|f<t,yn1<r>>—f<r,ynz<r>>|dz (A.10)
< [ Kbt ) ) (A1D)
= K[ w0 -2l dr (A12)

Isso nos leva a seguinte sequéncia de diferengas

IN

y1(x) = yol
ya(x) — 1| < K/ Iy () — yo (x ydz<1</ M di — Mih

IN

y3(x) — 2l K/ y2(x) — y1 (x !dr<K/ MKh di = (Mkh)?

X X
@) =yut] = K [ a0 = yu-2(0)] de <K [ M(KR)™ dr = (M)
X0 X0
Esse limite foi assumido com x > xg, pois, caso contrdrio, muitas integrais seriam negativas.

Poderiamos assumir o argumento com x < xq € obteriamos o mesmo resultado.
Convergéncia

Podemos expressar os termos da sequéncia como uma soma telescopica

1a(®) =30+ ¥ 0x) — yi1(x))- (A13)
k=1
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Se y, — y(x), entdo

@) =30+ Y 0k(x) — o1 (). (A14)
k=1

Note que essa é apenas a definicao de uma série infinita. O limite existe se, € somente se, essa

série converge. Entdo

M

L b =)l < P MR = 1 (A.15)

converge ja que Kh < 1, y, — y(x). Vimos agora o motivo de Kh < 1 que tomamos ao escolher

h.

Parte 5

Agora, vamos mostrar a unicidade. Assumiremos que y e y sdo duas solucdes para (A.2). Seja

Q = max|y(x) — y(x)|.

Q = max[y(x) —y(x)| (A.16)
= max /x:f(t,?(t))dt— [ syt ar (A17)
< max If(ty( ) — f(t,y(t))| dt (A.18)
< Kmax / 5(1) — y(t)| dt (A.19)
< Kmfx/ondt (A.20)
< KmaxQh (A.21)
— KhO. (A.22)

Note que Kh < 1 e Q > 0, concluimos que Q = 0. Entdo y = y. Como as solugdes sdo iguais, a

solucdo € tnica. Assim, terminamos a demonstracdo do teorema.
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