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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o problema do Troco de Frobenius e os métodos utilizados
para solucioné-lo, ilustrando a discussdao com problemas encontrados no cotidiano. O problema
do Troco de Frobenius consiste em encontrar uma cota minima para uma sequéncia de niimeros
que podem ser formados através da combinacao inteira de uma sequéncia inicial de nimeros
inteiros. Este problema é equivalente a encontrar a solu¢ao de uma equagao diofantina, para o
qual podemos aplicar o método da eliminag¢@o inteira, que € um procedimento similar a eliminag¢ao
de Gauss, mas aplicado a sistemas lineares em Z. Os conceitos e técnicas relacionados a esses
problemas podem ser formalizados através de estruturas algébricas, em especial os semigrupos.
A teoria dos semigrupos, quando conectada com o problema do Troco de Frobenius, fornece

para este ferramentas simultaneamente formais e intuitivas para buscar solucdes do mesmo.

Palavras-chave: Eliminacdo inteira. Equacdes diofantinas. Nimero de Frobenius. Semigrupos.

Problema do Troco de Frobenius.



ABSTRACT

This thesis aims to present the Coin Problem and methods employed in the solution thereof,
illustrating the discussion with everyday problems. The Coin Problem consists in finding a lower
bound to the sequence of numbers that can be formed by an integer linear combination of a starting
sequence of integers. This problem is equivalent to finding the solution of a diophantine equation,
to which we can apply the method of integer elimination, which itself is an algorithm similar to
Gaussian elimination, but is applied to linear systems in Z. The concepts and techniques related
to these problems can be formalized by algebraic structures, especially the semigroups. The
theory of semigroups when connected to the Coin Problem provides the latter with simultaneously

formal and intuitive tools for searching for its solutions.

Keywords: Diophantine equations. Coin Problem. Frobenius number. Integer elimination.

Semigroups.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € apresentar o problema do Troco de Frobenius e os métodos
utilizados para soluciona-lo, ilustrando a discussdo com problemas encontrados no cotidiano. O
problema do Troco de Frobenius consiste em encontrar uma cota minima para uma sequéncia de
ndmeros que podem ser formados através da combinacao inteira (um tipo especial de combinagao
linear) de uma sequéncia inicial de nimeros inteiros. Por exemplo, existe um valor minimo para
um saque no caixa eletronico, a partir do qual quaisquer valores sdo possiveis de resgatar? A
aplicacao dos métodos que estudaremos é mais eficiente do que a estratégia de tentativa e erro
comumente utilizada.

Ademais, este trabalho busca fomentar a possibilidade de uma melhor expressao
matematica para enfrentar situacdes-problema que surgem no dia a dia com uma visdo holistica,
permitindo o desenvolvimento de mais possibilidades e mais pontos de vista para os alunos
quanto a aprendizagem matematica, estimulando suas habilidades cognitivas e o processo de
ensino-aprendizagem.

Para isso, sdo apresentados enunciados, conceitos e defini¢des de alguns resultados
essenciais provenientes da Teoria dos Numeros, além das demonstragdes de teoremas, axiomas e
proposi¢des acerca de Divisibilidade, Divisdo Euclidiana, Maximo Divisor Comum, Algoritmo
de Euclides e, finalmente, as Equa¢des Diofantinas, estas tltimas as quais vao embasar a resolu¢ao
dos problemas por nds considerados. Estes conceitos citados de Teoria dos Niimeros constituem
o Capitulo 2.

Em seguida, no Capitulo 3 sido abordados os Sistemas lineares nos inteiros e sua
interpretacdo geométrica, operacdes elementares, definicdes e exemplos. Os Sistemas Lineares
constituem um ramo da algebra linear importante para a constru¢io de algoritmos e modelos
matematicos. Uma introdugdo a teoria dos sistemas lineares foi colocada no Apéndice A. Para a
resolucdo de sistemas de equacgdes lineares abordamos o escalonamento matricial e € proposta a
estratégia da Eliminagdo Inteira, uma pequena variante da Eliminag¢do de Gauss para matrizes
em Z". Este método visualiza todas as solugdes inteiras existentes num sistema linear.

A partir disso, temos os conceitos e o aprendizado necessarios para as aplicacdes do
Problema do Troco de Frobenius, assunto do Capitulo 4, onde expressamos a proposi¢do da Boa
Posi¢do, teoremas do caso n = 2 (dois termos) e n = 3 (trés termos), exercicios solucionados com
os métodos anteriormente apresentados, proporcionando aplicagdes e facilitando o entendimento

do assunto e, por fim, no capitulo 5, fazemos uma introducdo a estruturas algébricas relacionadas
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a Semigrupos Numéricos, que formalizam muitas das no¢des estudadas até essa altura do texto e
fornecem intui¢cdes mais agugadas para o assunto.

Conforme os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a resolu¢do de problemas é
o ponto de partida da atividade matematica, ndo constituindo uma mera reproducio de procedi-
mentos e acimulo de informagdes e ganhando significado. Dessa forma, torna-se importante e
necessaria a relacdo da aplicacdo das Equagdes Diofantinas como método para a resolugao de

problemas.
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2 CONCEITOS DE TEORIA DOS NUMEROS

2.1 Divisibilidade

A Teoria dos niimeros trata de propriedades dos nimeros naturais 1,2,3,4, ..., tam-
bém chamados inteiros positivos. Juntando estes nimeros com 0s inteiros negativos € o zero,
formamos o conjunto dos inteiros (Z). As propriedades desses nimeros tem sido estudadas desde
tempos remotos. Além de propriedades conhecidas, a teoria dos nimeros contém varios proble-
mas ainda ndo resolvidos. Entretanto, para ao menos expressarmos muitos desses problemas, ja
se faz necessaria uma certa base tedrica (NIVEN e al., 1991).

Assim, iniciamos nosso estudo estabelecendo uma defini¢cao formal do conjunto dos
nimeros naturais (N), através dos Axiomas de Peano, que historicamente ajudaram a sedimentar
uma base para a teoria dos nimeros. Em seguida, podemos extrair algumas propriedades dos

inteiros. Transcrevemos a definicao a seguir da referéncia (SHOKRANIAN, 2008).

Definicdo 2.1.1 (Axiomas de Peano).

1. N contém o numero 1.
2. Existe uma fun¢@o 6 : N — N chamada de func¢io sucessora que associa a cadan € N o
seu sucessor 6(n). A funcdo 6 € injetora e para todo n € N vale a desigualdade 6(n) # 1.
3. Se um subconjunto O de N tem as seguintes propriedades:
a) 1€ Q;
b) Se n € Q implica 6(n) € O,
entao O = N.

O Axioma (3) é chamado principio da inducao.

Também vamos assumir no texto que se segue o principio da boa ordena¢do, como
enunciado em (APOSTOL, 2013), que pode ser derivado do principio da inducdo (e vice-versa).

Este principio € importante para a demonstracao de certas propriedades dos inteiros.

Teorema 2.1.1 (Principio da Boa Ordenagdo). Se Q é um conjunto ndo vazio de naturais, entao

O possui um elemento minimo.

Existem outras formulacdes que podem embasar a teoria dos nimeros, como a Teoria

Axiomatica dos Conjuntos, onde se pode demonstrar os principios admitidos aqui como axiomas.
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Uma das propriedades dos inteiros mais importantes para o presente estudo é a

divisibilidade. Definimos essa propriedade de acordo com (NIVEN et al., 1991).

Definicao 2.1.2. Um inteiro b € divisivel por um inteiro a ndo-nulo se existir um inteiro x tal

que b = ax, donde escrevemos a|b.

Desta forma, teremos a como um divisor ou fator de b ou, também, que b € multiplo
de a ou que b € divisivel por a.
A partir da definicdo, podemos estabelecer as seguintes propriedades da divisibili-

dade.

Proposicao 2.1.2. Sejam a,b,c € Z. Tem-se que
i. 1|a, alae a|O.
ii. Se alb e b|c, entdo ac.
iii. Se alb e b|a, entdo a = +b.

iv. se alb e alc, entdo a|(bx + cy), para quaisquer x,y € Z.

Demonstragdo.

1. Isto decorre das igualdadesa=a-1,a=1-a,0=0-a.

il. alb e b|c implica que existem x e y € Z, taisque b =x-a e ¢ = y-b. Substituindo o valor
de b da primeira equag@o na outra, obtemos c =y-b = y(xa) = (yx)-a, o que nos mostra
que alc.

iii. Se a|b, temos que b = aq;, com q; € Z, e se b|a, segue que a = bg, com g, € Z. Portanto,
a=a(q,q,), dai g;q, = 1, o que implica q; |1, ou seja, g; = +1. Logo, a = +b.

iv. A dltima propriedade permite uma extensdo 6bvia a qualquer conjunto finito, assim:

n
alby,alb,,...,alb, = a|2bjxj Vx; €Z.
j=1

2.2 Congruéncias

Definicao 2.2.1. Sejam a,b,n € Z com n > 0. Se n|a— b, entdo a € congruente a b médulo n, ou
seja,

a = b (mod n).
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A congruéncia € uma forma de equivaléncia entre dois nimeros, dada a condi¢ao

“moddulo »n” para algum n, isto é, n deve dividir a diferenga entre os dois nimeros.
Exemplo 1.

20=6 (mod 7)

Definicao 2.2.2. Sejam a e n inteiros com n > 0. A classe de congruéncia de a médulo n,

denotada por [a],, € o conjunto de todos os inteiros congruentes a a modulo n, ou seja,
lal,={z€Z | a—z=kn, paraalgum k € Z}.
Exemplo 2.

[4]s ={4,4+5,4+10,4+15,...}

={...,—11,-6,—1,4,9,14,19, ... }

O conjunto das classes de congruéncia moédulo n, {[i],};e(0.1,.. 1), forma uma
particdo de Z. Para ver isso, considere os lemas a seguir.

A partir da defini¢do de classe de congruéncia obtemos o seguinte lema:
Lema 2.2.1. Sejam a,n € Z. Entdo [a], = a+nZ.

Observe que se X € subconjunto de Z, entdo a+nX = {a+nx | x€ X, Vn € Z}.
Lema 2.2.2. Sejam c,a,n € Z. Se c € [a],, entdo [c], = [a],.
Demonstracdo. Temos que ¢ = a+ nk, para algum k € Z. Entao ¢ +nZ = (a+nk)+nZ. Dai

[c],=(a+nk)+nZ
=(a+nk)+{...,—n(k+2),—ntk+1),—nk,—n(k—1),—n(k -2),...}
={...,a+n(-2),a+n(-1),a+n(0),a+n(l),a+n2),...}

=a+nZ =|al,.

Imediatamente deste segue o proximo lema:

Lema 2.2.3. Sejam a,b,c,n € Z. Se c € [a], e c € [b],, entdo [a], = [b],,.
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Como a =a+n0, a € [a], e, portanto, cada [a],, € ndo-vazioe Z C Uaez[a]n. Assim,
os conjuntos [a], formam uma parti¢cdo de Z. Esta conclusdo implica no seguinte lema:
Lema 2.2.4. Duas classes de congruéncia médulo » sdo ou disjuntas ou idénticas.
Corolario 2.2.1. Existem n classes de congruéncia mddulo » distintas, [0],,[1],,...,[n—1],,.

Demonstragdo. Se tomarmos

0<s<t<n,

entdo ¢t — s < n, de modo que » nao divide ¢ — s e, assim, ¢ ndo é congruente a s mddulo n.
As classes de congruéncia [0],,,[1],,...[n— 1], s@o, assim, distintas, pois nenhum par dentre
0,1,...,n—1 & congruente. Tomando m € Z e expressando m = nqg+r com 0 < r < n, podemos
rearranjar de modo que m —r = nq, logo m = r (mod n). Qualquer inteiro m € congruente médulo

naalgumr e {0,1,...,n—1}. L]

2.3 Divisao Euclidiana

Conforme estudado nos conceitos anteriores de divisibilidade, existem nimeros
naturais onde a relacdo a|b é exata. Contudo, ndo é sempre possivel encontrar tal exatidao ao
dividir. No entanto, € sempre possivel realizar a divisdo de a por b, com resto, demostrada no

teorema a seguir.

Teorema 2.3.1 (Divisdao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros inteiros positivos, com b # 0,

entdo existem dois Ginicos ndmeros inteiros g € r tais que
a=qgb+r com 0Lr<b
Onde g € o quociente e r € o resto. Se r =0, entdo b|a.

Demonstragdo.

Sejam a, b inteiros fixos com b # 0 (note que b* > 1). Considere o conjunto
S={a-bt|lteZ}nN.

Primeiramente, mostraremos que o conjunto .S € ndo-vazio. Note que S # @, pois, tomando

to = —blal, segue que

a—bt0=a—b(—b|a|)=a+b2|a| >a+|al 20,
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ouseja, a—bty € S.
Como S é subconjunto de N, pelo principio da boa ordenacdo, sabemos que .S contém

um elemento minimo. Vamos denota-lo por . Como r € S, existe g € Z tal que

r=a-—bqg

|61

e r > 0. Para mostrar que r < |b|, basta tomarmos t; = g+ 5 ¢ observarmos que

b
r; i=a—bt, =a—b<q+|—b|> =a—bg—|bl=r—|bl <r.

Assim, a minimalidade de r implica que r; & S Isso garante que r; < 0. Ou seja, r— |b| <0 =
r<|b|.
Para estabelecer a unicidade, note que se s, € Z sdo taisque a=bt+s,com 0 < s <

|b|, entdo s = a—bt € S. Dai,

s>r = |b|>s—r

s—r=|s—r|

=|a—bt —(a—bq)|
=|la—bt—a+ bq|
=|b(g—1)|

=|bl|q —1|

Logo, |b| > |b||g —t|. Mas isto implica que

0<|g—t|<1l = |g-1|=0 = q=1t = r=s.

2.4 Maximo Divisor Comum

Um dos resultados essenciais da Teoria dos Nimeros € o conceito de Maximo Divisor
Comum (MDC). As definicdes a seguir podem ser encontradas em (HEFEZ, 2006), que aponta a
origem delas no préprio Euclides com seu livro elementos, tal € a importancia desses conceitos.
Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo. Um nimero inteiro d sera dito
um divisor comum de a e b se d|a e d|b. Diremos que um nimero inteiro d > 0 € um maximo

divisor comum (MDC) de a e b, se tiver as seguintes propriedades:
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i. d é um divisor comum de a e b, e
ii. d é divisivel por todo divisor comum de a e b, ou seja, se ¢ € um divisor comum de a e b,
entdo c|d.
E denotaremos d = mdc(a, b).
O Lema de Euclides é apresentado para provar a existéncia do maximo divisor comum

entre dois nimeros da seguinte forma:

Lema 2.4.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a, b — na), entdo, mdc(a, b)
existe e

mdc(a, b) = mdc(a, b — na).

Demonstragdo. Seja d = mdc(a,b — na). Como d|a e d|mdc(a,b — na), segue que d divide
b = b—na+na. Portanto, d € um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b. Assim, ¢ é um divisor comum de a e b— na e, portanto, c|d. Logo,

d = mdc(a, b). [

O Lema de Euclides pode ser usado para se calcular o MDC, e € a ferramenta bésica
para o algoritmo de Euclides que em breve utilizaremos para calcular o MDC de qualquer par de

nameros naturais.

Exemplo 3. Vamos determinar os valores de a e n para os quais a+ 1 divide a*" + 1.

Temos, inicialmente, que
a+1|a®+1 < mdc(a+1,a*"+1)=a+1.

Note que, para todo a,b,n €N, com a > b > 0, a+ b divide a* — p?" fato que pode ser verificado
pela aplicacdo de produtos notaveis. Utilizando isto, como a+1=@"-1)+2,ea+ 1|a2” -1,

segue, pelo lema de Euclides, que
mde(a+ 1,a*" + 1) = mde(a+ 1,(a*" — 1) +2) = mde(a + 1,2).

Assim, a + 1|a2” + 1, para algum n € N, se, e somente se, a+ 1 =mdc(a+1,2), o que, por sua

vez, somente ocorre se a=0oua=1.

Exemplo 4. Vamos determinar os valores de a e n para os quais a+ 1]|a*"+! —1.

Temos, inicialmente, que

mdc(a+1,a* = 1) =mde(a+ 1,a(a* = 1)+a—1) =mdc(a+ 1,a—1).
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Assim, a+ 1|a2”+1 — 1, para algum n € N, se, e somente se,
a+1=mdc(a+1,a>' = 1)=mdc(a+1,a—1),

0 que ocorre somente se a = 1.

2.5 Algoritmo de Euclides

O algoritmo constitui a prova construtiva da existéncia do MDC dada por Euclides.

Teorema 2.5.1 (Algoritmo de Euclides). Sejam a, b inteiros positivos, com b # 0. Podemos

aplicar a Divisdo Euclidiana sucessivamente:

a=bq +r;, 0<r <b
b:rqu+r2, O§r2<r1
ry=ryqz+ry, 0<r3<r,

r2:r3q4+r4, O§r4<r3

Fn—2 =qn’n—1 +rn

Fun—1 :qn+1rn+0

E o mdc(a, b) = r,, o tltimo resto ndo nulo.

Demonstracdo. Note que pela divisdo Euclidiana esses restos vao ficando cada vez menores.
Como todos esse restos sao nliimeros naturais, temos uma sequéncia estritamente decrescente de
nameros naturais b > ry > r, > r3 > ..., que € necessariamente finita, devido ao principio da Boa
Ordenacdo. Pelo lema de Euclides, temos que mdc(a, b) = mdc(b, a — bq,), que podemos rees-
crever como mdc(b,r;). Outra vez pelo Lema de Euclides mdc(b,r;) = mdc(ry,b—r;q;) € assim
sucessivamente, até mdc(a, b) = mdc(b,r) = mdc(ry,r,) = -+ = mdc(r,_;,r,) = mdc(r,,0) =

r,. [

Apresentaremos uma representacao pratica do algoritmo a seguir.
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Primeiramente, efetuamos a divisdo a = bg, +r; e colocamos os niimeros envolvidos

no diagrama abaixo:

a

ry

4

Em seguida, continuamos efetuando a divisdo b = rg, +r, € novamente colocamos os nimeros

no diagrama

Prosseguindo até o término, obteremos

q | B2
al|b|nr
i |
q | 92 | 43 4n—1 dn nt1
a|b|r | Fpn_o | 'y | r, =mdc(a, b)
Fyjra| 3|7 "'n 0

Vamos achar mdc(a, b) para cada par de nimeros naturais nos exemplos a seguir.

Exemplo 5. 3887 e 637

Seguindo o molde anterior, fazemos o diagrama do algoritmo de Euclides, e a resposta sera o

ultimo resto encontrado.

6 91|14
3887 | 637 |65|52 |13
65 | 52 |13] 0
Temos, entdo, que mdc(3887,637) = 13.
Exemplo 6. 542 e 234
2 131616
5421234 |74 112 |2
74 |1 12 | 2|0

Temos, entdo, que mdc(542,234) = 2.
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2.6 Equacoes diofantinas

Um problema recorrente na aritmética € a busca de solucdes, nos inteiros, de equacoes
do tipo
ax+by=c, (2.1)

com a,b,c € Z. Esse tipo de equacdo é chamado equacdo diofantina (em homenagem ao
matematico grego do séc. III Diofanto de Alexandria). Os termos a e b sao chamados coeficientes
e ¢ € chamado termo constante. Estamos interessados, entre outras coisas, em mostrar que o
MDC de dois niimeros a e b pode ser calculado através da soma ar + bs para certos inteiros r € s.

O teorema a seguir nos mune de uma ferramenta para achar uma solu¢@o para uma

equacao diofantina.

Teorema 2.6.1 (Bachet-Bezout). Sejam a,b € Z. Se d = mdc(a, b), entdo existem m e n € Z tais
que

d=am+ bn

Demonstragdo. Tomemos o conjunto
S(a,b) = {ax+by|x,y€ Z} NN*

das combinacdes lineares inteiras de a e b.
Seja v = axy+ by, o menor elemento positivo de S(a,b) # @. Observamos que v

divide todos os elementos do conjunto. Dado um elemento qualquer
u=ax,+by, € S(a,b)
Pela Divisdao Euclidiana, temos que existem q e r tais que
u=vg+r,com0<r<v
Com base nas hipoteses tomadas,
r=u—uvq =ax;+by; —q(axy+byy) = a(x; — gxg) + b(y; — qyy) € S(a,b)

Contudo, teriamos que r < v, 0 que contraria a minimalidade de v. Assim, r =0 e v|u. Observe
que a,b € S(a,b), dai v|a e v|b, e pela defini¢do, v|mdc(a, b). Porém, mdc(a, b)|a e mdc(a,b)|b,

entdo mdc(a, b)|(axy+ by,) para quaisquer x, ¥, dai mdc(a, b)|v. Logo, mdc(a,b) = v. Ou seja,

d = axy+ by, com xy,y, € Z.
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]

Vamos voltar para os exemplos da se¢do anterior, 5 e 6, e determinar nimeros inteiros

m e n tais que mdc(a, b) = ma+ nb

Exemplo 7. 3887 e 637

Lembre que o mdc(3887,637) = 13. Observe que o algoritmo de Euclides fornece-nos

3887 =6-637+65
637=9-65+52

65=1-52+13
Donde segue que

13=65-1-52=65-1-(637-9-65)=10-65-637
=10-(3887—6-637)—637=10-3887—61-637

Temos, entdo, que 13 = 103887+ (—61)-637. Portanto, m =10 e n = —61.

Exemplo 8. 542 e 234

Lembre que o mdc(542,234) = 2. Observe que o algoritmo de Euclides fornece-nos

542 =2.234+74
234 =3.74+12

74=6-12+2
Donde segue que

2=74-6-12=74—6-(234—3-74)=19-74—6-234
=19-(542-2-234)—6-234=19-542—44.234

Temos, entdo, que 2 = 19-542 + (—44) - 234. Portanto, m = 19 e n = —44.

Vamos oficializar a nossa notagao para as solucdes de equagdes diofantinas com a

seguinte proposicao.
Proposicao 2.6.2. Sejam a,b € Z. A equacdo
ax+by=c

admite solugao inteira se, e somente se, mdc(a, b)|c.
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Da proposicao 2.6.2 e do algoritmo de Euclides, aprendemos a encontrar pelo menos
uma solucdo inteira para a equagdo ax + by = c¢. Agora, vamos determinar todas. Seguindo a
exposi¢ao de (NIVEN et al., 1991), se a = b = ¢ =0, entdo todo par (x, y) de inteiros € solugdo
de 2.1, ou entdo, se a = b =0 # ¢, ndo ha solucdo. Suponha agora que pelo menos a ou b é
nao nulo e faca d = mdc(a,b). Se d ndo divide ¢, entdo também ndo ha solu¢do. Por outro
lado, pelo teorema 2.6.1, existem inteiros x, € y, tais que ax,+ by, = d, e portanto, se d|c,
entdo o par (cxy/d,cyy/d) € uma solucdo inteira da equacdo 2.1. Podemos encontrar x €
utilizando o algoritmo de Euclides, como feito anteriormente. Uma vez de posse de uma solugao,
digamos, ax; + by, = c, outras sdo encontradas ao tomarmos x = x; +tb/d,y =y, —ta/d. Aqui,
t € um inteiro qualquer. Assim, 2.1 tem infinitas solu¢des inteiras caso possua uma. Agora
mostramos que 2.1 ndo possui solucdes além das que ja encontramos. Para tanto, suponha que
os pares (x;,y1),(x, ) sdo solucdes inteiras. Por subtragdo, temos que a(x —x;)+b(y—y;) =0.

Dividimos ambos os lados por d e obtemos

(a/d)(x —x1) = (b/d)(y; — y).

Ou seja, a/d divide o produto (b/d)(y; —y). Mas mdc(a/d,b/d) = 1, pelo que temos que
a/d|y; —y. Isto é, ta/d = y, — y para algum ¢. Substituindo na equag@o acima, encontramos

x—x; =tb/d. Assim, demonstramos o seguinte teorema.

Teorema 2.6.3. Dada a equacdo ax + by = ¢ com mdc(a, b)|c e (x(, ) uma solucdo particular,

entdo toda solugdo inteira é dada parametricamente por:

X=X +<b>t
= X —
d

a
r=n-(3):

Pode ser bastante tedioso buscar uma parametriza¢do para uma equacao especifica
da forma 2.1 através da manipulacdo explicita de equagdes. Entretanto, no capitulo seguinte
abordaremos alguns fundamentos de sistemas lineares e algebra linear que nos permitirdo construir
um algoritmo muito pratico para aplicar esses conceitos a solugcao de equacdes diofantinas e

sistemas de equagdes lineares inteiras em geral.
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3 SISTEMAS DE EQUA(;f)ES LINEARES EM Z

Nesta secao veremos um método pratico para resolver equagdes diofantinas. O
método adotado para resolver sistemas lineares nos reais € a eliminacdo Gaussiana: mostraremos
aqui um método anilogo, mas com as devidas restri¢des para permanecermos com nossas solucoes
nos inteiros. Chamaremos o método de eliminagdo inteira. O contetido deste capitulo é baseado
fortemente em (GONDIM et al., 2012).

No apéndice A foi explicado o método da eliminagcdao Gaussiana, no qual fazemos
0s seguinte passos: associamos ao sistema sua forma matricial, definimos o que € uma matriz
escalonada, definimos o que s@o operagdes elementares. Por fim mostramos um algoritmo de
como colocar a matriz do sistema na forma escalonada por linhas. Mostramos também que é
razoavelmente facil obter esse novo sistema, que é equivalente ao primeiro, por substituicao

reversa.

3.1 A forma algoritmica

Fazendo uso da mesma metodologia, visto que a forma de associar a um sistema sua
versdo matricial € a mesma feita em R, vamos definir o que é uma matriz estar na forma inteira

escalonada por linhas. Suponha que A,,,,, € uma matriz com todas as entradas em Z.

Definicdo 3.1.1. Dizemos que A,,,,, estd na forma inteira escalonada por linhas se:
i. As linhas formadas s6 de zeros serdo agrupadas nas linhas inferiores da matriz;
1. O primeiro elemento ndo nulo de cada linha estard estritamente a direita do primeiro

elemento nao nulo da linha superior;

Este primeiro elemento ndo nulo de cada linha também serd chamado de termo lider
ou pivd, como no caso real, com a tnica diferenca de que nao exigiremos que este seja igual a 1.
Poder4 ser qualquer inteiro positivo. E esta sera a tnica diferenca entre uma matriz escalonada
por linha e uma matriz nos inteiros escalonada por linha.
Diremos que uma operacdo numa dada matriz é unimodular se ela é da seguinte
forma:
1. Trocamos duas linhas da matriz de posic¢ao;
ii. Multiplicamos uma linha por —1;

1i1. Somamos duas linhas;
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Se uma matriz est4 associada a uma operacdo unimodular, essa matriz serd dita matriz unimodular.
Observe que o determinante de qualquer operacao unimodular € +1, e que € possivel

trocar duas linhas de posicao utilizando apenas as operacdes 2 e 3 repetidas vezes.

Proposicao 3.1.1. E sempre possivel através de operagdes unimodulares transformar a matriz

al d

a2 . O
na matriz

a,, 0

onde d € o mdc(a;,a,,...,a,).

Demonstragcdo. Seguimos o seguinte desenvolvimento:
1. Sejaa ;0 elemento de menor valor absoluto nao nulo entre ay,a,, ..., a,.
ii. Paracadai# j, aplique o algoritmo da divisdo para obter a; = k;a; +r; com 0 < |r;| <|a;].
iii. Para cada i # j, faca k; vezes a coluna j e subtraia da coluna i.
Observe que pelo algoritmo de Euclides mdc(a,, a,) = mdc(a; —a,q,,a,) =mdc(ry,a,) =mdc(ry,a, —
r1q>) = mdc(ry,r,) = -+ = mdc(r,_,r,) = mdc(r,,0) = r,. Entdo, o ultimo resto ndo-nulo é

d = mdc(a, b). Definindo o
mdc(a;,a,,...,a,_1,a,) =mdc(a;,a,,...,a,_,,mde(r,,0)) = mdc(a,,a,,...,a,_5,7,,0).

Dessa forma escolha qualquer outro par e repita. No final sé restard um tnico elemento nao nulo,
sendo este pelo Algoritmo de Euclides o MDC dos elementos n. Note que os passos acima sao
os mesmos do Algoritmo de Euclides, dai esse ultimo elemento nulo também € MDC dos termos

n, como queriamos demonstrar. ]

Atencdo ao fato de que em vez de manusear com a matriz associada ao sistema,
faremos uso da matriz transposta. Isto se deve ao fato de termos construido toda a nossa teoria
para matrizes escalonadas por linhas. Poderiamos ter desenvolvido toda a teoria para matrizes
escalonadas por colunas, por ser bastante popular, mas preferimos manter a teoria para matrizes
escalonadas por linhas.

Pelo processo de eliminacdo inteira, podemos colocar a matriz A7 na sua forma
inteira escalonada por linhas, que denotaremos por 5. Dai colocar A na sua forma escalonada

€ o mesmo que multiplica-la pela esquerda por matrizes unimodulares. Denotaremos por U
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a matriz dada pelo produto dessas matrizes. Logo, U-AT =8 = A-UT = ST e denote
Z=U"H"1X

Percebaque A-x=B < AUTUT) 'x=B < ST.Z = B. Atente-se que
U € um produto de matrizes unimodulares, as quais tem determinantes iguais a +1. Portanto o

determinante de U também sera +1.
Afirmacao 3.1.1. A matriz (UT)~! tem todas as entradas inteiras.

Demonstragdo. Lembrando que a inversa de uma matriz quadrada qualquer M ¢é dada por

M= Z:ﬁ]\];;, na qual adj(M) é a matriz adjunta de M.
T\—1 _ adiu”) _ 1T
Consequentemente, (U )™ = @) = +adj(U").

A matriz adjunta tem como cada uma das suas entradas um subdeterminante. De-
terminantes sido polindmios a coeficientes inteiros. Logo, se cada entrada da matriz € inteira,
cada subdeterminante também ser4 inteiro. Ou seja, adj(U”) é uma matriz em que u; j €Z. Isso

implica que (U -l = iadj(UT) ¢ um a matriz de entradas inteiras. OJ

Afirmacao 3.1.2. O sistema ST.7Z =B tem solucdes inteiras se, e somente se, A-xX = B tem

solucdes inteiras.

Demonstragdo. Z € solugdo do sistema ST .Z = B se, e somente se, Xy = uT. Z,. Dai,

Xo; = X U;;Zo; € como a soma e o produto de niimeros inteiros é ainda inteiro, e os u;; sio inteiros,

Z tem todas as entradas inteiras. [
Resumidamente poderiamos escrever o seguinte teorema:

Teorema 3.1.2. Para resolver o sistema A - X = B, usamos operacdes unimodulares em A para
transformé-la em sua forma escalonada por linhas ST, Assim A-x = B tem solu¢do em Z, se, e

somente se, S7 - Z = B tem solucio em Z. As solugdes de A-x = B sdodaformax=UT Z.

Exemplo 9. Encontre todas as solugdes inteiras da equacao
3x+2y=17
utilizando o método da eliminagao inteira.

311 O y»,-L, |1 |1 —=1]| Ly»L,—2L, |1] 1 -1
—— e ——

210 1 210 1 0|-2 3
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z
Aequacio ST-Z=B¢ [1 0] M= [17] ,ouseja, z; = 17 e z, pode ser qualquer valor inteiro,

22
17 X 1 =217
o qual denotaremos por z, =t € Z. Portanto, Z;, = ex=U"-7Z> = . =
t y -1 3 t
17 -2t ] x =17-2t
. Istoé, todas as solugdes paramétricas sao dadas por comt € Z.
—17+3¢ y =—-17+3t

Exemplo 10. Encontre todas as solucdes inteiras da equagao
S5x+3y+4z=23

utilizando o método da eliminacgao inteira.

5/1 0 O 111 0 -1

L,—L,—L, L,—L,—3L,
3/]0 1 0]————— 310 1 0| —
410 0 1 410 0 1
111 0 -1 111 0 -1

Ly—>Ly—4L,
0/-3 1 3 0[-3 1 3
410 0 1 0(l-4 0 5

21

AequagﬁoST-Z=Bé[1 0 0] Zy =[23],ouseja,zl=23ez2=t€Zez3=s€Z.

23
23 X 1 -3 —4(|23 23 —3t—4s
Portanto, Z,=| ¢ |[ex= ut-7Z = y|[=]0 1 ollzrl= t . Isto é, todas
s z -1 3 5 s —234+3t+35s
x =23-3t—-4s
as solugdes paramétricas sdo dadas por4 y =t comt,s € Z.

z =-234+3t+5s

"

Exemplo 11. Encontre todas as solucdes inteiras do sistema

2x+y—z=1

3x—y+z=4
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utilizando o método da eliminag¢do inteira.

2 311 0 O 1 -1{]0 1 O
L—L, Ly~ L,-2L,
1 -1]0 1 O0f|— 2 311 0 0|l ——
Ll—>L2
-1 170 0 1 -1 170 0 1
1 =110 1 O 1 -1/0 1 O
Ly—Ly+L,
o 5|1 -2 00— |0 5|1 -2 0O
-1 170 O 1 O 0|0 1 1
21
1 00 1 )
AequagﬁoST-Z=Bé z, | = ,ouseja, z;=1e
-1 50 4
Z3

—z—1++5z, =4 = z, =1 e z3 pode ser qualquer valor inteiro, o qual denotaremos por z; =

1 X 0O 1 O 1 1
t € Z. Por conseguinte, Zy=|1|ex=U"-Z=>|y|[=[1 -2 —=1|-|1|=|-1+¢]| Istoé,
t z 0 0 1 t t
x =1
todas as solugdes paramétricas sdo dadas pory y =-—1+4¢ com? € Z.
z =t

3.2 Interpretacao geométrica

Um sistema de equagdes diofantinas lineares, assim como um sistema linear, pos-

suindo k equagdes e n incdgnitas pode ser representado matricialmente da seguinte forma:
A-x=B (3.1

Em que A = (a;;)x, € @ matriz dos coeficientes das equagdes, X = (xy, ... ,x,)] é a matriz das
incognitas € B = (b, ... ,bk)T a matriz dos termos independentes.

Certamente, se X, ¢ uma solucdo particular do sistema, isto €, um vetor tal que
A -X(y = B, podemos subtrair as equagoes e obter A - (X —X,) = 0, que, a menos de mudancga de
variaveis € um reticulado em R". De fato, considere y = x —X,, 0 sistema Ay = 0 tem como
solucdo um reticulado (de posto r = posto(A) < k) e portanto possui uma base v, v,,...,U,_,.

Logo, a solugdo geral de equagdes diofantinas € X = Xg+a,v; +a,vy + - +a,_,0,_,.
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Esta observacao generaliza a ideia de que, numa reta, conhecido um ponto inteiro

encontramos todos os outros usando um vetor diretor primitivo base do reticulado.
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4 O PROBLEMA DO TROCO DE FROBENIUS

O enunciado a seguir € uma formulagdo classica do problema que vamos discutir
nesta se¢do. Imagine que vocé esta visitando um restaurante McDonald’s e pretende comprar
algumas caixas de chicken McNuggets para a sua familia. E importante que seja possivel comprar
um certo nimero de McNuggets de modo que nao haja muita sobra, nem haja muita falta. Porém,
o restaurante s6 vende em caixas de 4, 6 e 10. Se vocé combinar diferentes nlimeros dessas trés
caixas, havera um certo nimero de McNuggets que vocé ndo podera adquirir, mas que a partir do
qual qualquer nimero maior podera ser adquirido ao se combinar as trés caixas em quantidades
diferentes. Encontrar este nimero, esta “cota”’, € essencialmente no que consiste o problema
do Troco de Frobenius. Curiosamente, a rede de fast-food chegou a langar mais tamanhos de
caixa para facilitar a compra. Podemos colocar o problema de forma abstrata perguntando qual
€ 0 maior natural que ndo pode ser representavel como uma combinagao inteira ndo-negativa
de ay,...,a,, onde estes ultimos sdo inteiros ndo-negativos primos entre si. Este € o chamado
problema do Troco de Frobenius, e o nimero a ser calculado é chamado “nimero de Frobenius”,
em homenagem a Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917). Este problema pode parecer muito
especifico a principio, porém € possivel achar aplicacdes deste problema em muitas areas, e
vice-versa também: ja foram empregados métodos de muitas dreas da matematica na tentativa de

solucionar o problema do Troco de Frobenius (ALFONSIN, 2005).

4.1 Formulacao geral

Definicao 4.1.1. Dizemos que s é representavel como uma combinacdo inteira ndo-negativa

ai,...,a,, coma; >2emdc(ay,...,a,) =1, caso existam inteiros x; > 0 tais que
n
s= Y x4 (4.1)
i=1

O menor inteiro £ tal que qualquer s > £ seja representavel como uma combinagdo
inteira ndo-negativa de ay,...,a, € o nimero de Frobenius. Esse nimero € tradicionalmente
denotado por £(ay,...,a,) (abreviado por # neste texto quando conveniente).

Note que o Troco de Frobenius pode ser formulado da seguinte forma: determine o
menor inteiro positivo £ tal que todo inteiro positivo d >  pode ser escrito como combinagao

linear inteira de a;, a,, ..., a,, coprimos, ou seja, a equagao

a\ x| +ayx,+--+a,x,=d 4.2)
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possui solugdo ndo-negativa x; > O parai =1,2,...,n. Portanto, o problema pode ser representado
por uma equacao do tipo diofantina, e assim podemos dispor das ferramentas desenvolvidas nos
capitulos anteriores para extrair resultados.

A seguir, demonstramos a existéncia de tal cota £(ay, ...,a,) dadas as condi¢des do

problema.
Teorema 4.1.1. Se mdc(ay,...,a,) = 1, entdo existe um inteiro N tal que todo inteiro s > N
pode ser escrito da forma a;x; + --- +a,x,, com x; ndo-negativo paratodoi=1,...,n.

Demonstragdo. Podemos provar por indu¢do em n (com ajuda do teorema 2.6.1) que se

mdc(a;,a,,...,a,) =1, entdo existem my, ..., m, tais que mya, +--- +m,a, = 1. Sem perda de
generalidade, podemos supor que os j primeiros inteiros m; sao nao-negativos € 0s n — j restantes
sdo negativos. Considere P := Z{zl m;a; € Q .= Z:’zjﬂ(—mi)ai = P —1. Usando o algoritmo
de Euclides da divisdo, temos que todo k > 0 pode ser escrito na forma ha; +h’, com 0 <k’ < a;.

Portanto,

(a;—-1)Q+k=(a;—1)Q+ha,+k' =
(a;=1)Q+ha; +K'(P=Q) = (a; = 1)Q+ha; +k'P—k'Q =

(a,—kK' —1)Q+ha;+K'P com a —k'-=1>0; h>0; k' >0.

Entdo P e Q pertencem ao conjunto
W :={seN|3r,...,r, 20, s=ayrj+ayr,+--+a,r,}.

Note que definimos W como sendo o conjunto de inteiros que podem ser escritos na forma que
nos interessa.

Como ay,P e Q pertencem a W, entdo, para quaisquer c,d,e > 0, temos que ca; +
dP +eQ € W. Logo provamos anteriormente que para todo K > 0 temos que (a; —1)Q;, € W,
isto €, qualquer nimero maior ou igual a (a; — 1)Q pode ser escrito na forma a;x; +a,x, + -+

a,x,, com x; ndo-negativo paratodoi € 1,...,n. O

Este resultado atesta que sempre existe uma cota a partir da qual qualquer s € repre-
sentavel como combinag¢do inteira ndo-negativa de um conjunto de inteiros coprimos, € 0 processo
de prova fornece um limite superior para esta cota, £(ay,...,a,) < (a; —1)Q. Porém, este limite

superior pode ser bastante melhorado. A importancia de se encontrar limites superiores para o
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ndmero de Frobenius de um determinado problema vem do fato de que € dificil encontrar solugdes
para n muito grande. O caso n =2, como veremos, € facil. Para o caso n = 3, porém, ja ndo é
possivel expressar o nimero de Frobenius por formulas fechadas de um certo tipo. Apesar de
existirem varios algoritmos de tempo polinomial para o célculo de f(a;,a,,a3), ndo encontramos
uma férmula explicita para o mesmo. Por outro lado, podemos em muitos casos encontrar limites
superiores para £ que sdo satisfatérios. Por exemplo, dizemos que r € uma cota relativamente
Otima para o problema de Frobenius a;x; +a,x, +---+a,x, = d se r € uma cota e existe uma

classe de problemas sobre a qual r é Gtima.

42 Ocason=2
Teorema 4.2.1. Sejam p, g inteiros positivos coprimos. Entio,

£(p.q)=pa—p—q 4.3)

Demonstragdo. Como mdc(p,q) =1, a proposicao 2.6.2 garante que a equacdo diofantina px +
qy = c possui solu¢do para todo ¢ € Z. Por outro lado, se (xy,y,) € 7% é uma solucdo dessa
equacdo, entdo, usando o algoritmo da divisdo, podemos escrever xy = gx; + x’o, com 0 < x6 <4q.
Dai, substituindo na equacgdo, vemos que p(gx; + x{)) +qy, = ¢, donde pr) +q(px; +yy) =c.

Portanto, o par (xg, ), com y = px; +y, também € solucao da equagdo.

/

Além disso, (xO

, yg)) ¢ a Unica solucdo para a qual a primeira coordenada é nao-
negativa e menor que q.

De fato, como vimos no teorema 2.6.3, a solugdo geral € dada por

/
X = x,+gqt
0 ,comt€E”Z.

y = y,—pt

Dai, se 0 < x < g, segue que 0 < x +¢t < ¢. Mas, como x; > 0, temos gt —g < —x; <0 =
qt—-1)<0 = t<1 = t<0.

Porém, se ocorresse t < —1, seguiria que x = x6 +qt < x6 —q < 0. Desse modo, t =0

/

e (x,y) = (x, ). Diremos que a solugdo (x;

, yg) ¢ a solucdo fundamental de px +qy = c. Agora,

note que a equacio px + gy = ¢ possuira solucio em N? se e somente se a solucio fundamental

/

estiver em N2, isto é, yé) > (. Com efeito, se y6 € N, claramente (x;,

V) € N?. Reciprocamente,

X0

partindo de (x,y,) € N2, teremos yf) =p l;J +y9 > 0.
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Desse modo, para que px 4+ gy = ¢ nio possua solucio em N? ¢ necessario e suficiente
que y; <0, ou seja, y; < —1. Nesse caso, como ¢ = px; + g}, segue que ¢ < p(¢— 1) +¢(=1) =

p(g—1)—q=pqg—p—q. Logo, £(p,q) =pg—p—q. O
43 Ocason=3

Infelizmente, nesse caso ndo temos um numero fechado como no caso n = 2. Conse-

guimos apenas estimativas para o nimero de Frobenius.

Proposicao 4.3.1. Se d > c(mdc(a,b) — 1) + mmc(a,b) —a— b+ 1, entdo o problema do troco de

Frobenius ax+by+cz=d; x,y,z,a,b,c € N; a,b,c > 0; mdc(a,b,c) =1 tem solucdo.

Demonstragdo. Fixe d > c(mdc(a,b)—1)+mmc(a,b)—a—-b+1.

Considere o problema em v € z a seguir: mdc(a,b)v+cz=d’ :=d —mmc(a,b)+
a+ b—mdc(a,b).

Mas d’ = d — mmc(a, b) + a+ b—mdc(a,b) > ¢ -mdc(a, b) —c —mdc(a, b) + 1.

Logo, existem v, € zy € N tais que a = m-mdc(a,b) € b = n-mdc(a,b). Como o
problema em x e y dado por mx +ny = vy+mn—m—n+ 1 tem solucdo paara todo v, € N, tome

X0, Yo € N tais que mx, +nyy = vy +mn—m—n+ 1. Finalmente,

axgy+ byy+czy =mdc(a, b)(mxy+nyy)+cz+0
=mdc(a, b)(vg+mn—m—n+1)+cz,
=mdc(a, b)vy + czy+mmc(a,b) —a—b—mdc(a, b)
=d —mmc(a, b) + a+ b—mdc(a, b) + mmc(a, b) —a— b —mdc(a, b)

=d

Logo, (xg, ¥, 2g) € uma solucdo. O

Como consequéncia do resultado anterior, podemos estimar o valor de £(a;,a,,a3) <

min{a,(mdc(a;,a;) — 1)+ mme(a;,a;)—a;—a;+ 1}, comi # j, i # k; j # k.

1° 1K
4.4 Exercicios

Questao 1. Em um patio do Detran, sabe-se que hi 400 pneus retirados de carros e motos que

foram apreendidos no més de outubro. Quantos veiculos de cada categoria foram apreendidos
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sabendo que a diferenca entre carros e motos é a menor possivel?

Seja C o namero de carros € M o nimero de motos presentes nesse patio. Sabendo que cada
carro possui quatro pneus e cada moto possui dois pneus, o problema pode ser representado pela
equagdo

4C+2M =400

Observe que esta equagao possui solucao, pois mdc(2,4)|400. A mesma equagdo pode ser
reescrita como

2C+ M =200.

Utilizando o método da eliminagdo inteira,

211 Of ry»L,-20, 1|0 1| Ly,»L,-2, [1[0 1
—_— —_—

1o 1| =L 201 0 0|1 -2
T Z ) 200
AequacdoS' -Z=B¢é[1 0]- =[200], ou seja, z; =200 e z, =t € Z. Portanto, Z =
22 t

C 0 1 200 t )
eX=U"7Z = = . = . Isto €, todas as solucdes paramétricas

M 1 =2 t 200 —2¢
sdo dadas por )

= 1
com t € ”Z.
M= 200-2¢

Sabendo que C > 0e M > 0, temos que 0 <7 < 100. A diferenca entre o nimero de carros €
o numero de motos pode ser expressa por C — M =t —2004 2t = 3t —200. Logo, devemos ter
t = 67 para que a diferenca C — M seja a menor possivel. Assim, o nimero de carros no patio é

67 e o nimero de motos € 66.

Questao 2. Um parque de diversdo cobra U$2,00 a entrada de criancas e U$5,00 a de adultos.
Para que a arrecadac¢do de um dia seja U$200,00, qual o maior niimero de pessoas, entre adultos

e criangas, que poderiam frequentar o parque aquele dia? Quantas criangas e quantos adultos?

Consideremos ¢ o nimero de criangas e a o de adultos. Como cada crianca paga U$2,00 e cada

adulto U$5,00 e o total faturado foi de U$200,00, a equacido que modela o problema é

2¢+5a =200.
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Utilizando o método da eliminagdo inteira,

211 O Ly»L,—2L, 2] 1 O Ly»L, |1|-2 1| L,»L,—2L, |1|-2 1
_— > _—

500 1 1| =2 1L~ 21 0 0|5 -2
Z i 200
A equacio ST.Zz=Bé[1 0] =[200], ou seja, z; =200 e z, =t € Z. Portanto, Z =
Zy t
c -2 5 (200 —400 + 5t )
eX=U"27 = = . = . Isto &, todas as solugdes paramétricas
a 1 =2 t 200 —2¢
sdo dadas por
¢ =-400+5¢
com tE€”Z.
a =200-2t

Como ¢ = —-400+5¢t > 0 e a =200—-2¢ > 0, temos que 80 < ¢t < 100. Queremos o nimero
maximo de pessoas, entdo o valor maximo para t € 99, e portanto o nimero de criancas presentes

no parque € 95 e de adultos é 2.

Questao 3. (Problema do Século XVI) Um total de 41 pessoas entre homens, mulheres e criancas
foram a um banquete e juntas gastaram 40 patacas. Cada homem pagou 4 patacas, cada mulher 3
patacas e cada crianca um terco de pataca. Quantos homens, quantas mulheres e quantas criancas

havia no banquete?

Consideremos as seguintes equagdes:

H+M+C =41
AH+3M+$ =40

Multiplicando a segunda equagdo por 3, obtemos 12H +9M + C = 120. Porém, utilizando a

primeira equagdo, obtemos uma equacgdo diofantina de duas varidveis, como segue
INNH+8M+(H+M+C)=120 = 11H+8M =T79.

Utilizando o método da eliminagdo inteira,

111 0| L,»L,-L, |3|1 —=1| L,»1,-2L, |3]| 1 —1|L,»L,-L,
_— _— _

810 1 810 1 21-2 3

1| 3 —4| o000, [1] 3 -4
—) .
202 3 0|-8 11



~ T 2 Z]
Aequacdo S* - Z=Bé[1 0]

22
H 3 -8
X=U'"7 = =
M -4 11
sao dadas por
H
M
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79
=[79], ouseja, zy =79 e z, =t € Z. Portanto, Z = e
t
79 237 -8t )
. = . Isto €, todas as solugdes paramétricas
t -316+11¢
=237-8t
com tE€Z.
=-316+11¢

ComoH=237—8teM:—316+11t,ent€10%<t<%. Logo,t=29,dai H =5, M =3e

C = 33. Portanto, haviam 5 homens, 3 mulheres e 33 criancgas no banquete.
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5 SEMIGRUPOS NUMERICOS

No inicio do capitulo anterior (se¢do 4.1), colocamos o problema do Troco de Frobe-
nius em termos de uma sequéncia de nimeros que podem ser gerados através das combinacdes
inteiras nao-negativas de nimeros pertencentes a uma sequéncia inicial finita. Além disso,
relacionamos cada uma dessas combinagdes inteiras ndo-negativas a uma equacao diofantina
cujas solucdes podem ser parametrizadas com auxilio do método da eliminagdo inteira. Essa
parametrizagdo € importante porque permite avaliar as solugdes respeitando algumas restrigdes.

Ocorre que nds dispomos de estruturas algébricas que formalizam, entre outros
conceitos, a no¢dao de uma sequéncia gerada a partir de combinagdes inteiras de uma sequéncia
inicial finita de inteiros positivos. Dessas estruturas, a mais importante para nds serd o semigrupo,
que além de conter uma sequéncia gerada a partir de combinagdes inteiras de uma sequéncia
inicial, possui propriedades importantes como o conjunto de suas lacunas. O conjunto das
lacunas de um semigrupo consiste num conjunto de todos os nimeros em N que ndo podem ser
gerados pela sequéncia inicial que gera o semigrupo. Se esse conjunto for finito, pela ordenagao
de N temos que ele conterd um elemento miximo. Esse elemento maximo ¢ um Nimero de
Frobenius, pois ele € o maior nimero que nio pode ser expresso como combinacao inteira de
uma determinada sequéncia finita de inteiros positivos. Podemos estudar a cardinalidade do
conjunto das lacunas do semigrupo e algumas outras propriedades do semigrupo para relaciona-
las ao Nimero de Frobenius desse semigrupo, de modo que essa estrutura algébrica pode ser
poderosa na nossa analise do problema do Troco de Frobenius. Ao final do capitulo, poderemos
aplicar o método da eliminacdo inteira para determinar as propriedades de um semigrupo e assim
dispormos de uma técnica formal para solucionar o problema do Troco de Frobenius.

As notagdes e demonstragdes foram baseadas em (ROCHA, 2015).

5.1 Grupos, semigrupos e monoides

Introduziremos agora algumas estruturas algébricas que formalizam as no¢des do

problema do Troco de Frobenius e a0 mesmo tempo ddo uma intui¢do matematica para o problema.

Definicao 5.1.1. Dados os conjuntos X, Y e Z, é chamada de binaria uma funcdo f tal que
fi XXY > Z,

onde X XY denota o produto cartesianode X e Y.
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Definicao 5.1.2. Um semigrupo é um conjunto munido de uma func¢ao bindria associativa.
Exemplo 12. O conjunto N com adicao.

Definicao 5.1.3. Um grupo é um conjunto munido de uma fun¢do binéria associativa, dotado de
um elemento identidade (ou “neutro”) e, para cada um de seus elementos, dotado de um elemento

inverso.
Exemplo 13. O conjunto Z com adicao.

Se descartarmos o requerimento de que um grupo seja dotado de elementos inversos,

criamos uma espécie de estrutura intermedidria entre grupos € semigrupos.
Definicao 5.1.4. Um monoide é um semigrupo que contém o elemento identidade.
Exemplo 14. H C N fechado para adicdo com 0 € H.

No resto do texto, utilizaremos uma notagdo muito versatil para definir monoides
que pde em evidéncia a sequéncia inicial que gera os seus elementos através de combinagdes
inteiras. Uma tal sequéncia inicial finita n6s chamaremos de conjunto de geradores, e fazendo
todas as combinagdes inteiras positivas possiveis dos elementos do conjunto de geradores, nos
geraremos um monoide especifico para esses geradores. Os conjuntos de geradores encapsulam
algumas das propriedades mais importantes dos monoides e semigrupos que geram, de modo

que podemos fazer bom uso dessa notacdo em defini¢des e provas.
Definicao 5.1.5. Seja H C N um monoide. Seja .S C H tal que

(S) :=={cys1+c85+¢,8, | c1,095...,cp,nENE 51, 55,...,5, €S}
e H = (.S). Entao .S € dito um conjunto de geradores de H.

Se S € um conjunto de geradores de H, entdo todo elemento de H pode ser escrito

como combinacao linear com coeficientes em N de elementos de .S
Exemplo 15. (5,8,9) ={0,5,8,9,10,13,14,15,16,17,18,19,20,... }.

Definicao 5.1.6. Um conjunto de geradores S C H ¢ dito minimal se nenhum de seus conjuntos

proprios gerar H.

Nao ¢ dificil de ver que todo monoide possui conjunto minimal de geradores Gnico e

finito. A estrutura a seguir nos permite estabelecer que o conjunto minimal de geradores € finito.
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5.2 Conjunto de Apeéry

Definicao 5.2.1. Se H é um monoide e n € H*, o conjunto Ap(n, H) tal que
Ap(n,H) :={he Hlh—n¢& H},
€ o conjunto de Apery de H com relacdo a n.

Exemplo 16. Considere Ap(5,(5,8,9)):
<5’ 8’ 9> = {0’ 5’ 89 9’}67/16/’/]4’/]5, 16’ 17’/1/8/’/]‘/126’ A }

Ap(5,(5,8,9)) = {0,8,9,16,17}

Agora, tomemos algum m € H. Observe que se m < n, entdo m € Ap(n, H), ja que
m—n<0,logom—n¢& H. Mas, se m > n, podemos expressar m comom =nqg+r,) <r <n.
Dai, se m & Ap(n, H), entdo (¢q— 1)n+r € H. Isso indica que m € Ap(n, H) se, e somente se,
q= [%J € o menor inteiro tal que ng+r € H. Ou seja, o conjunto de Apery tem no maximo um

representante de cada classe de congruéncia [0],,[1],,...,[n—1],, de modo que

|Ap(n, H)| < n. (5.1)

A préxima proposi¢cao nos permite gerar um monoide a partir de um conjunto de
Apery. Inversamente, podemos usar o conjunto de Apery para encontrar um conjunto de geradores
de um monoide. Esse tipo de operagdo conecta com o processo de gerar uma sequéncia de
combinacdes lineares inteiras relacionadas ao problema do Troco de Frobenius, e mais a seguir

poderemos utilizar isto para encontrar um teto para cota £(a, b).
Proposicao 5.2.1. O conjunto {n}UAp(n, H)* é um conjunto de geradores para H.

Demonstragdo. Seja m € H. Podemos escrever m = nq+r, com 0 < r < n. Escolha w, o menor
elemento de H tal que w, = r(mod n). Assim, w, €Ap(n, H) e w, =tn+r, com ¢ < q. Portanto,

m=gqn+r=(@q—-t)n+tn+r=(q—-t)n+w, € ({n}UAp(n, H)*). ]

Com isso, temos que todo monoide possui um conjunto de geradores finito, e assim o
seu conjunto minimal também deve ser finito. Agora, vamos construir um conjunto de geradores

minimal. Para tanto, facamos uso da seguinte defini¢cdo para soma de conjuntos em Z.
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Definicao 5.2.2. Se A e B s@o dois subconjuntos de Z, definimos A+ B={a+b|a€ Ae be B}.
Exemplo 17. Se A ={5,8,9,10} e H = (A), entdo

H*+ H* ={10,13,14,15,16,17,18,19,20,... }.

2

O conjunto H*+ H* € um tipo de conjunto de combina¢des de elementos de A.
Calculando H*\ (H*+ H*) = {5,8,9}, obtemos um conjunto de geradores que ja utilizamos
no exemplo anterior, de modo que H = (5,8,9). Este tipo de construgdo motiva a proposicdo a

seguir.

Proposicao 5.2.2. Se H C N é um monoide, entdo S = H*\ (H*+ H*) é um conjunto de
geradores para H. Além disso, qualquer conjunto de geradores para H necessariamente contém

S.

Demonstragdo. Vamos provar que S € um conjunto de geradores para H. Suponha que S
ndo € um conjunto de geradores de H, ou seja, H \ (S) # @. Seja h € H \ (S) o elemento
minimo desse conjunto. Temos que h #0,logo h€ H*. Mas h ¢ S = H*\ (H*+ H*) implica
em h € H*+ H*. Podemos expressar 4 como h = hy + h,, com h|,h, € H*. Além disso, a
minimalidade de & implica que A, h, € (), um absurdo. Portanto, .S’ € um conjunto de geradores
de H.

Vamos provar agora que qualquer conjunto de geradores de H contém .S. Seja A um

conjunto de geradores de H. Se s € .S, entdo existem ay, ...,a,, € Atalque s =da; +---+d,,a,,
onde dy,...,d,, EN. Como s &€ H*+ H*, entdo s = g; para algum i € {1,...,m} e portanto
s € A, de modo que S C A. O

5.3 Semigrupos numéricos

Definicao 5.3.1. Seja H um monoide. O conjunto L tal que L := N\ H é chamado de conjunto

de lacunas de H. Sua cardinalidade | L| é chamada de género do semigrupo H, e é denotada por

g(H).

Como em 5.1, |Ap(n, H)| < n. Ademais, para termos |Ap(n, H)| = n, necessitamos
que H contenha um representante de cada classe de congruéncia [0],,[1],,...,[n—1],. Agora,
tomemos novamente w, o menor elemento de H tal que w, = r(mod n), com 0 < r < n. Fazendo

w,=q.n+r,temos que ng+r € H < q > g,. Assim,

Lnlr],={r.n+r,....,(q—1n+r}.
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Portanto,
L ::N\H: {t1n+1 | Ostl <q1}UU{tn_1n+(n—l) I Ostn—l <qn_1}.

Logo, o conjunto N\ H ¢ finito.
Se supomos N\ H finito, podemos tomar g € N suficientemente grande tal que
gn+r € H paratodor € {0,1,2,...,n—1}, de modo que H contém representantes de todas as

classes de congruéncia médulo n, logo |Ap(n, H)| = n.

Definicao 5.3.2. Se H C N € monoide e L := N — H ¢ finito, dizemos que H é semigrupo

numérico.

As lacunas sdo os elementos de N que ndo podem ser escritos como combina¢ao
linear natural de uma sequéncia finita A C N, onde (A) = H.
Note que, aplicando as notacdes ja utilizadas,

n—1

n—1 0. —i ln—l n—1
= o= 5 = B

Costumamos escrever o conjunto L como {/},/5,...,l,} com [} <I, < ... <[, onde g(H) ou
simplesmente g € o género do semigrupo numérico H. Também escrevemos H = {0,ny,n,,... },
com elementos em ordem crescente. Observe que n; € a multiplicidade de H. Claramente,
ny =1 implica H =N e, portanto, L = @. Por conta disso, iremos considerar apenas semigrupos

numéricos de multiplicidade maior que 1.

Teorema 5.3.1. Seja H = (A) C N um monoide gerado por um subconjunto A C N. Entao, H é

um semigrupo numérico se, e somente se, mdc(A) = 1.

Demonstragdo. Seja um semigrupo numérico (A) com d =mdc(A). Vamos provar primeiro o
“se”. Se a € (A), entdo existem ay,...,a, € Atalque a = cja; +c,a,-+c,a, | ¢;,¢,...,c, EN.
Assim, d|a; parai € {1,...,n} e portanto d|a. Por termos suposto (A) um semigrupo numérico,
temos que N\ A € finito, e portanto existe n € N tal que n e n+ 1 estdo em (A). Logo, d|n e
d|(n+1), 0 que implicaque d = 1.

Vamos mostrar agora a outra direcdo. Nesse caso, s6 precisamos provar que N\ (A) é

finito. Ja que mdc(A) =1, existem ¢y, ...,c, € Z e ay, -+, a,, tais que c;a; +--- +c,a, = 1. Pondo
0s termos com o0s ¢; negativos no segundo membro, existem iy, ..., i, ji,...,Jj; € {1,...,n} tais
que ¢; a; +--+¢; a; =1—c;a; —-—c;aj. Desse modo, pondo s = —c; a; — - —c; ajy,

temos 5,5+ 1 € (A).
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Vamos mostrar que se n > (s —1)s + (s — 1), entdo n € (A). Pelo algoritmo da
divisdo, existem inteiros g e r tais que n = gs+r com 0 < r < s. Como estamos supondo
n>(s—1)s+(s—1),temosque g >s—1>r. Portanto,n=(rs+r)+(g—r)s=r(s+1)+(g—r)s €
(A). Dai segue que os elementos de N\ (A) sdo estritamente menores que (s —1)s+ (s — 1), logo

N\ (A) é finito. ]

Observaciio: Se H € um semigrupo numérico, entéo /, € o maior inteiro que nao
pertence a H. Se H = (ay,...,a,), com mdc(a,a,,...,a,) =1, entdo lg € o maior valor de b

para o qual a equacdo diofantina
a\x;+arxy+--+a;x; =b,

com x; € N ndo possui solucao.

5.4 Numero de Frobenius e o género do semigrupo

Considere o semigrupo numérico H. Estamos interessados em determinar ou estimar
l4, 0 elemento maximo do conjunto de lacunas de H, que corresponde ao nimero de Frobenius
da sequéncia dada por um conjunto de geradores para H. Podemos utilizar a férmula para o

género de H para deduzir uma cota inferior para /,:

n—1
1
g=— D wi==
i3

Observando que n%] g— g é decrescente como fungio de n, temos que seu valor maximo é obtido

—nu-+)——31-=¢l —ﬁ—lg—5 (5.2)

quando n; = n =2 (ja que nos semigrupos que estamos considerando, n; > 1). Esse valor maximo
¢, portanto, 2g — 1.

Note que se / € lacuna de H, entdo para todo m € H N[0,/] temos que / —m & lacuna,
visto que H ¢ fechado para adic@o. Entretanto, se m € L N[0,/], ndo podemos dizer nada sobre

I —m. Vamos estabelecer os casos em que podemos garantir / —m € H,Vm € LN[0,!/].

Proposicao 5.4.1. Para todo semigrupo numérico H temos que /; <2j—1, paratodo j=1,...,g.
Além disso, os seguintes fatos sdo equivalentes:

i l;=2j-1

. [Hn[0,/;]] =|Ln[0,]]

iii. me LN[0,;] & I,—me Hn[0,1;]
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Demonstragdo. Para cada j € {1,2,...,g}, considere a fungdo @ : [0,1 1= [0,1 ;] definida
por ¢;(m) =1; —m. Observe que ¢; ¢ uma bijecdo tal que qo;l = ¢;. Além disso, como ja
observamos, se m € H, entdo lj —m € L. Dessa forma, (pj(Hn [0, lj]) C Ln[0,l;]. Portanto,
segue que

L+1—j=[HN[0.0]] = o;(HN[0.L,D] < |LN[0.1]] = j.

Assim, temos lj <2j—1. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, (pj(H N[O, lj]) =
LNn[O, lj], ou, equivalentemente, | H N[0, lj]l =|LN[O0, lj]l. Por fim, como qo;l =, aigualdade
(pj(H N[O, lj]) =LNJ[O, lj] equivale a (pj(L N[0, lj]) = HnNJO, lj]. Essas igualdades garantem
queme€ LN[0,/;] < I;—m € H. Reciprocamente, a propriedade descrita no item (iii) garante
que @;(LN[0,/;]) € HNIO,/;], o que implica em [LN[0,/;]| = [H N[0,1;]], pois ¢; € injetiva
e ja sabemos que |H N[0,/;]] < [LNI[0,1;]]. [

Obtemos, portanto, que para todo semigrupo numérico /, <2g —1. O nimero de
Frobenius /, de um semigrupo de género g e elemento minimo » satisfaz a seguinte condigo:

n
n—1

n
8=3 <l,<2g-1
Para n = 2, a cota inferior coincide com a cota superior, o que suscita a seguinte defini¢do.

Definicao 5.4.1. Um semigrupo numérico € dito simétrico se / g atinge a cota mixima, isto &, se

l,=2g—1.

Exemplo 18. Considere H = (5,8), com conjunto de lacunas L 5 g). Este caso com n =2 termos
¢ simples o suficiente para que possamos calcular muitos membros de H e de L 5 gy manualmente.
Além disso, podemos utilizar a férmula para o problema do Troco de Frobenius para n = 2 para
verificar a lacuna maxima /,.

O namero de Frobenius € [, =114, =8-5-8—-5=27,ecomo 2g—-1=28-1=27,

temos que (5,8) é simétrico.

(5,8) ={0,5,8,10,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,28,29, ... }

Lsgy={1,2,3,4,6,7,9,11,12,14,17,19,22,27}

O género do semigrupo g = | L5 gy| = 14.

Os demais elementos de H podem ser obtidos por inspecao.
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Exemplo 19. Vamos agora para um caso mais complexo, H = (5,8,9). Seja n; = 5. Para cada
r € {1,2,3,4} precisamos determinar o menor elemento w, € H tal que w, =r (mod 5). Isso

equivale a resolver a equagdo diofantina
8x+9y=5w+r,

com w o menor possivel, ou equivalentemente —5w + 8x 4+ 9y = r. Vamos resolver usando o

método da eliminag¢do inteira.

-5/1 0 0 -5/1 0 0 =511 0 O
801 OF——|3 |1 1 O ——|3 |1 1 I ——
Lz—)L2+L1 Ll—)L1+5L3
9 10 01 411 01 1 10 -1 1
0O/1 =5 5
01 4 =3
110 -1 1

Portanto, as solugdes sdao

w = t+s >0
1 x = —r=5t+4s >0
y = r+5t-3s >0

Se ocorresse t < 0, como r < 4 teriamos r + 5t < 0, dai, como y > 0, seguiria que
3s <r+5t<0,

donde teriamos s < 0 e assim w =t+s < 0, o que ndo ocorre. Portanto, ¢ > 0.

Desse modo, observando que x > 0, temos 4s > 5t+r — s> §t+ i, logo s >t >0.
Consequentemente, w =s+1 > 1.

Agora note que se r € {3,4} podemos tomar r =0 e s = 1 de modo que w atinge seu
menor valorw=1comx=4—-r>0ey=r—3>0.

Por outro lado, se r € {1,2}, entdo, para que y > 0 devemos ter 5t > 3s—r >3 —r >0,
logo ¢ > 0. Portanto, t > 1 e, como s > t, segue que s > 2. Assim, nesse caso, w > 3. Entao,
tomando r =1 e s = 2, temos que w atinge seu menor valor w =3, e alémdissox=3-r>0¢e

y=r—12>0.
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Da andlise anterior, segue que
w;, = 3-5+41 = 16
wy, = 1544 = 9

Usando o que foi visto, segue que o conjunto de lacunas do semigrupo H = (5,8,9) é dado por

L={1,6,11,2,7,12,3,4}

=1{1,2,3,4,6,7,11,12},
onde seu género ¢ g = 8 e sua maior lacuna ¢ /, = 12. Logo,
H =1{0,5,8,9,10,13,—1},

onde a seta “—” dentro da notacdo de conjuntos serve para indicar que a sequéncia se estende

indefinidamente, com incrementos unitarios.
Proposicao 5.4.2. Todo semigrupo numérico gerado por dois elementos € simétrico.

Demonstragdo. Seja H = (p,q) com mdc(p,q) = 1. Ja sabemos que I, = pg—p—q. Falta
calcularmos o género g = |L|.

Paracadar e {1,2,...,p—1}, denotando por w, € H o menor elemento que deixa
resto r na divisdo por p e escrevendo w, = pq, +r (note que q, = [%J ), segue que
L={1+pt; |0<t; <q}U{24pt, |0<t, <q}U--U{p—1+pt, ; |01, | <q, },logo
Ll =q1+q+ -+, .

Por outro lado, considerando a sequéncia ¢,2q,3q,...,(p— 1)q, temos que os ter-
mos sao incongruentes modulo p dois a dois, pois mdc(p,q) = 1. Assim, {w;,w,, ..., wp_l} =

2]
e ) ) 5 )
el

Agora, observe que [%’J < %q < {%}J + 1 implica que — [%’J —1<-4L<- [”J. Além

disso, como 1 < j < p e p ndo divide ¢, temos que —%q € Z. Dai, [—”J =— [”



p
qg-—1.

[ 5] # 5] =1 comissotemos | 8 [ 50| = [ 1 [0 522 | =0 ([ 1] + | 51 ) =

Substituindo em 5.3:

p—1
2g=2|L|= Z(q—1)=(q—1)(p—1)=pq—p—q+1 =l,+1
j=1
Portanto, [, =2g — 1. O]

Exemplo 20. Considere H = (3,7), com conjunto de lacunas L3 7). Como n =2, encontraremos
manualmente os termos de H, L e, consequentemente, a lacuna maxima / g

De fato, [, =3-7-3-7=21-10=11, L={1,2,4,5,8,11} e
H =1{0,3,6,7,9,10,12,—}.

Dai, g = L35 =6el, =11. Assim, [, =2g— 1, ou seja, H = (3,7) € simétrico.



47
6 CONCLUSOES

A teoria dos semigrupos numéricos encapsula muitos aspectos do problema do
Troco de Frobenius, e os conceitos e teoremas associados com semigrupos podem ser de extrema
utilidade para a solucao do mesmo. Semigrupos sdo estruturas algébricas que podem ser definidas
construtivamente de maneira andloga ao modo como construimos sequéncias quando trabalhamos
com o Troco de Frobenius, ou seja, através da combinacgdo inteira de uma sequéncia inicial finita de
inteiros positivos. O modo de construcio desses semigrupos nos permitiu analisar propriedades
muito tuteis, em especial o conjunto de lacunas do semigrupo. Esse conjunto de lacunas é
identificado com o conjunto de nimeros que nao podem ser expressos como uma combinagdo de
nimeros iniciais como enunciado no problema do Troco de Frobenius. Assim, langcando mao de
resultados da teoria de semigrupos, pudemos determinar quando o conjunto de lacunas de um
problema pertinente € finito. Por exemplo, a definicdo 5.3.2 atrela a definicdo de semigrupo a
finitude do conjunto de lacunas, € o teorema 5.3.1 fornece uma condi¢do necessaria e suficiente
para que o conjunto de lacunas seja finito.

O fato de estarmos lidando com conjuntos ordenados, como estabelecido no inicio
do capitulo 2, nos fornece que um conjunto de lacunas finito possui um elemento maximo /,, que
consiste no Numero de Frobenius de um determinado problema correspondente. A equacdo 5.2,
quando aplicada no contexto da proposi¢éo 5.4.1, nos fornece um algoritmo para calcular /,. O
algoritmo foi demonstrado no exemplo 19. Esse algoritmo utiliza o método da eliminacio inteira,
que foi estabelecido no contexto de solucionar equagdes diofantinas, utilizando as bases tedricas
da divisibilidade. Esse algoritmo, portanto, conecta todos os conceitos explorados no trabalho
para fornecer um procedimento relativamente simples (em termos de etapas de execugdo) para a
busca do Numero de Frobenius de sequéncias com mais de dois termos (mas ndo muito mais do
que dois termos). Como vimos no final da secdo 4.1, ndo € possivel encontrar férmulas fechadas
para esses casos, portanto algoritmos como esse podem ser bastante tteis, especialmente se forem
claros e intuitivos.

Vimos também ao final da sec@o 4.1 e na secdo 4.2 que o caso n =2 € simples o
suficiente para fornecer uma solugdo analitica. Através da teoria de semigrupos, particularmente
a defini¢do 5.4.1 (de semigrupos simétricos), demonstramos que semigrupos com conjuntos
minimais de dois elementos sdo simétricos, e aplicamos esse resultado a sequéncias geradas nos
problemas de Troco de Frobenius com dois valores iniciais, € assim demonstramos que esses

problemas sempre geram semigrupos simétricos.
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APENDICE A - SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
A.1 Introducao

Em diversos contextos matematicos, a informag¢ao costuma ser organizada em arranjos
retangulares de linhas e colunas, que acabam constituindo as matrizes (ANTON; RORRES, 2010).
Um tipo notodrio de informacao a ser arranjado na forma de matriz € um sistema de equagdes

lineares, por exemplo

2x+7y = 5 2 75
=

—5x+3y = 4 ~5 3 4|

Assim, sistemas de equacdes lineares, como as que consideramos no capitulo anterior, podem ser
arranjados de forma pratica e compacta. Além disso, podemos executar determinadas operacoes
nessas matrizes para obter solugdes desses sistemas de forma bastante pratica. Vistas como
objetos matematicos por si mesmas, as matrizes ainda fornecem ferramentas para facilitar a
manipulacdo dessas operacdes na forma de matrizes elementares no caso geral, e matrizes

unimodulares no caso de solugdes inteiras.

A.2 Sistemas de equacdes lineares

Uma equacdo linear em n incognitas € uma equacao da forma
a\x;+ax,+--+a,x,=b (A.1)

De modo que x{,x,,...,X, sdo varidveis, a;,a,, ...,a, sdo nimeros reais, denominados coefici-
entes € b um niimero real, denominado termo independente.

Um sistema linear de m equagdes em n incdgnitas € um sistema da seguinte forma(LEON,

2010)
ayx1+  apx,+ o+ apx,= b
ay X1+ apxpt+ et ayx,= b (A2)
a1 X1+ a,pxo+ -+ a,,x,= b,
Uma solugdo de um sistema m X n € uma €nupla de nimeros (x;,x,,...,X,) que

satisfazem todas as equacdes do sistema.
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Exemplo 21. O par de equagdes

xl — XZ + X3 = 2
(A.3)
2x1+x,—x3=4
€ um sistema 2 X 3. Qualquer tripla da forma (2,a, ), com @ € R € uma solucao desse sistema.

Assim, este sistema possui infinitas solugdes.

O conjunto de todas as solugdes de um sistema linear é chamado conjunto solucdo
do sistema. Determinar os conjuntos solu¢des de sistemas lineares significa “resolver” estes
sistemas, e para tanto, contamos com diversos algoritmos que sdo ensinados em diferentes niveis
académicos. Comum a todos os estudos de resolucdo de sistemas lineares € a nocdo de sistemas

equivalentes.

Definicao A.2.1. Dois sistemas de equagdes envolvendo as mesmas varidveis sdo denominados

equivalentes caso possuam o mesmo conjunto solucao.

Podemos fazer algumas opera¢des num sistema de modo a transforma-lo enquanto
preservamos seu conjunto solucdo. Por exemplo, podemos adicionar um miultiplo de uma equacao
a outra equagdo, € 0 novo sistema serd equivalente ao original. Podemos ver isso do seguinte

modo. Se tomarmos duas equagdes desse sistema,

apx;+...a;,x, =0b;,

ajx;+...a;,x,=b
a tupla (xq,x,,...,x,) satisfaz essas equagOes se e somente se ela também satisfaz as equacdes

ajx;+--+a;,x,=Db;

(aj] +aa[l)x1 + - +(ajf’l +a’am)xn = bj +abl‘

Na verdade, existem trés operacdes que podemos realizar num sistema para obter um
sistema equivalente:
1. A ordem de quaisquer duas equacdes pode ser trocada.
il. Os dois lados de uma equacdo podem ser multiplicados por um nimero real nao-nulo.
iii. Um multiplo de uma equagao pode ser adicionado a outra.
No método da substituicao, utilizamos dessas opera¢des elementares para obter um

sistema equivalente que tenha uma forma “triangular”, ou seja, um sistema em que para a k-ésima



51

equagio ayy,ayy, .-, ag—1) =0 e ap # 0, sendo k = 1, ... n. Podemos reescrever o sistema A.3

na forma triangular como abaixo,

X —Xp+Xx3=2

xz—x3=0

de tal modo que fica claro que obtemos uma solu¢io quando fazemos x; =2 e x, = x3 = a, para

qualquer a € R.

A.3 Interpretacao geométrica

Sabemos da geometria analitica que uma equagdo r : ax+by+ c =0 representa
uma reta no plano cartesiano. Dai, estudar a solu¢do de um sistema de duas variaveis se torna
analogo a estudar as possiveis interse¢des de duas retas no plano. Sendo o sistema

s, ryloax+biy=c (Ad)

Pyl ayX+byy=cy

Temos duas retas no plano cartesiano. De posse delas, podemos fazer um estudo qualitativo das

solucdes desse sistema. Pela intuicdo geométrica, o par ordenado (x, y) s6 pode ser solucdo do

sistema .5 caso o ponto (x,y) pertenca as duas retas r; € r,. SO existem trés configuragdes que

essas retas podem assumir relativamente, e elas vao determinar a natureza do conjunto solugao
do sistema 5.

i. Se as retas r| e r, sdo paralelas, ndo hi pontos (x,y) que pertencam a ambas. Logo, o

sistema .S € impossivel.

ii. Se as retas r; e r, se encontram num Unico ponto, isto ¢, as retas sdo transversais e existe
um dnico ponto (x,y) que pertence a ambas. Logo, o sistema .S € possivel e determinado,
possuindo solu¢do Unica.

iii. Se ry e r, possuem mais de um ponto em comum, entdo elas sdo coincidentes. Assim,
existem infinitos pontos (x,y) que pertencem as ambas. Logo, S| é possivel e diz-se
indeterminado. Um sistema indeterminado possui infinitas solucoes.

Podemos generalizar a associacdo entre retas em R? e equagdes em duas variaveis,
de modo a associarmos hiperplanos em R” a equagdes em n variaveis. Esta intui¢do nos leva a
enxergar o estudo de um sistema linear do tipo A.2 de forma aniloga ao estudo das intersecoes

entre hiperplanos no espago R".



52

A.4 Resolvendo sistemas lineares

A.4.1 Representacdo matricial

Quando aprendemos a resolver sistemas no colegial, nos sdo ensinados dois métodos:
eliminacgdo e substituicdo. Esses sao, na verdade, duas faces do mesmo. Assim, no método da
eliminac¢do, tentamos fazer uma série de operacdes de tal forma a “nos livrarmos” de um certo
nimero de variaveis, chegando assim num sistema novo, de maneira tal que seja facil encontrar
as solucdes do novo sistema.

Essas operagdes utilizadas para chegar ao novo sistema sdo as trés descritas ante-
riormente, € portanto esse novo sistema € equivalente ao primeiro. Tanto a elimina¢cdo como
a substituicao se valem de que € conveniente converter uma das equagdes do sistema em uma
equacao envolvendo apenas uma das variaveis. Podemos determinar o valor dessa variavel e
através de substitui¢cOes determinar o valor das outras varidveis em outras equacdes uma a uma,
de maneira similar.

Para formalizar esses métodos, vamos reescrever os sistemas lineares na forma de
matrizes. Considerando o sistema linear A.2, podemos representar seus coeficientes numa matriz

A e os termos independentes num vetor b da seguinte forma

an dip ... A4y bl

ary aryy ... Qi b2
A= , b=

Anl Ao - Ay b,

Podemos juntar uma matriz B m X p ao final de uma matriz A m X n para obtermos uma matriz
aumentada (A|B). Se utilizarmos as matrizes referentes ao sistema A e b, podemos escrever a

matriz aumentada do sistema linear, (A|b)

ar e Ay bl
(A5)

a a b

ml mn m

Assim, o sistema pode ser resolvido através de operagdes nas linhas da matriz au-

mentada. Essas operacdes correspondem as trés operacdes mencionadas anteriormente.
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Operagdes elementares de linha

1. Trocar duas linhas.
ii. Multiplicar uma linha por um nimero real nao-nulo.
iii. Trocar uma linha pela sua soma com um multiplo de outra linha.

Para completar a representacao do sistema linear na forma matricial, precisamos
definir operagdes que transformem uma equacao matricial de volta na forma de sistema linear.
Definamos primeiro as operagdes para o caso mais simples. Um vefor € uma matriz que possui
apenas uma coluna. A transposta de um vetor v € uma representacao do vetor na forma de uma
linha, denotado por v!'. Por sua vez, a transposta de uma matriz A, denotada por AT é a matriz
cujas linhas correspondem as colunas da matriz original. Assim, podemos representar a matriz
A por [a; a, a3... a,], ou por (a;,a,,a3...a,), onde o vetor ay, k =1,2,...,n € a k-ésima coluna

de A. O produto de uma matriz A por um nimero ¢, € a matriz ¢ A cujas entradas sdo ca;;.
Definicao A.4.1. A soma de duas matrizes A e B de mesma dimensdo m X n é a matriz C cuja

entrada Cij =a,-j+b,» parai=1,2,...,m,j=1,2,...,n.

ja
Definicao A.4.2. Se a;,a,,...a, sdo vetores em R" e c{,c,,...,c, sdo nimeros reais (chamados

escalares), entdo a soma da forma
cila;+ca,...ca,
¢ dita combinagdo linear dos vetores ay,a,, ... a,.
Definicao A.4.3. Se A é uma matriz m X n e X € um vetor em R", entdo
AX = xja;+xpa5+ - +X,4,.

Da defini¢do acima, fica evidente que o produto de uma matriz por um vetor resulta

em um novo vetor. O produto de duas matrizes fica definido do seguinte modo:

Definicao A.4.4. Se A € uma matriz mXn e B é uma matriz n X r, entao
AB = (Aby, Ab,, ..., Ab,).

Observe que a matriz A B definida acima possui dimensdes m X r.
Consideremos agora um sistema indeterminado em » variaveis, € imaginemos geo-

metricamente (em R"). Utilizando a nota¢do matricial que desenvolvemos acima, escrevemos o
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nosso sistema na forma

Ax =b.

Esta notagdo pode ser “desempacotada” através da multiplicacdo de matrizes, de modo a recupe-
rarmos a notacao original do nosso sistema de equacgdes lineares.
Um sistema Ax = b € representado por uma infinidade de pontos na intersecao de um

conjunto de hiperplanos. Digamos que € conhecido um ponto da interse¢do, o vetor X,. Logo,
A(x—x¢)=0

representa um subespaco vetorial, de modo que todos os vetores que satisfazem esta equagao
podem ser representados como uma combinacio linear de um certo nimero de vetores vy, Vs, ..., Vi

e, portanto, a solucao geral do sistema € da forma

X=Xgt+avit+avy+--+a;vg. (A6)

A.4.2 Matrizes escalonadas por linhas

Até agora fizemos um estudo qualitativo dos sistemas lineares quanto as suas solugdes.
Porém ndo aprendemos ainda a resolver de fato um sistema. Antes disso, poderiamos nos perguntar
analiticamente se ao menos € exequivel resolver o sistema. Para isso, precisamos transferir o
método de substitui¢do para a notacdo matricial. De posse da matriz aumentada de um sistema
linear, o primeiro passo envolve construir uma matriz escalonada por linhas, conforme definido

abaixo, através de operacdes elementares de linha.

Definicao A.4.5. Dizemos que uma matriz esta na forma escalonada por linhas se:
i. O primeiro elemento ndo-nulo de uma linha nao-nula qualquer € igual a 1 (este elemento é
chamado de lider ou pivo).
ii. O pivd de uma linha inferior fica estritamente a direita do pivd da linha superior.

iii. As linhas nulas, se houverem, sdo agrupadas abaixo das linhas ndo-nulas da matriz.

O processo de constru¢ao de uma matriz escalonada por linhas a partir da matriz
aumentada de um sistema € analogo ao processo de produc¢do de um sistema “triangular” através
de operacdes elementares nas equacoes desse sistema. A partir da matriz escalonada, facilmente
obtemos o conjunto solucdo do sistema linear correspondente pelo método da substituicao/elimi-
nacdo. Além disso, é costume continuar o processo de eliminacdo até que as entradas da matriz

acima de cada piv0 tenham sido eliminadas. Isto leva a proxima defini¢ao:
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Definicdo A.4.6. Uma matriz € dita da forma escalonada reduzida se
i. A matriz estd na forma escalonada.

ii. A primeira entrada ndo-nula em cada linha € a Unica entrada ndo-nula em sua coluna.
A.4.3 Eliminacdo de Gauss

O algoritmo que consiste em colocar a matriz aumentada de um sistema linear em
sua forma escalonada de modo a resolver esse sistema é chamado Eliminacao de Gauss. O
processo de se utilizar operacdes elementares de linha para se transformar uma matriz na sua
forma escalonada reduzida € chamado algoritmo de reducdo de Gauss-Jordan.
Podemos resumir o algoritmo da eliminacdo de Gauss da seguinte maneira:
1. Se todas as entradas da 1 coluna sdo nulas, passe para a préxima coluna que possui pelo
menos uma entrada ndo-nula. Considere essa a primeira coluna;
ii. Se a;; =0, troque a primeira linha com alguma linha cuja primeira entrada € ndo-nula;
iii. Se ay; # 0, multiplique toda a linha por a—:l para obter um pivo (ou termo lider);
iv. Elimine todos as outras entradas nao nulas da 1* coluna utilizando de operacdes elementares
de linha;

v. Ignore a primeira linha e a primeira coluna e repita o processo para a submatriz obtida.

Exemplo 22. Vamos utilizar o algoritmo de reducdo de Gauss-Jordan para resolver o sistema

abaixo:
3x; +4x, =2
—X, +x =4
20 (A7)
—-x3 =3x4 =3

X1 +X2 +X3 +X4 =0

Ap0s colocar o sistema na forma de equagao matricial AXx =b, onde x = (x, x5, X3, x4)T,
extraimos a matriz aumentada. Em seguida, aplicamos o algoritmo de Gauss-Jordan para obter a

matriz reduzida, donde a solu¢do do sistema fica evidente.



56

3 4 0 0 2 1 2 -2 =2 2

0 -1 1 0 4 | Ly»L,-2Ly4 0 -1 1 0 4 | L~»L+2L,
D ———— D ————

0 0 -1 -3 3 0 0 -1 -3 3

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

1 0 0 2110 1 0 0 2110
0 -1 1 0 4 | Ly—L4-L, 0 -1 1 0 4 | L,»-L,
e s
0 0o -1 =313 0 0 -1 =31 3 |L~-Ls
1 1 1 1 0 0 1 1 3 | -10
1 0 0 2110 1 0 0 2110
0 1 -1 0 —4 | Ly—Ly+Ls 0 1 0 3 =7 | Ly=Ly—L,
—_— _—
0 0 1 3 | -3 0 0 1 3 | -3
0 1 1 3 | -10 0 1 1 3 | -10
1 0 0 2110 1 0 0 2110
0 1 0 3 | =7 | -1, 0 1 0 3 | =7 | -3
_— _—
0 0 1 3 | -3 0 0 1 3 | -3
0 0 1 0 | -3 0 0 0 -3, 0
1 0 0 -2 10| LimLit2L, 1 0 0 0 | -3
1 0 3 | =7 | Lmle3L 1 0 0 10
—_—
0 | -7

0 0
0 0 1 3 =3 | L= ls—3L 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

Temos entdo que a nova equacdo matricial equivalente ao sistema A.7 € Ix = (-3, 10, -7,0)7,

de modo que a solug@o para o sistema € x; = -3, x, = 10, x3 =-7, x, =0.
Obs.:

Por I se entende a matriz quadrada onde as unicas entradas diferentes de zero se
encontram na diagonal principal e sdo iguais a 1. Quando a ordem da matriz ndo estiver clara

pelo contexto, costuma-se indicar uma matriz identidade de ordem » por 1.
A.4.4 Matrizes elementares

Definicao A.4.7. Uma matriz A n X n € dita ndo singular ou invertivel caso exista uma matriz B

tal que AB = BA = 1. A matriz B é chamada de inverso multiplicativo de A, e € normalmente



57

escrita como A~!. Caso a matriz A niio possua inverso multiplicativo, ela e chamada singular.

Caso B e C sejam ambas inversos multiplicativos de A, entio
B=BI =B(AC)=(BA)C=IC=C

Assim, uma matriz invertivel possui um inverso multiplicativo tGnico. A matriz A~! é mais
normalmente chamada de inversa de A.
Retomando o conceito de sistemas equivalentes, podemos facilmente obter um sistema

equivalente a AX = B se multiplicarmos ambos os lados por uma matriz invertivel M :

Ax=b

MAx=Mb

E evidente que uma solu¢ao da primeira equagdao também serd solugcdo da segunda. Se mul-
tiplicarmos os dois lados da segunda equagiio por M~!, obtemos que os dois sistemas sio
equivalentes.

Esta noc¢do é extremamente 1til para representarmos operacdes elementares de linha.
Através da defini¢do a seguir, somos capazes de representar uma operacdo elementar de linha na

matriz A através da multiplicacdo de A por uma matriz E;.

Definicao A.4.8. A matriz E resultante da aplicacdo de exatamente uma operagao elementar de

linha na matriz identidade I é chamada matriz elementar.

Assim, se escolhermos E; como sendo a matriz resultante de se executar uma troca de
linhas na matriz I, a matriz E; A serd a matriz resultante de se executar esta mesma operacao na
matriz A. Se escolhermos diversas matrizes Ey, E,, ..., E; correspondendo a diferentes operagdes
elementares de linha cada uma, amatriz E, ... E, E| A, representando a matriz A transformada por
cada operacgao elementar em ordem, pode ser abreviada, através da multiplicacdo de matrizes, por

E*A,onde E* = E, ... E, E,. Esta ¢ uma notagdo bastante conveniente por ser tio compacta.
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