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RESUMO

Nesta dissertagao de mestrado buscamos discutir, de modo claro, dialogico e sistemético
as técnicas e consequéncias da insercao de termos massivos na teoria Eletromagnética
de Maxwell. Inicialmente fazemos uma discussao do Eletromagnetismo usualmente tra-
balhado através de trés linguagens mateméaticas. Como exercicio didatico, abordamos
o mecanismo de Proca como geracao de massa ad-hoc, contextualizando-o no cenario da
supercondutividade. Para alcancgar os objetivos propostos inserimos um termo topologica-
mente massivo do tipo Chern-Simons, o que faz o Eletromagnetismo ganhar caracteristicas
distintas. Nestas teorias a dimensionalidade do espaco se restringe a quantidades impares
e o foton adquire massa, o que leva a lei de Coulomb a ter o seu alcance estritamente limi-
tado em uma espécie de blindagem. O cerne do trabalho contém uma discussao completa
da versao abeliana do modelo BF que, ao usar de tensores antissimétricos, constitui efetiva-
mente uma generalizagao dimensional da teoria de Chern-Simons. Questoes relacionadas
a simetrias do modelo, reducao dimensional e da dinamica dos campos sao discutidas em
pormenores. Por fim, buscamos obter as solugoes das equacgoes de Maxwell massiva no
caso estatico, de modo a contextualizar e motivar o estudo da teoria de Maxwell-BF.

Palavras-chave: Teorias de calibre. Teorias de campos topologicas. Formas diferenci-
ais. Chern-Simons.Modelo BF.



ABSTRACT

In this master’s thesis we seek to discuss, in a clear, dialogical and systematic way, the te-
chniques and consequences of the insertion of massive terms in Maxwell’s Electromagnetic
theory. Initially, we discuss Electromagnetism, usually worked out in three mathemati-
cal languages. As a didactic exercise, we approach the Proca mechanism as an ad-hoc
mass generation, contextualizing it in the scenario of superconductivity. To achieve the
proposed objectives, we inserted a topologically massive term of the Chern-Simons type,
which makes FElectromagnetism gain distinct characteristics. In these theories, the di-
mensionality of space is restricted to odd amounts and the photon acquires mass, which
leads Coulomb’s law to have its range strictly limited in a kind of shielding. The core of
the work contains a complete discussion of the Abelian version of the BF model, which,
using antisymmetric tensors, effectively constitutes a dimensional generalization of the
Chern-Simons theory. Issues related to model symmetries, dimensional reduction and fi-
eld dynamics are discussed in detail. Finally, we seek to obtain the solutions to Maxwell’s

massive equations in the static case, in order to contextualize and motivate the study of
Maxwell-BF theory.

Keywords: Gauge theories. Topological field theories. Differential forms. Chern-
Simons. BF model.
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1 INTRODUCAO

“Se nao tiver ninguém para continuar
o que os outros fizeram, a morte de
todos que lutaram por isso até agora

terd sido em vao”

Eren Yeager (Hajime Isayama)

1.1 A Fisica Teoérica e a descricao do Universo

O maior desafio de um fisico tedrico é formular uma teoria que seja conceitu-
almente consistente e comprovada experimentalmente, afinal uma teoria fisica deve estar
de acordo com a Natureza [1|. Na tentativa de descrever os fendmenos naturais, diversas
teorias foram construidas de forma hermética e desvinculada, cada uma com seu conjunto
de premissas e limites bem estabelecidos.

A Mecdnica, por exemplo, se divide em quatro teorias (Mecdnica Qudntica,
Mecanica Cldssica, Mecanica Relativistica e a Mecanica Quantica Relativistica) que se
relacionam sobre duas caracteristicas fundamentais (a dimensao, d, e velocidade, v, dos
objetos envolvidos na descri¢do) [2]. Dependendo das condigoes do problema, mesmo a
Mecanica Cldssica (que ¢ conceitualmente a mais ‘limitada’ ![[) oferece uma descrigao fiel
aos problemas, como é o caso das situacoes cotidianas.

Com os limites das teorias bem estabelecidos é possivel (na maioria dos casos)
transitar entre as mesmas através de operacoes de limites ou por teoremas de conexao. Por
exemplo, a Relatividade Restrita (RR) nos limites de baixa velocidade se torna a Mecdnica
Cldssica |3] enquanto que na Mecdnica Qudantica o Teorema de Ehrenfest associa o valor
esperado dos operadores quanticos as grandezas classicas correspondentes [4].

Enquanto as leis fisicas tém que ser verificadas experimentalmente, as leis
matematicas sdo demonstradas [5] de tal forma que a construgdo matemaética ¢ invariante
sobre a génese da teoria fisica e, muitas vezes, estabelece resultados que sao verificados
experimentalmente a posteriori.

Do ponto de vista pragmatico a Mecdnica Analitica (MA) é o alicerce da
Fisica Tedrica |6], haja vista que os fendmenos fisicos podem ser completamente descritos
conhecendo-se as funcoes lagrangiana ou hamiltoniana e, a partir delas é possivel, via

Principio de Hamilton [7], obter as equagoes que governam a dinamica do sistema.

YA Mecdnica Cldssica é mais ‘limitada’ no sentido de ser um caso particular das demais teorias.
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Dependendo da natureza da configuragao do sistema estudado é possivel descrevé-
lo através de suas simetrias, isto é, transformacgoes que o deixam invariante. Matematica-
mente, este efeito é tal que as equagoes que descrevem o sistema mantém a mesma forma.
Tais simetrias podem ser categorizadas de duas formas distintas, as denominadas conti-
nuas sobre o espaco-tempo, e as discretas [§8]. Ao longo desta dissertacao os sistemas mais
discutidos possuirao duas simetrias principais a invariancia de Lorentz e a invariancia de
gauge (ou simetria de calibre), ambas simetrias continuas do espago-tempo. Um resumo

das principais simetrias em Fisica consta na Tabela 1.

Simetria continua Simetria discreta
Translacao no espaco: ¥ — ¥+ d Transformacao de paridade: ¥ — —&
Translacao no tempo: t —t+ 7 Inversao temporal: ¢ — —t

Rotagio no espago 3D: z* — R}(6, @)z’ Translacoes discretas na rede
Transformagao de Lorentz: x# — Alz” Rotagoes discretas na rede
Transformacao de gauge: A, — A, + 0, | Simetria de permutacao das particulas

Tabela 1: Conjunto das simetrias mais recorrentes no estudo de Fisica Tedrica separadas
pelo carater de suas transformagoes (continuas e discretas). Fonte: Adaptado de Tung]9).

O estudo de simetrias se intensificou ap6s a formulacao do Teorema de No-
ethei] o qual associa a cada simetria continua uma lei de conservagadf [11], dando um
caridter mais geométrico & propriedades fisicas de determinados sistemas, como a conser-

vacao do momento linear total [9)].
1.2 O Modelo Padrao e a busca por unificagao

Atualmente sabe-se que a dinamica do Universo é governada por quatro forcas
fundamentais: gravitacional, eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca. Acredita-se
que essas forcas, embora apresentem um problema de hierarquiaﬂ sejam derivadas de uma
teoria mais fundamental e tnica. Este era talvez o maior sonho de Einstein: construir
um esquema amplo que unificasse todas as interagoes conhecidas (o Eletromagnetismo e a
Gravitagao) |13]. Einstein nao obteve éxito e seu sonho foi adiado, até que seu propdsito
foi herdado por uma legiao de seguidores.

Atualmente uma consideravel parcela dos fisicos tedricos dedica a sua vida
e carreira ao objetivo de criar um modelo sistemético que aborde todas as interacoes

do Universo, numa denominada “Teoria do Tudo”. Nesta teoria, a forca fundamental

2Para uma breve revisdo de Mecdnica Lagrangiana e do Teorema de Noether, consulte o Apéndice A.

3Veremos, em capitulos posteriores, que a simetria de gauge estard associada a conservacido da carga
elétrica [10].

40 problema de hierarquia das forcas fundamentais ¢ a existéncia de uma diferenca consideravel na
intensidade da forca gravitacional com relacio as outras trés no cenério microscopico [12], ela é fraca
demais!
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na génese do Universo conhecido se dividiu nas forcas atualmente conhecidas, iniciando
pelo desacoplamento da forca gravitacional e seguindo as demais em um ordenamento

semelhante ao representado na figura [I]

Forga

L Forca Frace
Gravitacional

Forca Forca Forca
Fundamental Eletronuclear Eletrofraca

Forca Elétrica

Eletromagnetismo

Forga Forte
Forca

Magnétice

Figura 1: Relacao de desacoplamento das forgas fundamentais que descrevem o Universo.
Fonte: O autor.

Compreender como a matéria e as particulas de for¢a interagiam no comeco
do Universo pode abrir uma margem para uma Fisica completamente diferente da atual,
nos possibilitando uma compreensao mais fundamental do Universo [13], como ele efeti-
vamente surgiu e qual a causa para essa forca fundamental se fracionar nas conhecidas
atualmente.

E natural que o processo de unificacio dessas forcas aconteca no sentido con-
trario ao desacoplamento. Inicialmente Maxwell conseguiu, através de ferramentas do
calculo vetorial, integrar as forcas elétricas e magnéticas que até entao eram compreen-
didas como forcas distintas na descricao de fendémenos sem qualquer correlagao, em uma
forca eletromagnética. Assim sendo, a teoria eletromagnética de Maxwell corresponde a
uma das grandes unificagbes em Fisica [14].

No entanto, o processo de unificacao encontrou uma dificuldade, novamente
relacionada & Gravitagio (ela ¢ ndo renormalizaveP] [1]). Entretanto, foi possivel uni-
ficar as outras teorias em um modelo que explica nao apenas a maneira com a qual as
particulas de matéria (léptons, quarks e hadrons) interagem entre si, mas também da um
entendimento sobre como essa interacao ocorre devido aos bosons vetoriais (particulas de
for¢a), além de uma explicagao sobre a origem da massa das particulas (mecanismo de
Higgs). Este modelo é conhecido por Modelo Padrdo das particulas elementares (MP)E]
[1].

5Uma teoria fisica é dita renormalizavel quando é possivel, ao se redefinir os parametros de acoplamento
dos campos, eliminar os infinitos das quantidades fisicas na Teoria Qudntica de Campos (TQC) [1].

6Uma leitura divertida sobre o assunto em nivel inicial foi escrita por Woithe, Wiener e Veken|15].
Os autores fornem uma explicacdo qualitativa dos termos da lagrangiana do Modelo Padrao e discutem
a interpretacao de cada termo com base nos diagramas de Feynman associados.
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Embora ferramentas matemaéticas permitam descrever todos os bésons vetori-
ais através dos tensores e as particulas de matéria pelos spinores, as forcas eletromagné-

ticas sdo as tnicas totalmente compreendidas [2].

1.3 Porque estudar o Eletromagnetismo?

Pela completeza e ‘simplicidade’ da teoria eletromagnética seria natural se
questionar porque pesquisadores mantém estudos sistematicos nos dias atuais, sendo ela
uma ‘teoria consolidada’. Embora o FEletromagnetismo seja, de fato, uma teoria soélida,
existem variantes da teoria de Maxwell, como a denominada eletrodinamica planar, que
apresentam caracteristicas completamente distintas daquela observada em um espaco-
tempo (3 + 1)-dimensional.

Além disso, em uma teoria de campo (dentro de certos limites) é possivel adi-
cionar termos na acao que independem da métrica do espaco analisado, sendo portanto
termos topolodgicos. Estes termos topolégicos constituem uma forma alternativa ao Me-
canismo de Higgs na geracao de massa das particulas que mediam a forca. Em especial,
nas teorias de Maxwell com a adicao de um termo de Chern-Simons que leva o féton a
adquirir massa e a Lei de Coulomb deixa de ser vélida, tendo um alcance estritamente
limitado.

Estudos recentes no assunto mostraram que os modelos de Maxwell-Chern-
Simons e Auto-Dual admitem a mesma redefini¢ao de campos [16], que o termo de Chern-
Simons pode ser induzido por efeitos radioativos |17] e reduzido por simetrias [18]. Além
disso, em 2019, Blasi e Maggiore|19] discutiram a Teoria de Mazwell com um termo de
gauge topologicamente massivo do tipo BF para descrever a dualidade em condigoes de
contorno, nessa condi¢ao as identidades de Ward (que descrevem as simetrias de gauge
da teoria) foram quebradas, sendo necessério construir condigoes de fronteira mais gerais

e uma algebra de corrente nao trivial na fronteira.

1.4 Sobre as hip6teses e objetivos

Uma vez estabelecidas suposicoes, como a massa do foéton ser nula e, con-
sequentemente, o mesmo se propagar como uma onda com a velocidade da luz, todo
o FEletromagnetismo de Maxwell foi originado, permitindo uma descricao de fenémenos
naturais. Este é o caminho logico: a partir de algum ‘se’ deve-se obter um ‘entao’ logi-
camente consistente (pelo menos no aspecto teorico). Com efeito, mudangas na premissa,
inicial abrem possibilidades para teorias mais abrangentes da realidade e possibilitam uma

compreensao mais geral do funcionamento do Universo.
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A hipotese inicial desta pesquisa, sem duvidas, foi o cardter limitado que a
interacao eletromagnética deva possuir, uma vez que a velocidade da luz agora ¢ um
limite inalcancavel no cenério de velocidades para a propagacgao de informagao. Com isto,
mesmo uma particula puntiforme deve ter seu potencial elétrico ‘blindado’.

Em contrapartida, uma teoria de f6ton massivo deve apresentar caracteristicas
(simetrias) fundamentais observadas, como é o caso da conservagao da carga elétrica (asso-
ciada a simetria de gauge), fazendo com que a teoria de Maxwell-Proca (a primeira teoria
de foton massivo, baseada no termo de Klein-Gordon do campo escalar) deva obedecer
uma condicao de vinculo.

O objetivo geral desta dissertacao é discutir o efeito de uma teoria de féton
massivo via geracao de massa topologica e que preserve a simetria de calibre. Com isso,

os objetivos especificos sao:
e Discutir as ferramentas matematicas necessarias;

e Apresentar os mecanismos de geracao de massa dos campos vetoriais pelo modelo

de Proca, suas propriedades fundamentais e aplicacoes;

e Examinar as Teorias de Gauge topologicamente massivas, em especial o modelo BF

e suas simetrias fundamentais;
e Discutir a reducao dimensional do modelo BF;
e Obter equacoes diferenciais que descrevam a dinamica de sistemas de foton massivo;
e Descrever a eletrostatica generalizada;

e Discutir alguns problemas classicos, com efeito de motivacao da aplicabilidade do

modelo.
1.5 Sobre a construcao desta dissertacao

Esta dissertacao foi escrita com a tentativa de ser completa em si mesma,
pois nao sao necessarios extensivos requisitos externos, afinal aquilo que é necessario foi
cuidadosamente inserido neste texto em um carater de revisao nos primeiros capitulos e
nos apéndices.

Para atingir os objetivos aqui propostos o trabalho foi dividido em capitulos,
com organizacao propria e sequencial, de modo que é recomendada a leitura deste texto
na ordem apresentada. No capitulo 2, intitulado “Fundamentacao Matemaética” discuti-
mos alguns pontos fundamentais da teoria de tensores e consequentemente das formas

diferenciais em uma construcao logica da evolugao dos conceitos.
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No capitulo 3, denominado “Formulagoes da Eletrodindmica” discutimos ini-
cialmente a teoria eletromagnética de Maxwell com seus principais resultados conhecidos
do calculo vetorial. Em seguida fizemos a transposicao para a formulacao covariante e
por fim, a descrevemos através das p-formas.

O capitulo 4, descrito como, “Eletromagnetismo em Teorias de Campo” buscou
introduzir os conceitos da Mecdinica Lagrangiana no Eletromagnetismo de Maxwell, além
de iniciar a discussao sobre fé6ton massivo através da discussao da teoria de Maxwell-Proca
em uma aplicacao na Supercondutividade.

O capitulo 5, “Efeitos da Massa Topologica na Eletrodinamica”, buscou in-
troduzir os chamados termos topologicamente massivos, como ¢ o caso da teoria de
Chern-Simons. Nele, abordamos a teoria de Maxwell-Chern-Simons no cenario (2 + 1)-
dimensional, dando uma leve explanagao sobre sistemas D = (4 + 1).

J& no capitulo 6, denominado como “Teorias de Campo Topologicamente Mas-
sivas”, se constitui como o cerne da dissertagao, a descricao geral de um modelo to-
pologicamente massivo, invariante de gauge e sem a restricao dimensional da teoria de
Chern-Simons. Neste capitulo, obtemos a dinamica dos campos nas equacoes de Maxwell-
BF e discutimos brevemente algumas modificacoes na FEletrostdtica através de problemas
classicos.

Por fim, o capitulo 7, intitulado como “Consideracoes e Perspectivas”’, como o
nome diz, resume aquilo que foi feito e o que se pretende desenvolver em trabalhos futuros

no doutorado.
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2 FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Serao apresentados neste capitulo, alguns pontos fundamentais de Matemdtica
para uma compreensao completa do formalismo empregado nesta dissertacao. Inicial-
mente serd feita uma discussao de tensores (baseada nas referéncias [1,[5,20]) em um
carater de revisao e, em seguida, uma discussao em maior profundidade das formas di-
ferenciais (baseada, sobretudo, no livro “Geometry, Topology and Physics” do professor
Nakahara|21]). Ao longo do capitulo serdo feitos redirecionamentos para leituras comple-

mentares, quando necessario.
2.1 Tensores

Embora o estudo de vetores possua diversas caracteristicas e interpretacoes na
descricao de sistemas fisicos, ocorre de muitas vezes serem necessarios objetos de mais
componentes, como é o caso das matrizes. Define-se entao o tensor como um objeto
matematico que generaliza a nogdo de vetor |11].

Muitos objetos de teorias fisicas assumem um cardter tensorial, como é o caso
dos tensores momento de inércia e energia-momento 22|, este tltimo consta demonstrado
no formalismo lagrangiano como consequéncia do Teorema de Noether no Apéndice A e

discutido para o caso do campo eletromagnético no capitulo 3 desta dissertacao.

2.1.1 Definicoes e propriedades gerais

Considere uma transformacao de coordenadas, dada porﬂ [5]

oxI

dz' = da?, (2.1)

no entanto, se tomarmos a derivada de uma funcao escalar ¢ com relacao as coordenadas

obtemos

op oz’ 0¢
ozt Qa0

Observe que os vetores de coordenadas e os vetores de derivada direcional se transformam

(2.2)

de maneiras distintas, enquanto um se transforma com R o outro se transforma com R},

desde que o jacobiano da transformacdo ndo seja nulo [20].

'E importante deixar claro que, a partir daqui, serd usada a convencdo de Einstein, na qual um par
de indices repetidos no mesmo termo de uma equacgao representa uma soma, isto é,
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Convenciona-se entao, denominar duas representacoes, os objetos com indice
sobrescrito recebem o nome de contravariantes, enquanto que objetos com indice subscrito
sao denominados covariantef] [23]. Essas duas representagoes sugerem que estes objetos
matematicos existem em espacos duais, de tal forma que deve existir uma relacao de
correspondéncia dualf| entre ambos. Por isso o vetor gradiente é geralmente escrito como

sendo

0
ort’

com efeito, define-se um mapeamento que leva os objetos do espaco dos vetores (V) em

0;

(2.3)

seu correspondente no espaco dos covetores (*V), este mapeamento denominado métrica
g:V ="V (veja a figura , é tal que define-se uma operacdo de ‘abaixamento’ (‘levan-

tamento’) de indices
Ai = gz‘jAj e AZ = gijAj, (24)

com g“ sendo o inverso de g;;, ou seja [1]

gijgjk = gz = 5,2. (2.5)

i

i

i

i

i

i

i

! .
i
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[

Figura 2: A relacao entre o espaco dos vetores (V) e o espago dos covetores (*V) é dada
pelo mapeamento g,,,, denominado métrica. Fonte: O autor.

Assim, em geral, um tensor de posto (ou rank) p + ¢ com p indices contrava-

riantes e ¢ indices covariantes é um objeto do tipo (p,q) que se transforma do seguinte

20 termo covariante possui um outro significado, a invariancia da forma. Diz-se que uma determinada
teoria fisica é covariante se suas relacoes matematicas permanecem invariantes sob uma transformacgao
caracteristica [1], isto é, se puderem ser escritas em termos de quadrivetores e quadritensores. Como
veremos no proximo capitulo, o Eletromagnetismo de Maxwell é covariante.

3Essa correspondéncia dual é similar & dos ‘kets’ e ‘bras’ da Mecdnica Qudntica de Dirac, de modo
que é possivel operacionar tensores em ambas as representagoes e obter escalares da teoria.



2.1. TENSORES 25

modo [20]

T/N1H2'”Hp al,lﬂl ax/uz axlﬂp oxPr OxP? OxPa MAzeAp
s O = G ge T G 00 9 g s (O

(2.6)

onde cada indice se transforma como o do vetor.
Uma caracteristica dos tensores é que seu produto gera um outro tensor de
posto alterado, esta alteracao depende exclusivamente do rank dos tensores envolvidos.

Como exemplo, sejam dois tensores covariantes, de postos p e ¢ respectivamente, assim

, , O™ oz QP Qxra ,
Tul"'upWV1~~~Vq = o' e Ot Hp'1 T Ox!Va T)\1~~)\pWP1“‘Pq = Q1 Qpyq))

p+ q%?armos

(2.7)

sendo o resultado um tensor covariante de rank p + q.

Além disso é possivel reduzir a ordem de um tensor contraindo indices contra-
variantes com covariantes, em especial o produto de um tensor do tipo (p, q), com 5Z] é um
tensor de ordem p+ ¢ — 2. Com essa caracteristica podemos construir escalares (invarian-
tes sob transformagoes de coordenadas) da teoria e definir uma generalizagdo do produto

escalar como sendo a contracao de um tensor covariante com um tensor contravariante

1%l ax/i dz* kE Aj j
A'Bj = 5o ABy = 0fAIB, = ATB;, (28)

em que foi utilizada a relacao de correspondéncia dual entre as duas representagoes, de

tal forma que no espago euclidiano [6]
T; = 5ijxj> (29)

com 9;; sendo o tensor métrico deste espagoﬂ

Muitos dos tensores mais relevantes em Fisica sao os objetos de dois indices,
os quais podem ser associados & uma matriz. Uma caracteristica muito 1til desse tipo
de tensor é que o mesmo pode ser decomposto como a soma de dois outros tensores, um

simétrico e um antissimétricd?]

1
Ty =5 (T + T) + 5 (T = Ti) = Ty + T (2.10)

DN —

no qual T{;; e Tj;;) sao as partes simétrica e antissimétrica de Tj;, respectivamente. Esta

“Pela caracteristica fundamental de § = det(d;;) = 1 ndo hé diferenca entre as duas representagdes,
explicando porque essa diferenca nao é importante para as teorias usuais. Isto ndo sera verdade para os
objetos do espaco de Minkowski!

5Simetria, neste sentido, esté relacionada & permutacao de dois indices do tensor, um tensor simétrico
é tal que S;; = Sj;, enquanto que um tensor antissimétrico ¢ tal que A;; = —A;;.
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propriedade é importante, pois a Contragéoﬁ de um objeto simétrico na permutagao de

dois indices, com um antissimétrico nos mesmos indices é identicamente nulo
SijA” = SjiA]l = —SijAZ] = SijAZ] =0, (211)

a primeira igualdade é verdade pois indices saturados (somados) podem ser renomeados.
Uma consequéncia direta dessa caracteristica é que a contracao de dois tensores de rank-
2, sendo que pelo menos um seja uma quantidade antissimétrica, faz com que apenas a
parte antissimétrica do outro tensor contribua, o que reduz abruptamente o ntimero de
componentes independentes. Enquanto uma matriz antissimétrica de ordem N possui [22]

N N! N(N —1)

(2.12)

9 AN-—2)! 2

componentes independentes, uma matriz simétrica possui os N termos da diagonal prin-

cipal a mais.

2.1.2 Tensores no Espaco-Tempo

O estudo do espaco-tempo se centraliza nos objetos invariantes, como o ele-

mento de linha, dado por 24|
ds® = dx,dx" = g, (z)da"dz”, (2.13)

onde g, (x) é o tensor métriC(ﬂ, e x é o conjunto de coordenadas do espa(;o—tempﬂ.
Um caso especial de espaco-vetorial no qual g,, nao depende das coordenadas

é o espago de Minkowski, no qual [25]
ds® = n,,dtda”, (2.14)
onde a métrica dada por

+1 sepu=v=0
Nw =14 —1 sep=v=icom(i=1273) , (2.15)
0 sepu#v

6Contracdo ¢ o termo usado para a soma implicita em indices repetidos, seguindo a convencdo de
Einstein A, B* indica que h4 uma soma sobre todos os valores de (.

"Espacos vetoriais nos quais a métrica ndo depende das coordenadas do espaco-tempo sido chamados
espacos chatos (flat, do inglés), como é o caso do espago vetorial em que vivem os objetos da Relatividade
Restrita.

8E comum representar um espaco-tempo evidenciando o nimero de coordenadas tipo espaco adicio-
nada do numero de coordenadas tipo tempo, por exemplo o espaco de Minkowski é um espago (3 + 1)-
dimensional.
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¢ denominada métrica de Bjorken-Drell’l Com isto, o elemento de linha
ds® = Adt* — da® — dy® — d2?, (2.16)

com dx’ = cdt. Fisicamente o elemento infinitesimal de linha é a entidade geométrica
na variedade que conecta dois eventos, localizados por 4-vetores z# [5]. Da forma como
ds? foi definido, em um gréafico que compreenda di¥ versus cdt pode ser separado em trés
regioes [25]
ds?> >0 tipo tempo,
ds? < 0 tipo espaco, (2.17)
ds®> =0 cone de luz,
essas condicoes relacionam as conexoes existentes entre dois eventos quaisquer. A figura

esquematiza isto para uma dimensao espacial.

4ct ¢

Figura 3: Estrutura causal da Relatividade Restrita na qual os eventos A e B estdo
conectados por uma relacao de causalidade, enquanto o evento C' é independente dos
demais. Fonte: Adaptado de Neto|l].

A regido sombreada corresponde a trajetorias no espago-tempo (também de-
nominadas linhas do universo) de particulas com v > ¢ (correspondendo ao intervalo do
tipo espago) e por isso ndo podem estar conectadas por relagoes de causalidade, ou seja,
nao ha comunicacao entre os eventos devido a limitacao na velocidade da luz. Por outro

lado, as particulas massivas com v < ¢ residem no interior do cone de lquT] e estao sepa-

9A diferenca de sinal entre coordenadas tipo tempo e tipo espaco, se d4 para que todas as componentes
sejam reais. Uma tentativa de fazer o espaco-tempo ter uma meétrica positivo definida obriga a coordenada
temporal & ser um nimero complexo, sendo tais métricas usualmente denominadas pseudo-euclidianas
[1].
100 cone de luz corresponde as linhas de universo de particulas ndo massivas com v = ¢ (por isso, cone
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rados por um intervalo do tipo tempo, no qual é impossivel tomar os eventos simultaneos,
fazendo com que nao seja possivel modificar a ordem temporal dos eventosE] via mudanca
de referencial.

Neste espaco-tempo, dominio da Relatividade Restrita, a transformagao carac-
teristica é dada pelas Transformagées de Lorentz (TL) [3|, as quais s@o o tinico conjunto
de transformagoes nao singulares no espago chato que mantém a invariancia de ds? |24],
de tal modo que preserva as propriedades de ds? , preservando assim as relacoes de
causalidade das particulas.

Além disso, neste espaco, quadrivetores contravariantes possuem componentes

AP = (AO,fT) , (2.18)

enquanto que a sua representacao covariante carrega um sinal de menos na parte espacial

A, = <A0, —A’) . (2.19)
2.2 Formas Diferenciais

Um problema natural que aparece no uso de tensores é que trocamos o For-
malismo Vetorial, o qual exige o uso de uma grande quantidade de equagoes diferenciais
acopladas para o estudo de sistemas de muitas particulas e graus de liberdade, por um
outro que, muitas vezes o reduz a uma equacao, mas os objetos envolvidos possuem varios
indices e, consequentemente mais componentes (afinal os graus de liberdade fisicos devem
ser independentes da escolha do formalismo!). Por exemplo, um tensor covariante de rank
5 em um espago com D = 10, isto é, o objeto T}, ,sn(%), onde x é um ponto do espago
10-dimensional, possui um total de 10° componentes. Neste sentido trabalhar com objetos
com essa quantidade de componentes é impraticavel, mesmo em sistemas constituidos de
poucas particulas. Por conta disso, uma das maiores motivacoes de fisicos, sobretudo dos
que trabalham com Teorias de Campo, é simplificar a0 maximo a descri¢ao de um sistema,
de modo a descrevé-lo com o minimo de componentes, graus de liberdade e equacoes de
movimento compactas para suas grandezas dinamicas.

Como vimos, os tensores sao objetos matematicos que possuem uma determi-
nada propriedade de transformacao sobre algum grupo de simetria continua@. Em uma

abordagem algébrica (discutida no inicio deste capitulo) vimos que, se T é um tensor e

de luz), no qual ds* = 0 [3].
H1Ge fosse possivel se deslocar com v > ¢ entdo seria realizdvel a mudanca do ordenamento temporal,
fazendo com que o efeito precedesse sua respectiva causa, violando o principio da causalidade [25].
12Gimetria continua é qualquer conjunto de transformacdes que podem ser reduzidas & identidade por
uma varia¢do continua de seus parametros [9)].
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S um conjunto de transformacoes (por exemplo, uma rotacao dos eixos de coordenadas),
temos que
T = ST, (2.20)

aqui foram deliberadamente omitidos os indices envolvidos.

No entanto, é possivel dar uma interpretacao mais geométrica aos tensores
através das formas diferenciais. O estudo das formas diferenciais de rank p (que serao de-
notadas ao longo deste texto como p-formas) é uma abordagem geométrico-diferencial dos
tensores [26]. Assim como aconteceu com os tensores, foi com o advento da Relatividade
Geral que a Geometria Diferencial adentrou a Fisica de modo definitivo.

Historicamente um dos precursores do estudo das formas diferenciais foi o
matematico francés, Elie Cartan, que associou essa correspondéncia entre espacos vetoriais
do tipo vetores de deslocamento (tensores contravariantes) e os operadores diferenciais
direcionados (tensores covariantes) [27].

A motivacao fisica para o estudo das formas esta diretamente relacionada a
natureza dos elementos fundamentais de medida serem objetos antissimétricos, um ele-
mento de area é uma 2-forma, um elemento de volume serd o correspondente 4 D-forma,
o tensor de campo do eletromagnetismo F),,, também é uma 2-forma dada pelo rotacional
de um potencial vetor (que é uma 1-forma).

Além disso, o uso de objetos antissimétricos reduz abruptamente o nimero de
componentes para a descricao de um mesmo sistema fisico, no qual a dnica quantidade
simétrica realmente importante é a métrica do espaco-tempo.

Uma maneira conveniente de escrever as formas diferenciais é fazendo uso de
que elementos infinitesimais de comprimento obedecem a mesma lei de transformagao de
vetores diretores (unitarios) sob transformagoes multilineares, sendo portanto o conjunto
{dz"'} uma base para o espago das formas diferenciais |26]. Desse modo uma 1-forma é
definida como

Ty = Tyda', (2.21)

onde T; sao as componentes de T(y, e denotaremos entao que dx' é a 1-forma de base.
Define-se uma forma diferencial de ordem p, a p-forma, representada por
Ty € P (Mp,g), como sendo um tensor totalmente antissimétrico do tipo (0,p) em
uma VariedaddT_g] M especifica [21]. Com efeito, é necessario construir uma p-forma de
base, como sendo uma generalizacao da 1-forma de base, e sendo totalmente antissimé-

trica na permutacao de dois indices quaisquer. Para isto iremos definir o produto exterior

3Variedades sdo generalizacoes das ideias familiares sobre curvas e superficies para objetos de dimensio
arbitraria, em geral uma variedade M é um espagco topologico que é homeomorfico (localmente) para R™
[21].
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(simbolizado por A, wedge) como sendo a parte totalmente antissimétrica do produto
tensorial de p elementos do tipo dx*.
Uma 2-forma geral pode ser obtida através do produto tensoria]ﬁ de dois

vetores

T(g) = Tde“ X d:L‘V, (2.22)

como, por defini¢ao, T}, = —T,,, podemos escrever

Vs
T(g) = —Tw/dl’y ® dxt, (2.23)
de modo que podemos somar ambas as equagoes e obter
1
Tio) = §Tw/ (dz* @ da¥ — dz¥ & dzt) (2.24)
onde iremos definir a 2-forma de base [26]

dz" N\ dx” = dzt @ dz¥ — dx” @ dzt. (2.25)

Por uma analise similar podemos definir a 3-forma de base

dz* A da* A dr” = do’ ® dot @ d2¥ 4 d2¥ @ d2* @ dat + do* ® do¥ @ dat (2.26)
—dz? @ dr¥ @ dz* — dr¥ @ dat @ da? — dat @ da ® dx,

onde ® simboliza o produto tensorial.
Com isto, podemos definir uma expressao geral para uma p-forma qualquer

como sendo [21]

1 1
T(P) = HTulﬂz---upd-Tul ANdxt? A - N datr = HTN/LU'Q-.'MP /\> (2.27)
! ! )
onde
/\ =dx" Ndx" AN - Adatr, (2.28)
p

¢ a p-forma de base, e T},,,,..,,, sa0 as componentes da forma.
Da definicao de uma forma diferencial ser um tensor totalmente antissimétrico

de rank-p, temos que o nimero de componentes independentes (em D dimensoes) é dado

D D!
I Rty sy (2.29)

140 produto tensorial consiste em indexar o segundo objeto nas componentes do primeiro, de tal forma
que o produto tensorial de duas matrizes quadradas, A de ordem n por B de ordem m, isto ¢ A® B, é
uma matriz C' de ordem n + m [20,22].

pela combinagao 28|
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levantando a condicao que
p<D, (2.30)

assim em D-dimensoes, uma (D + 1)-forma é necessariamente nula. De fato, havendo
(D + 1) ‘lacunas’ para serem preenchidas por D indices haverd necessariamente uma
repeticao, como uma p-forma é, por definicao, um objeto totalmente antissimétrico, uma
(D + a)-forma é nula para todo a € N* [29]. Além disso, uma D-forma possui apenas uma
componente independente, se comportando assim como um escalar.

Com uma visao geral das formas diferenciais faz-se importante conhecer as
maneiras de se trabalhar algebricamente com estes objetos. Iremos inicialmente definir
o produto entre formas, de modo que o resultado seja necessariamente uma forma. Seja

uma p e uma g-forma, seu produto exterior serd tal que |21]

1

Ty ANWig = WTM"MWVV'V(; de! N NdxtP Ndx™ AN dat (2.31)

p+q \t,ermos

isto é, uma (p + ¢)-formas desde que p + ¢ < D. Portanto,

Tip) NWig) = Sptg)- (2.32)

Em um caso particular, se tomarmos o produto exterior entre duas 1-formas
(vetores), o resultado obtido serd uma 2-forma (tensor antissimétrico de rank 2), assim

sendo seja D > 2, e u = w;dz’ e v = v;da?, o produto exterior é tal que
wwids' A dx’ = Tydx' A da? (2.33)

onde T;; deve ser entao a parte completamente antissimétrica de w;v;, portanto

1
Tij = vy = B (uiv; — ujv;) (2.34)

a notagao uv; indica que seré tomada a parte completamente antissimétrica dos indices
entre colchetes. Tomemos o caso particular do espaco euclidiano E3, definido pela métrica
6;; = 6% = diag(1,1,1) com o conjunto {dz'} constituindo uma base ortonormal, com

efeito, sejam dois vetores definidos na variedade, as 1-formas,

u = u;dr' = updz' + upda® + uzda®, (2.35)
v =v;dr! = vida’ + veda® + vada®, (2.36)

o produto exterior serd entao dado por uma 2-forma w, tal que

1 ) .
w = §w,»jdx” A da? (2.37)
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com w;; = uV; — u;v;, como ¢,j = 1,2, 3, deve-se ter

0 U1V — UV1 UIV3 — U3Vy
Wij = | UV — U V2 0 UgU3 — UsVy | » (2.38)

U1V3 — U3V1 U3V2 — U2V3 0

imediatamente percebe-se que as componentes da matriz associada a 2-forma contém
as componentes do produto vetorial dos vetores definidos na variedade. Com efeito, o
produto exterior generaliza a nocao do produto Vetoria]E] para formas diferenciais de
qualquer ordem definidas em uma variedade arbitréria.

O produto exterior poderéd assumir o carater comutativo ou nao, isto dependera

da ordem das formas envolvidas, tal que |26]
Tipy AN Wig) = (=1)P1Wig) A Ty, (2.39)

cuja demonstracao consta no Apéndice C.2.
Como consequéncia direta dessa propriedade o produto exterior entre duas
formas iguais ¢ necessariamente nulo se p for impar, em particular para formas de ordem

impar iguais vale a seguinte identidade
T(p) A T(p) = 0. (2.40)

A demonstragdo também consta no Apéndice C.2.

Claramente o produto exterior é associativo, tal que
(Ttp) A Wig)) A Sy = Tipy A (Wig) A Sy - (2.41)
Esta demonstracao sera omitida.

2.2.1 Dualidade de Hodge

Observe ainda, que matematicamente vale a seguinte igualdade

()-0)

portanto, curiosamente uma p-forma e uma (D — p)-forma possuem a mesma quantidade
de componentes independentes e, portanto, carregam as mesmas informacoes. Diz-se

entao que estes sao tensores duais, onde a operacao de dualidade faz o mapeamento do

15Sendo mais rigoroso, é o dual do produto exterior que generaliza de maneira imediata os conceitos do
produto vetorial, retomaremos essa discussao quando apresentarmos o conceito de dualidade de formas
diferenciais.
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tipo * : QP(Mp,g) — QPP(Mp,g). Com efeito, a ideia de que uma D-forma é, na
realidade, um escalar fica mais clara, visto que seu dual é uma 0-forma.
Matematicamente a dualidade sera representada pelo simbolo asterisco (hodge)
& esquerdd™| Portanto,
Ty = Win-p), (2.43)

tal que efetivamente a operagao de dualidade de uma p-forma é definida como [21]

1 1
T, € Vgl A AP (2.44)

Ty = =Ty,
() Pl H HP(D—p).

de modo que a invariancia do elemento de volume é preservada.

Como a operacao da dualidade é um isomorfismo espera-se que a sua atuagao
sequencial retorne o objeto original, isto é, que o dual do dual de uma forma seja a propria
forma. Com uma dependéncia direta da dimensao da variedade e da forma considerada é
possivel mostrar (verifique o Apéndice C.1) que, em uma variedade (Mp, ¢g) riemanniana,
vale |21]

Ty = (=1)"P T, (2.45)

Em uma situacao de dimensao par e rank par para a forma diferencial observa-se o feno-
meno da autodualidade, isto é

No caso de uma variedade de Lorentz, onde existem diferencas nas dimensoes
tipo tempo e das dimensoes tipo espaco, no qual o determinante da métrica nao é positivo

definido, temos que a dupla atuacao de hodge leva a (no caso em que n = —1)
Ty = (=), (2.47)

Esta relagao também encontra-se demonstrada no Apéndice C.1.
Com efeito, para definir um mapeamente inverso a operacao do dual, se define

o operador inverso a hodge, isto é, *~' : QPP(Mp, g) — QP(Mp, g), como sendo [21]
= (—)pPop) (2.48)
para uma variedade riemanniana, e
= (—1)tHPDop) (2.49)

para uma variedade lorentziana.

6Esta escolha serve para evitar a confusio com o simbolo utilizado para representar o complexo
conjugado de um ntimero do tipo z = a + ib, onde i é a particula imaginaria, tal que i2 = —1.
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O dual de uma forma diferencial de rank p, como ja discutido, é uma (D — p)-
forma, carregando em si as mesmas componentes. Verifiquemos entao o que representa a
quantidade *(u Av), com u,v € Q' (E3,5) os vetores dos quais o produto exterior resultou
em uma matriz cujas entradas continham as componentes do produto vetorial usual.

Explicitamente

“(uAv) = ww;*(dz" Ada?)
1
= muz‘v‘je ']kdxk
= uivjék,;e"jkdxk

= ejpuivida® =i x . (2.50)
Portanto, o dual do produto exterior generaliza os conceitos do produto vetorial usua]E].

Por questao de completeza, podemos estender os conceitos do produto escalar fazendo

uso de um termo do tipo *(u A *v) € Q°(E3, §)

(uN*v) = ww; (dz' A*(da?))

1 ) .
— Quivj*(ejkldxl A dx® A dat)

1 . . )
= §uivj5” ej/kle’kl*(dxl A dz? A dx?)

onde foi usado que *(dz!' A dx?® A dz?) = 1.

2.2.2 CAalculo Exterior

Assim como a definicao dos tensores possibilita a generalizacao de diversos ele-
mentos, e toma escalares, vetores e matrizes como casos particulares, o estudo das formas
diferenciais busca generalizar conceitos do célculo vetorial, como gradiente, divergente,
rotacional e laplaciano.

Dessa forma seréd possivel, ter o anélogo desses operadores para qualquer rank

de um tensor, em uma dimensao arbitraria e que independa do sistema de coordenadaﬂ.

1"Note que, u A v e *(u A v) possuem as mesmas componentes, embora sejam objetos mateméaticos
inicialmente distintos.

8(0s operadores vetoriais usuais, embora conhecidos, assumem formas diferentes de acordo com o
sistema de coordenadas, visto dependerem dos elementos h;; da métrica envolvida na transformacao
das coordenadas cartesianas. Por exemplo, o laplaciano em coordenadas cartesianas de uma funcgao
escalar f(x,v,2) é simplesmente V2 f(x,y,2) = Zle 02 f, enquanto que em coordenadas polares esféricas,
f(r,0,¢) assume a seguinte forma [22]

V2f(r,0,¢) =r720, (r*0,f) + (r* sen&)_1 o (senddy f) + (r* sen@)_1 a1
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Teremos entao o céalculo vetorial no E? como um caso particular do calculo exterior.
Iremos, ao longo das proximas subsegoes, usar este caso particular (E?) com efeito de

motivagao.

2.2.2.1 Derivagao em Formas Diferenciais

Iremos entao definir a operacao da derivada exterior, com o simbolo d, tal que,
o operador serd dado por [28]
d = dz'0;, (2.52)

em que 0; ¢ a derivada direcional usual (equagao [2.3]) que atuara sobre os coeficientes das

formas. Seja T{,), uma p-forma geral (equacdo [2.27)), a derivada exterior dela sera

1

dT(p) - H (aPTulm"'Hp) dx? A\ da™ Adzt® N N dat?, (2'53)

observe entao que a atuagao da derivada exterior sobre uma p-forma a leva em uma (p+1)-
forma, assim a derivada exterior é o mapeamento d : QP(Mp, g) — QP (Mp, g) [29]. O
produto direto automaticamente requer a anti-simetrizacao do coeficiente.
Seja uma 0-forma, ¢, a atuacao de d devera entao retornar uma 1-forma, isto
é, um vetor
9¢

onde T; = 0;¢ & o equivalente ao gradiente de uma funcao escalar no E3

—

T=vV¢. (2.55)

Uma outra interpretacao para este operador decorre da atuacao do mesmo em

vetores. Seja uma 1-forma, u = u;dz?, assim
du = (0ju;) da’ A dx’ = Tyda’ A dx', (2.56)
nesta situacao devemos extrair a parte totalmente antissimétrica de 0;u;, portanto

1
Tji = Ojuy = 5(33% — Oiu;), (2.57)

de modo que o coeficiente da 2-forma contém o analogo as componentes do rotacional™|

do vetor no E3
T =V x7. (2.58)

O calculo exterior possui algumas propriedades, que sao generalizagoes de pro-

priedades do célculo usual, como a Regra de Leibniz (cuja demonstracao consta no Apén-

19 Analogamente ao verificado no produto vetorial, o rotacional é obtido por *du = V x .



2.2. FORMAS DIFERENCIAIS 36

dice C.2) da derivada de um produto de fung¢des (neste caso, formas diferenciais) 29|

d (Tp) A Wig)) = (dT(p) AWig + (1) Ty A (dWy) - (2.59)

Note que o caso p = ¢ = 0 retorna a conhecida regra da derivada do produto de funcoes.
Além disso, com base na propria definicao da p-forma ser um objeto totalmente

antissimétrico, é possivel demonstrar que
d*Tyy = ddTi,) = 0, (2.60)

para toda p-forma, é o Lema de Poincaré |26] (demonstrado também no Apéndice C.2).
Esta propriedade é denominada usualmente como nilpotente, isto é, poténcia nula, e pode
revelar propriedades topologicas da variedade. Nas teorias de Yang-Mills, por exemplo,
os operadores de simetria BRST sao nilpotentes, de modo que o uso de formas diferenciais
é imediato [1]. Além disso, qualquer forma exata, isto é que possa ser escrita como a
derivada de uma outra forma, constitui uma forma fechada, isto é com derivada nula, no
entanto a reciproca nao ¢ necessariamente verificada [28|.

Para obter um anélogo da divergéncia de um vetor iremos precisar definir uma
outra maneira de derivar as p-formas, denotada coderivada, ou derivada exterior adjunta

(simbolizada por d'), e definida como
d' = (=1)PrrPr =g =, (2.61)

se a variedade for riemmaniana [21]. No caso de uma variedade de Lorentz, a defini¢ao se

torna

df = (=1)Pe+D) =g =, (2.62)

A escolha de se definir a coderivada com o simbolo t (dagger) é tomada pela
similaridade & dos operadores de destruicao a (que leva um auto-estado de energia |n)
em um estado |n — 1)) e criagdo a' (que tem o efeito contrario) do oscilador harmonico
da Mecdnica Qudntica. Assim, enquanto que a derivada aumenta em uma unidade a
ordem da forma, a coderivada diminui em uma unidade o rank da mesma, de modo que
dt: QP(Mp, g) = Q1 (Mp, g). Para ver isto, tomemos uma p-forma, Tj,) € QF(Mp, g),

assim

dTT(p) — (_1)Dp+D+1 *d *T(p) _ (_1)Dp+D+1 *d S(Dfp)
= ()PP Wip ) = (1)PPPTQq ), (2.63)
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da defini¢ao da coderivada, temos imediatamente que vale o Lema de Poincaré 26|
(d")" Ty = d'd' Ty, = 0, (2.64)

além disso, vé-se diretamente que a atuacao da coderivada sobre um escalar é necessaria-

mente nula, isto é
d'Toy = (=1)P *d *Tip) = (—1)"*" *dS(p)y = 0. (2.65)

O esperado da atuacao da coderivada sobre uma 1-forma é que resulte em uma
O-forma, uma vez que a divergéncia de um vetor é um escalar. Assim sendo, seja v = v;dz",
é possivel mostrar (consulte o Apéndice C.3) que, a menos de um sinal, a coderivada no

espaco euclidiano tridimensional se realiza como a divergéncia de um vetor
div=—-V 7. (2.66)

Até aqui nao seria realmente necessario definir a coderivada, pois a derivada
exterior de uma 2-forma em E? ja produz a nogao da divergéncia de um vetor 28], no
entanto a definicao da coderivada da forma que a fizemos neste texto possibilita uma visao
mais geométrica em analogia direta ao cilculo vetorial usual.

Das defini¢oes apresentadas como generalizagoes dos operadores diferenciais é
possivel demonstrar facilmente todas as propriedades do célculo vetorial, de tal modo que
como exercicio didatico destacaremos explicitamente duas propriedades imediatamente

obtidas pelo Lema de Poincaré [30],

e Seja ¢ € Q°(E3,0),
V x (Vo) = (*d)d¢ = *d*¢ = 0, (2.67)
logo, todo gradiente é irrotacional.
e Seja a € QY(E3,0)
V- (V xa)=*d"da = *d®a = 0, (2.68)
portanto, todo rotacional é solenoidal.
Ao longo desta secao definimos dois operadores, os quais generalizam as nocoes
principais do calculo vetorial para formas diferenciais arbitrarias, a derivada exterior car-
rega em sua definicao o gradiente e o rotacional, e a coderivada exterior possui a finalidade

do divergente. No calculo diferencial, o quarto operador, denominado laplaciano possui

uma caracteristica de nao modificar a natureza do objeto o qual atua[ﬂ o laplaciano de

20Tomamos neste caso o sistema cartesiano E?, mas esta caracteristica independe do sistema de coor-
denadas.
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um escalar f(z,y,z) é um escalar

v? = 2.69
) = T - o0 (2.69)
enquanto que o laplaciano de um vetor ¢(x,y, z) também é um vetor
0?v 0?v 0V
VQﬁ(x,y,z) _ U(J},y,z) U(x7yuz) U(l’,y,z)' (270)

0x? 0y? 072

Assim, para completar a analogia, devemos construir um operador que nao
altere a ordem da forma. Vimos que d aumenta em uma unidade a ordem, enquanto
que d' abaixa em uma unidade, portanto a atuacio sequencial desses operadores mantém
p invariante em uma p-forma, isto é, A : QP(Mp,g) — Q*(Mp,g). Define-se entao o

operador de Laplace-Beltrami como sendo [31]
A= (d+d) =dd+dd'. (2.71)

Note que, devido a presenca da codiferencial, o operador de Laplace-Beltrami carrega
as informacgoes da métrica que define a variedade, sendo entao uma generalizacao do
laplaciano nao apenas em espagos flat, mas também em espagos curvos [21].

Esta maneira de se definir este operador evita que sua atuacao sobre um escalar

(e sobre uma D-forma) seja identicamente nula. Seja a O-forma ¢, no F3, assim
A¢ = (d'd+dd") ¢, (2.72)
como d'¢ = 0 obtemos (procedimentos constam no Apéndice C.3) que
Ap = V3¢, (2.73)

sendo entao o Operador de Laplace-Beltrami atuando em uma O-forma o equivalente ao
laplaciano de uma funcao escalar em um sistema tridimensional.

Por questoes de completeza analisemos a atuacao de A sobre uma 1-forma,
pois neste caso nenhuma parcela do operador ird se anular como aconteceu no caso da

funcao escalar. Seja assim, o vetor ¥, representado por v = v;dz’, desejamos obter
Av = (d'd + dd) vida’, (2.74)

assim, mostra-se (consulte o Apéndice C.3) que a atuacao do operador de Laplace-
Beltrami sobre um vetor é exatamente, a menos de um sinal, o seu laplaciano no espaco
euclidiano tridimensional

Av = —V?7. (2.75)
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Além disso, uma p-forma (T) é dita ser harmonica se satisfizer duas condig¢oes

simultaneas, ser fechada (dT = 0) e ser cofechada (d'T = 0) [29], portanto
AT = 0. (2.76)

2.2.2.2 Integracao de Formas Diferenciais

Assim como o conceito de diferenciabilidade foi estendido para o estudo das
formas diferenciais, buscaremos compreender o sentido da integracao nas mesmas e quais
as principais relacoes envolvidas.

Se tomarmos a base de uma D-forma poderiamos estabelecer um volume as-
sociado (este volume é necessario para se fixar a integragao sobre M), no entanto, para
que um elemento de volume seja invariante sobre uma transformacao de coordenadag?®!] &
preciso tomar um fator multiplicativo relacionado & métrica (ou melhor, ao determinante

da métrica)?? envolvida
Qv =/ |glds* Nda? A -+ A da®, (2.77)

de modo que o volume ¢ obtido ao se integrar sobre toda a variedade®)]

A nocao de produto interno se resume a uma operacao entre objetos tal que seu
resultado seja um escalar. Na analise tensorial, o produto interno é dado pela contracao
de um tensor contravariante por um covariante, com a mesma quantidade de indices
[11]. Da definicao do produto exterior, podemos estender esse conceito para as formas
diferenciais. Sejam uma p e uma g¢-forma, o resultado dessa operacao possui dimensao
p + q, portanto, basta tomarmos isto como sendo igual a dimensao D da variedade e ao
integrarmos teremos um escalar. Para isto, ¢ = D — p, sendo este o dual da p-forma.

Assim, a D-forma, sera obtida pelo seguinte produto de p-formas
Ty * Wy = Ty N Wep) = S(o)- (2.78)

Por célculo explicito temos que [21]

1 g
T(p) * W(p) = HTMW?“I@W’ A2 () g (279)

21E fundamental que o elemento de volume seja invariante por uma transformacido de coordenadas,
para que ao ser integrado sempre resulte no mesmo valor numérico de volume que é, fisicamente, um
invariante.

22Para uma discussdo mais aprofundada no assunto consulte Manfredo [27], sessdo 1.2.

23 Aqui toma-se por hipétese de M ser orientdvel para que o volume nio troque de sinal.
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desta expressao é diretamente visto que este produto é comutativo, isto é
Tip) * Wiy = Wip) * Tp). (2.80)

Como resultado de que T{;,) * W, ¢ uma D-forma, sua integragao sobre M é

bem definida, de modo que definimos o produto interno como sendo |26]

1
(T, W) = /M T(p) * W(p) = H /M Yj‘ul‘u?..lupVV”I’u2 He Q. (281)
O produto interno possui a propriedade de comutatividade
(T, W) = (W, T). (2.82)

Uma outra relagao de “comutatividade” pode ser derivada quando a variedade
possui algumas condi¢oes. Seja (M p, g) uma variedade riemanniana, compacta, orientéavel
sem um contorno e T(, € QP(M), W1y € QP (M) é possivel mostrar (consulte no
Apéndice C.2) que [26,[30]

(AW, T) = (W,d'T) . (2.83)

Ocorre, no entanto, de que em uma variedade de Lorentz a demonstracao sofre sutis
alteragéeﬂ, mas a identidade acima é satisfeita, sendo uma propriedade de qualquer
variedade.

Como consequéncia dessa propriedade, o Operador de Laplace-Beltrami é, em

uma variedade riemanniana, um operador positivo definido, de tal maneira que seja T' €

QP(Mp, g), entao

(T, AT) (T,d"dT) + (T,dd'T)
= (dT,dT) + (d'T,d'T)

> 0. (2.84)

Isto nao é necessariamente valido para uma variedade lorentziana.

Embora o tensor métrico seja o objeto fundamental para a descricao de uma
variedade, é possivel estabelecer estruturas diferenciaveis independente da existéncia da
mesma, desde que seja possivel ter a nocao de vetor, uma vez que ao se definir a topologia
de um conjunto de pontos ¢é factivel estabelecer a nocao de vizinhanca e, com isso, definir
as cartas que definem a variedade [21]. A partir da variedade é possivel estabelecer
conexdes (curvas) entre os pontos, o que leva diretamente ao conceito de vetor tangente

que, em esséncia, carrega em si a no¢ao de alguma estrutura diferencial [27]. Este tipo de

24Esta demonstracdo sera omitida por ser similar & feita para a variedade riemanniana.
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teoria, na qual a presenca da métrica nao é fundamental é chamada de ‘Teoria de Campos
Topolégica’, na qual a dinamica de um campo nao precisa de uma métrica associada,
sendo portanto uma teoria mais fundamental. Nos capitulos 5 e 6 discutiremos algumas

teorias topologicas de campos como ¢é o caso da teoria de Chern-Simons e a teoria BF.

2.2.3 Calculo Funcional em p-formas

Em geral, as formas diferenciais dependem do mapeamento da variedade, de
modo que Agy(x), onde x sdo os pontos da variedade (Mp,g). O conceito de calculo
funcional se mostra relevante sobretudo para extrair as equagoes de movimento que des-
crevem a dinamica das formas envolvidas em determinado sistema fisico. Sejam A(x) e

B(z), p-formas em uma variedade plana, e usando (equagao [2.81)

1

—~A (z)BF#2kr ()dP (2.85)
p:

H1p2 - fip

(A(p%B(p)) = /M Apy(x) N By (x) = /

se tomarmos a derivada funcional com relagao a A,,...,, (y) de ambos os lados, obtemos

J

— (A, B)=Bn(y), 2.86
Mymw(y)( ) (v) (2.86)

de modo que define-se a derivada funcional de uma p-forma A(x), como sendo

)
—— (A, B) = B(y). 2.87
iy (4B =B (287)
Assim, é conveniente definir a p-forma Delta de Dirac através do produto
interno
(67 (x —y), B(x)) = B(y), (2.88)
onde 5A()
x
=0 (x —y). 2.89
i) ==y (289)
Assim, em termos da distribuigéoE] delta de Dirac, temos que [16]
1
55(m —y) = H(SD(x —Y)Guvn ** Guprpy T A - N dxt @ dy™t A - - dy'?, (2.90)

como x e y sao pontos distintos entao dx*i é conectado com dy*s pelo produto tensorial
®, nao sendo antissimetrizado.

E claro que, para p = 0 (escalar) obtemos a delta de Dirac usual

5 (x —y) = 6”(x —y). (2.91)

25A delta de Dirac ndo representa em esséncia as caracteristicas de uma funcdo, haja vista ser zero em
todos os pontos com excecao de um, no qual é infinita, ndo possuindo assim qualquer sentido analitico.
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3 FORMULACOES DO ELETROMAGNETISMO DE MAXWELL

Neste capitulo iremos fazer uso da teoria Eletromagnética como uma moti-
vacao inicial da importancia das formas diferenciais em Fisica. Para isto, inicialmente,
revisaremos as principais nocoes da formulagao vetorial da teoria baseada nas Equacoes
de Maxwell (norteada, sobretudo pelas discussoes do |Griffiths|2| e Jackson|32]) e apos isto
introduziremos o uso de tensores na chamada formulagao covariante do Eletromagnetismo
(duas boas referéncias para um primeiro contato sdo os livros do Neto|5] e Rubakov|10]).
Por fim, de modo organico, iremos introduzir o uso das p-formas com a finalidade de

motivar sobre as vantagens desse formalismo matematico.

3.1 Formulacao Vetorial
3.1.1 Descricao do problema fundamental

O problema fundamental da FEletrodindmica consiste em determinar a forca
total que atua sobre uma carga ) (denominada como carga de prova) devido & presenca
de um conjunto de cargas fonte {¢;} que podem estar em movimento (ou ndo). Verifica-se

experimentalmente que vale o Principio da Superposicao

F=YF, (31)

i=1
isto é que a interacao entre cada carga ocorre de forma independente, onde a forga elétrica

devido a cada carga ¢ dada pela Lei de Coulomb [2]

= I ¢Q . -
F, = i = QF;, 3.2
Aey 12 " @ ( )

7

em que € é a permissividade elétrica no vacuo

—12 02
€0 = 8, 85-10 W, (33)

e I/ é definido como sendo o campo elétrico

= 1 i
B=—Y"%4, (3.4)

uma quantidade fisica que preenche todo o espago independente da existéncia (ou nao)
de uma carga de prova. Fisicamente o campo elétrico é a forca por unidade de carga que

uma carga sofreria ponto a ponto do espaco.
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No caso das cargas fontes estarem em movimento experimentalmente verifica-
se um outro tipo de forca, denominada forca magnética. De modo que se uma carga () se

move com velocidade ¥, observa-se uma forca do tipo

ﬁz@(ﬁx E), (3.5)

—

em que B é o campo magnético na regiao, que no caso de correntes estacionéria é

determinado pela Lei de Biot-Savart [2]

- o dl_;Xf
B:EI/ < (3.6)

r

em que Lo ¢ a permeabilidade magnética no vacuo

N
o = 4 - 10_7F. (3.7)

Em geral, uma particula carregada ao adentrar um ambiente com campo elé-

trico e magnético fica sujeita & forga de Lorentz |14]
ﬁ:Q<E+6x§>. (3.8)

Embora tenhamos decidido apresentar o problema fundamental em um cenéario
de cargas discretas o mesmo é facilmente generalizado ao tomar um objeto tridimensional
carregado e mapea-lo por um densidade volumétrica de carga p(7) e tomar a integral das

relagoes anterioreﬂ Por exemplo o campo elétrico devido a uma distribuicao volumétrica

E= L/ P, (3.9)

dmey Jy 12

de carga é tal que [32]

no qual poderemos aproveitar as possiveis simetrias do problema para utilizar o sistema

de coordenadas ideal para a resolucao do problema.

3.1.2 Equacoes de Maxwell e a conservacao da carga elétrica

Inicialmente a teoria elétrica e a teoria magnética se desenvolveram individu-
almente sem demonstrar muitas conexoes, a forca elétrica existia devido & presenca de
cargas, enquanto que a forga magnética aparecia devido a uma corrente elétrica (cargas em
movimento). Foi em 1865 que o fisico britanico James Clerk Maxwell conseguiu unificar
ambas em uma teoria maior, chamada teoria Eletromagnética [33].

Utilizando ferramentas do céalculo diferencial e integral, Maxwell agrupou as

!Corrente estacionéria faz mencdo & uma corrente elétrica que existe desde sempre (fluxo continuo),
sem alteracoes e sem acumulo de carga em lugar algum [2].
2Para uma revisao consulte Griffiths|2|, capitulos 2 e 5.
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quantidades importantes da teoria em 4 equagéeﬂ diferenciais [32]

V-E = ﬁ, (Lei de Gauss) (3.10a)
€0
V-B = 0, (Sem nome) (3.10Db)
S 0B .
VxE = 5 (Lei de Faraday) (3.10¢)
. 5 . 2 . \
VXxB = pyj+ Hoco (Lei de Ampére-Maxwell) (3.10d)

e corrigiu a Lei de Ampére (equacdo , adicionando um termo de corrente de deslo-
camento ,uoeoaﬁ /Ot para que as 4 equagOes exibissem simetria [34].

Dessas equacoes temos todos os mecanismos para gerar campo elétrico e campo
magnético. Campo elétrico é gerado por carga (Q = [ pdr) e variagio de campo magnético
(no tempo), enquanto que campo magnético é gerado por corrente (; = pU, No caso j é
uma densidade volumétrica de corrente elétrica) e por variacio de campo elétrico (no
tempo). Assim, as equagoes de Maxwell mostram como as cargas produzem campos, e
como os campos afetam as cargad] [2].

Ao se tomar a divergéncia na Lei de Ampére-Maxwell (equacido , obtemos
a equacao de continuidade 5

P

VA a1
v]+6t 0, (3.11)

o que implica diretamente na conservacao da carga elétrica.

3.1.3 Tensor das tensoes de Maxwell

Conhecendo-se as cargas e campos envolvidos em determinado problema é pos-
sivel determinar a forca eletromagnética que atua sobre qualquer objeto dotado de cargas.
A forca eletromagnética total sobre as cargas em um volume V se da pela integracao da

forca de Lorentz
F= / (pE 47 x é) dr, (3.12)
%
cuja forca por unidade de volume é dada por

—

f=pE+jxB. (3.13)

No entanto pode acontecer de nao conhecermos as cargas que geram os campos, de modo

que pode ser fundamental ter a forca como funcao tinica dos campos, para isto podemos

3Em termos das componentes de um sistema tridimensional temos um total de oito equacdes.
4As leis de forga, Lei de Coulomb (forga elétrica) e Lei de Biot-Savart (forga magnética) estdo contidas
nas Equagoes de Maxwell ndao homogéneas.
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manipular as equacoes de Maxwell e obtelﬂ

Fea|(V-E)E+(B-9)E]+ - [(¥-5) B+ (5-9) 5]
v (€0E2+£BQ) —60% (EX E)

(3.14)

Observe que mesmo para campos substancialmente simples este célculo (incluindo a inte-
gracao) se mostra extensivamente complicado.
Com efeito de simplificar esta relacao podemos introduzir o chamado tensodﬂ
das tensoes de Maxwell [34]
1 9 1 1 9
ﬂj = € EZE] — —(SijE + — BZB] — —(SijB 5 (315)
2 Mo 2
s
como T;; possui dois indices é comum representa-lo por 7' (em analogia ao simbolo de um
VetOIED. Portanto, a expressao da forca como dependéncia tinica dos campos é resumida

como [2] ;
— < —
F = % T -d@—eouod—/SdT, (3.16)
s tJy

em que S é o vetor de Poynting que representa o fluxo energético do campo eletromagné-
tico. Portanto, a forca eletromagnética além de estar matematicamente mais simples nos
possibilita interpretar ? como sendo uma forca aplicada sobre a superficie que encerra
o volume carregado, de modo que os termos diagonais, isto ¢ T}; representam pressoes,
enquanto que os termos fora da diagonal, isto é T;; com i # j constituem tensoes de

cisalhamento, dai o nome dado inicialmente a este objeto mateméatico de dois indices.

3.1.4 Liberdade de gauge

Um tultimo tépico de discussao da teoria Eletromagnética a ser levantado aqui
¢ a simetria fundamental denominada simetria de gauge (calibre). Como todo campo
rotacional é solenoidal e o campo magnético possui divergéncia nula é possivel introduzir
um potencial vetor /{ tal que

B=Vx A4, (3.17)

SPara o célculo explicito, consulte Griffiths |2|, se¢ao 8.2.2.
SEmbora este objeto seja um tensor iremos aqui dar uma interpretacio ‘vetorial’ para o mesmo,
enquanto que no Apéndice A obteremos o mesmo a partir de um tensor mais fundamental da teoria.
"E possivel entdo definir o produto escalar desse tensor com um vetor @, o resultado sendo assim um
vetor o
(Ei- T) =a,;Ty;.
J
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o qual pode ser utilizado na Lei de Ampére para obtermos
S Y\

similarmente como todo campo gradiente é irrotacional podemos introduzir um potencial
escalar V| tal que o campo elétrico pode ser escrito como [34]
DA

E—=_VV - = 1
V- (3.19)

na eletrostatica (&éf/m = 0) retornamos diretamente a relacdo entre campo elétrico e
potencial. Desta forma, trocamos um formalismo envolvendo 6 componentes por apenas
4 componentes (3 de Aelde V'), essa troca possui uma consequéncia, as grandezas nao
ficam univocamente determinadas a partir dos campos.

Seja assim, dois conjuntos de fungoes, (V, ff) e (V'] /Y’), tais que a relacao entre

ambas ¢ do tipo [2]

A=A+a
{ T (3.20)

V=V 45,
desde que esse conjunto de transformacoes mantenha os campos fisicos (E e 5) invariantes

constata-se que, como B = B’, entao

a=V, (3.21)

—

em que A é uma funcao escalar da posicao e do tempo. Similarmente, como E = E’,
obtém-se que

oA

dessa forma é possivel tomar uma funcao escalar A arbitraria e adicionar o seu gradiente
ao potencial vetor desde que simultaneamente seja retirada sua derivada temporal do

potencial escalar. Estas transformacoes sao conhecidas como transformacoes de calibre
|10]
{A:A+Vx (3.23)
VI=V — 0\
Denomina-se ‘liberdade de gauge’ a liberdade de escolher qualquer funcao ana-
litica A = A(7,t) desde que se faga de acordo com (equagido , esta escolha recebe o
nome de gauge. E evidente, no entanto, que uma vez escolhido (fixado) o gauge, a simetria

da teoria é quebrada.
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3.2 Formulagao Tensorial (covariante)

Na se¢ao anterior discutimos o Eletromagnetismo (definido pelas Eqgs. em
termos do Sistema Internacional de Unidades (SI), no entanto podemos livremente alterar
o sistema de unidades sem prejuizo teéricoﬂ. A partir desta secao, por uma questao de
elegancia nas equagbes iremos adotar o Sistema Gaussiano (SG), o qual se relaciona com

o SI de acordo com a tabela 2.

Sistema Internacional de Unidades | Sistema Gaussiano
P dmeop
f 471'60;
E.V E,V
B, A BJe,Alc

Tabela 2: Relacao entre o Sistema Internacional de Unidades (SI) e o Sistema Gaussiano
(SG) no Eletromagnetismo. Fonte: Adaptado de Netol5].

Com isso as equacoes de Maxwell ficam como

— —

V-E = d4mp, (3.24a)
V-B = 0, (3.24D)
. - 10B
F+-— = 3.24
V x E+ - 0, ( c)
- . 10E 47 S
B——m— = —j 3.24d

e a motivacao de se trocar do SI para o SG fica evidenciada, pois dessa maneira a derivada

com relacdo a z°

= ct se torna explicita, dando indicios de que o Fletromagnetismo de
Maxwell é compativel com a Relatividade Restrita proposta por Einstein|35], isto é, tem
suas equacoes prontas para uma generalizacao em termos de quadrivetores.

Vale ressaltar ainda que a forca de Lorentz, neste sistema de unidades se torna

. U
F:Q<E+—><B), (3.25)
c
enquanto que a equacao de continuidade da carga permanece inalterada.

3.2.1 Covariancia da teoria

Como ja discutimos ao longo da revisao de tensores, uma teoria é dita co-
variante se suas quantidades fisicas puderem ser escritas em termos de quadrivetores e

quadritensores [1].

8Mudancas de sistemas de unidades constituem apenas mudancas de escala.
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Ao desacoplar as equagoes de Maxwell (Eqgs. conclui-se que a onda ele-
tromagnética (luz) se propaga com velocidade c. Da Relatividade Restrita temos que esta
velocidade é a mesma para todos os referenciais inerciais, contradizendo as Transforma-
¢oes de Galileu (TG), mas sendo compativel com as Transformacoes de Lorentz (TL)
[3]. Dessa forma, é possivel escrever as equagoes de Maxwell numa forma manifestamente
relativistica, na qual ndo ha distingdo entre coordenadas tipo tempo e tipo espago [23].

Com efeito didatico iniciaremos a discussao pela equacao de continuidade da

carga elétrica, de modo que se introduzirmos

jM - (vajxaj?ﬁjz) = (Cp,j), (326)
como um candidato a quadrivetor da teoria e, usando 0, como uma generalizacao da
equacao , com z¥ = ct, & direto que a equacdo da conservagio da carga pode ser escrita
como

9,5" = 0. (3.27)

Como um escalar é invariante sob TL, entao j* é, de fato, uma quadricorrente (que é
conservadal) [5].

Além disso, como ja discutimos na secao anterior, o campo magnético pode
ser escrito como o rotacional de um vetor potencial (equagao e o campo elétrico
pode ser expresso através de uma relagdo envolvendo os campos (V) /f/ ¢) (equagao

podemos nos sentir inclinados a introduzir o quadrivetor potencial

Al = (v, g) , (3.28)

e através dele, o tensor antissimétrico de rank 2 dado pelo rotacional de A*
Fr = 0oFAY — 0" A¥, (3.29)

nao é dificil verificar que a matriz associada ao tensor F* é [1]

0 -E, —-E, —E.
E. 0 -B, B

Frv= S (3.30)
E, B. ~B,

0
E. -B, B, 0

portanto F* & chamado de tensor do campo (no inglés, field strength) Eletromagnético.

Consequentemente a sua forma covariante é (para a métrica de Bjorken-Drell, ,
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N = dlag(+17 _17 _17 _1>)

0O E, E, E.
-E, 0 —B. B,
~E, B. 0 -B,
~E. =B, B, 0

F,uu - n#aFa,Yn'yyi (331)

As equagoes de Maxwell ndo-homogéneas (Eqs. e [3.24d)) sugerem que a

igualdade seja tal que a esquerda tenha-se a divergéncia de F'* enquanto que a direita se

tenha a corrente j¥, assim [6]

v dmr 7
Ol = —j", (3.32)

imediatamente obtém-se a equacao de continuidade, uma vez que a contracao 9,0, €
simétrica.
As equagbes de Maxwell homogéneas (Eqgs. [3.24b| e [3.24¢)) por outro lado nao

possuem sua compactacao direta para a formulacao covariante, as mesmas decorrem das

identidades de Bianchi [36]
PFM 4 " FM 4 9" F = 0. (3.33)
No entanto, esta equacao é comum de ser apresentada da seguinte forma
0, "F" =0, (3.34)
onde *IF* ¢ o dualf| do tensor F* isto é
* v 1 VAo
= 56“ Fy,. (3.35)

Assim, as Equacoes de Maxwell, na formulacao covariante obedecem uma re-

lacao clara de simetria [6]

g, P — dx v,
{ g e (3.36)

B, " =0,

3.2.2 Aspectos gerais
3.2.2.1 Simetria de Gauge

Nesta formulacao, uma transformacao de gauge sobre o campo A* é tal que

AR 5 AR 49, (3.37)

9Como F*¥ é um tensor totalmente antissimétrico, a dualidade aqui é exatamente a mesma apresentada
no capitulo anterior no estudo das formas diferenciais.



3.2. FORMULACAO TENSORIAL (COVARIANTE) 50

onde \ é uma funcao das coordenadas do espago-tempo [10]. Imediatamente a definigao
do tensor do campo eletromagnético se mantém invariante, fazendo assim do FEletromag-

netismo um exemplo de teoria de calibre [37].

3.2.2.1.1 Fixacao de Gauge

Esta arbitrariedade na escolha da funcao das coordenadas do espaco-tempo
¢ compreendida como graus de liberdade (nao-fisicos) do sistema, de tal modo que duas
configuragoes conectadas por transformacoes de calibre sdo equivalentes [38]. A fixacao de
gauge, neste sentido, constitui-se como um procedimento matematico para eliminar esses
graus de liberdade redundantes. A maneira de fixar o gauge, na maioria dos casos, sim-
plifica os calculos envolvidos na previsao e determinacao de quantidades fisicas, podendo
ainda ser colocada como uma imposi¢ao ad-hoc para que o modelo satisfaca determinada
propriedade fisica verificada experimentalmente, como é o caso da conservagao local da
carga elétrica.

As quatro fixacoes de gauge mais trabalhadas no ambito da Teoria Cldssica
de Campos (TCC) sao [10]

QA = 0, (Gauge de Coulomb) (3.38)
0,A* = 0, (Gauge de Lorentz) (3.39)

Ay = 0, (Gauge Residual) (3.40)
n A" = 0, (Gauge Azial) (3.41)

em que 77 é um vetor fixo, unitario, tridimensional e constante no espaco-tempo. Ao longo
da dissertacao, a aplicabilidade e consequéncias da escolha de uma fixacao de gauge ficaré

evidenciada.

3.2.2.2 Equagao do campo do féton

Para entender a dinamica do campo vetorial A* podemos tomar as equacoes

de Maxwell na forma nao-homogénea (equacao [3.32)) e usar da definicdo de F*” (equagao

3.30)), com isso

4r
0A” — 970,A" = e (3.42)

pela invariancia de calibre podemos tomar uma funcao A\ que satisfaca o gauge de Lorentz.

Em uma condigao de vacuo (57 = 0) temos [37]

OA” =0, (3.43)
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que é a equacao de onda para o quadrivetor A”. O procedimento de quantizar um campo
associa ao mesmo uma determinada particula 1], particularmente a quantiza¢ao do campo
eletromagnético leva & descricao do comportamento dos fétons, particulas que medeiam

a interacao eletromagnética [39]. Portanto, A* é o campo que representa o foton.

3.2.2.3 Invariantes da teoria

Além disso, com o tensor eletromagnético é possivel construir escalares de

Lorentz. O primeiro tem relagdo sobre a diferenca do médulo dos campos
F"F,, < B — E?, (3.44)

enquanto que a contracao do dual com o proprio tensor gera a projecao de um campo
sobre o outro, isto é

*FWE,, « E-B. (3.45)
3.2.2.4 Solucao geral da equacao de Maxwell (no vacuo)

Um procedimento eficaz para obter a solugao geral das Equacoes de Maxwell
(equacao [3.32) no caso sem fontes, isto é, com j, = 0 é escrever o campo A, através de
sua transformada de Fourier [40],

A, = / [e™a, (k) + e " a’ (k)] d'k, (3.46)
k9>0

o

onde a,(k) é o campo do fétonm no espago dos vetores de onda k. A restricao k° >

0

0 estd associada & evolucao em z° acontecer em um sentido unico devido a 2* Lei da

Termodinamicall
Usando a definicao do field strength nas equacoes de Maxwell é possivel obter
a seguinte condi¢ao [10],
k*a, — k,(ka) = 0, (3.47)
implicando em dois casos possiveis, k2 # 0 ou k? = 0. O primeiro leva a soluc¢oes

longitudinais (com relagao a k,), do tipo
a, (k) = kyc(k), (3.48)

com c(k) uma funcao arbitraria.

10Naturalmente, a,, apenas representaré o foton ap6s a quantizagio do campo eletromagnético, na qual
se impoem regras de comutagdo entre o campo e o seu campo momento canonicamente conjugado [41].

1A Segunda Lei da Termodinamica afirma que a variacdo da entropia global de um sistema fechado é
sempre maior ou igual a zero, caracterizando processos irreversiveis ou reversiveis, respectivamente [42].
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O caso k2 = 0 = k° = |k, por outro lado leva & solucdes transversais, do tipo
a, = kuc(k) + el (k)b(k), (3.49)

em que c(k) e b(k) sdo fungoes arbitrarias, e {e,(fé)} ¢ um conjunto de vetores ortogonais
ak,, coma=012e 6,80) = 0.
Portanto, a solugao geral das equagoes de Maxwell (caso sem fontes), nos leva

A [10]

AL = [ [eikxeff)(/%‘)ba(/a + aik%@“%%)b;(/&‘)}

KO=[k| (3.50)
A = [ d%k [e*E e(k) + e * ke (k)]

Observe que a parte longitudinal corresponde a um gauge puro, isto é Aﬂ(m) =
Oya(z), com

alx) = /d4k: [—ie™“c(k) +ie ™ c* (k)] (3.51)

uma funcao escalar arbitraria. A parte nao trivial da solugao transversal corresponde a
um conjunto de ondas planas, movendo-se na velocidade da luz (com frequéncia k° = |k|)
e exibe a presenca de duas amplitudes independentes b, para cada vetor de onda k [10]

sendo os dois graus de liberdadeF_Z] (polarizagao) fisicos da onda eletromagnética.
3.3 Formulacao em Formas Diferenciais

A formulacao de formas diferenciais para o Eletromagnetismo é imediata apos
toda a construcao covariante da teoria, visto que muitos elementos que a descrevem sao
antissimétricos, como é o caso do field strength, no entanto poderiamos ter feito essa
discussao do ponto de vista puramente matemaético das p-formas e apo6s isto buscar as
devidas interpretacoeq |

Como o quadrivetor potencial carrega em si a dinamica do féton, isto ¢, toda
informagao eletromagnética, iniciaremos a formulacao por ele, logicamente A* é uma 1-
forma, isto é

A=A,dx", (3.52)

120 campo A, como um 4-vetor possui 4 componentes, no entanto a simetria de gauge reduz um dos
graus de liberdade. O outro grau de liberdade é eliminado uma vez que m = 0, fazendo com que haja
uma invariancia de gauge residual [10].

13Com efeito de ilustracio poderiamos partir da equacao de propagacdo de uma particula relativistica
com velocidade igual a ¢, massa de repouso nula e spin 1, representada por uma 1-forma e com isso obter
as varias relagdes do Eletromagnetismo, tudo isso sem sequer se preocupar com o significado de carga
elétrica e/ou correntes.
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com isto, podemos construir uma 2-forma através da derivada exterior

F =dA=(0,A,)dz" N dz", (3.53)

como dx” Adx* é um objeto totalmente antissimétrico, entao apenas a parte antissimétrica

do coeficiente contribuird. Como ja sabemos
1
oAy = 3 (0,A, —0,A,), (3.54)

assim, podemos renomear os indices saturados

1
F = 5 (0uAy = 0,A,) da* A da”, (3.55)

portanto, a componente da 2-forma é o tensor do campo eletromagnético.

Entre outras coisas é imediato que, como F' = dA, qualquer transformacao
em A a menos de um gradiente d\ (em que A ¢ uma 0O-forma), mantém F' necessari-
amente invariante pelo Lema de Poincaré, d*\ = 0 [26]. A simetria de gauge ¢ entao
uma consequéncia desse lema matematico. Além disso, observe que pelo Teorema da

Decomposi¢ao de Hodge, a 1-forma A pode ser escrita como|21|
A=da®dp®y, (3.56)

em que v é uma forma harmoénica, portanto a liberdade de calibre da teoria esta totalmente
contida em da e 7.
Como F constitui uma forma exata entao necessariamente constitui-se como
uma forma fechada, isto é
dF =0, (3.57)

vejamos qual o contetido desta equacao. A atuacao da derivada sobre F' deve resultar em

uma 3-forma, tal que
F = 1 O.F p 1 y_ 1 p p v
d —5( L F) dx? A dat AN dx —§me,dx A dxt A dx”, (3.58)

onde W,,, ¢ dado pela parte totalmente antissimétrica do coeficiente

W a[pF

]

1
= 8 (aDFMV + aVFpu + auFVp - 8pFVu - aVFup - aquV)

1
= 3 (0,Fu + 0y Fyp + 0,F,,) (3.59)
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assim,

1
dF = < (0, Fyu + 0, Fypu + 0uFyp) da? A da A da”, (3.60)

no entanto, dF' = 0 o que leva portanto a suas componentes serem identicamente nulas,
isto é

0,F . + 0,F,, + 0,F,p = 0, (3.61)

que sao as identidades de Bianchi. Como ja vimos essa relagao representa as equagoes de
Maxwell homogéneas (equacao [3.34)).
Além dessa maneira é comum, como ja discutimos, escrever estas equacoes

pela divergéncia do dual de F),,. Como a equacao de Maxwell ¢ homogénea, temos que
dF = *d' *F) =0, (3.62)
assim, a forma alternativa de se escrever estas equagoes é
d'*F =0, (3.63)

embora seja preferivel utilizar a primeira.
Para o caso das equagoes com a presenca de fontes, cuja dinamica esta associ-
ada a divergéncia de F),,, entao
d'F = 47”1 (3.64)

Uma consequéncia direta dessa equacao é que se tomarmos a sua coderivada

obtemos naturalmente a equacao de continuidade da carga elétrica
d'J =0, (3.65)

mais uma propriedade fisica que é uma consequéncia natural do Lema de Poincaré.

Portanto, na formulacao de formas diferenciais, as equacoes de Maxwell se

dF =0,
S (3.66)

reduzem a

Vale destacar a elegancia e simplicidade com que as equacdes de Maxwell foram escri-
tas em E, uma vez que ambas governam a dinamica das forcas eletromagnéticas
para sistemas de dimensao arbitraria sem envolver o uso de um conjunto de coordenadas
especificas. As equacoes representam ao maximo a eficiéncia de se utilizar ferra-
mentas matematicas mais sofisticadas para descrever com maior clareza as propriedades

fundamentais de sistemas fisicos.

1 Como leitura complementar focada nas relacdes das formas diferenciais aplicadas a descri¢do da teoria
eletromagnética, consulte [Warnick e Russer|[43].
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4 ELETROMAGNETISMO EM TEORIAS DE CAMPO

Neste capitulo, apresentaremos o Eletromagnetismo de Maxwell no formalismo
da Teoria de Campos, obtendo as equagoes de Maxwell através das equacoes de Euler-
Lagrange da acao adequada. Além disso, motivaremos sobre o estudo de teorias de féton
massivo a partir da teoria de Proca. Vale destacar que deste capitulo em diante iremos

designar a ‘densidade lagrangiana’ apenas por ‘lagrangiana’.
4.1 Teoria de Maxwell

A lagrangiana mais simplesﬂ que leva as Equacoes de Maxwell (na presenca de
fontes) é [44]
1

1
Lor =~ Fu ™ = — A", (4.1)
C

neste caso, novamente alteramos o sistema de coordenadas, desta vez para o sistema
de Heaviside—LorentzE], usualmente empregado em teorias de campo. O primeiro termo,
bilinear nas derivadas do campo, é denominado termo cinético (responsavel pela dinamica,
do campo) e o segundo termo é o acoplamento do campo com a respectiva fonte que o
gera. Este ultimo termo é derivado a partir do objeto mais simples possivel de ser formado
com apenas uma poténcia do campo e que preserve as simetrias de Lorentz e de gauge

local

Q/de;#Aﬂ(x(T)) = l/stcJ“Aw (4.2)

C C

onde 7 é o tempo proprio e J¥(z) é definida como

JH(z) = q/dT(SD(x — (7). (4.3)

Para determinarmos as equacoes de movimento para o campo A, tomemos as

Equacoes de Euler-Lagrange (equagao para a lagrangiana de Maxwell (equagao .

Para facilitar a compreensao, facamos isoladamente o calculo de cada termo das equacoes,
imediatamente

%‘iﬂj = —%J”, (4.4)

assim o problema se reduz em determinaif

1A lagrangiana ndo é mensurével, com efeito, sua definicdo ndo é univoca para a descricdo de um
determinado sistema fisico [23].

2No sistema gaussiano o fator 1/4 ¢ substituido por 1/167.

3Com efeito de simplificacdo costuma-se definir o campo tensorial auxiliar A4, = §,A,, fazendo com
que o tensor de Faraday seja escrito como Fj,, = A, — Ay,
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OL s 1 [0Fug OF8
— = — P F,
9@, 4,) 8AW T res g,
10F0s s
28AWF
= —5(5555—555;) Pl = For, (4.5)

dessa forma, as Equacoes de Maxwell sao as Equagoes de Euler-Lagrange para a acao do

campo eletromagnético [6]
1
o, FH =-J", (4.6)
c

juntamente das identidades de Bianchi contém todo o contetdo da teoria de Maxwell. A
dimensionalidade abordada na teoria de Maxwell é inicialmente arbitraria de modo que é
possivel variar livremente os indices na lagrangiana.
Outra questao relevante a se analisar é a energia do campo eletromagnético.
A defini¢do da densidade hamiltoniana (cuja integral volumétrica resulta na energia do
campo A,) é dada por [6]
oL

= oy e = £ (4.7)

o primeiro termo ja foi obtido, fazendo v = 0 na equagao (4.5)

1
H = F“anA#—i—ZFWF“”

1
= —F%(Fy, + 0,4) + 5(Bz — E?)

: 1
= E?—FY"9;A + 5(B2 — E?), (4.8)

o segundo termo deve ser integrado por partes cujo termo de superficie pode ser eliminado
por condi¢oes de contorno, o outro termo resulta na Equacao de Gauss, portanto em uma
regiao sem fontes (p = 0)

M= %(EQ +BY), (4.9)

sendo uma quantidade positivamente definida, fixando os sinais na lagrangiana.

Em formas diferenciais, como ja visto no capitulo anterior, a Eletrodindmica de
Maxwell se baseia na 1-forma do potencial vetor A = A,dz" e no field strength F' = dA,
sendo uma 2-forma. Como F* estd diretamente associado ao dual de F),, a agao de

Maxwell (em uma variedade de dimensao arbitraria) é

1 1
sM:_/ F/\*F——/ AN (4.10)
2 Jm CJm
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em termos do produto interno
1 1

observe que desta maneira obtemos as Equacoes de Maxwell adequadas, ao tomar a deri-
vada funcional (equagao [2.87))

5Sum 1
——— =0=>dF=-J 4.12
5A(y) : (4.12)

aqui foram usadas as propriedades demonstradas do produto interno de formas.

4.1.1 Discussoes teodricas, experimentais e conclusoes iniciais

Lagrangianas como a de Maxwell descrevem a dinamica de particulas sem
massa, no entanto, compreender a descricao de uma particula massiva associada & um
campo de gauge é de fundamental importancia para o entendimento das diversas interacoes
fundamentais da natureza [10}37,45].

Embora seja muito discutido que o foton (geralmente representado pelo sim-
bolo v), a particula de interagao eletromagnética possua massa zero, existem inimeros
experimentos que estabelecem apenas limites superiores para a massa do foton. Um dos

limites mais aceitos atualmente é dado por Olive et al.[46]
m, S 1,78 - 10 kg, (4.13)

que embora seja proximo de zero nao o garante ser, de tal forma que o estudo de teorias
eletromagnéticas massivas possuem relevancia teorica.
Existem, pelo menos, quatro mecanismos para gerar a massa dos campos em

um modelo de acao:

1. Mecanismo ad-hoc: a forma mais imediata constitui-se na insercao de um termo
quadratico no campo [47], em analogia a teoria de Klein-Gordon, fazendo com que
a constante de acoplamento tenha dimensdo de massa [23]|. Este modelo idealizado
por Proca (recebendo seu proprio nome) como tentativa de gerar a massa para o

campo eletromagnético serd discutido na secao posterior como motivagao inicial;

2. Geracao espontanea: matematicamente, para gerar a massa das particulas de inte-
racao ¢ comum empregar o denominado Mecanismo de Higgs, o qual faz com que
os bosons das interacoes fundamentais do Modelo Padrao interajam entre si atra-
vés de um campo quantico externo, denominado campo de Higgs, que ao quebrar

a simetria eletrofraca tem como consequéncia a geracao de massa destas particulas
[10].
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3. Teoria de altas derivadas: outro mecanismo ¢ através do estudo de lagrangianas
contendo termos de derivada superior nos campos [1]. No setor eletromagnético um
desses modelos constitui-se como a teoria de Podolsky [48], a tinica teoria de segunda
ordem que ¢ invariante pelo grupo de Lorentz e U(1) local [49], sendo entdo a unica

generalizacao para derivadas de segunda ordem do eletromagnetismo de Maxwell.

4. Termos topologicos: por fim, outra maneira de gerar a massa para os campos é
através da insercao de termos topologicos, isto é, que independem da métrica associ-
ada. O modelo mais discutido academicamente é a teoria de Maxwell-Chern-Simons

[18,/44150], a qual consta discutida no capitulo 5 desta dissertacao.
4.2 Motivagao inicial - o campo de Proca

A primeira proposta de uma teoria com féton massivo foi idealizada nos anos
30 pelo fisico romeno Alexandru Proca [32], que modificou a lagrangiana por um termo

de massa (bilinear nos campos) [38| em analogia a teoria de Klein-Gordon [47]

1 1 K2
Lap = = Fu ™ — — A" 4 S ALA (4.14)
&

Para o campo de Proca, A*, as equacoes de movimento podem ser obtidas resolvendo a

Equacao de Euler-Lagrange (equacao [A.9)) para Ly,p. Desenvolvendo explicitamente

OLyp _ d [r? vAu 1 I
oA~ gar | g A= LA
R (sran 4 ave) — L g
- ?nw’(p + p)_zﬂp
1
= HQAP—EJp. (4.15)

A outra parcela ¢ justamente o termo do tipo 0°F,, oriundo do termo de Maxwell. Por-

tanto, a equagao de movimento para o campo de Proca é
uv 2 \v 1 v
O F" + k=AY = EJ : (4.16)

Observa-se que a Equacao de Maxwell nao-homogénea (equagéo é modificada por um
termo linear no campo com constante associada & massa. A presenca explicita do campo
A" nas equagoes de movimento da significado fisico para os potenciais (em contraponto
a teoria Eletromagnética de Maxwell, em que o significado fisico é atribuido apenas aos
campos elétrico e magnético), fazendo com que a teoria Maxwell-Proca nao seja invariante

de calibre! Uma imposicao experimental da conservacao (local) da carga elétrica restringe
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o campo ao gauge de Lorentz
0, A" =0, (4.17)

nesta restrigéoﬁ, a equacao de movimento para o campo é da forma
2 v 1 v
(O+r%) A" ==-J", (4.18)
c

correspondendo, no caso sem fontes, a equacao de Klein-Gordon para um campo de massa
k. Por outro lado, na presenca de fontes, A” pode ser obtido via funcao de Green do

operador (O + x?) [22].

4.2.1 Potencial Elétrico e suas caracteristicas

4.2.1.1 Carga puntiforme na origem

Para um caso mais simples, busquemos a solucao esfericamente simétrica da
equagao (4.18)) para uma carga puntiforme na origem (isto é, J* = (¢gd(r),0,0,0)) e em

repouso (ou seja, A¥ = (V,0,0,0) e 0 = —V?). Nestas restrigoes a equagao se torna
(V2= r*) V(r) = —qo(r). (4.19)

No Eletromagnetismo de Maxwell (k = 0) obtemos o potencial de Coulomb como fungao
de Green para o problema, no entanto, no eletromagnetismo de Proca a solucao é dada

pelo potencial de Yukawa
KT

Vi) =L

C4m o

: (4.20)

que ¢ a Lei de Coulomb com um alcance 1imitad0E] pela exponencial do fator . Verifi-
quemos explicitamente que o potencial de Yukawa (equagao |4.20) é solugdo da equagdo
de Helmholtz modificada (equagao [4.19)).

2 q e " q 1 2 —Kr —KT 1 —KT 21
= - L |z 2 - -
\Y (47r . ) i |r (V™) +2 (Ve )(VT>+6 (V r)}
_ i -l 2 KT . KT _l o —KT
= | 50: (r?0,e7"") 4+ 2(—re ") ( 7n2) 4o (r)e }
- 4 E Op(—kr?e™) 4 2K - 4o (r)
A | r3 2

B i B 26 KT B efm" e KT B
= - _/<; . 2K = + 2K = 47?5(1”)} :

4Essa equacdo de vinculo restringe as configuracdes de campo permitidas, de modo que é possivel
reduzir um grau de liberdade do campo [38]. Assim, a teoria de Proca possui 3 graus de liberdade, sendo
os dois graus de polarizacao transversal e um grau de polarizacao longitudinal na onda eletromagnética.

®Uma outra situagao em que este tipo de solugao é discutida encontra-se em Ramos et al.]51], onde o
elétron que gera o potencial elétrico estd imerso em um meio coloidal carregado. A interacdo da carga
com o meio gera um efeito de blindagem eletrostatica, que reduz o alcance do potencial.
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Portanto,

(V2 — #2) (ie_m> — (4.21)

A r
sendo exatamente igual & equagao (4.19), e fazendo do Potencial de Yukawa, solu¢ao do
problema. Este tipo de potencial (representado na figura , tende a zero mais rapida-

mente do que o potencial de Coulomb.

14F
121
1.0?—
0.8;
~ 0.6;
04’

0.2f

0.0 :

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

,
Figura 4: Potencial de Coulomb de uma carga unitaria ¢ = 47 (em azul) comparado ao
potencial de Yukawa x = 10 (em laranja) para efeitos de ilustragdo da blindagem que
ocorre no cenario xk # 0. Fonte: O autor.

4.2.1.2 Caso sem fontes

Com efeito de anélise, tomemos uma solucao do tipo ondas planas, isto é

;0
A(E, 2°) = Al exp (zk; e ) , (4.22)
c

em que A’{O) é a amplitude da onda. Analisando o caso sem fontes, esta solugao na Equagao

de Klein-Gordon, leva a
e\ 2
E? = 2pl*+ (—H) ct, (4.23)
c
correspondendo a relacao relativisticaﬁ de uma particula de massa kh/c.
4.2.2 Aplicagao da Teoria de Maxwell-Proca (MP)

Uma pergunta pertinente a se fazer neste momento é: Fuxiste, de fato, alguma

circunstancia na qual o foton demonstra possuir massa? A resposta para este questiona-

6 Aqui usamos as relacoes de Broglie E = hv e p = hk que conectam a dualidade dos tratamentos
ondulatorio e corpuscular da luz (féton).
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mento é que sim, ha uma aplicacao da teoria de Maxwell-Proca na Supercondutividadeﬂ
Com efeito de ilustracao iremos destacar esta discussao que se encontra em mais detalhes
nas segoes 12.8 e 12.9 do livro “Classical Electrodynamics” do professor |Jackson|32].

A teoria de London busca um entendimento tedrico do comportamento dos
campos eletromagnéticos em supercondutoresﬂ sobretudo um efeito curioso que ocorre no
interior do material supercondutor, o campo eletromagnético é expulso quando o material
realiza a transi¢ao de estado normal (T' > T.) para um estado de supercondutor (¢ < T,),
de tal forma que o campo aplicado penetra uma distancia caracteristica denominada
profundidade de penetracao de London, \;. Este efeito, de expulsao do campo no interior

de supercondutores, é denominado efeito Meisner e esta representado na figura

By

_—

Figura 5: As linhas de fluxo magnético contornam o supercondutor esférico, haja visto
By = 0 no seu interior devido & magnetizacao oriunda do efeito Meisner. Fonte: |Mat-
sushital52].

Na sec¢ao 12.9 de|Jackson|32], o mesmo faz uma discussao fenomenologica sobre
o comportamento da densidade de corrente no interior de um supercondutor a partir do

movimento (ndo relativistico) dos portadores de carga (), com densidade ng e velocidade

"Aplicacoes desse modelo em Fisica de Altas Energias, no entanto, ndo sdo recorrentes, uma vez que
termos de massa estilo Proca fazem da teoria nao renormalizével. Portanto, uma teoria fundamental deve
ser nao massiva, devendo-se recorrer a algum mecanismo de geragio espontanea, como o de Higgs [45]

8Um supercondutor ¢, por definicdo, um material que ndo oferece resisténcia ao transporte de elétrons,
teoricamente havendo uma dissipacao nula de energia na forma de calor pelo Efeito Joule. O fendémeno
da supercondutividade foi descoberto em meados de 1911 por Kammerlingh Onnes, em Leiden, Holanda
usando da liquefacdo do gas Hélio, a aproximadamente 4.2K, para resfriar os metais, em especial o
mercurio [52].
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U, tal que
J = Qno, (4.24)

. e -
P=p+ -A, (4.25)
c
com p = mqot sendo o momento linear classico. Assim, a densidade de corrente é dada
por
2
j-—Wnep Qe z (4.26)
mgq mgqgc

No entanto, na auséncia de campo externo o valor esperado do momento é nuloﬁ]7 assim
obtém-se uma das Equacgoes de London

Q*ng

A 4.97
—— (4.27)

Fo_

observe, no entanto que as equagoes de Maxwell ndo-homogéneas (equacao|3.32)), no gauge

de Lorentz, para esta densidade de corrente podem ser escritas como
VZA—RA-K2A=0, (4.28)
correspondendo a equagao de Maxwell-Proca (4.18)) na auséncia de fontes, com

s ATQ*ng
moc?

=
Il

(4.29)

portanto, no limite estatico as solugbes sao do tipo Yukawa (equagao [4.20)), de tal forma
que a profundidade de London é dada por

1 c mq
A== e 4.30
L™k T 20 o' (4.30)

tal que como o foéton de Proca decai exponencialmente tem-se o efeito Meisner como
se os fotons no interior do supercondutor adquirissem massa, causando o decaimento

exponencial do campd}

9Este é um resultado do Teorema de Bloch, o qual foi apenas discutido em pormenores por Brillouin,
tal que o comportamento do supercondutor permaneca coerente mesmo ap6s a aplicacdo de um campo
externo [53)].

19Uma situacdo similar ocorre aos elétrons em bandas planas de grafeno, os quais se comportam como
férmions de Dirac sem massa na regidao proxima aos cones de Dirac, embora elétrons sejam particulas
naturalmente massivas [54].
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5 EFEITOS DA MASSA TOPOLOGICA NA ELETRODINAMICA

O objetivo desde capitulo é apresentar a teoria de Maxwell-Chern-Simons como
alternativa a geragdo de massa e que preserve a simetria por transformacoes de calibre.
Obteremos as Equacoes de Maxwell modificadas e discutiremos sobre a natureza dos

campos neste cenario.
5.1 Teoria de Chern-Simons

Uma outra forma de gerar a massa dos fétons constitui a denominada teoria
de Chern-Simons (CS), na qual a invariancia de calibre é preservada, mas ha uma restri-
¢cao na dimensionalidade do espaco. Essa eletrodinamica, conhecida como teoria planaﬂ
do FEletromagnetismo possui propriedades bem distintas das conhecidas e discutidas no
capitulo 3 desta dissertacao, haja vista o potencial elétrico ser uma fungao logaritmica da
posigéoﬂ

A Teoria de Chern-Simons consiste na mais conhecida teoria de calibre topo-
logicamente massiva (do inglés Topological Massive Gauge Theory, TMGT), entao iremos
inicialmente discutir em profundidade a teoria CS em 2 + 1 dimensoes, e em seguida ire-
mos apresentar sem muito aprofundamento o procedimento para generalizar a teoria para

5D.
5.1.1 Eletrodindmica em (2+1)-dimensoées
O termo de CS em (2 + 1)-dimensoes ¢ dado por [44]

Les = ge“”pAu&,Ap, (5.1)

onde k é o parametro (inversamente proporcional ao comprimento) de Chern-Simons.
Observe que este termo, nao é imediatamente invariante de gauge, haja vista que a variacao

na lagrangiana ¢ dada pela divergéncia
K puvo
§Les = 0, (Ze FW)\> , (5.2)

no entanto lagrangianas que diferem apenas por uma divergéncia sao denominadas ‘la-

grangianas equivalentes’, pois geram as mesmas equagoes de movimento (e a mesma agao

!Uma situacdo na qual a Eletrodindmica de Chern-Simons pode ser empregada sdo os sistemas bidi-
mensionais como o estudo da geracao do gap de energia no grafeno [50].

2Esta é uma das maneiras de trabalhar em espacos de dimensionalidade reduzida. Por outro lado

2Est d de trabalh pacos de d lidade reduzida. P tro lado,
se considerarmos o espaco-tempo com dimensao usual tem-se a FEletrodindmica Planar como uma teoria
efetiva, preservando assim a Lei de Coulomb usual.
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se forem desprezados os termos de superficie) [6], fazendo da teoria CS invariante de
calibre.

Uma das maiores relevancias associadas a teoria CS é seu comportamento por
uma transformacao de paridade. Uma transformacao de paridade é uma simetria discreta
que leva um vetor 7 na sua reflexao, isto é, em —Z [40]. Em 3 dimensoes espaciais isto é
feito ao rotacionar em torno de um eixo fixo, analogamente a paridade em 2 dimensoes

tipo espaco, deve alterar o sinal apenas de uma das componentes, com isto
A 5 A% A 5 AN A% A% (5.3)
assim, se P for o operador paridade é facil verificar que
P(Les) = —Los, (5.4)

do ponto de vista prético, a teoria de Chern-Simons se mostra extremamente 1til na
descricao de fenomenos que quebram a simetria por paridade, como é o caso do efeito
Hall quantico fracionério da Fisica da Matéria Condensada [55].

Neste cenario, o potencial vetor é do tipo A* = (V, Al, A%), além disso, os
tensores de rank-2 da teoria (como é o caso do F*) possuem 3 componentes independentes
(lembre que na FEletrodindmica de Maxwell eram 6 termos, as seis componentes dos campos

elétrico e magnético), como o campo elétrico é dado por

. 0A

E=-VV-2 (5.5)

entao o mesmo é bidimensional, de modo que possui duas componentes independentes.

Sendo assim, o campo magnético nesta teoria deve ser um escalar! Diretamente se verifica,

que
0 —E, —E,

= E, 0 -B |. (5.6)
E, B 0

Matematicamente isto se explica, uma vez que A = (A!, A%) e B = V x A, o rotacional
de um vetor bidimensional ¢ um escalar [22].

Em um espaco-tempo usual, com 3 dimensoes espaciais, linhas de corrente
geram um campo magnético com simetria axial em relacao ao eixo da corrente. Seja
entdo um plano com uma densidade de carga elétrica p = p(z,y) (ndo necessariamente
constante) imerso em uma regido com campo elétrico, este plano entdo estara sujeito a
uma diferenca de potencial (ddp) localmente nos pontos que o mapeiam, essa ddp gera

uma corrente induzida na superficie. Essa corrente é naturalmente bidimensional, onde
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podemos analisar a contribuicao de cada componente como sendo uma corrente em uma
linha reta (que é infinital) que gera assim um campo magnético com simetria axial que

perfura o plano carregado, como mostra a figura abaixo.

Figura 6: Campo magnético gerado por uma corrente induzida sobre uma placa com
densidade superficial de cargas p = p(z,y). Os pontos destacados delimitam a intersecc¢ao
das linhas de campo com o plano, determinando um fluxo magnético. Fonte: O autor.

Como no espago da teoria de CS a dimensao (tipo espa¢o) normal ao plano
nao existe, o campo magnético de um espacgo-tempo (3 + 1) é refletido como um fluxo
magnético em (2 + 1) dimensdes, ou seja um escalar.

Ocorre, no entanto, que o termo CS isolado leva apenas em solugoes triviais

de campo
=0, (5.7)

correspondendo ao chamado gauge puro. Para eliminar a trivialidade na teoria é preciso
acoplar o termo de Chern-Simons a algum outro termo, inicialmente é possivel adicionar

um termo de corrente

1
Los = ge’“’pAM&,Ap — AT, (5.8)
com pu,v,p=0,1,2. Esta lagrangiana leva as equacoes de movimento
Keawop, — L (5.9)
2 et

se tomarmos a divergéncia da equagao acima, o primeiro membro é exatamente a identi-
dade de Bianchi e, portanto
oJ" =0, (5.10)

que é a conservagao da carga.



5.1. TEORIA DE CHERN-SIMONS 66

Em termos das componentes, temos que

K

VPR, = 1JO = p= —KB 5.11
2 vp p 9
C

assim a densidade de carga é proporcional ao fluxo magnético, onde k é a constante que

vincula estas quantidades. As componentes espaciais da corrente, por outro lado
j' = —cre E; (5.12)

sendo proporcionais & componente transversal do campo elétrico.
Algumas outras possibilidades de eliminar a solucao trivial da teoria de Chern-
Simons sao [44]
(i) acoplamento a campos de matéria dinamica (escalares carregados ou férmions),
(i) acoplamento ao termo Maxwell,
(iii) escolher um espago-tempo com topologia nao trivial,
(iv) campos de calibre ndo-abelianos (Teorias de Yang-Mills),
(v) gravidade.
Nesta dissertacao iremos trabalhar o modelo CS acoplado ao termo de Maxwell,

portanto a lagrangiana de Maxwell-Chern-Simons (caso com fonte), ¢ dada por [56]

1 1 K
*CMCS = _Z lLVFMV - EAM‘]M + §€quAuayAp, (513)

com pu,v,p=0,1,2. Esta lagrangiana leva as equac¢oes de movimento
v H 4 1 14
O F" + € M, = EJ , (5.14)
imediatamente se verifica que as identidades de Bianchi
e’E,, =0, (5.15)

sao satisfeitas.

Ao contrario do campo de Proca ja discutido, e do modelo BF a ser discutido no
capitulo seguinte, a teoria de Maxwell-Chern-Simons nao indica explicitamente nada que
indique a relacao da constante de acoplamento a massa do campo de gauge. Evidentemente
isso ja o é esperado, uma vez que uma andlise dimensional mostra que [x] = L™! = M,
indicando que k deva ter uma relacao com a massa. Essa conexao é melhor visualizada

ao se calcular o propagadoﬂ da teoria MCS, o qual exibe um pélo em k% = x [57], similar

30 propagador é uma funcao que especifica a amplitude de probabilidade de uma particula viajar de
um lugar a outro em um determinado tempo [41]. Usualmente o propagador também pode ser visualizado
como o inverso do operador de onda apropriado para a particula sendo, portanto, frequentemente chamado
de funcdo de Green (causal) [20].
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a0 que ocorre em campos massivos, por isso o modelo MCS ¢ “topologicamente massivo”,
com a massa topologica igual a \/k [44].

Se expandirmos em termos das componentes obtemos as Equacoes de
Maxwell modificadas para o campo elétrico. Fazendo v = 0, a Lei de Gauss se mostra

modificada por um termo extra de carga
6'E:p+ﬁszeff, (516)

de modo que, nesta teoria, o fluxo magnético efetivo gerado pela corrente bidimensional
condiciona um actimulo maior (ou menor, dependendo do sinal de B) de carga. Ainda
que p = 0, haveria a carga oriunda do termo de Chern-Simons.

As demais equacoes sao facilmente obtidas

oB 1, 10FE,
a—y = (Ju + C/<LEy> + PRry (5.17)
0B 1, 10E,

em ambas as equacoes temos que a corrente (assim como a densidade de carga) é modifi-
cada por um termo referente & teoria de Chern-Simons.
Por fim, é de facil verificacao que

ok, 0k, _10B
Ox dy ¢ Ot’

(5.19)

assim, a Lei de Faraday é a tnica das equacoes de Maxwell que nao se altera devido ao
termo de CS, no entanto pela reducao dimensional se torna uma equacao escalar.
Em formas diferenciais, a acdo de Chern-Simons é descrita pela 1-forma do

potencial vetor
A=A, dx", (5.20)

consequentemente, dA = 0, A,dx" A dz”, portanto
/ ANdA = / A0, A, dx" A dx” N da”, (5.21)
./\/l3 MS

como a 3-forma de base corresponde ao produto do Levi-Civita com uma configuragao
especifica o termo de CS é recuperado. Portanto, a acao de Maxwell-Chern-Simons (com

fonte) é
1 1
SMcg:§/dA/\*dA—i—g/A/\dA——/A/\ *J, (5.22)

Cc
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ou entao, na notacao do produto interno
1 K, 1

5.1.2 Um comentéario sobre a Eletrodinamica em (4-+1)-dimensoes

O termo de Chern-Simons, da forma como foi definido, esta diretamente vin-
culado & um espago-tempo de dimensionalidade 2 + 1, pois os indices s6 coincidem neste
cenario. Para extender a teoria para mais dimensoes naturalmente o simbolo de Levi-
Civita necessitaria adquirir mais indices, que devem ser contraidos, ou com as componen-
tes do campo, ou entao com as derivadas do proprio campo, afinal a lagrangiana deve ser
um escalar de Lorentz. Naturalmente a lagrangiana nao deve ser bilinear nos campos,
uma vez que este objeto é simétrico. A outra opcao que seria introduzir uma derivada
no campo livre também é impossivel, haja vista de que no célculo das equagoes de mo-
vimento o termo de CS iria desaparecer imediatamente. Portanto, teorias de CS exigem,
por construcao, que a variedade tenha dimensao impaxﬁ.

Em um espaco-tempo de 4+ 1 dimenséesﬂ para espacos de dimensao superiores

a usual, de tal forma que nao seré discutido em profundidade., o termo de CS é dado por

Los = ge“”p"AAu&,Ap&,A,\, (5.24)

o acento tilde indica que a quantidade estd em 5D. Em formas diferenciais, a acao de CS
se torna

Ses = g/MsA/\dAAdA - g (A, dA A dA), (5.25)

com AF = (A*, A5), em que nao nos preocuparemos com a origem do termo extraﬂ Da
maneira pela qual escrevemos Log a mesma nio ¢ invariante de gauge, no entanto o termo
dado pela divergéncia pode ser eliminado na integracao pelo termo de superficie. Esta
é entao uma caracteristica das teorias de CS que independem da dimensionalidade do
espaco-tempo.

Com isso, o field strength possui agora 10 componentes independentes, em que

4H4 uma maneira, no entanto, de construir uma teoria estilo Chern-Simons em 3 + 1 dimensdes,
denominado modelo de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw [58]. Este modelo, entretanto, exige que um campo
vetorial de fundo seja considerado, o que viola a simetria do grupo de Lorentz [59].

SEsta secdo servird apenas como motivacao de generalizar a teoria CS

6Teorias de dimensdes extras geralmente estdo associadas aos efeitos da gravidade, de modo que a
quinta componente do potencial deveria fazer alusdo ao potencial gravitacional [24].
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0o -E, -E, —-E. F%
E, 0 -B. B, F¥
Fv=| E, B. 0 -B, F» [, (5.26)
E. -B, B, 0 F¥
_p0s _pls 25 35

em que F'*° dependera da componente extra do potencial e da derivada em relacio a essa

coordenada, isto é

FFS = 9rA> — 9P AF. (5.27)
A acao de Maxwell-Chern-Simons em 5D ¢é
~ 1 1
Sucs = 5 (AA,dA) + 2 (A, 7' dANdA) = ~(4, ), (5.28)

que se derivarmos funcionalmente, nos leva as equacoes de movimento modificadas por

termos de correntes efetivas.
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6 TEORIAS DE CAMPO TOPOLOGICAMENTE MASSIVAS: O
MODELO BF

Como visto no capitulo anterior, a FEletrodindmica modificada por um termo
do tipo Chern-Simons, embora explique fendémenos em que o fé6ton comporta-se como
tendo massa, como é o caso de sistemas que violam a simetria CPT, apresenta a parti-
cularidade de ser valida apenas em sistemas planares, como é o caso do sistema (2 4 1)-
dimensional. Tentativas de generalizar dimensionalmente a teoria de Maxwell-Chern-
Simons para espacos-tempo de dimensao arbitraria e que preserve a invariancia de gauge
possui aplicabilidade imediata no ambito tedrico do estudo de sistemas que a FEletrodind-
mica de Maxwell é usualmente aplicada, no grupo de Poincaré do tipo (3+1)-dimensional.
Neste capitulo discutiremos a versao abeliana do modelo BF', que constitui-se efetivamente

como uma ‘generalizagao dimensional’ do modelo de Chern-Simons.
6.1 Descricao do Modelo BF

Uma maneira de obter a dimensionalidade pretendida para o estudo das teorias
é através do dual de formas. O tensor de Faraday é, como ja discutido, uma 2-forma.
Assim, consideremos uma (D — 2)-forma B com a qual construimos o seguinte termo de
acao

SBFO(m BAF. (61)
Mp

Ele possui validade dimensional arbitraria, e ¢ um termo topologico uma vez que nao esté
associado & influéncia da métrica do espago-tempo.

Em um aspecto historico, com a proposta de que a matéria nao era constituida,
a nivel fundamental, de particulas pontuais, mas sim de objetos estendidos, as denomi-
nadas cordas [41], pensou-se em generalizacoes da teoria eletromagnética cujas fontes nao
fossem localmente discretas. Nesse sentido, uma extensao logica dos procedimentos para
se determinar o acoplamento do campo A, com sua fonte (consulte a equagao (4.2])) pode
ser utilizada para o campo B e sua fonte que deve, por construcdo, ser uma 2-forma [60].
Com efeito, seja x = x(7,0) a parametrizacao de coordenadas que delimitam os dominios

desse objeto estendido, sendo 7 o tempo proprio e o o comprimento da corda, assim
/deU:t”x”’B“” = /dDa:J””BW, (6.2)

com & = 0x/0T e ' = 0x/Jo. Como B, é antissimétrico define-se a corrente da corda
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(fonte do campo B) como
1
JH = 3 / drdod® (x — x(7,0)) [#"2" — " 2] . (6.3)

O campo antissimétrico B, é denominado na literatura como campo de Kalb-
Ramond (KR), devido aos estudos de Kalb e Ramond|60], e possui aplicagoes que vao
desde teorias de gravidade modificada [61], tentativas de unificar a Gravitag¢ao e o Eletro-
magnetismo 62| a propriedades 6ticas do espago-tempo [63]. Além disso, vale destacar
que o field strength do campo KR, H (= dB), é entendido como fonte de tor¢ao no espago-
tempo [64].

Nesta dissertacao iremos estudar o acoplamento do campo de Kalb-Ramond
com o tensor eletromagnético como um modelo topologicamente massivo [65] para estudar

o Eletromagnetismo.
6.2 Modelo BF abeliano (3+1)-dimensional

Uma teoria (3 + 1)-dimensional modelada pelo termo BF, no aspecto eletro-
magnético (sem fontes) deve ser dada por uma agao do tipo [66]

1 1 m
Spr = /d4$ {_ZFMVFW + EHMVPHWIJ + ZEWWBWFM ) (6.4)

em que Fy,, = 0,A, — 0,A, & o tensor de Faraday, e H,,,, = 0,B,, + 0,B,, + 0,B,, ¢ o
field strength do potencial de gauge B,“,ﬂ Observaremos que existem dois conjuntos de

transformagoes de gauge independentes que deixam a agao invariante [67]

5 A, =9,N, 6,B,, =0,
{ 15 = Sath - S (6.5)

024, =0, 0B, =0,X, —0,%,,
em que A e X, sao os parametros escalar e vetorial de gauge, respectivamente.
Verificaremos explicitamente que Sgpr (equacdo [6.4) é invariante pelas trans-

formagoes locais de calibre (equagoes|6.5). O primeiro conjunto de transformagoes retorna

0FE, = 0u.8A4)—0,(54,) =0,0,A—0,0,A =0, (6.6)
51HWP = 6#(5lBVp) + au(‘Spru) + ap<6lBlW> - O, (6~7)
6 (B F™) = (6,B,)F"™ + B, (6, F"™) =0, (6.8)
portanto
61Spr = 0. (6.9)

YO field strength do potencial de gauge B, ¢ obtido de forma similar as identidade de Bianchi do
tensor de Faraday, através da anti simetrizacdo do coeficiente da 3-forma H = dB.



6.3. REDUCAO DIMENSIONAL 72

Além disso, o segundo conjunto de transformacoes locais de calibre retorna

03F,, = 0,(8,A,) — 0,(524,) = 0, (6.10)
6oH,py = 0u,(02B.,) + 0,(02B,.) + 0,(02By)
= 0,0,%,—3,%) +0,(0,5, — 0,%,) +0,(0,%, — 9,%,)
= 0, (6.11)
6a(Bu F™) = (63B,)F"™ + By (6, F™) = (9,5, — 0,%,) F*™. (6.12)

A variacao no termo BF por transformacao de calibre é eliminada através das condicoes

de contorno aferidas aos parametros de gauge. Portanto,
02Spr = 0. (6.13)
6.3 Reducao dimensional

O modelo BF, como ja discutido, busca ser uma generalizagao dimensional da
teoria de Chern-Simons para a geracao de massa topologica, preservando a simetria por
transformacoes locais de gauge, assim sendo, uma reducao dimensional no problema, isto
é, considerar que os campos envolvidos na teoria nao se propagam em uma das direcoes
espaciais, deveria retornar os efeitos da teoria CS. Este procedimento foi inicialmente
discutido por (Govindarajan, Rindani e Sivakumar|[68] em um caso geral, sendo explorado
no modelo BF por Kumar e Lahiri[67P] Em teorias de maior dimensionalidade, D = 4+1
por exemplo, este método assume particular importancia na discussao de teorias do tipo
Kaluza-Klein de Gravitacao, com efeito de descrever os fendmenos em 4 dimensoes como
uma teoria efetiva [67].

Geralmente a reducao dimensional é realizada expandindo os campos nos mo-
dos normais correspondentes as dimensoes extras compactadas, ao fim integrando-as. Esta
abordagem é 1til no estudo de modelos de campos duais e em teorias de supercordas [65].
Aqui iremos considerar que os campos apenas independem de uma coordenada especifica,

23, por exemplo. Com efeito

Aﬂ = (A;“Ag) = (AM,QO),
Bip = (Byws Buz) = (B, by) (6.14)
d = dz"9; = da*d, + dx*0y = dztd,,

com u,v =0,1e 2, e peb, sao campos escalar e vetoriais constantes, respectivamente.

2Nos estudos de Kumar e Lahiri|67] esta discussdo ¢ levantada na formulagdo covariante a nivel de
lagrangiana, o que demanda muito mais calculos do que a abordagem autoral descrita nesta dissertacao
utilizando o formalismo de formas diferenciais.
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Com efeito didatico, iremos reescrever o problema no formalismo de formas diferenciais e
efetuar a redugao dimensional visando fazer uso das caracteristicas geométricas dos objetos
matematicos, simplificando em muito o processo descrito nas referéncias ja consagradas.

A acdo, se torna
1 * 1 *
SBF:/ (—H/\ H+mBANF+ -FA F), (615)
My \ 2 2

enquanto que as condicoes de reducao dimensao se tornam

{ A= Apdaf = A da* + pda® = A+ o, (6.16)

B = 1Bpyda* A\ da” = LB, da* A da” + bydat A da® = B +0b.

Neste sentido, A e B sdo a 1 e 2-forma no espaco (2 + 1)-dimensional, enquanto que ¢
e b correspondem a respectiva componente 3 desses objetos. Fazendo esta substituicao e
integrando na dimensao extra

(SBF)effZ/ {%(FIerb)A *(F[+db)+m(B+b)/\(F’+dgo)+%(F+d<p)A *(F+d<,p)},
M3

por desenvolvimento explicito obtemos
(Spr) —/ Lan H SE A b+ Sab A H o Sabn db b E A F 4 SF A
BE)err = )12 2 2 2 2 2 4

1 _ 1 _ _ _
+§d90/\*F+§dg0/\*d(p—l—mB/\F+mB/\d<p—|—mb/\F—|—mbAdgo}.

Observe entao que muitos termos dessa acao sao, por definicao, nulos, como é o caso de

termos que combinem de algum modo ¢ e b
b Adp = (buda A dz®) A (O,pda” A da®) = 0. (6.17)

O mesmo se verifica nos termos 3 e 7 da acao. Por fim, observe que termos do tipo
Tip) N* dtp—1) sao nulos, em que T' sao os termos independentes de dxz?, enquanto que t
corresponde ao b e ao . Além disso, como toda (D + 1)-forma é nula em uma variedade
D-dimensional, o termo B A F integrado resulta em zero. Por fim, observe que podemos
fazer

BAdp=d(BANy¢)—HAp, (6.18)

portanto, se definirmos G' = db o field strength para o vetor b,, teremos que a acao efetiva

(em componentes) é [67]

1 1 m 1
(Spr).ss = / & [—ZFWFW = 1GWG" e E byt o Hwy H?
(6.19)
m

14 1 m 17
- ﬁeu PHypp + Eauﬂpau¢ + Eau [ pBVPSO]} :
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O 1ltimo termo pode ser descartado por se tratar de uma derivada global, através da
imposicao dos campos se anularem na fronteira.
Observe, no entanto, que o quinto termo da acgao possui relacao direta com o

dual da 3-forma H,,,, de fato

1

h= g€ Hy, (6.20)

é um escalar de Lorentz! Dessa forma, podemos escrever
Hp,l/p = E,uz/ph; (621)
portanto a acao se torna

. 1 1 1 1
(Spr).s; = / & {—ZFWF“” — 1GuC" + %e“”pFw,bp + 5h* —mhp + S0,00"p| |
(6.22)

em que para remover o escalar h basta tomar a sua equagao de movimento e substitui-la

na acao. Assim

0(SBF)e
oh
portanto
1 1 1 1
(SBr)esr = /dgx [—ZFWFW - ZGNVG“” + %e“”pFuybp + 5@@8“@ - §m2<,02 , (6.24)

ou seja, a reducao dimensional da agao do modelo BF forneceu a acao do modelo abelianoﬂ
de JackiW—P [69] adicionada de um campo escalar, real e massivo E imediato de que
a agao descrita pela equacao (6.24) é exatamente igual a de Jackiw-Pi na escolha do gauge

axial, isto é A3 = p = 0.

6.3.1 Invariancia de gauge em (Sgr)ess

Com a redugao dimensional as transformagoes locais de gauge (equagoes [6.16)

sao0 escritas como

(6.25)

51Au = 6NA, 51g0 = 83/\ = 0,
5le, = 0, (Slbﬂ = 0,

3 A verificacdo desta conexdo em teorias ndo-abelianas também é verificavel, para isso consulte Kumar
e Lahiri]67).

*Observe que o termo do tipo F' A b é topoldgico, no sentido de ndo depender da métrica do espago-
tempo, sendo o equivalente ao termo B A F' em 4 dimensoes, por isto o mesmo é chamado termo misto
de Chern-Simons.

5Essa conexdo de reducdo dimensional e geracdo de massa ja foi verificada na literatura em diversos
modelos de campos. Em particular, Khoudeir|70] mostrou que ac¢oes de campos vetoriais massivos que
preservam a simetria de gauge podem ser obtidos a partir da reducao dimensional de uma teoria de calibre
nao massiva em 5 dimensoes.
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oA, =0, 6yp =0,
{ 2% il (6.26)

5QB;U/ == (%E,, - &,EM, 52[?“ = (9#23 - (932# - (3M23.
Verifiquemos explicitamente se 0 modelo reduzido dimensionalmente realmente preservou
as mesmas simetrias de calibre.

O primeiro conjunto de transformacoes retorna

01F = 0u(61A)) — 0,(61A,) = 9,0,A — 9,0,A = 0,
651Gy = 0u(01by) — 8,(01b,) = 0,
01(Fuby) = (61Fu)by + Fu(61b,) =0,
01(0up) = Ou(0rp) =0,

6.27
6.28
6.29

P T T
. N S S

6.30

portanto

01 (SaF).y; = 0. (6.31)

Além disso, o segundo conjunto de transformacoes locais de calibre retorna

02Fu = 0u(024,) — 9,(024,) = 0,
035G = 0u(0sD,) — Dy(2b,) = 8,0,55 — 0,0,53 = 0,
0o(Fuubp) = (02Fu)bp + Fru(02bp) = £ 0,3,
02(Oup) = Ou(dap) =0,

6.32
6.33

(6.32)
(6.33)
(6.34)
(6.35)

6.35

similarmente a varia¢ao no termo F),, b, pode ser eliminada na integracao pelas condigoes

de contorno. Portanto,

52 (Spr)ys; =0, (6.36)

fazendo do modelo, invariante de calibre.
6.4 A Teoria Maxwell-BF (3 + 1)-dimensional

Buscaremos estudar um modelo de eletromagnetismo que seja topologicamente
massivo e invariante de gauge, para isto analisaremos a influéncia de um termo do tipo
B A F na FEletrodinamica de Maxwell (equagao em uma variedade (3+ 1)-dimensional
lorentziana. Esta abordagem carece de referéncias na literatura, sendo entao as secoes
6.4, 6.5 e 6.6 uma contribuicao autoral.

Pelas proporcoes do trabalho, vale relembrar algumas definicoes, a saber a
autodualidade (equagao

Ty = (1P

p)>
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e a coderivada exterior (equagao [2.62)
d = (_1)D(p+1) *d *.

Neste sentido, a lagrangiana do modelo pode ser escrita (caso livre) como sendo

1 1
SMBF:/ <§H/\*H+mB/\F+§F/\*F>, (6.37)
My

em que F' = dA e H = dB sao os field strength das 1 e 2-formas A = A,dz" e B =
%Buydx“ Adz”, respectivamente. Na notagao do produto interno, esta acao livre é escrita
como

1 1

SMBF:é(H,H)—l—g(F,F)—m(B,*F), (6.38)

0 negativo no termo BF se originou da necessidade de se introduzir a identidade
1="" (6.39)

em que
=1 (_1)1Jr1f)(Dfp)>s<7

é a operacao inversa a dualidade de Hodge para variedades lorentzianas (equacao [2.49)).
Para um entendimento inicial deste modelo verifiquemos as equacgoes de mo-
vimento para os campos A e B em uma situacdo de auséncia de fontes (J = 0). Ja

verificamos que vale & seguinte propriedade
(dT, W) = (T,d'W), (6.40)

assim, buscaremos uma expressao que permita comutar a dualidade de Hodge dentro
do produto interno. Sejam, uma p-forma F e uma (D — p)-forma B em uma variedade

lorentziana D-dimensional, assim
(F,"B) = / FAN"B
Mp
= (_1)—<D—p>f’+1/ FAB
Mp
= (_1)—(D—p)p+1(_1)p(D—p)/ BAF
Mp
= (—1)/ BAF
Mp

= (—1)2+P<D—p>/ B A™ F, (6.41)
Mbp
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no caso particular de p =2 e D = 4, obtemos que
(B,"F)=(F,"B). (6.42)

A determinagao das equacgoes de movimento para os campos seguird, como ja
discutido, as propriedades do calculo funcional de formas, assim, as equacoes de movi-

mento pro campo A sdo obtidas via

0SMBF
=0 = d'F-md"B
A "
= *d"F —m'd"B
= *d&"F+m"H,
portanto
d*F = —mH. (6.43)
De maneira similar, determinemos & equacao de movimento do campo B,
O0SMBF
=0 = d'H-m'F
5B 0 m
= *d&"H —m"F,
portanto
d*H = mF. (6.44)

Obtemos, assim, equagoes de movimento que relacionam os field strenths H e

F', no entanto é possivel eliminar H na equagao de movimento de F' tomando a operacao
d* na equacgao ((6.43))

d'd*F = —md*H (6.45)

usando a equacao ([6.44) na equacao (6.45)), e como para uma 2-forma em uma variedade

*

lorentziana quadridimensional df = *d
dd'F = —m*F, (6.46)

portanto, como F' e H sdo formas exatas (F' = dA e H = dB) entdo sao formas fechadas
pelo Lema de Poincaré, isto ¢, dFF = dH = 0, fazendo com que dd' = A (Operador
de Laplace-Beltrami, ver equacao [2.71), na métrica de Bjorken-Drell (equagao [2.15)), por
outro lado, A = 0,0" = O (Operador d’Alembertiano), portanto

(O+m?) F =0, (6.47)
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de modo analogo é possivel mostrar que
(O+m*) H =0, (6.48)

nesse sentido cada componente dos campos F' e H (ndo simultaneamente) oscila como
um campo massivo, solucao da Equacao de Klein-Gordon, como deveria ser uma vez que
o modelo BF satisfaz a equagdo de Einstein p*p, = m?. A rela¢io do parametro m com
a massa associada ao campo da a interpretacao da massa topologica do campo.

Com o efeito de visualizar que o campo eletromagnético, neste sentido, adquire

massa, tomemos um ansatz como solugao da equagao (6.44) do tipo
*H =mA+ de, (6.49)

em que ¢ ¢ uma 0-forma associada as condigoes de contorno do campo. Com efeito,

AF = —m(mA+dyp)

*d*dA = —m*A —mdy

OA—d'd*"A = —m*A—mdy
O+m*)A = d(*d"A—my), (6.50)

se tomarmos a seguinte condicao de calibre
d'A = me, (6.51)

como sendo o gauge de Lorentz generalizado, obtemos que o campo eletromagnético obe-
dece a Equacao de Klein—Gordonﬁ

(O+m*) A=o. (6.52)

Este resultado, consoante com a teoria de Maxwell-Proca, bem como a mesma
contagem de graus de liberdade fisicos, revela que ha uma relacao de dualidade entre uma
teoria vetorial (Proca) e um modelo tensorial (BF), que sdo objetos matematicamente
distintos. Matematicamente ja foi verificado que campos de gauge estao conectados por
uma rede intrincada de dualidades [71], observadas através da redefinicdo dos campos
[16,72]. Recentemente Maluf et al.|73| verificaram a dualizagdo em modelos acoplados

com férmions, verificando essa conexao para além das teorias livres.

6Com efeito de m representar uma massa nao nula para o féton entdo k*k, # 0 (equagdo de Einstein),
levando & ndo existéncia de uma simetria de gauge residual [10], logo apenas um grau de liberdade é
ndo fisico na teoria de f6ton massivo, de modo que deve haver um grau de polarizagdo longitudinal &
propagacao da onda eletromagnética.
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6.5 Obtencao das equagoes de movimento

A acao do modelo na presenca de uma fonte para o campo A, isto é, com

J # 0, leva & obtencdo das seguintes equacoes

1

dF = —m*H+ -], (6.53)
C

dH = m'F, (6.54)

como se espera, o limite m — 0 faz com que a equagao seja igual as equacoes de
Maxwell ndo-homogénead’} de tal forma que a Eletrodindmica de Maxwell configura-se
como um caso particular da Eletrodindmica de Maxwell-BF.

Usando o ansatz da segao anterior para resolver a segunda equagao, obtemos

que a primeira equagao se torna

dF = —m?A—mde+ctJ
d'dA + d(mp) + m*A = ¢ 'J
d'dA+dd"A+m*A = ¢ 'J
(O+m*)A = ¢, (6.55)

da segunda para a terceira linha foi usada a condicao de Lorentz generalizada. Por outro
lado, se quisermos deixar o resultado em termos da divergéncia do tensor intensidade do

campo eletromagnético, temos
d'F=c'J—m?A,, (6.56)

donde A,, = A+dyp/m, é o quadripotencial vetor efetiwﬂ Imediatamente verifica-se que
no limite da massa tender a zero recupera-se o conteiido da Eletrodindmica de Maxwell
e neste caso obtemos termos proporcionais a poténcias de m, o qual verificamos na secao
anterior ser um fator de massa topologica ao campo do foton.

Uma questao a ser discutida é a invariancia de gauge que aparentemente foi

violada ao termos explicitamente o campo A, nas equagoes de movimento, além de um

"As Equacoes de Maxwell homogéneas ndo sdo modificadas no cendrio de m # 0, uma vez que as
identidades de Bianchi permanecem as mesmas.
8No sistema de unidades geometrizadas (ou naturais) constata-se que |10]

com [X] representando a unidade da quantidade X (sendo L, T' e M as quantidades de comprimento (do
inglées, length), tempo (do inglés, time) e massa (do inglés, mass) respectivamente) portanto o fator de
massa no termo ® automaticamente corrige as unidades, haja vista dy possuir dimensao de inverso de
massa devido ser dado por uma derivada com relagao as coordenadas.
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outro termo, ® = dp, o qual denominaremos aqui por potencial vetor topologico. Na

notagao de formas diferenciais, as transformagoes de gauge (equagoes |6.5)) se tornam

(6.57)

(5114 = dA, (51B - O,
S A =0, 6B =dY,

com A e ¥ sendo uma 0 e 1-formas, respectivamente. Evidencia-se, novamente, que
devido aos field strength serem definidos como formas exatas, pelo Lema de Poincaré,
constituem-se como formas fechadas, portanto 6, H = ;' =0, com i = 1, 2.

Assim sendo, buscaremos o conjunto de transformagoes do potencial vetor
topologico, explicitamente o primeiro conjunto de transformagoes, na equagao ,
fornece

enquanto que

de fato, observe que a equacao (6.56|) nao carrega unicamente o potencial vetor, mas sim

A = A+ ®/m, o qual imediatamente

0iAm =0, (6.60)

Fp =dA, =F, (6.61)

de tal forma que os tensores de Faraday sao iguais, representando a mesma quantidade
fisica, uma vez que as identidades de Bianchi sao satisfeitas. Portanto, em termos do

quadripotencial vetor efetivo, as equacgoes de movimento sao
f 1 2
d'"F,,=-J—m-A,,. (6.62)
c

6.5.1 Equacoes de Maxwell-BF

Obtidas as equacoes de Maxwell-BF na notacao de formas diferenciais, pode-
mos escrevé-las vetorialmente em termos de suas componentes, isto juntamente da Lei
de for¢a de Lorentz (equagdo [3.25) representaréa todo o contetdo teorico do Eletromagne-
tismo.

As equacdes nao-homogéneas de Maxwell-BF, em componentes sao dadas por

1
O F" = =J" —m*AY, (6.63)
C
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-,

com J* = (cp,j) e A* = (V, A). Seja =i e v = j, diretamente obtém-se

-~ 10E 1- .
B— =" == —-m?A, 6.64

enquanto que u =1 e v = 0 retorna
V-E=p—m?V,, (6.65)

devido ao tensor de Faraday nao ter sofrido modifica¢oes, entao a identidade de Bianchi

permanece valida, de modo que as equagoes homogéneas permancem da mesma forma,

isto é
V-B=0, (6.66)
€ _
- - 10B
VxE—-=-=—2=0. 6.67
% c Ot ( )

Empregando as técnicas do céalculo vetorial, podemos exprimir estes resultados

através de uma formulacao integral,

fgvﬁ-dmm?/vvm = Qene, (6.68)
7{ B-di = 0, (6.69)
%)%
— — 8@"
j{E-dl = —cfla—f"’”, (6.70)
oS
0P

7{ B-dl+ mQCDAS = ¢ e+ (6.71)
aS

ot '’

onde ® ¢ o é o fluxo do campo vetorial X na superficie delimitada por 0S.

6.5.2 Conservacao da carga e a dinimica de ¢

A conservacao global da carga elétrica é observada nos mais diversos pro-
cessos fisicos, tais como a colisdo de particulas, decaimentos e producdo de pares [12],
constituindo-se assim como uma das simetrias fundamentais da Fisica. E razoavel que
toda teoria que busque, consistentemente, explicar fenomenos eletromagnéticos esteja em
acordo com a conservacgao da carga elétrica, de tal forma que se impusermos a divergéncia

sobre & equacdo de movimento (equacio [6.62) com a imposicao df.J = 0, obtemos

d'J = d'A,,
1
= d'A+ —d'dy, (6.72)
m
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fazendo d' A = my (gauge de Lorentz generalizado, equagao [6.51)), e como df¢ = 0, temos
que
(O+m?*)p =0, (6.73)

de modo que ¢ também é solucao da Equagao de Klein-Gordon.

6.5.3 Solucao geral das equagoes de Maxwell-BF

Um questionamento natural & ser feito é como obter a solucao para os mais
diversos problemas, uma vez conhecida a fonte J. A partir da equagao (6.62) podemos
escrever, no gauge de Lorentz Generalizado,

(O 4 m?)A,, %J, (6.74)
a solucao desta equacao nos fornece A,,, que é a solucao das equacoes de Maxwell corrigida
pelo fator oriundo da massa topologica. Ao estudarmos alguns problemas com mais rigor
serd realizada a comparagao entre A, e A (a solu¢do das equagoes de Maxwell usuais,
isto &, no caso m = 0) onde buscaremos a existéncia da possibilidade de verificagao
experimental da massa topologica em problemas classicos.

Existem muitas maneiras de se buscar resolver uma equacgao diferencial, sendo
a mais utilizada, o método de separacao de varidveis, muito 1til na resolucao das equacoes
de Laplace, mas ineficaz para problemas nao-homogéneos [22]. Uma maneira elegante de
contornar este problema reside na teoria das funcoes de Green, que se constitui como
um mecanismo geral para a obtencao de solucoes de equacoes diferenciais parciais nao-
homogeéneas [41]. Os detalhes da teoria (em carater de revisao) constituem o Apéndice
B.2.

6.6 Eletrostatica na Teoria MBF

Esta secao buscara compreender aspectos praticos da teoria de Maxwell-BF
em sistemas do tipo (3 + 1)-dimensional, verificando as modificagoes mais imediatas na
FEletrostatica de Maxwell. O interesse pelo regime (independente do tempo) é inerente &
gama de fendmenos eletromagnéticos que podem ser investigados sem levar em conta a
dependéncia temporal dos mesmos. Atualmente, todos estes fendmenos sao descritos pela
Eletrostdtica de Maxwell e é natural neste trabalho estendermos esta descri¢ad”| para o

modelo BF. Neste cenario, em que os campos sao independentes do tempo, a E.D.P. se

90 mesmo poderia ser feito para a Magnetostatica, onde a causa a ser imposta na funcio de Green é
a densidade de corrente elétrica.
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torna

(V2 —m?) Al = —c 154, (6.75)

equivalendo & E.D.P. de Helmholtz modificada.
O cerne da Eletrostdtica reside no entendimento do campo (ou do potencial)
elétrico de uma carga puntiforme em todos os pontos do espaco, tal configuracao de carga

é localizada no espaco e mapeada como
p(Z) = qd(7 — 7), (6.76)

de tal forma que toda a carga se encontra concentrada em 7 = 7’. Com a informagcao
da distribuicao de carga é possivel determinar o potencial elétrico, que satisfaz a equacao
(6.75)). Para isto precisaremos estabelecer as condi¢oes de contorno que o problema deve
satisfazer, a mais natural é de que a interacao diminua com a distancia, a chamada
‘condicao de finitude’

lim V(%) =0, (6.77)

|Z|— 00
e que o potencial seja avaliado sobre todo o espaco, isto é ¥ € R3. A partir disso podemos

determinar a Funcao de Green G(Z,#) do operador (V2 — m?), tal que
(V2 —m?)G(z,7) = —6(7 — 7). (6.78)

Assim, pode-se resolver este problema expandindo as funcoes no espago de Fourier ([K?’)m
determinando, assim, a funcao de Green associada ao operador e adequada a condicao de

finitude. O resultado é

1 e—m|f—i”|

T Ar Z—1]

G (7, ") (6.79)

Imediatamente a presenca de uma fonte p(z’) que, nesse caso, é interpretada como uma
densidade da distribui¢ao de carga elétrica gera um efeito em 7, o qual da-se o nome de

potencial elétrico, definido por
V(%) = / PF G (2, 7)p(T). (6.80)

O objetivo desta secao ¢, de modo geral, obter o campo elétrico dos proble-
mas classicos fazendo o contraponto tedrico dos efeitos da massa topoldgica em situacoes

classicas, sendo necessario conhecer apenas a distribuigdo de cargas p(z).

190 desenvolvimento completo consta no Apéndice B.2.
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6.6.1 A carga pontual

Como ja definido a distribuicao volumétrica da carga pontual e, uma vez que

sua integral de volume

Q= q/ d&76(7 — ), (6.81)
v
equivale a sua carga total. Portanto, o potencial elétrico gerado por esta carga ¢ dado
por
—m|T—7'|
V()= ————=-, 6.82
@)= 4 7 — 7| (6.82)

equivalendo, como esperado da teoria de Proca, a um potencial do tipo Yukawa, isto é,
de curto alcance.

Veja que o potencial elétrico de Yukawa satisfaz os seguintes limites

lim V,,(r) = 0, (6.83)
7—00

lin% Vin(r) = oo, (6.84)
lin% Vin(r) = V(r), (6.85)
lim Vin(r) = 0. (6.86)

A equacao (6.83)) nos diz que o potencial vai a zero para pontos muito distantes
da carga pontual, enquanto que a equacao ((6.85) mostra que o potencial elétrico devido
a esta carga na teoria de Maxwell-BF se comporta como o potencial usual de Maxwell
no limite de m indo a zero, como esperado. Por outro lado, o limite em que m tende
ao infinito gera a anulacao do potencial, de fato, a massa reside unicamente no termo
exponencial que decai com o aumento de m. Por fim, a equacao contém uma
informagao exatamente igual ao caso usual, o potencial diverge na origem, isto é, sobre a
carga puntiforme.

O campo elétrico, por outro lado ¢ obtido pelo gradiente do potencial, uma vez
que as equacoes de Maxwell Homogéneas (equaqéese nao sofreram modificacoes,

assim fazendo @ =0 e |Z|=1r

En(r) = —=VVu(r)

q 0 [exp(—mr)]
A or [T}T
q

= 3 [1+mr]e™"7. (6.87)

Como esperado, o limite m — 0 retorna a Lei de Coulomb.
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6.6.2 A Lei de Gauss

Tendo o campo elétrico é possivel calcular o seu fluxo através de uma superficie
fechada que encerre completamente a carga elétrica. Por questoes de simetria, escolhemos

dY como uma esfera de raio R centrada na carga. Assim
D :]{ E - da, (6.88)
v
como E | da e da = r*d€2, com d2 o angulo solido. Tem-se, entao, que
®z=q(1+mR)e ™", (6.89)

fazendo com que o fluxo elétrico dependa explicitamente da superficie ‘gaussiana’ esco-

lhida. De fato, das equacgoes de Maxwell-BF, lembre que, a Lei de Gauss se torna@

7{ E - di+m? / Vdr = Qene. (6.90)
ov %

com efeito o fluxo elétrico sob uma determinada superficie é sempre menor do que o seria
no caso usual, devido ao campo agora ser de curto alcance.

Com a premissa de que o Principio da Superposicao permanece valido, pode-
se construir o campo elétrico de uma distribuicao qualquer mapeando-a através de dg =
d*#p(F), tal que o campo e o potencial ficam determinados.

A vantagem de calcular o campo elétrico através do fluxo sob uma determinada
superficie reside no aproveitamento das simetrias do problema de modo a tornar a integral
volumétrica em uma integral sobre uma tnica coordenada, comentaremos brevemente trés

casos particulares, a esfera carregada, o fio infinito e o plano infinito.

e O caso da esfera condutora de raio R, possui a mesma simetria (esférica) da carga
puntiforme, de tal forma que o resultado encontrado ¢ justamente a solucao da
equacao

7{ E-dd = q(14mr)e ™ (6.91)
v
imediatamente, observa-se que o campo elétrico de uma esfera carregada comporta-

se como se toda a carga estivesse localizada em seu centro

= q
E(r) = 472

(14 mr)e ™. (6.92)

e O fio infinito, por outro lado possui simetria cilindrica, de tal forma que uma super-

ficie cilindrica de raio r e comprimento [ que seja coaxial ao fio permite o célculo do

" De fato, o potencial de Yukawa e o campo obtido a partir dele satisfazem a Lei de Gauss corrigida.
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campo elétrico, o qual, devido a sua simetria, ¢ normal & dY em todos os pontos,
portanto, seja ¢ = Al (A é a densidade linear de carga), tem-se que

= A
E = ﬁ(l +mr)e”™'r, (6.93)

similar ao encontrado pro campo da esfera, o resultado de Maxwell limitado por um

fator do tipo £(m,r) = (1 4+ mr)e ™",

e Por fim, um exemplo de simetria planar é o plano infinito, no qual a superficie
gaussiana é a famosa ‘caixa de pilulas’ de area superficial a, sendo ¢ = 2a0 (0 é a

densidade linear de carga), assim
. o .
E= Eé’(m, )7 (6.94)

embora fosse claro devido aos problemas anteriores este é um resultado a se destacar,
pois no caso de Maxwell o campo elétrico sob um plano infinito é constante, isto é,
nao depende da distancia entre o ponto e a distribuicao de carga, na teoria massiva

isto nao é verdade, o campo decai pelo fator de Yukawa.

6.6.3 O dipolo elétrico e a condigao de aproximacao multipolar

O dipolo elétrico, como o nome sugere, constitui-se como um sistema contendo
duas cargas puntiformes com cargas opostas tomadas a uma distancia relativa fixa 21/, de
tal forma que deseja-se obter a configuragao do potencial elétrico em qualquer regiao do
espaco devido a esta distribuicao discreta de cargas. Uma representacao esquematica do

sistema de interesse esta descrita na figura [7}

Figura 7: Um dipolo é uma distribui¢ao discreta de duas cargas de mesmo moédulo, e sinal
contrario mantidas a uma distancia relativa entre si fixa no tempo. Fonte: O autor.

Devido a linearidade dos operadores diferenciais, o Principio da Superposicao

é sempre verificado, portanto o potencial em um ponto P qualquer em R? deve ser dado
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como a contribuicao de cada carga individualmente, ou seja

—m|E—F|

—m|T+7|

q |e e
Tun |ji—a  Ji+a| ]|’

(6.95)

esta expressao da o valor exato do potencial em qualquer ponto P € R3.

Contudo, os maiores interesses de se determinar o potencial sao para distan-
cias suficientemente grandes da distribuicao de carga elétrica, de tal forma que pode-se
questionar quais condigoes regem as regioes para que se considere que o ponto P estd
muito distante de uma distribuicao de cargas de volume finito. Para isto iremos enunciar

a “condicao de aproximacao multipolar” na forma de um teorema.

Teorema 1 (Condigao de aproximagao multipolar). Seja uma distribui¢io de cargas res-
trita em um volume finito V do espaco, este que € simplesmente conexo. O volume V
€ 0 menor volume que contém todos os elementos da distribuicao de cargas. As distan-
cias (euclidianas, reais e positivamente definidas) entre dois pontos arbitrarios xi,x9 € V
e entre um ponto arbitrdrio 3 € V e P € R® sao denotadas por d(z1,x3) e d(xs, P),

respectivamente. Sejam assim, dois conjuntos & e x definidos como

§ = {d(z1, 22)|z1, 22 € V} (6.96)
x = {d(xs,P)lzs €V e P € R}, (6.97)

desta forma, diz-se que P estd muito afastado de V quando

max &

< 1. (6.98)

min x

Com efeito, buscaremos uma maneira de aplicar esta condicao ao problema,
expandindo-o em uma Série de Taylor. De fato, é imediato que max ¢ = 22/, enquanto
que a menor distancia da distribui¢do & P é min y = |7 — Z’|, assim a condic¢do se torna

21

1 6.99
eI 099

como ' > 0 e |Z — &'|> 0, sendo o segundo menor que o primeiro, segue que o quadrado

de cada obedece a mesma desigualdade. Usando a definicao de norma

I\ 2 /
3 (f) +2 (37—) cosf < 1, (6.100)
xXr

Xz

em que 6 é o angulo formado entre os vetores T e ¥’. Devido ao carater oscilatério da

funcao cosseno, podemos reescrever a condicao limitando o maximo da funcao, assim

I\ 2 /
3 (£> +2 (m—) <1, (6.101)
Xz Xz
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por fim, como 2z < 3x e x+1 > 1 para todo = > 0, a condicao de aproximacao multipolar
é garantida se /

‘% <1, (6.102)
dessa forma pode-se tomar uma expansao de Taylor do potencial considerando aproxima-
¢oes de termos da ordem de O(2'/x).

De fato, usando da lei dos cossenos anteriormente empregada, o potencial de
cada carga do dipolo é reescrito como
q exp[—mzQy(z, 2, 0)]
A Qy(z,2,0) ’

/ 2 /
Qy(z,2',0) = \/1 + <£> + (2) cos 6, (6.104)
T T

considerando uma expansao nos termos de primeira ordem, isto é

Vi(Z) = (6.103)

em que

00y (x,2',0) x
Q "0)~ 0 0 —_— 7 — 6.105
:Iz(xax7 ) :Iz(xax7 ) / a(x’/x) y T ) ( )
(%)=0 (%)=0
portanto
1 /
Qy(z,2',0) = — ™ [1 F (1 +ma) (£ cos 0)} : (6.106)
x x
portanto, o potencial elétrico do dipolo pode ser escrito como
Vi) ~ 2Leme(1 1 ma) (2 cos (6.107)
7))~ —e¢ mx) | — | cos .
d Ay x ’
definindo um vetor de momento de dipolo
P = 2qx' 33, (6.108)
pode-se escrever
" | .
Vy(Z) ~ p—Le (14 ma)p- z, (6.109)

é imediato que esta solugao obedece a condigao de finitude do potencial, e o caso m — 0

retorna o caso usual.
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7 CONSIDERACOES E PERSPECTIVAS

7.1 Consideragoes Finais

Nesta dissertacao, fizemos inicialmente uma revisao dos topicos de Matemdtica
mais requisitados para a compreensao deste texto e implementamos isto ao estudo da
teoria Eletromagnética de Maxwell, dissertando sobre as formulagoes vetoriais, tensoriais
e em formas diferenciais, evidenciando a redugao de componentes (e consequentemente das
equagoes) para a descrigdo de um sistema fisico. Esta abordagem evidenciou como uma
generalizacao das ferramentas matemaéticas possibilita uma interpretacao mais assertiva
sobre propriedades e caracteristicas intrinsecas a teoria, como a conservagao de carga e a
invariancia de gauge (calibre).

Apoés isto iniciamos uma discussao sobre teorias vetoriais massivas, com uma
discussao do campo de Proca, que embora nao seja invariante de calibre altera substanci-
almente a natureza do potencial, justamente ao efeito de atribuir uma massa de repouso
nao nula ao foton. Verificamos que na transicao de fase de um material supercondu-
tor, os fotons em seu interior comportam como particulas massivas, fazendo com que o
campo eletromagnético seja expulso do interior do material. Em sequéncia analisamos as
principais caracteristicas da teoria de Chern-Simons em espagos-tempo do tipo (2 + 1)
e (4 + 1)-dimensional evidenciando as modificagdes na Eletrodindmica com um termo
topologicamente massivo.

Como contraponto a teoria de Chern-Simons, é discutido em detalhes o modelo
BF como uma generalizacao para variedades de dimensao arbitraria. Foi mostrado ainda
que esse termo é invariante sob dois conjuntos de transformagoes de gauge e leva o foton
a possuir uma massa de repouso nao nula sem ferir a equacao de Einstein p? = m?. Dis-
cutimos ainda a reducao dimensional do modelo BF e verificamos que o grau de liberdade
no processo de reducao se desacoplou como um campo escalar massivo.

Por fim, foi feita uma breve discussao sobre a Fletrostdtica no cenario de
validade da teoria de Maxwell-BF, revelando explicitamente os efeitos da blindagem no

potencial eletrostatico com a resolucao de alguns problemas classicos.

7.2 Perspectivas futuras

Como perspectivas futuras ao desenvolvimento dessa dissertacao algumas op-
¢oes sao imediatas, como a generalizacao da teoria da radiacao, esta tem como objeto de

estudo o comportamento dos campos elétrico e magnético produzidos pelo movimento de
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cargas aceleradas. As caracteristicas destes campos dependem fortemente da dinamica
das cargas envolvidas, fazendo com que as equacdes que descrevem o movimento destas
cargas tenham um papel essencial na descricao quantitativa da radiacao produzida por
tais cargas.

Além disso, outra extensao imediata deste trabalho seria estudar as proprie-
dades da Otica nos limites de foton massivo, uma vez que como em Teorias de Campo,
a massa nula elimina um grau de liberdade fisico do sistema, na teoria Maxwell-BF esse
grau de liberdade deve existir, como um grau de polarizacao longitudinal da luz, o que
deve levar a efeitos oticos distintos.

Por outro lado, a solucao do problema obtida neste trabalho poderia ser con-
densada em termos de uma permissividade elétrica modificada por um termo referente
ao potencial elétrico explicito na Lei de Gauss. Portanto, um potencial trabalho seria
desenvolver a FEletrodindmica na matéria como uma teoria efetiva da dinamica do foéton
descrito pela Equacao de Helmholtz.

Por fim, um 1ltimo aprimoramento desse trabalho poderia ser a construcao de

um termo topolégico em 5 dimensoes do tipo

Sx [ ¢HAF, (7.1)
Ms

como um modelo de Randall-Sundrum. Com esta agao as derivadas podem ser organizadas
para que se tenha um termo do tipo dp A BAF, que ao impor que o campo escalar obedeca
uma solu¢ao de parede de dominio (do inglés, Domain Wall Solution), leva ao ser integrado
na direcao 5, uma teoria BF efetiva na membrana e estudar a localizagao dos campos:

escalar, vetorial e p-forma.
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APENDICE A - FORMALISMO LAGRANGIANO DE CAMPOS

Para se trabalhar classicamente sistemas fisicos sem se preocupar com as forcas
presentes e abandonando o célculo vetorial existem duas formulacoes equivalentes entre si
e com suposicoes que as tornam fisicamente equivalentes a Dindmica de Newton. Ambas
as formulagoes tomam como pressuposto fundamental o Principio de Hamilton, que gera
as chamadas Equacgoes de Euler-Lagrange, que descrevem a dinamica do sistema.

Em linhas gerais, seja um sistema discreto (isto é, constituido de particulas
nao relativisticas) descrito completamente por um conjunto de coordenadas generaliza-
dasﬂ (gj,4¢;,t), donde j = 1,2,---,s com s sendo o nimero de graus de liberdade do
sistema, dessa forma, a evolugao temporal de um sistema sujeito a restriges (fisicas e/ou
geométricas) se realiza de modo a minimizalﬂ a integral de tempo da lagrangiana, a qual
¢ chamada de acao.

Matematicamente, a lagrangiana (L) é definida como a diferenca das energias

cinética (T') e potencial (V'), portanto, a acdo é dada por

s=[2L<q,q,t>, (A1)

1

em que o Principio de Hamilton, ao implicar que 6S = 0 (com ¢ representando a derivada
funcional) leva a obtenc¢ao das equacoes de movimento, denominadas equagoes de Euler-
Lagrange

— — ——=0. (A.2)

Para que este formalismo seja consistente com a Mecdnica de Newton, é preciso
que os potenciais sejam conservativos e que as restrigoes fisicas e/ou geométricas sejam
tais que conectem as coordenadas [74].

Além disso é preciso definir o momento conjugado a j-ésima coordenada, como

!D4-se o nome ‘coordenada generalizada’ & qualquer conjunto de coordenadas que descreva comple-
tamente o estado (graus de liberdade) de um sistema. Uma discussdo mais profunda sobre o conceito e
necessidade de um conjunto mais geral de coordenadas pode ser encontrado em |Thornton e Marion|74],
se¢ao 7.3.

’Em um aspecto mais geral o Principio de Hamilton se relaciona apenas ao fato de a evolucio temporal
de um sistema ‘extremizar’ a acao, isto é, levar sua primeira derivada como sendo nula, no entanto,
experimentalmente verifica-se que a maior parte dos sistemas fisicos tomam o caminho de minimizacao,
sendo muitas vezes chamado de Principio da Minima Agao [7].
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sendo
oL
= A3
p] aqj ) ( )
implicando diretamente em
oL
o= A4
p] 8q] ’ ( )

estas duas relagoes permitem a escrita de um novo formalismo. Se num determinado sis-
tema a lagrangiana for ciclica com relacao a alguma coordenada, isto é, que nao dependa
explicitamente da mesma, entao 0 momento candnico serd uma constante de movimento,
portanto, uma transformada de Legendre na lagrangiana que nos permita escrever um ob-
jeto do tipo H = H(qj,pj,t) é claramente mais vantajoso por eliminar graus de liberdade
de sistemas que apresentam simetria. Empregando a definicao dos momentos conjugados,
podemos escrever |74]

H = p;q; — L, (A.5)

como sendo a hamiltonianaP| do sistema. As equagoes de movimento de Hamilton sdo

OH . OH

G=5, ¢ TPiT gy (A.6)

A.1 Transicao para o continuo

Em um sistema relativistico a descricao de particulas deve ser mediada por
campos, de modo a eliminar a problemética da acdo a distancia. Sejam os campos es-
calaresﬂ definidos em um continuo da posicao ¥ e do tempo, o conjunto de coordenadas
generalizadas, esta descricao levara o problema a espacos de configuracao dotados de infi-
nitos graus de liberdade, de modo que sera preciso mapear a lagrangiana por uma funcao

densidade da mesma, tal que

L= /d%’ L(9,0,0), (A7)

de modo que a agdo é uma integral da densidade lagrangiana em uma variedade [75|

5= /M 'z £ (6, 0,0) (A.8)

3Fisicamente a hamiltoniana esti associada a energia total do sistema. No caso em que a energia
cinética é uma funcdo quadratica de ¢; e a energia potencial ¢ independente das velocidades, temos que
H=T+V =FE.

4Um campo escalar é definido como

¢'(2') = o()

isto é, um invariante sob um conjunto de transformagoes.
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a qual leva diretamente, via Principio de Hamilton, as equagoes de Euler-Lagrange que

descrevem a dindmica dos campos associados [6]

Se definirmos o campo momento canonicamente conjugado ao campo ¢(Z,t)

de forma analoga ao feito no caso discreto

(%, t) = a—ﬁ., (A.10)
ol
nos leva diretamente & definicao da densidade hamiltoniana
H(¢7ﬂ-) :W¢_£7 (All)
cujas equagcoes de Hamiltonﬁ] sao
. OH OH
i — = A12
em que a derivada funcional com relacao ao campo ¢ dada por
) 0 0
0= (A.13)

56 00 0(0.0)
A.2 Teorema de Noether

A densidade lagrangiana (e consequentemente a hamiltoniana) varia de pro-
blema para problema, de tal modo que muitas vezes pode ocorrer de, a partir de propri-
edades do sistema fisico, termos de supor uma forma funcional base para a lagrangiana.
Por exemplo, em um caso de um péndulo simples, sabemos que a energia potencial que
molda o movimento confinado da particula é do tipo mgh, enquanto que sua energia
cinética é quadratica no modulo da velocidade.

Um artificio muito recorrente na construcao de densidades lagrangianas é fazer
uso das simetrias naturais do sistema, que levam a quantidades conservadas, ou entao
iniciar o problema constatando as constantes de movimento e a partir delas obter as
simetrias. Exemplo de simetrias e quantidades conservadas em Fisica Cldssica constituem
a tabela abaixo,

Esta possibilidade é governada pelo Teorema de Noether, que associa a cada

simetria continua (ndo apenas as mencionadas na tabela acima), uma quantidade con-

Independente de qual descri¢do (lagrangiana ou hamiltoniana) se escolha trabalhar ¢ fundamental
compreender que a descricdo e o entendimento fisico do problema reside nas equacoes de movimento dos
campos, nao na escolha de se trabalhar com £ ou H, afinal ambos sdo conectados por uma transformada de
Legendre. Por questoes convencionais, em teorias de campo, é preferivel adotar o formalismo lagrangiano.
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Caracteristica (sistema) | Propriedade (lagrangiana) | Conservagio
Homogéneo no tempo Sem funcao explicita do tempo Energia total
Homogéneo no espago Invariante por translacao Momento linear
Isotrépico no espaco Invariante por rotacao Momento angular

Tabela 3: Simetrias e quantidades conservadas na Mecanica Lagrangiana. Fonte: Adap-
tado de Thornton e Marion|74].

servadaﬂ [9]. Seja uma transformagao infinitesimal d¢ que leve & uma transformacao na

densidade lagrangiana

oL oL

usando as Equacdes de Euler-Lagrange, obtemos que, se a transformagao d¢ deixa a

lagrangiana invariante, entao 0L = 0 e, portanto

0 (55.49) =0 (A.15)

levando diretamente & uma quantidade conservada. O Teorema de Noether é, sem duvidas,

um dos teoremas mais elegantes em Fisica!
A.3 Simetria por translacao no espaco-tempo

Como caso particular para avaliar a carga de Noether iremos tomar um sistema
com simetria por translagoes infinitesimais (z’ = x + €) no espago-tempo.
Assim, pela definicdo do campo escalar, com o emprego de uma expansao de

Taylor até termos lineares em €, obtemos
56(x) = —€0,0(x), (A.16)

sendo que £ também obedece essa variacao por ser um campo escalar. Com isto, para

um parametro € arbitrario obtemos a seguinte equacao de continuidade

0, T" =0, (A17)
sendo a quantidade, 5
L
T = 3" —n"L, A.18

uma constante de movimento.
A interpretacao dessa constante se d4 mediante a andlise de suas componentes

individuais. Para v = 0, a equagao de continuidade

0, T" =0, (A.19)

6Esta quantidade geralmente é denominada carga ou corrente de Noether.
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em que

T® =np— L =H, (A.20)
sendo assim relacionado a densidade de energia armazenada em ¢, enquanto que

) oL .
T = 5(0:0) o, (A.21)

represente uma corrente de energia. Consequentemente 7 corresponde & uma densidade

de momento linear, tal que o objeto
P = / > T, (A.22)

representa a quantidade de energia e momento. Por fim, a quantidade

oL

7% (9;0)

op—niL, (A.23)

¢ uma corrente de momento.
Portanto, a quantidade conservada nesta simetria é o momento e energia do

campo ¢, de modo que TH¥ é chamado tensor energia-momento.
b

A.3.1 O tensor T"” do Eletromagnetismo

Como aplicagao direta do discutido anteriormente apliquemos para o caso do
campo eletromagnético na teoria de Maxwell e vamos analisar as componentes do tensor
energia-momento. A densidade lagrangiana de Maxwell (no vacuo, sem fontes) é dada
por

1

Lor =~ FuF", (A.24)

neste caso o campo escalar ¢ é substituido pelo campo de gauge A", portanto [6]
1
TH = FAQ” Ay + Z—Ln’“’FpAFpA. (A.25)

Com efeito, o tensor momento-energia obtido diretamente da aplicacao do campo de gauge
na expressao da corrente de Noether nao é simétrico, no entanto é possivel simetriza-lo
adicionando uma divergéncia, do tipo 0"Ay — 0 A, + FY,, sem que isto modifique a

interpretagao fisica [6]. O resultado desse procedimento é um tensor simétrico [5]
1
T = —FMEY 4 o P, (A.26)
a componente 4 = v = 0, leva diretamente a (em termos dos campos Ee é)

7%= (1EP+1BP). (A.27)
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que é a densidade de energia armazenada no campo eletromagnético.

Assim, a corrente de energia é fornecida pela componente (u = 0,v = 1)
T = (E x E) , (A.28)

sendo a i-ésima componente do vetor de Poynting. Enquanto que a corrente de momento,

T corresponde ao tensor da tensoes de Maxwell (equagao [3.15)
3 o R T,
TV = —E'E — B'B + 5n” (yE\2+|B|2) , (A.29)

é facil ver que além de simétricoﬂ TH possul traco nuloﬂ portanto este tensor possui 9

componentes independentes (790, 701 702 703 12 13 23 il 22y

7O tensor momento-energia ser simétrico é requisito fundamental para a conservacdo do tensor mo-
mento angular

Lﬂ7://\/l067d3x,

em que M%7 = TPz — T8 & o tensor corrente de momento angular orbital.
8Isto permite escrever uma das componentes da diagonal principal em termos das outras trés, por
exemplo escolhamos 733 = — (790 4+ T 4 722).
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APENDICE B - ALGUMAS NOCOES MATEMATICAS

O objetivo deste apéndice é fazer uma revisao de nogoes de Matemdtica com-

plementares ao entendimento geral da dissertacao.

B.1 Simbolo de Levi-Civita

Através de dois vetores é possivel multiplica-los de duas formas distintas, atra-
vés do produto escalar (que gera um escalar relacionado a projecdo de um sobre o outro)
e do produto vetorial (que gera um vetor normal ao plano de seus vetores geradores, cujo
modulo é dado pela area do paralelogramo formado pelos mesmos). O produto escalar

pode ser representado da seguinte forma
U-U= 5ijuivj, (B].)

onde ¢;; ¢ o tensor simétrico e isotropico de rank 2, tal que d;; = 1 se ¢ = j e nulo caso

contrario. O produto vetorial, por outro lado é dado por

~ ~ ~

€1 €2 €3
TXT=|u up us (B.2)
U1 V2 U3

Na tentativa de se poder exprimir o produto vetorial de forma similar ao pro-
duto escalar, podemos definir um objeto de trés indices, totalmente antissimétrico, deno-

minado simbolo de Levi-Civita, como sendo

+1 se (ijk) for uma permutagao par de (123)
€k = —1 se (ijk) for uma permutacao impar de (123) (B.3)

0 se alguns ou todos os indices forem iguais
assim o produto vetorial pode ser escrito de forma sucinta
UX V= eijkéiujvk, (B4)

com todos os indices contraidos.
Outra caracteristica relevante para o uso deste simbolo estd em permitir a

escrita conveniente do determinante de uma matriz M quadrada qualquer. Seja Msys,
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pode-se mostrar que [5]
€abe det M = EijkMiankac- (B5)

E recorrente nos célculos haver a contracao entre objetos do tipo Levi-Civita,
de modo que o conhecimento de certas relacoes se mostram fundamentais. As relacoes

mais recorrentes sao [20]

€ijk€kmn = 5zm6]n - 5in5jm7 (BG)
€ijkEnjk = 20in, (B.7)
€ijk€ijk = 6. (BS)

Uma relagao ndo muito empregada mas que serve para ilustrar uma forma mais
geral de determinar a anti simetrizagao de dois simbolos com todos os indices distintos é
tomar o determinante de uma matriz composta por deltas de Kronecker com o primeiro
indice correndo sobre as linhas e o segundo sobre as colunas [5]. Com efeito, observe que

para trés indices
€ijk€lmn = 6il5jm6kn + 5im6jn5kl + 5in5jl5km - 5in5jm5kl - 6im5jl6kn - 5il5jn6km7 (Bg)

em termos da forma reduzida do determinante se torna

0it Oim  Oin
Okt Okm  Okn

portanto, o produto de simbolos em D dimensoes é tal que

Hivy 5#1!/2 e 5ml/D

- 5#21/1 5#2112 T 5H2VD B.11

6#1#2"'#D6V1V2"'VD = . . . . ) ( . )
5uDl/1 5MDV2 e 5MDVD

Para rotacoes observa-se que o simbolo de Levi-Civita se comporta como um
tensor isotropico de rank D. No entanto, para transformagcoes ortogonais gerais o mesmo

nao se mantém invarianteﬂ sendo assim um pseudotensor.

"Uma discussdo mais abrangente sobre o assunto pode ser encontrada em Butkov [20], sessdo 16.5.
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B.2 Teoria das Fungoes de Green

Para a compreensao dinamica de situagoes fisicas ¢ recorrente a necessidade de
resolver uma (ou varias) equagoes diferenciais, sendo o método da separagao de variaveis
o mais empregado na solucao de EDP’s homogéneas. No Eletromagnetismo, os casos nao
homogéneos representam fontes de campo, isto é, indicam a existéncia de cargas e/ou
correntes, carregando consigo uma complexidade para a obtencao da solugao. Veremos
neste apéndice, de modo simplificado, o método das funcoes de Green, o qual nao exigiri

a distin¢ao do tipo de fonte.

B.2.1 Visao Geral

O interesse tanto matemaéatico, quanto fisico, na teoria das Fungoes de Green

se resume a resolver equacgoes do tipo

Of(x) = g(x), (B.12)

em que O é um operador diferencial de segunda ordem com algumas condicoes de contorno
e x é o conjunto de coordenadas que descrevem completamente o sistema. Neste sentido,

postula-se a existéncia de uma fung¢io de dois pontos, G(z, 2'), tal que
fo) = [ a'Glaa)g(x) (B.13)

consequentemente, como O é um operador diferencial nas coordenadas sem linha, nosso

problema se resume em resolver a seguinte equagao

~

OG(z,2") = 6(x — ), (B.14)

obter G(z, z') e integrar juntamente a g(z’). A relevancia do método das fung¢oes de Green
é sua universalizacao no aspecto de ser uma caracteristica do operador, e nao da ‘fonte’

g(x). Além disso, se G(x,z’) € uma fungdo de Green, existem infinitas fung¢oes do tipo
G(z,2") = G(z,2') + F(x,2'), (B.15)

desde que
OF(z,2') =0, (B.16)

seja homogénea. Essa liberdade na escolha de F(z,x’) nos permite ajustar a funcao de

Green para se adequar a condicoes de contorno pretendida&ﬂ

2Em geral, para problemas de Eletrostdtica, a condicdo de contorno serd tomada de modo que o
potencial elétrico tenda & zero nas bordas do Universo [52].



B.2. TEORIA DAS FUNCOES DE GREEN 100

B.2.2 Aplicagao

O problema mais fundamental da FEletrostdtica consiste em resolver a Equacao
de Poisson
V2V = —4mp, (B.17)

para uma carga puntiforme p = ¢6(Z—2’). Com efeito, a solu¢ao é dada pelo potencial de
Coulomb, de tal forma que a fungao de Green (para as condigées de contorno do problema)

¢ (a menos de constantes multiplicativas)

G(7, &) = (B.18)

o potencial elétrico de uma carga unitaria. Fisicamente é a funcao de Green que faz o
mapeamento da distribuigdo de cargas e/ou correntes (dadas certas condigoes de contorno)
em um outro ponto no qual o efeito serd avaliado.

A fungdo de Green se mostra interessante pois independe da distribuicao da
fonte, depende unicamente do operador diferencial e das condicoes de contorno. Torna-se
util, exprimir a funcao de Green de alguns operadores recorrentes em Fisica Teorica, com

condigbes de contorno do tipo G(x — 00) = 0,

Laplace Helmholtz Helmholtz (modificada)
V2 V2 k2 V2 _ |2
d =1 | Sem solu¢ao (—oo0,00) | 5 exp{ik|Z — 7’|} 5 exp{ —k|7 — 7|}
d=2 — L)z 7| SHV (k|7 - 7)) L Ko (k|7 — 7))
d=3 11 1 exp{ik|Z—a"|} 1 exp{—k|Z-Z"]}
47 | -7 | 4T |Z—2| 47 |Z—2|

Tabela 4: Funcoes de Green de alguns operadores diferenciais de segunda ordem com
condicoes de contorno de Dirichlet, em que Hél) e K sao as funcoes de Henkel e Bessel
(modificada). Adaptado de |Arfken e Weber|22].

B.2.3 Calculo da Funcao de Green para o f6ton massivo

Pelos objetivos desta dissertacao iremos determinar a funcao de Green, para o
caso estatico, isto é 0, = 0, a equacgao (6.74) se torna

(V2 = m?) A(F) = —=J(2), (B.19)

o objetivo aqui é entao determinar a funcao de Green do operador de Helmholtz modificado
(O = V2 —m?). A EDP eliptica do tipo

(V2 —m?) f(Z) = g(T), (B.20)
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com f, g analiticas, pode ser explorada através da analise de suas transformadas de Fou-
rierf’] definidas por

f(@) = / PR 7R (B.21)
) (@n)p ’ '
sendo f(E) o correspondente da funcao no espacgo vetorial K3, definida como
f(k) = / Bie FEf (7). (B.22)

Supondo que exista uma funcao de Green para o operador de Helmholtz, entao

devemos ter

Of (%) = (), (B.23)

com efeito,

como e*% constitui um conjunto linearmente independente (e infinito) em ambos os es-

pacos vetoriais, conclui-se que

f(k) = —=——3(k), (B.24)

f(@) = / B g(d) x { — / &k L REw) (B.25)
(27)% k2 4 m2 ’

a segunda integral é, por definicao a funcao de Green

portanto

3_' o= =
G2, 7) = — @k 1 k) (B.26)
(27)3 k2 + m?2

A fungao de Green (equagao [B.26)), por outro lado, possui dois polog| simples
(k = +im), de tal forma que a integragao deve ser realizada sobre o plano complexo. Sem

perca de generalidade, tomemos coordenadas polares esféricas, nas quais o elemento de

volume é

Pk = k*dkdgd(cos ), (B.27)

3Para uma revisao sobre transformadas de Fourier, consulte a se¢ao 10.4 do livro do Professor Neto|5].
4Um polo é um ponto ou regido, também denominada singularidade, na qual a fun¢do ndo é analitica,
nao existindo integral por consequéncia imediata.
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além disso o sistema pode ser rotacionado de modo que k || (Z — Z') e se |7 — Z'|=r,

obtemos

L, 1 /oo ) /271' /l 1 " )
_ 1kr cos B.2
G (Z,2) 2 J, dk k i do » d(cos 9)—k2 el : (B.28)

= 1 = 1 ikr —ikr
Gm($,l'):—8ﬂ_2”a /_oodk? k’m <€k — € k) (B29)

De fato, ha dois polos simples em k& = +im, de tal forma que pode-se organizar

o denominador de modo a destacar os polos separadamente,

i[> 1 . |
Gn(T,7) = dk k thr gk B.30
0.7) = gy /_ T & ¢ (B.30)

o0

pelo teorema dos residuos’]

7 e—mr em"" em?" e—m'r’
Go(T, &) = o
(#,%) 87r27"m{2+2+2+2
1 —mr mr

por fim, deve-se ter que a funcao de Green satisfaca a condicao de finitude, portanto

1 e—m\f—f’\
Gn(Z2,7') =

R (B.32)

A |¥ — 7
tendo o potencial Coulombiano como um caso particular de m = 0, sendo simétrico

G(zZ,7") = G(Z', ¥) devido a fun¢do de Green depender unicamente do modulo da diferenga,

entre os vetores.

0 teorema dos residuos diz que se f(z) com z € C for analitica em todo o espago, com excegao (talvez)
em pontos z = w; (singularidades), e C for uma curva simples fechada no interior desta vizinhanca e em
torno das singularidades, entdo a integral de Cauchy é dada por

?if(z)dz = 27”'2 Res f(w;),

em que “Res” é chamado de residuo de f em w; [20]. Para um estudo mais detalhado, consulte o capitulo
15 do livro-texto do Professor Neto|41].
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APENDICE C - DEMONSTRACOES MATEMATICAS

Por uma questao de completeza, neste apéndice, apresentaremos as demons-

tracoes de relagoes importantes que foram omitidas ao longo do texto principal.
C.1 Relacgoes de autodualidade

I) Queremos demonstrar que uma p-forma, T(,) € QP(M), donde a variedade

(M, g) é riemanniana, a autodualidade é tal que
Py = ()M, (C.1)

Demonstracao. Seja uma p-forma geral

1
T(p) = HTM...HPCZZL’M A Ndat? (02)

seu dual seré entdo dado por (equagao [2.44)
1 1

“Tipy = HTM..Wmdﬂ"'ﬂpyﬁl...wj Viglda+t A A datP (C.3)
consequentemente o dual do dual
Ty = l'T,“...M ;6’““'“?,, e |g|le”p+1"'”DM..A Vglda?t A< A da?e, (C.4)
p! "(D—p)! ’ p! ’
lembre, no entanto que
eTID = g g2 YD €y = G i (C.5)

onde g = det g,,,,. Dessa forma ao abaixar os p indices do primeiro simbolo de Levi-Civita,

com os D — p indices do segundo, teremos baixado D indices. Assim

o 9]

A A
(p) — p‘p' (D - p)' gT/’Ll"'ﬂp‘sﬂl"'ﬂpl’erl"'VD€”p+1“'VD)‘1'“/\pd'r PA-Nd " (06)

podemos ordenar os indices do segundo €, o que nos da um fator multiplicativo de
(—1)P(P=P)_ Pela total anti simetria compartilhada entre os Simbolos de Levi-Civita e
a p-forma de base, ao correr sobre todos os valores possiveis de v e A deveremos ter um

fator multiplicativo de p! (D — p)!, de modo que concluimos a demonstracdo

Ty = (—1)PPPT,. (C.7)
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O

IT) Queremos demonstrar que uma p-forma, 7, € Q?(M), donde a variedade

(M, n) é lorentziana, a autodualidade é tal que
Ty = (1P, (C.8)

Demonstracao. Neste caso iremos analisar os mesmos procedimentos, mas para uma vari-
edade do tipo Lorentz (M, n), neste caso tomaremos uma métrica do tipo Bjorken-Drell,
cuja assinatura é do tipo 7, = diag(+ — ——), dessa forma, n = —1.

Os procedimentos serao exatamente os mesmos da demonstracao anterior, de

modo que obteremos

Ty = (ctp O ILE g e cs)

Pl ke

portanto, a condicao de autodualidade se manifesta como sendo,

Ty = (=P PTG, (C.10)

C.2 Propriedades do calculo exterior
I) Queremos demonstrar que
Ty N Wigy = (=1)"Wig) AN Tip), (C.11)
onde T{,) e W, sao uma p e uma g-forma, respectivamente.

Demonstracao. Seja o produto exterior dessas formas

Ty NWigy = Ty pigeoyiy Wonweovg dtt Ada?® A - Adat AN da™ Ndx™ A --- Nda™, (C.12)

como o produto exterior de duas 1-forma é anticomutativo, para cada permutacao de dx*»

com dx¥i ird produzir um fator multiplicativo “—17, assim, como 1 < j < ¢, temos que
Ty N Wigy = (=) T gy Worvg d A= - - Adat*=t Nda™ A -+ Adx” N dar, (C.13)

como sao p objetos (1-formas) para permutar dessa maneira, entdo teremos que

Ty NWigy = (=D T oy Worveowg d™ A dz™ N -+ - Ndx®® N dxt™ N dat A - - A dat'”,
(C.14)



C.2. PROPRIEDADES DO CALCULO EXTERIOR 105

como 7,

pipzeppy © Wiins.w, s30 escalares, concluimos que

Ty N Wig = (=1)PTW iy ATy, (C.15)

tal que o produto exterior serd comutativo (ou nao comutativo) dependendo da ordem

das formas envolvidas. O

IT) Queremos demonstrar que
Ty ATy =0 (C.16)

para p impar.

Demonstracao. A propriedade demonstrada anteriormente vale para duas formas dife-

renciais quaisquer, em particular tomemos esta relacao para duas p-formas iguais, assim

Tipy N Ty = (=1)7 Ty A i), (C.17)

0 caso em que p é um numero par nao leva a nada conclusivo, no entanto, se p for um

nimero impar entdo p? também o é. Dessa forma

Tip)y Ny = =Tip) N ), (C.18)

portanto,
Ty N Ty = 0; se p for impar. (C.19)
O]

ITT) Queremos demonstrar que
d (Tipy AN Wig)) = (dT(p) A Wig) + (=1)" T A (dWig) (C-20)
que é a regra de Leibniz para a derivada exterior.

Demonstragao. Seja T{,) e W, uma p e uma g-forma, respectivamente, tal que

1
Tiy = =Ty, J\ (C.21)
p: »
por efeito de simplificacao estamos definindo a p-forma de base como sendo

/\ =da" Ao Ndatr, (C.22)

p
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assim a derivada exterior do produto das formas sera dada como

d (Tipy N Wig)) = dida’ A ( - up/\A o, /\) : (C.23)
q
como T},.....,, € Wy, sdo O-formas, podemos reorganizar a equagao da seguinte maneira
;1 1
d (T) AWig)) = 0i (Tpyeosy W) | d’ A . /\Aa Al (C.24)
p q

usando a regra de Leibniz usual

d (T(p) A W(Q)) - (aiTur“upWVr“Vp + Ty, O Wiy o (dx N /\/\ /\) , (C.25)

assim, como

(dmi A % /\/\% /\) = (—1) (%/\/\dmi A % /\) : (C.26)

p q p q
obtemos,
d (T(p) A W@)) = |5 (&Tm up) dz* N\ /\] A\ [awyl Ve /\]
p a (C.27)
1 1 ;
+ (=1 STy | A |55 (0 W) da? A
p! ) q! .
portanto,
d (Tip) N Wig) = (dT() A Wig) + (=1)"Tipy A (dWg)) - (C.28)
O
IV) Queremos demonstrar que
dQT(p) = ddT(p) =0 Vp, (029)
que é o Lema de Poincaré.
Demonstrac¢ao. Seja uma p-forma geral
1
Ty = ﬁTmuwupdxm Adzt? N N datr, (C.30)
a derivada exterior do mesmo sera consequentemente uma (p + 1)-forma
1 :
AT, = —~ (@Tmm...up) dz’ N dx" N dxh? N - A datr, (C.31)
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atuando novamente d obtemos a (p + 2)-forma

sy ) AT A d? A dtt A dat A A dat (C.32)

1
dzT(p) - H (&ﬁjT

como 0,0; ¢ simétrico na permutagdo desses dois indices, e dz* A dz’ ¢ antissimétrico na

permutacao dos mesmos indices, sua contracao é zero, logo
d*T(y) = ddT},) = 0. (C.33)
m

V) Queremos demonstrar que se T(,) e W,_1) pertencerem a uma variedade

riemanniana, compacta, orientavel e nula nos contornos entao
(dw,T) = (W,d'T). (C.34)

Demonstracao. Uma maneira de produzir as D-formas pretendidas é através da seguinte
derivagao
d(WxT)=dW «T — (=1)’W ANd*T, (C.35)

afim de transformar a dltima derivada em uma coderivada iremos introduzir a seguinte

identidade
1= (_1)(D—p+1)[D—(D—p+1)]*>k _ (_1)Dp+D+p+1**7 (036)

assim, como a variedade é riemanniana
dW+T)=dW T —W *d'T, (C.37)
diretamente vale a seguinte igualdade

/Md(W*T)Z/MdW*T—/MW*dTT. (C.38)

no entanto, como M é orientavel com fronteira OM com orientacao induzida podemos

aplicar Teorema Generalizado de Stokeq!] [21]
/ d(WxT) = W T =0, (C.39)
M oM
onde a ultima igualdade foi assumida! Portanto, temos que

(AW, T) = (W,d'T) . (C.40)

1O Teorema Generalizado de Stokes também é conhecido como Teorema de Barrow-Newton-Leibniz-
Gauss-Ostrogradski-Green-Stokes-Poincaré [30], do qual podem ser demonstrados todos os teoremas do
célculo vetorial usual.



C.3. CALCULO EXTERIOR EM E? 108

C.3 Calculo Exterior em [3
I) Queremos demonstrar que, em 3
div=—-V .7, (C.41)

isto é, que a coderivada exterior recai sobre o divergente (a menos de um sinal) de um

vetor no calculo usual.
Demonstracdao. Seja uma 1-forma, v = v;dz’, em E2, assim
div = (=1)*" *d * (v;da’)
1

1 .
= - Eajviﬁmmdl'] Adz™ A d.Tn)

1 .

1 .
= -7 §8jviemme]m"dxl Adz? A dx3>
1

- _gaﬂ}iﬁjkdlj Ada? A da®,

portanto,
div=—-V .7, (C.42)

IT) Queremos demonstrar que, em [3
Ap = V3¢, (C.43)
isto ¢, que o operador de Laplace-Beltrami recai sobre o laplaciano de uma func¢ao escalar.

Demonstracdo. Seja a 0-forma ¢, no £3, assim
A¢ = (did+dd") ¢, (C.44)

imediatamente df¢ = 0, o que nos leva a
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Ao = d'd

— (_1)3-0+3+1 *d * (az¢dxz)
1
_ (Eemma@d;pm A da:")
* 1 j m n
* 1 mn j,.1 2 3
= " (6]9;0:pdzt A dz® A dz®)
= - (V2¢ dz' A dx? A dm3)
1

— gezjkv%dﬂ Adx? A da*
= %Eijkvzﬁbéjk,
portanto,
Ap = V39, (C.45)
O

I) Queremos demonstrar que, em E?
Av = —V?7, (C.46)

isto é, que o operador de Laplace-Beltrami recai sobre o laplaciano (a menos de um sinal)

de um vetor.

Demonstracao. Seja o vetor ¥, representado por v = v;da, assim desejamos obter
Av = (d'd+ dd") vda’, (C.47)
faremos este calculo separadamente. Primeiramente observe que,

didvdz’ = (=1)**F+ *d * (0jvda? A dx')
= *d(0jvier;ida”)
= - (@@viekijdxl A dxk)
= —0,0;vi€pij€prda?
= —0,0;v;dx" (0;p0j1 — 6:10,p)
= 0,0;vdx? — 0;0;v;dx", (C.48)
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enquanto que
dd'vdat = (—1)>13%1d *q ~ (vidz")
= —d*d (%viemmdxm A dw”)
= —d* (%@viemmdxj Adz™ A dx">
= —d* <%5’jviemmejm"dxl Adz? A dx3>
= —d* (Quidz' A da® A da®)
= —d (%&-vieijkdaji Adz? A dxj)

1 .
= —d (gaﬂ}iﬁzjkﬁmk)

portanto, temos que a atuacao do operador de Laplace-Beltrami sobre um vetor é exata-

mente, a menos de um sinal o laplaciano no espaco euclidiano tridimensional
Av = @-@-vid:ﬁ] — (%-(%-vidx’ - aj&-vida:]

= —8j8jvidxi
= V7. (C.50)
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