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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo, apresentar uma pequena introducdo ao estudo de Funcoes
Aritméticas, apresentando algumas propriedades dando um pouco mais de destaque as funcdes
aritméticas especificas, como a Func¢do de Euler e a Funcéo de Mdbius. Destacamos também o
Teorema de Euler e um corolério dele, conhecido como Pequeno Teorema de Fermat que
servira de base para a resolucdo de alguns problemas que sédo cobrados frequentemente em
Olimpiadas de Matematica ao redor do mundo. A ideia de Raizes Primitivas também sera
abordada no presente trabalho no intuito de fornecer ao professor de ensino Médio uma
ferramenta poderosa que ndo é ensinado no Ensino Bésico. Por fim, dedicamos um capitulo
inteiro somente com problemas sobre os assuntos abordados, apresentado todas as solu¢des dos

mesmos para servir de apoio aos professores.

Palavras-chave: Fungfes Aritméticas. Funcdo de Euler. Funcao de Moébius. Teorema de Euler.

Pequeno Teorema de Fermat. Raizes Primitivas. Matematica — Problemas e Exercicios.



ABSTRACT

The main goal of this paper is present a brief introduction to the studies of the arithmetic
functions, bringing up some properties emphasizing some specific arithmetic functions as the
Euler and M0bius functions. It was also highlighted the Euler’s theorem and one of its
corollaries, known as Fermat’s little theorem, that will serve as a basis for the solution of some
problems that are frequent on Mathematical Olympiads around the world. The idea of primitive
roots will also be covered in this paper in order to provide high school teachers a powerful tool
that is not taught on basic education. In closing, a whole chapter is dedicated to mathematical

problems about the topics mentioned, presenting every solution in order to support teachers.

Keywords: Arithmetic Functions. Euler Function. Mobius Function. Euler’s Theorem.

Fermat’s Little Theorem. Primitive Roots. Mathematics — Problems and Exercises.
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1 INTRODUCAO

Segundo Gauss, a Matematica é Rainha das Ciéncias, enquanto a Teoria dos
NUmeros é a rainha da Matematica. Muitos matematicos proeminentes compartilhavam da
mesma ideia de Gauss e fizeram suas contribui¢gdes nesse ramo. Podemos citar dentre eles:
Fermat, Euler, Mdbius, Kummer, Hardy, Ramanujan dentre outros.

A teoria dos NUmeros estuda basicamente as propriedades dos numeros inteiros,
sendo que para esse trabalho ndo precisamos de matematica de nivel superior para 0 seu
entendimento. No que permeia tal teoria, 0 estudo dos nimeros primos que por definicdo sdo
aqueles inteiros positivos que possuem somente dois divisores, ele préprio e 0 nimero um, é
um dos mais pesquisados em toda matematica, desde Euclides que provou a sua infinidade até
a prova do Ultimo Teorema de Fermat, feita pelo matematico inglés Andrew Wiles em 1995.

Salientamos nesse trabalho a importancia das Fungdes Aritméticas e dois de seus
exemplos que sdo a Funcdo de Euler e a Funcdo de Mdobius que servira como base para o
desenvolvimento desse trabalho no que tange a Formula da Inversdo de Mobius e o Teorema
de Euler e um dos resultados que permeiam esse trabalho que é o Pequeno Teorema de Fermat,
que nada mais é do que um corolario do Teorema de Euler e é bastante cobrado em exames e
Olimpiadas de Matematica ao redor mundo.

Deste modo, no final desse trabalho, apresentamos uma lista com problemas de
competicdes de matematica olimpicas sobre os assuntos abordados nessa dissertacao, todos eles
resolvidos, onde para isso foram feitas pesquisas bibliograficas.

Ademais acreditamos poder contribuir com professores e alunos do ensino basico,
que buscam aperfeicoar seus conhecimentos em teorias que ndo sdo disponibilizadas nos

curriculos da educacédo Basica.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

2.1 Fermat

Pierre Simon de Fermat, nasceu na cidade francesa Beaumont-de-Lomagne no ano
de 1607 e pertencia a uma familia que podia proporcionar uma educacdo de qualidade ao jovem
frances.

Estudou no colégio dos jesuitas em La Fleche, estudava direito participando
também de campanhas militares.

A matematica ainda se recuperava da idade das trevas no inicio do século XVII,
ndo constituindo um assunto muito respeitado, sendo que a maioria dos matematicos bancavam
seus proprios estudos. Um dos centros europeus mais importantes que via na matematica uma
disciplina fundamental era Oxford na Inglaterra. 1sso nos mostra que a maioria dos matematicos
da época era amadores sendo Fermat um deles.

Fermat tem contribuicdes fundamentais em teoria das probabilidades e também no
estudo do Célculo diferencial.

Com relacdo a Teoria dos Numeros, Fermat foi atraido sobre maneira ao livro de
Diofante! chamado de “Arithmetica”, onde varios assuntos aticaram a sua imaginagio, sendo
que alguns de seus resultados ele demonstrou utilizando um método elaborado por ele
denominado de “Descida Infinita”.

Conta a histdria que em uma das margens do livro de Diofante, Fermat escreveu
algo que atormentou por varios séculos a mente de muitos matematicos. Ele escreveu que
embora existissem infinitos ternos que satisfaziam a equacdo x"+ y"= z" para n = 2 isso ndo
seria verdadeiro para n inteiro maior ou igual a 3. Dizendo que a margem daquele livro era

extremamente pequena para conter sua demonstra(;éo.

! Matematico grego


https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk010TTu_CV7IpcBjlgwRCg6G23hA1g:1587769383641&q=Beaumont-de-Lomagne&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LSz9U3MDIzLarKVgKzjdOLTdJztcSyk630C1LzC3JSgVRRcX6eVVJ-Ud4iVmGn1MTS3Py8Et2UVF2f_NzE9LzUHayMAH99rjZLAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwjk7eLwlYLpAhUpD7kGHWqoBR0QmxMoATAlegQIDBAD&sxsrf=ALeKk010TTu_CV7IpcBjlgwRCg6G23hA1g:1587769383641
https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk010TTu_CV7IpcBjlgwRCg6G23hA1g:1587769383641&q=Beaumont-de-Lomagne&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LSz9U3MDIzLarKVgKzjdOLTdJztcSyk630C1LzC3JSgVRRcX6eVVJ-Ud4iVmGn1MTS3Py8Et2UVF2f_NzE9LzUHayMAH99rjZLAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwjk7eLwlYLpAhUpD7kGHWqoBR0QmxMoATAlegQIDBAD&sxsrf=ALeKk010TTu_CV7IpcBjlgwRCg6G23hA1g:1587769383641
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Essas frases escritas no livro de Diofante passou a ser conhecido como o Ultimo
Teorema de Fermat, demonstrado em 1995 por Andrew Willes?, com contribuicdes de
Richard Taylor3, em 1995.

Acredita-se que Fermat néo tinha realmente uma demonstracdo de seu teorema e
que tenha usado de alguma forma a reducgdo ao absurdo e seu metodo da descida infinita. Para
termos uma ideia do uso dessas duas ferramentas Boyer (1996), nos mostra como provar que
/3 é irracional usando o seu método.

Vejamos:

Para isso vamos supor que J3 é racional, ou seja, supor que exista dois inteiros a
. a
e b positivos com a > b tal que +/3 = %

A partir da relagdo acima podemos afirmar que:

1 1+3
~1+43 2

Substituindo a primeira J3 por % teremos:

3b-a
'J_:

a-b

Como a e b sdo inteiros entdo 3b —a e a— b também sdo. Sendo assim chamaremos
de a; =3b—aebi=a—b. Aqui podemos perceber que g <3<2, logo:

1. Desigualdade da esquerda:

3 a

2 b
3b<2a

3b<a+a
3b-a<a

2. Desigualdade da direita:

2 Matematico inglés
 Matematico inglés
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Sabendo que a1 =3b—a e bi1=a—b, concluimos que a1 < a e b1 <b. Dai podemos

escrever:

Esse raciocinio pode ser repetido infinitas vezes, nos levando a crer que néo existe

0 menor inteiro positivo. Portanto a premissa que J3 é racional é falsa logo J3 éirracional.

No nosso trabalho falaremos de um teorema especifico denominado ‘“Pequeno
Teorema de Fermat” que afirma que, se 0 maximo divisor comum entreaenélentdoa”—1¢€
divisivel por n. E generalizaremos esse resultado com uma ideia de Euler.

Fermat morreu em Castres na Frangca em 1665 aos 61 anos de idade.

2.2 Euler

O suico Leonhard Paul Euler, nasceu na cidade da Basiléia no ano de 1707 tendo
sido alunos dos Bernoullis®.

Euler talvez tenha sido o mais prolifico matematico da historia, contribuindo em
praticamente em todos os ramos dela, tais como: geometria, analise, topologia e teoria dos
ndmeros.

Devido a sua vasta producao, Euler possui varios teoremas que levam o seu nome.
Destacamos aqui 0 Teorema dos poliedros convexos, que afirma que, se V, F e A representam
nessa ordem o numero de vértices, o nimero de faces e 0 nimero de arestas do poliedro convexo
entdo podemos demonstrar que V+ A=F + 2,

Euler possui contribuicdes em analise, onde podemos destacar a constante de Euler,

representada pela letra e cujo valor é representado pelo limite abaixo:

e:Iim(1+1j
n—oo n

4 Familia de matematicos suicos


https://www.google.com/search?sxsrf=ALeKk02Ak1gXyaEThXtkLfp3isr4kxhBug:1587839665087&q=Castres&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LSz9U3MDIzLarKVuIEsY1zs4qSteSzk630C1LzC3JS9VNSk1MTi1NT4gtSi4rz86xSMlNTFrGyOycWlxSlFu9gZQQAxGqqPEcAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwik-8nZm4TpAhWbH7kGHaqcBWEQmxMoATAnegQIDxAD&sxsrf=ALeKk02Ak1gXyaEThXtkLfp3isr4kxhBug:1587839665087
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Em teoria dos nimeros, Euler possui contribuicdes de destaque, dentre elas, provou
que o Ultimo Teorema de Fermat, teorema esse que afirma que para X, y e z inteiros positivos a
equacdo x" + y" = z" ndo possui solucdo para n inteiro com n > 3 ndo possui solucdo, para 0
cason = 3.

Com relagdo ao Pequeno Teorema de Fermat, Euler foi o primeiro a publicar uma
demonstragéo. Euler provou usando inducdo.

Abaixo enunciaremos e provaremos usando a ideia de Euler.

Pequeno Teorema de Fermat: Se p € um primo e p ndo divide aentdo a® 1 -1 é
divisivel por p.

Demonstracdo: A inducéo seré sobre a.

Para a = 1 temos que 1! ~*— 1 é divisivel por p.

Suponha que o teorema seja valido para a = k, isto é k"~ — 1 ¢ divisivel por p.

Sendo assim existe um inteiro b tal que p.o =k~ 11,

VVamos provar agora que o resultado também é valido paraa =k + 1.

Vejamos:

Pl o1=(k+1)P1-1=kt+mp-1)+1-1=kPLt+mp-1.

Como por hipotese p.b = kP~1— 1, entdo:

a’P l1-1=kP-1+mp—1=pb+mp=pb+m).

Isto é:

p divide a~! — 1 provando assim o teorema.

Logo ap6s demonstrar esse teorema, Euler demonstrou o caso mais Geral,
utilizando para isso o que se veio a chamar Funcéo de Euler.

Durante esse trabalho mostraremos com mais profundidade esses resultados.

2.3 Mobius

Nascido em 1790, na cidade alema de Schulpforta, tendo morrido no ano de 1868
aos 78 anos, o alemado August Ferdinando Mdbius é mais reconhecido pela faixa que leva seu

nome.
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Essa faixa que pode ser construida fisicamente bastando para isso colar as duas
extremidades mediante a uma meia rotagdo de uma delas é um dos primeiros modelos
topolodgicos de superficie de um lado apenas.

Abaixo mostramos a fita de Mdbius.

E relacdo ao estudo de funcgdes aritméticas, assunto que sera tratado de maneira um
pouco mais profundo nesse trabalho, Mdbius introduziu a fungéo que leva seu nome, a Funcéo
de Mdbius, denominada fungéo p.

Com essa fungédo, Mobius separou os inteiros em 3 categorias:

12 categoria — multiplos de quadrados perfeitos, a qual associou o numero 0.
Podemos citar como exemplo p(50) = 0, pois 50 € maltiplo do quadrado 25. O nimero 1 embora
seja um quadrado perfeito ndo pertencera a essa categoria.

2% categoria — numeros inteiros que sdo fatorados em uma quantidade impar de
primos distintos, a qual associou o0 nimero —1. Podemaos citar como exemplo p(105) = -1, pois
105 = 3 x 5 x 7.Vale ressaltar que p(p) = —1 para qualquer primo p.

3% categoria — nuameros inteiros que sdo fatorados em uma quantidade pares de
primos distintos, a qual associou 0 niumero 1. Podemos citar como exemplo u(210) = 1, pois
210 =2 x 3 x5 x 7.0 nimero 1 fara parte dessa categoria.

Segue abaixo os 10 primeiros termos da funcéo  de Mébius.

{1,-1,-1,0,-1,1,-1,0,0,1}
O que nos chama a atencdo é que a ideia da Funcéo de Mdbius tem varias aplicacdes

na fisica, principalmente na fisica de particulas.
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3 FUNCOES ARITMETICAS
Definicdo: Uma funcdo é denominada de funcéo aritmética quando a mesma esta

definida para todo inteiro positivo.

No nosso estudo, essa funcdo terd como contradominio o conjunto dos nimeros
inteiros.

Isto é:

Se f: A —» B é uma funcdo aritmética, entdo:

A=[]

B=0
ou seja:

Im(f)={f(n)el;nel}

Seguem abaixo alguns exemplos de fungdes aritméticas.

Exemplo 1:

d:00 =0

definida por:

d(n) = nimero de divisores positivos de n.

Logo, d(8) = 4, pois os divisores positivos de 8 sdo {1; 2; 4; 8}

Exemplo 2:

sl —[

definida por:

s(n) = soma dos divisores positivos de n.
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Logo:

s(8) = 15.

poisl+2+4+8=15.

Existem algumas funcdes aritméticas que possuem uma propriedade especial.

Essa propriedade sera de fundamental importancia no desenvolvimento do estudo
de uma fungdo aritmética denominada Funcéo de Euler.

Defini¢o: Uma funcdo aritmética é denominada multiplicativa se:

f(m-n)=f(m)-f(n)

sempre que m e n sdo inteiros relativamente primos, ou seja, o m.d.c. (m, n) = 1.

Exemplos:

1) A funcéo f:[J -0 definida por f(n) = 1 é multiplicativa pois:

f(lm-n)=1
f(m)=1
f(n)=1

logo: f(m - n) = f(m) - f(n) para todo m e n natural.

2) Afuncdo g:LJ — L definida por g(n) = n é multiplicativa pois:

g(m-n)=m-n=g(m)-g(n)

E importante ressaltar que as funcdes f e g definidas acima satisfazem a expresso
abaixo:

{f(m-n)z f(m)- f(n)
g(m-n)=g(m)-g(n)
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sem a necessidade do m.d.c. (m, n) = 1.

Quando isso acontece, nés afirmamos que a funcdo aritmética € denominada de
completamente multiplicativa.

Teorema 1: Se f é uma funcéo multiplicativa e n= p*- ps?....- p*" é a fatoragéo

do inteiro positivo n em poténcias de primos. Entdo:

f(n)=f(p")-f(p5?)-..- (")

Demonstracdo: Como f €& wuma funcdo multiplicativa e m.d.c.
(pf‘l; pe?;...; p ) =1, pois todas séo potencias de primos distintos.

Entdo:

f(n)=f(pf" ps®-. ") =

= (P (5% i)

= (p*)- f (3% ")

= f(pi)-f(ps?) F (P52 P o)

Continuando por esse caminho indutivo, nos encontraremos que
f(m =1 (pi") f(p5?)-r(PF"). :

Abaixo seguem duas funcbes aritméticas bastante usuais. Mas, para isso,
precisamos definir quantidade de divisores positivos de um numero inteiro positivo e a soma

dos divisores positivos de um nimero inteiro positivo.

Definicdo: Um ndmero inteiro positivo d divide um inteiro positivo n se existe um
inteiro positivo k tal que:

n=d-k
Notacao:
d| n (lé-se d divide n)

Existe uma funcdo denominada funcdo soma dos divisores positivos denotados pela
letra grega o (sigma), definida por:

o (n) = soma dos divisores positivos de n.
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onde n é um inteiro positivo.

Exemplo:
c(12)=1+2+3+4+5+6+12
o(12) =28
c(10)=1+2+5+10=18

o (10) =18

Outra funcdo importante que vale a pena citar € a fungdo nimeros de divisores
positivos que sera denotada pela letra grega 7 (tau), definida por:
7 (n) = nimero de divisores positivos de n.

onde n é um inteiro positivo.

Exemplo:
7(12) =6
7(10) =4

Cabe aqui representar essas duas novas fun¢des com a notacao de somatorio.

Vejamos:

0l. o(12)=1+2+3+4+6+12=> d

dj12

o(10)=1+2+5+10=> d

d|1o

Generalizando.

0L o(n)=>d 02. 7(n) =1

d|n d|n

onde d € um inteiro positivo.

Vamos demonstrar que as duas funcgdes citadas acima sdo fun¢des multiplicativas.
Isto é:

c(12)=c(B-4)=c(@)-c(4)=4-7=28

7(12)=7(3-4)=7(3) 7(4)=2-3=6

Para isso, vamos, primeiramente, demonstrar o lema abaixo.

Lema: Seja f uma funcdo multiplicativa, entdo a funcdo definida por

F(n)=>_ f(d) também sera multiplicativa.

d|n
Demonstracdo: Devemos mostrar que F(m - n) = F(m) - F(n), com m.d.c. (m, n) =

1, para m e n inteiros positivos.
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VVamos assumir, entdo, que m.d.c. (m, n) = 1.

Logo:
F(m,n)=> f(d)

d|m-n
Como m.d.c. (m, n) =1, entdo os divisores de m - n sdo escritos de forma Unica
como o produto dos divisores relativamente primos d; de m e d- de n, onde cada par de
divisores de d; de m e d> de n corresponde a um divisor d = d; - d> de m - n.
Dai, podemos escrever:

F(m-n):Zf(dl-dz)

dyIm
dyln

Como f é multiplicativa e m.d.c. (di:d2) =1

Entdo:
Fm-n)=>"f(d,-d,) =3 (dy)- F(d,) =3 (d,)- 3 (d,) = F(m)-F(n)
d;|m d;|m dy[m dy[n
dy|n dy|n

Assim, as fungbes oe rsdo multiplicativas.

Vamos agora introduzir uma maneira de calcularmos o(n) e z(n) a partir da
decomposicdo de n em fatores primos.

Para isso, iremos utilizar como ferramenta o lema abaixo.

(1P 2]

Lema: Se “p” ¢ um numero primo e “a” um inteiro positivo. Entdo:

o(p*)=1+p+p’+..+ p’ _pr-l
p-1

e

qp)=a+l

Demonstracdo: Como p é primo, entdo p? possui 0s seguintes divisores positivos:
{3 ps p% % - P}

Logo:

a(pa):1+ P+ p’+..+p°

1p™-1) e
o(p*)= (p )_p 1

p-1 p-1
para isso, aplicamos a formula da soma dos termos de uma Progressdo Geométrica
finita de razéo p.

Podemos também concluir que o nimero de divisores positivos de p? é a + 1, isto

dp)=a+l.
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Exemplo:

34+l _1 _ 35 _1
3-1

0(3“)=1+3+32+33+34= =121

(3)=4+1=5

Agora podemos enunciar e demonstrar dois teoremas que nos auxiliardo nos
calculos da soma dos divisores positivos de um ndmero inteiro positivo e na quantidade de
divisores positivos.

Vejamos.

Teorema 2: Seja um nimero inteiro positivo n com fatoracdo em nimeros primos

dada por:
n=p p3-ps- p
Entdo:
a+l a+l ag+l
pl_l P, -1 Ps -1
s p?l+l—1
o\n)=
(n) H P 1
e

Demonstracdo: Sabemos que o e 7 sao fungdes multiplicativas.

Portanto:

a(n):a(pfl- pa2..... pjs):a(pf‘l)-a(pjz)-...-a(pjs)

a+l -+l a+l
o5 ) 5 ()
pl_l pz_l ps_l




)=(p*-
(a1 +1)- (a +1)
(a +1)

i
j=1

/-\
> 3
~
Il

n

Exemplo:
o(100)=o(2*-5°) =

7 124

o(@)ols)- (53 5

(a,+1)

o(100) =~ =2 =7.31=217
1 4

7(100)=7(2*-5%)=
7(100)=3-3=9

7(2°)-7(5°)=(2+1)-(2+1)

p* )=z (") 7 (p5*) 2 (p27)

|

21
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4 FUNCAO DE EULER

Definicd@o: Denotamos por ¢(n), 1é-se (fi de n) o nimero de inteiros positivos
menores ou iguais a n que sejam relativamente primos com n.

Em notagdo matematica:

p(n) = #{xeN;x <nem.d.c. (x,n) =1}

Sendo assim, a funcdo de Euler é uma funcéo aritmética.

Exemplo 1:

@(20) =8

pois 0s nUmeros inteiros positivos que sdo relativamente primos com 20, sem
exceder 20, sdo: {1; 3; 7;9; 11; 13; 17; 19}.

Exemplo 2:

@(13) =12

pois 0s numeros inteiros positivos que sdo relativamente primos com 13, sem
exceder 13, sdo: {1; 2; 3;4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12}.

Observacdo: ¢(1) =1, pois 0 numero 1 é o Unico inteiro positivo relativamente

primo com 1, sem exceder 1.

Podemos entdo afirmar, pela definicdo, que se n € um inteiro positivo maior que 1,
entdo podemos afirmar que ¢(n) representa 0 nimero de inteiros menores que n tal que m.d.c.
de n e cada um desses inteiros € 1.

Abaixo demonstraremos um importante resultado a respeito de ¢(p), para p um
nimero primo.

Teorema 3: Seja p um nimero primo entdo ¢(p) =p — 1.

Demonstracdo: Se n > 1 for composto entdo existe um ndmero b positivo tal que
b dividencom1<b<n.

Dito isto, vemos que dentre os nimeros 1, 2, 3, 4, ..., b; ...; n existem, pelo menos,
dois que ndo sdo relativamente primos com n, a saber: b e n.

Dai concluimos que:

@(n) < n—2, paran> 1 composto.
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Entéo:

p(p)=p-1

De outra forma, para p primo, o Unico nimero inteiro positivo menor ou igual a p
que ndo e relativamente primo € ele préprio. O

Teorema 3: Se p € um nimero primo e K inteiro positivo, entdo:

o(p*) = pk—p*t

Demonstragéo: Sabe-se que se p + n, entdo m.d.c. (n, p¥) = 1.
Percebe-se, também, que entre 1 e p* existem exatamente p* ! inteiros que s&o
divisiveis por p.

Abaixo, temos a lista deles:

p; 2p; 3p; ...; (P* Y

Entdo, o conjunto {1, 2, 3, ...; p} contém exatamente p* — p* ~ ! que sdo

relativamente primos com pX.

Logo: @(p¥) = p*—p*! =

Vamos entender a demonstracdo, calculando ¢(81).

Solucdo:

@(81) = ¢(3%) = 54

pois, de todos os elementos do conjunto A ={1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; ...; 3*}, os elementos
do conjunto abaixo ndo sdo relativamente primos com 81:

{3;6;9;12;15;..;3*}=8B

Comao:

B={3;6;9;12;15;..;3%={3-1;3-2;3-3;...;3-3%}

entdo existem 32 elementos no conjunto B.

Logo:

p(3)=3*-33=81-27=54

Exemplo 1:
@(5%) =5*-52=625-125 =500
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Demonstraremos agora um teorema que estenderd essa ideia para qualquer nimero
positivo n > 1.
Para isso, usaremos o fato da funcdo ¢(n) ser uma fungdo multiplicativa.

Teorema 4: Sejam m e n inteiros positivos relativamente primos. Ent&o

@(mn) = g(m) - ¢(n).

Demonstragao: Sejam res dois inteiros positivos tais que o m.d.c.(m, n) = I.
Cumpre demonstrar que ¢(m - n) = ¢(m) ¢(n).
A proposicao é verdadeira se m ou n é igual a 1, pois, temos:
(L-m=g(n)=1-9N)=¢l) - ¢n)
(m-1) = @(m) = ¢(n) - 1=¢(r) - ¢(1)
Suponhamos, pois, m > 1 e n > 1. Neste caso, 0s inteiros de 1 a mn podem ser

dispostos em m colunas com n inteiros em cada uma delas, do seguinte modo:

1 2 h m
m+1 m+2 m+h 2m
2m +1 2m + 2 2m +h 3m

(n-1)m+1 (n—-1)m+2 (n—=1)m+h nm

Por ser o m.d.c.(qm + h, m) =m.d.c.(h, m), os inteiros da h-ésima coluna séo primos
com m se e somente se h € primo com m. E como na primeira linha o nimero de inteiros que
sdo primos com m € igual a ¢ (m), segue-se que existem somente ¢(m) colunas formadas com
inteiros que sdo todos primos com m. Por outro lado, em cada uma destas ¢(m) colunas existem
precisamente ¢ (n) inteiros que sdo primos com n, porque na progressao aritmética:

hm+h 2m+h,.., (n-Dr+h
onde o m.d.c.(h, r) = 1, o numero de termos que sao primos com n é igual a ¢ (n). Assim sendo,

0 numero total de inteiros que sdo primos com m e com n, isto é, que sdo primos com mn, €

igual a @(m) ¢(n), e isto significa que ¢(mn) = @(m) ¢(n).

Teorema 5: Seja n um inteiro maior que 1 cuja fatoracdo em nimeros primos é

dada por:
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al a? a3 ak
n= pl .p2 .p3 "".pk

entdo:

o) =(pi* - p™ ) (P - P2 ) (P - D)

Demonstragao: Faremos inducéo sobre k.

Parak = 1, temos n= p{*

o(n) = p* - p*™*, como ja foi demonstrado.

Suponhamos, agora, o Teorema Valido parak =r.

Logo:

o(pips®p . p! ) =(pit - pi)- (P52 - P2 ) (PP - P

Como m.d.c. (pf’l- pgaz'---' " par+l):1

i
temos que:
o((pet-ps?-pi”)- Pt
=p(pps ) o PrL)
=o(p psep)-o(pr)
=P = pr ) (ot = oyt ) (07 = P ) - (P2 - pe)

Concluindo, assim, a demonstracéo. O

Exemplo:

0(400)=p(2"5°) = 0(2")-0(5)
=(2*-2°)-(5*~5)=(16-8)-(25-5)
=8-20=160.

Corolario: Para todo inteiro n > 2 ¢(n) é um inteiro par.

Demonstracdo: Dividimos a demonstracdo em dois casos distintos:

1° caso:
n=2%coma=>2

temos ¢(n)=2%-2""=2¢ (1—%]
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(p(n):2’)’_1

que é um numero par.

2° caso:

ar

n=2c-p* ps?-.... p
com pi primo maior que 2, portanto, pi também é impar.

Logo:

o(n)=0(2°)-p(p") o(p5?)-- 0 P27)

Sendo assim, chame ¢ (n)=¢(2*)-o(p*)-@(ps*)--..-p(p2%") de g
Entdo:

o(n)=0-0(p")

Dai:

p(n)=q-p(p - pI")

o(n)=q-p"(p-1)

como p — 1 € par, pois p é primo impar, temos ¢(n) é par. O

Teorema 6 (Teorema de Euler): Se n € um inteiro positivo se m.d.c. (a, n) = 1,
a’™ =1 (mod.n.)

Para demonstrarmos o teorema acima, precisamos demonstrar um lema

anteriormente.

Lema: Sejaae n> 1 inteiros tais que o m.d.c. (a, n) = 1, e que as, az, as, ..., (),

0s inteiros positivos menores que n e que sao relativamente primos com n.

Entdo, cada um dos elementos abaixo

aai, aaz, aas, ..., ady(n)

sera congruente modulo n a um dos inteiros:
ai, dz, as, ..., dgp(n)

que ndo precisa estar nessa mesma ordem.

Demonstracao: Afirmamos que escolhidos dois quaisquer inteiros da lista abaixo
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aai, aa, aas, ..., @dy(n)

eles serdo congruentes modulo n, ou seja

aa;i = aaj (mod. n)

com i e j satisfazendo

1<i<gpn)ei<j<¢@(n)

como m.d.c. (a, n) =1, entéo

ai = aj (mod. n)

que é um absurdo.

A reciproca procedera da seguinte forma:

m.d.c. (a, n) = 1 e o m.d.c. (a, n) = 1 por definicao.

Dai, concluimos que (aai, n) = 1. Sendo assim, existe um Gnico b;, com 0 < b; <n,

que satisfaz:

entdo:

a - ai = bi(mod. n)

Entdo, bi assumird um dos valores

ai, az, ..., Ay

por ser m.d.c. (bi, n) =m.d.c. (aai, n) =1

Portanto:

aai; aay; ..., @dy(n) e

di, dz; ..., dp(n)

sdo congruentes, numa certa ordem, modulo n. O
Demonstrado o lema acima, podemos agora provar 0 Teorema de Euler.

Vamos enuncia-lo mais uma vez.

Teorema 6 (Teorema de Euler): Se n é um inteiro positivo e m.d.c. (a, n) = 1,
a?™ =1 (mod. n)

Demonstracdo: O caso n =1 é facil, pois

ar®=a=1 (mod. 1)

Com n > 1 usaremos o lema demonstrado anteriormente.

Para isso, sejam ai, az, ..., apm) 0S NUMeros inteiros positivos menores que n e

relativamente primos com ele.

Como o m.d.c. (a, n) =1, entdo
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aai; aay; ...; @dy(n) Sao congruentes modulo n aos numeros
ai, az, ..., dep)
ndo necessariamente nessa mesma ordem.
Ou seja,
aai = a1’ (mod. n)

aaz = az” (mod. n)

ady(n) = agm)’ (mod. n) 0

Observacdo: a1’, a2’ ... ay(n) & uma ordem estabelecida de ai, az, ..., apm).
Fazendo o produto de todas essas congruéncias temos:
aai-a-az-..-aap(n) =ai-az-... - agm (mMod. n)

Que apos alguns ajustes podemos escrever da seguinte forma:

(a-a-.a)(a-a, . 8,,)=8"a,"..-a'y, (mod. n)

¢(n) vezes
Como todo a; é igual a um Unico a; e pelo fato de m.d.c. (a1 - az - ... - apm); n) =1,
podemos, entdo, cancelar esse fator comum nos dois lados obtendo

a*™ =1 (mod. n) O

Isso encerra a demonstracdo do Teorema de Euler.

Existe um resultado especifico do Teorema de Euler que é muito utilizado em
problemas de olimpiadas.

Esse resultado ¢ conhecido como “Pequeno Teorema de Fermat™.

Corolario (Fermat): Se p € um nimero primo e se p ¢ a, entao:
a’~1=1 (mod. p)

Demonstracdo: Sabe-se, pelo Teorema de Euler, que:
a®™ =1 (mod. n)

onde n é inteiro positivo e o m.d.c. (a, n) = 1.

Se n = p, onde p é um ndmero primo, ent&o:

a?® = 1 (mod. p)

como ¢(p) = p—1, Vp primo, entdo:
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a*~1=1 (mod. p) 0
4.1 Alguns resultados importantes

01. ¢(n)<n —/n para todo n inteiro positivo composto.
Demonstragéo: Seja n= p - ps*-...- p a decomposicéo em fatores primos de n

como

)b

Temos:

p(n)<n [1— ij
p;

Podemos garantir que, do fato de “n” ser composto, existe um primo p, < Jn.

Dai:

o(n) < n(l—%) < n(l—%}
n

p(n) < n—ﬁ

p(n)<n-n

02. Seja n um inteiro positivo.

Entdo:

2. o(d)=n

din

Demonstracdo: Dados os inteiros 1, 2, 3, ..., n vamos dividi-los em classes

seguindo o critério abaixo.
O inteiro m esta na classe Cq se 0 m.d.c. (m, n) = d.
Percebe-se, entdo, que se m pertence a classe Cyq, isto é:

m.d.c. (m, n) = d se, e somente se

m.d.c.(m,ﬂj =1
dd
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Logo, podemos garantir que o nimero de inteiros em Cq4 é 0 nUmero de inteiros que

~ n ~ . n
néo excedem a que Sao coprimos com E .

Dai a quantidade de C, = (p(gj

Como dividimos 1, 2, 3, 4, ..., n em classes disjuntas e cada inteiro esta exatamente
em uma dessas classes.

Portanto:

n=> o(n|d)=> ¢(d)

djn din
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5 FUNCAO DE MOBIUS

Definigdo: Para n inteiro positivo, definimos:

lsen=1
u(n)=1 0,se p*|n para algum p primo
(-1)",sen=p,- p,-...- p,,onde p, sdo primos distintos

Exemplo:
1(20)=p(2*-4
1(42)=p(2-3
u(1)=1

Vale ressaltar que, se p € um ndmero primo, entao:
up)=(-1'=-1

eparak =2

u(p*) = p(p?- p* %) =0

~N —
Il
o

Teorema 7: A funcdo x denominada fungdo de Mébius é multiplicativa.

Demonstracdo: Suponha m, n inteiros positivos com m e n primos entre si, isto &,
m.d.c. (m,n) =1

Devemos mostrar que:

(m - n) = g(m) - g(n)

Se para um ndmero primo p temos p?jm ou p?|n, entdo p?m - n, dai pela definicio
da funcéo de Mdobius g(m - n) = 0.

Logo: g(m - n) = z(m) - z(n)

Assumiremos, agora, que m e n séo livres de quadrados, isto é:

M=pP1-P2-... Pz€N=01-(2"..." Qs

onde pi e gj s&o numeros primos com 1 <i < re 1 <j < s todos distintos.

Temos, entdo:
p(m-n)=p(p-P,eePyp 0y Gy )
(1)
= (1))

=p(m)-u(n)
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Exemplo:

1(21)=n(3-7)=n(3)-n(7)=(-1)-(-1)=1

por outro lado

u(21) =1(3-7) = (1) =1

Um resultado bastante importante em teoria dos nimeros é denominado de Férmula
de Inverséo de Mobius.

Ela nos permite explicitar uma fung&o aritmética em termos de uma outra.

Antes de demonstrarmos este resultado, faremos uma abordagem sobre um
resultado preliminar.

Vejamos:

Seja n um namero inteiro positivo e seja d um divisor positivo de n.

Entao:

2 u(d)

din

O Somatdrio acima representa a soma dos valores de  aplicado em todos os
divisores positivos de n.
Exemplo:

Paran =1, temos:

D ou(d)=p(1)=1

djL
Para n > 1 faremos em dois casos:
1° caso
n = pX; onde p € um nGmero primo.

Chamaremos, entao:

F(n)= Y u(d)

din
Logo:
F(n)=F(p*)=2_n(d)
din
= () +p(p) +u(p?) +...+ u(p*)
=1+(-1)"+0+..4+0
=1-1=0
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2° caso
n=p. pk?.....p;ondeparal <i<m, pi & um nimero primo.
Logo:
F(n)=(pi*-ps* o Pl ) =
=F(p*)-F(ps?)-...F(p)
=0-0-..-0=0
Dai,

Para todo inteiro positivo n > 1, tem-se:

ZM(d):{l,senzl

i 0,sen>1
Exemplo:

D u(d) = p(@) +p(2) +u(4) + u(5) + u(10) + u(20)

dj20
=1+(-D)+0+(-D)+(-D)*+0
=0+0+0+0=0

Teorema 8 (Férmula de Inversdo de Mobius): Sejam f e g duas funcdes

aritméticas relacionadas da seguinte forma:

f(n)=>g(d)
din

Entdo:

g(n)=> u(d)- f(n/d) =Zu(§j~ f(d)
d|n dn

Demonstracdo: Obviamente, temos:

S u@)f (5= w@) T 0(0)| =3 ¥ u(@)a(e
a d) ‘@ {2) | D)

A Ultima soma dupla € sobre todos os pares de inteiros positivos (c,d) tais que d|n e

cl (gj Ecomodne c| (gj se e somente secjne d |(Ej, temos:
c

% (anﬂ(d)G(C) =C|Zn %ﬂ(d)g(C) =C|Zn g(c) %u(d)



34

De acordo com o resultado preliminar apresentado neste mesmo capitulo, temos
que a soma:
> u(d)
n
o)

n n ) )
temovalorOse —>1 etemovalor1se —=1 ou n = c. Assim sendo, temos, finalmente:
c c

n
> u(@)t(§]-Zae) 10
din c=n
Observe que
n n

>ou(d)f H =Zﬂ(—j f(d)=g(n)

din d din d
Podemaos citar como caso particular da Fémula da Inversdo de Mobius, o caso das

funcGes aritméticas d(n) e s(n) temos, por definicao:

d(n)=>1e smn)=>d

eln din
e, portanto, pela Formula de Inverséo de Mobius:

1= u(e)d [g}lzﬂ@d (e)

ejn

n n
n=2ﬂ(d)0[aj=2ﬂ(aj§(d)
d|n djn

formulas validas para todo n > 1.
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6 RAIZES PRIMITIVAS

O Teorema de Euler nos diz que a”™ =1 quando m.d.c. (a, n) = 1.

Porém, existem poténcias de a menores que a”™ que sdo congruentes a 1 médulo
Para vermos essa possibilidade, precisamos definir o conceito de ordem maédulo n.

Definicdo: Sejan > 1 e m.d.c. (a, n) = 1. A ordem de um inteiro a médulo n € o

menor inteiro positivo k, tal que a“= 1 (mod. n).

Exemplo: Vamos calcular as poténcias de 3 modulo 8.
31=3 (mod. 8)
32=1 (mod. 8)
3%*=3 (mod. 8)
3*=1 (mod. 8)

Logo, a ordem de 3 médulo 8 € 2.
Cabe aqui uma observacao.
Observacdo: Se dois inteiros sao congruentes modulo n, entdo eles possuem a

mesma ordem madulo n.

Exemplo:

11 =3 (mod. 8)
31=3 (mod. 8) 11' =3 (mod. 8)
32=1 (mod. 8) e 112 =1 (mod. 8)
3*=3 (mod. 8) 113 =3 (mod. 8)
Veja que:

A ordem de 3 modulo 8 e a ordem de 11 médulo 8 é 2.

Vamos provar a observacao acima.
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Teorema 9: Sejam a e b dois inteiros tal que a=b (mod. n). E k é a ordem de a

modulo n. Logo, a ordem de b médulo n também seréa k.

Demonstracdo: Sabendo que o inteiro positivo k é a ordem de a médulo n.
Logo podemos afirmar que:

a“=1

Como, a =b (mod. n), entdo

a“= b* (mod. n)

Sabendo que a* =1, temos que

b= 1 (mod. n)

Logo, k é a ordem de b médulo n. O

Teorema 10: Seja k a ordem do inteiro a médulo n.

Entdo, a" =1 (mod. n) se, e somente se, k|h.

Demonstracao:
(<) Suponha k|h.
Logo, existe um inteiro t tal que
k-t=h
Como  a“=1 (mod. n), temos que
(@) '=1'(mod. n)
at=1 (mod. n)

a"=1 (mod. n)

(=) a"=1 (mod. n).

Temos, pelo algoritmo de Euclides, que existem inteiros q e r, tais que:
h=qgk+r

Com0<r<k

Dai,

ah=ak*r=a%.a"=(a%-a"

Como a"=1 (mod. n) e a“=1 (mod. n), tem-se:

1=a"(mod. n)

Como k é aordem de amodulone 0 <r<k, entdor=0.

Logo:
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h = gk e k|h. O

Ressaltamos que o teorema demostrado h& pouco nos diz de maneira elegante que

a ordem de um inteiro médulo n s6 pode ser um divisor de ¢(n) .

Vejamos:

Coroléario: Se o inteiro a tem ordem k moédulo n, entdo k | ¢(n) .

Demonstracéo: Pelo Teorema de Euler, temos a’™ =1 (mod. n).

Logo, pelo teorema anterior, sabe-se que:

klo(n) o
Exemplo:

A ordem de um inteiro a médulo 18 s6 pode ser um divisor ¢(18) ,ou seja:
9(18) = p(2-9) = p(2)- 9(9) = 9(2) - p(3")

¢(18) =1-(3? —3) =6.

Logo, a ordem sera 1, 2, 3 ou 6.

Teorema 11: Se a tem ordem k modulo n, entfo a' = a (mod. n) se, e somente se,

i =j (mod. k).

Demonstracao:

(=) Suponha que a' = al (mod. n), com i > j.
Como a é relativamente primo com n, entédo:
a'=al (mod. n)

a'~J=1 (mod. n)

Logo, K|(i —]) e, portanto, , i =j (mod. k).

(&) Assumimos, agora, que , i = j (mod. k), logo, k|(i — j). Portanto, existe um

inteiroqtal quei=k -q+j.

entdo

Dai,

a'=ak1*i = (a9 al (mod. n)
Como a= 1 (mod. n)

Entdo

a'=al (mod. n)

Podemos concluir mediante o teorema acima que, se 0 inteiro a possui ordem Kk,

a, a2, ..., a“ sdo incongruentes modulo n.

Se ndo, vejamos:
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Sejam1<i<j<k

Se a' = al (mod. n) entdo

i =j (mod. k)

I =gk +J para algum q inteiro

logog=0ei=]j. O

Definicdo: Se o m.d.c. (&, n) = 1 e a tem ordem ¢(n) modulo n, entdo a é

denominado raiz primitiva de n.

Exemplo:
3 é raiz primitiva moédulo 7, pois:
*mdc.(3,7)=1e

3l =3 (mod. 7)
32=2(mod. 7)
33 =6 (mod. 7)
3*=4(mod. 7)
35 =5 (mod. 7)
3%=1 (mod. 7)

Como ¢(7) =7 -1 =6 e ndo existe 1 < k <6, tal que 3= 1 (mod. 7), entdo 3 é

raiz primitiva modulo 7.

Um resultado importante afirma que, se n tem uma raiz primitiva, entdo n possui

@(p(n)) raizes primitivas.

Para demonstrarmos esse resultado, precisamos do seguinte lema.

Lema: Sejam.d.c. (a, n) =1edados a, a,, ..., inteiros positivos menores que

A (n)

n e primos com n.

com n.

Se a é uma raiz primitiva de n, entdo:
a, a’, .. am

sdo congruentes modulon a a,, a,, ... em alguma ordem.

1 Q)
Demonstracao:

Como om.d.c. (a; n) =1, entdo toda poténcia de a também sera relativamente primo

Podemos afirmar que cada a* é congruente médulo n a algum ai.

E sabendo que:
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a, a’, .., a’" sdo incongruentes médulo n, entdo essas poténcias de a s&o
congruentes médulo n a algum dos valores abaixo:

ay, 8y, vy Ay

Demonstracéo:
Suponhamos que a é uma raiz primitiva de n. Pelo teorema anterior, qualquer outra

raiz primitiva de n se encontra entre 0s elementos do conjunto:
{a,a’,...a""}
Mas, 0 nimero de poténcias a*, onde 1 < k < ¢(n), que tém ordem ¢(n) , é igual
ao numero de inteiros k tais que o m.d.c.(k, (n)) = 1, e como o nimero de tais inteiros é

o(p(n)), segue-se que n tem exatamente @(@(n)) raizes primitivas.
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7 LISTA DE EXERCICIOS COM SOLUGCOES

1.

Paran > 3 vale
@ (n) =0 mod 2.

Resposta:
Sen=2%comaz= 2, temos

p(n)=22"1=0mod 2.
Sen=p?-kcoma keN,2<pePe ptk, temos também
@ (M) =@ @K =p*"* (p-1) ¢ (k) = 0mod 2, pois p — 1 & par.
n — 1 é claramente uma cota superior para ¢ (n).

Uma cota inferior é dada na seguinte.

Seja2 <n e N. Entéo
1
> n<e(n)<n-1.

Resposta:
Sejan=2%.px.pk-..-p*com2<pi<pz<..<preinteirosal >0, aj, az, ..., ar = 1.
() =@(2%)-p - p e (P =D (P =D (P = D)

Onde @(2%)=1 seao=0o0u 2% se ap > 1. Segue

a1 a1 a,-1
P(N)=(2*) P2 P2 o D2 PPy Py =
2% H oy Fy a 2% 1
:Lﬁﬂ).zz P2 PR P2 :Laﬂ)\/ﬁzz\/ﬁ-
22 22

Usa-se aqui a desigualdade x—1> JX valida para X = 3. Provar isto! Fazer o gréfico das

funcBes reais y =Xx—1 e y=+/x. Onde as funcdes se interceptam?

SejaneN,n=1mod 2en # 0mod 5. Entdo n divide algum nimero da forma 1111...1111.
Resposta:

Temos m.d.c.(n, 10) = 1 e m.d.c.(9n, 10) = 1. Logo, pelo teorema de Euler

10" = 1 mod 9n, ou seja, 10¢CM — 1 = 9nk.

Segue

10°°" —1 9999...9999

n divide =1111...1111.
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Para todo k > 3 e todo a € Z impar vale

a%*-2 =1 mod 2.

Resposta:
Esta afirmacéo é verdadeira para k = 3, pois sempre a? = 1 mod 8. Provaremos a afirmagao

por inducéo sobre k:

Suponhamos a”" =1mod 2 ja provado para algum k > 3. Entdo

a®" =1+¢-2* paraalgum / € Z e segue

2k—1 2

a =(a2H) (1+€-2")2 =1+20-2 +0%.2% =
=1+z(1+ 52“)2k+l =1 mod®*.

Portanto vale a?* =1 mod 2* para todo k > 3 e todo a impar.

a) Se a € Z € decomponivel como n =rscomr, s > 3 e m.d.c.(r, s) = 1, entdo ndo existe
raiz primitiva mod n.

b) Se n=2Xcom k > 3, entdo nio existe raiz primitiva mod n.

Resposta:
a) Se a € Z com m.d.c.(a, n) = 1, segue m.d.c.(a, r) = m.d.c.(a, s) = 1. Sabemos que

o(n) = ¢(r) = ¢(s) = 0 mod 2, pois r, s > 3. Usando-se o teorema de Euler, vemos

o) pls)  p(Ne(s) (ag"‘”)Tzl 2 =1modr

a2 =a? =a ? =

o(n) 2(n)
Logo, a2 =1modrea ? =1mod s. Segue

o(n)

a? =1modn,

Pois m.d.c.(r, s) = 1. Isto significa on(a) s@ para qualquer a: Ndo pode existir raiz

primitiva mod n.
b) Temos ¢(2) = 2¢1. Observando

p(2) s
a? =a’ =1mod 2"
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Exiba n € N tal que 2" tenha mais de duas mil casas decimais e tenha entre suas 2000
ultimas casas decimais 1000 zeros consecutivos.

Resposta:

2000 )

2"° =1(modulo5™®), pelo teorema de Euler. Portanto, existe b € N com

(/)(52000 ) 2000+¢(52000 )

2 =5*%p+1, e teremos 2 =10"p + 2%, e portanto os 20000 Gltimos

;. 2000+¢(5%°% L o . , -
digitos de 2 ™) coincidem com a representacéo decimal de 22°%°, que tem no maximo

2000+(p(52000)

667 digitos, pois 23 < 10 = 22000 < 23667 < 10%7 Desta forma, 2 tem pelo

menos2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as 2000 ultimas casas decimais, de

modo que n =4 - 51°% + 2000 satisfaz as condi¢des do enunciado (pois ¢(529°) = p(51%%)).

Se k > 3, entdo ndo existe nenhuma raiz primitiva modulo 2.
Resposta:
Basta provar que ndo existe raiz primitiva modulo 8, e isso segue do fato que se a é impar,

a=2r+1,reZ=a?=4r(r+1)+1=1(mddulo 8)

Sejam p um ndmero primo, e a € Z raiz primitiva modulo p. entdo a + p € raiz primitiva

modulo p?.

Resposta:

Por hipdtese, ordpa = ordp(a + p) = p — 1. Portanto p—1|ord 28 (pois a' = 1 (mddulo p?)
= a' = 1 (mddulo p)), e, como Ordp2a|go(p2) = p(p—1), devemos ter ord ,a=p-1 ou
ord ,a=p(p-1)=¢(p*). Do mesmo modo, ord.(a+p)=p-1 ou
ord . (a+p)=p(p-1) =(p*).

Basta provar, portanto, que ord .a= p—10u ord . (a+p)# p-1.

Suponha que  ord ra=p-1. Portanto, a'=1(modulo p?), e entdo

(a+p)P=at"+(p-Dpa*?+C:a’’ p’+..=1+(p-1pa®? (médulo p?), pois p*

ndo divide (p — 1)pa® 2, donde ord »(@+p)=p-1.

Mostre que existe n natural tal que os mil dltimos digitos de 2" pertencem a {1, 2}.
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Resposta:

Observamos inicialmente que para todo k € N existe um nimero my de k algarismos, todos
1 ou 2, divisivel por 2.

De fato, m; = 2 e my = 12 satisfazem o enunciado.

Seja mi = 2 1y, rc € N. Se ry é par, tome m+1 =2 - 10k + mc= 2K (5% + 1/2), e se ryc é

impar, tome miaz = 10¢+ m = 24~ 1(5% + y)/2.

Existe alguma raiz primitiva médulo n, se, es6 se,n=2,n=4,n=pXoun = 2p* onde p é
primo impar.

Resposta:

Pelos resultados anteriores, basta provar que se p é primo impar, entdo existe raiz primitiva
modulo p, ou seja, existe a € (Z/p Z)* com ordpa=p — 1.

Temos, portanto, p—1= Z N(d). O resultado seguira dos dois lemas seguintes:
d|p-1

Lema 1: N(d) <¢(d) para todo d divisor de p — 1.

Prova: Se N(d) > 0 ent#o existe existe a € (Z/p Z)* com ordpa. Se ordpa = d, entdo a% = 1
e, para 0 < k < d as classes de a* sdo todas distintas mddulo p, e (a¥)? = 1. Como a equagéo
x4 —1 =0 tem no maximo d raizes distintas em Z/pZ (pois Z/ p Z é um corpo), suas raizes
sdo exatamente a*, 0 < k < d. Por outro lado, ord,a* =d = m.d.c.(k, d) = 1, poisse r > 1 é
tal que r | k e r | d entdo (a¥)9" = (%" = 1 (mddulo p), logo ordy(a¥) < d/r < d. Desta
forma, {b € (Z/pZ)*|ord,b = d} c {a*, 0 <k <d e m.d.c. (k, d) = 1}, portanto N(d) <¢(d).

Lema 2: ) ¢(d)=n, paratodo n € N.

din
Prova: Considere 0s n numeros racionais 1/n, 2/n, ... n/n. Ao simplifica-los, aparecem

exatamente ¢(d) deles com denominador d, para cada divisor d de n. Portanto, Z(p(d) =n.
din

Fim da prova: Do Lema 2 segue que Z p(d)=p-1e,como p-1= Z N(d) e N(d) <

djp-1 djp-1
¢(d) para todo d, devemos ter N(d) = ¢(d) para todo d. Em particular, N(p — 1) = ¢(p — 1)

> 0 = existem raizes primitivas modulo p.

Mostre que existem infinitos nimeros da forma
20000 ...009
que sdo multiplos de 20009.
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Resposta:
O problema € equivalente a encontrar infinitos naturais k tais que

pois 2000 é invertivel mddulo 2009. Como m.d.c. (10, 2009) = 1, pelo teorema de Euler-
Fermat temos que 10#2%%%) = 1 (mod 2009) = 10#(%t = 1 (mod 2009) para todo t € N,
logo basta tomar k = ¢(2009)t + 3.

Encontre um nmero n tal que 2" > 102°% e 2" tenha entre suas 2000 ultimas casas decimais
pelo menos 1000 zeros consecutivos.
Resposta:

Sabemos que 27" =1 (mod 5%%) pelo teorema de Euler-Fermat. Portanto existem

b € N com

52000 ) 52000 )

— 52000b +1 — 22000+(/)( — 102000b + 22000.

22000+(p(520

2(/)(

Logo os 2000 ultimos digitos de ™) coincidem com a representacdo decimal de
2209 que tem no maximo 667 digitos pois 2209 < (2%)%7 < 10%', Desta forma, ha pelo

menos 2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as 2000 Ultimas casas decimais de

22000+(p(52000

) e assim n = @(5%°%) + 2000 = 4 - 5'%%° + 2000 satisfaz as condicdes do

enunciado.

Mostre que ndo existe inteiro x tal que 103 | x3 — 2.
Resposta:
Note primeiramente que 103 é primo. Agora suponha que x* = 2 (mod 103), de modo que

1031 x . Elevando ambos os lados desta congruéncia a (103 — 1)/3 = 34, obtemos x!%? = 234

(mod 103) e sabemos pelo teorema de Euler-Fermat que x!°2 = 1 (mod 103). Porém,
fazendo as contas, obtemos que 2% = 46 (mod 103), que é uma contradic&o. Logo ndo ha
inteiro x tal que 103 | x3 — 2.

Utilizando o mesmo raciocinio da questdo anterior, temos que se p € um primo tal que

p=1(mod3)e pTa, entdo uma condicdo necessaria para x = a (mod p) tenha solucéo

em x é que a®? ~ Y3 = 1 (mod p). Esta condi¢do também é suficiente, pela existéncia de

raizes primitivas modulo p.
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Encontre um nimero positivo k < 50 tal que a“ = 1 (mod 99) para todo inteiro a primo
relativo com 99.

Resposta:

Temos 99 = 3% - 11, (3% =6 e (11) = 10, e, se m.d.c.(a, 99) = 1 entdo m.d.c.(a, 3%) =1
e m.d.c.(a, 11) = 1. Como 30 é mdltiplo de 6 e de 10, temos que, se m.d.c.(a, 99) = 1, entdo
a® =1 (mod 3?) e a® = 1 (mod 11), donde a®* = 1 (mod 99).

Mostre que para todo inteiro a temos que a°%! = a (mod 561) e a''%® = a(1105), mas 561 e
1105 ndo sdo primos, o que mostra que o reciproco do pequeno teorema de Fermat é falso.
Resposta:

Note que 561 =3 -11-17, e 560 é multiplode 3 -1, de 11 — 1 e de 17 — 1. Analogamente,
1105=5-13-17,e 560 é maltiplode5—-1,de 13- 1ede 17 - 1.

Mostre que a*? = b*? (mod 91) & m.d.c. (a, 91) = m.d.c. (b, 91).

(OBM 1991) Demonstre que existem infinitos multiplos de 1991 que sdo da forma
19999...99991.

Resposta:

Note que 19999...99991, com n 9’s é igual a2 - 10"*1 -9, e 1991 =2 - 10° — 9, donde 2 -
10% = 9 (mod 1991). Como 2%¢(9D =1 (mod 1991), Vk € N, temos 2 - 10%«(1%D+3 =g
(mod 1991), Vk € N, e logo 2 - 10%¢19D+3 _ g ¢ maltiplo de 1991, para todo k € N.

Demonstre que se m.d.c.(a, b) = 1, entdo todos os divisores primos impares de a2 + b? sdo
da forma 4k + 1.

Resposta:

Seja p um primo impar que divide a? + b%. Como m.d.c.(a, b) = 1, entdo pfa ou pTh.
Suponhamos sem perda de generalidade que p1b. Entdo b é invertivel modulo p, e (ab
12 =_1 (mod p). Se p fosse da forma 4k + 3, teriamos (ab™)P 1 = ((ab1)?)%**! = (1) %+
1= _1 (mod p), contradizendo o teorema de Euler-Fermat. Assim, p deve ser da forma 4k
+ 1.

Demonstre que existem infinitos primos da 4k + 1.
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Resposta:

Suponha por absurdo que p1, p2, ..., Pk Sejam todos os primos da forma 4k + 1. Sejan =
2p1p2...px. Temos que n? + 1 é impar, e portanto, pelo exercicio anterior, qualquer fator
primo de n? + 1 deve ser da forma 4k + 1, ou seja, deve ser algum dos pj, absurdo, pois n?

+1 =1 (mod p;) para todo j.

(IMO 2003) Seja p um namero primo impar. Demonstre que existe um primo g tal que para
todo n, o nimero nP — p ndo é divisivel por g.

Resultado:

SejaN=(p°-D/(p-1)=1+p+p>+..+p°t=p+1=%1(modp?. Entdo N tem um
fator primo g com g # 1 (mod p?). Temos que p° 1 (mod q), mas p # 1 (mod q), sendo
N=1+p+p?+.+p° 1=1+1+1+..+1=p(modq), dondeq|p,elogop=q]|N,
contradicdo, pois N = 1 (mod p). Suponha agora que g | n° P para algum inteiro n. Entéo
n°=p = 1(mod q), e nP>=p = 1 (mod q). Pelo teorema de Euler-Fermat, também temos
ni~1 =1 (mod g). Como q Z 1 (mod p?), m.d.c.(p?, g — 1) | p, e logo existem X, y inteiros
com p> + (g —1)y =p, e n° = (nP2)*(n-1)Y = 1*1¥ = 1 (mod (), absurdo.

(Putman 1972) Prove que ndo existe inteiro positivo n > 1 tal que n|2" — 1.

Resposta:

Suponha, por absurdo, que existe um inteiro positivo n > 1 com essa propriedade e que k é
o menor dentre eles. Se d = ordk2, entdo d | k. Como 2¢ = 1 (mod k), temos 2¢ = 1 (mod
d). Em virtude da minimalidade de k, temos d = 1 ou d = k. No primeiro caso, teriamos k =
1 produzindo uma contradicdo. No segundo caso, em decorréncia do teorema anterior, K |

@(K). Entretanto, se k > 1, ¢(k) < k — 1 e obtemos assim um absurdo.

(Leningrado 1990) Prove que para todos os inteiros a > 1 e n, n|g(a” — 1).

Resposta:

Se k = ordan — 1a, como a" = 1 (mod a" — 1), temos k | n e consequentemente k < n. Nao
podemos ter k <nporquea”—1|ak—1=a"—1 <a*—1. Assim, k = n e usando o teorema

anterior podemos concluir que k | ¢(a" — 1).

Mostre que:
a) ords2=2-3""1
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b) Se 2™ = —1 (mod 3"), entdo 3"~ ! | m.
Resposta:

Provaremos por indugdo que 2% +1=3'm, com 37m, . Suponha que a afirmagio vale
para k. Provemos para k + 1:
23k+1 — (3k+l mk _1)3

— 33k+3 mlf(i _32k+3 mlf +3k+2 mk _1

— 3k+2 (32k+1 mi _ 3k+1 + mk) _1

— 3k+2 mk+1 _1
Claramente 31m,,,. Voltemos ao problema. Seja b=ord_, 2, entdo b | 3 =2-3""1
Temos duas possibilidades: oub =2 -3 oub=3. Como 2* =-1(mod3") e 3| 3" se
j <n-—1, devemos ter b = 2 - 3. Assim, (2¥ —1)(2* +1)=1 (mod 3)". Usando que
2% —1=1 (mod 3), temos 2¥ =1 (mod 3"). Novamente pelo lema provado no inicio,

3j>3n—-1eassimb=2-3""1 Paraoitem b), de 2™ = —1 (mod 3"), podemos concluir

que 2°™ = 1 (mod 3)". Dai, 2 - 3"~ ! | 2m e o resultado segue.

(Bulgaria 1997) Encontre todos 0s numeros inteiros m, n > 2 tais que

1+m* +m?®

n

é um inteiro.
Resposta:
Claramente n é impar, m.d.c.(m,n) =1 en > 2. Se n = 3, como m.d.c.(m, n) = 1 devemos
ter que m ; 1 (mod 3) pois caso contrario 1 + m + m?3"=1-1+ 1 =1 (mod 3). E fécil
ver que todo par (m, n) = (3k + 1, 3) € solucdo. Suponha agora n > 3 e seja k = ordnm. Se

3n+l
Rl m - N+
n>3=m® %1 (modn). Como 1+m*" +m** = seque que n|m® —1=k|3™.
3n 1
m

Logo, k =3"". Pelo teorema de Euler, m¢™ = 1 (mod n) entdo k < ¢(n) e 3"*1 < ¢(n) <

n — 1, uma contradicéo.

Prove que se p € primo, entdo pP — 1 tem um fator primo congruente a 1 modulo p.

Resposta:
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p° -1

Seja g um primo que divide T Como q | pP — 1 segue que ordqp | p. Se ordgp = 1 entdo

q|pP—1e0=pPt+p° 2+ ..p+1=1+1+..+1+1=p(modq). Masissoéum

absurdo pois p # ¢. Logo ordqp = p e obtemos p | ¢(q) = q — 1. Dai, todos os divisores

p° -1

primos de sdo congruentes a 1 modulo p.

Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que
n
n)=—.
o(n) 3

Resposta:
Basta tomar n = 2 - 3™, onde m é um inteiro positivo. Ent&o:

o(n) = p(2-3") = p(2p(3") = 2-3™" = g

Se n é um inteiro positivo composto, entéo
o) <n—+n
Resposta:

Se n=p - p-...- p, usando que n é composto, podemos garantir que existe um fator

primo pi tal que p, </n . Assim,

p(n)=n 1—i](1—i]...(1—ij
Py P, Py

<n 1—ij
Y

<n 1—%}
—n-Jn

Encontre os Gltimos trés digitos de 7%9%°
Resposta:
Como ¢ (1000) = 400, usando o Teorema de Euler, obtemos:

710000 — (7400)25

= 1 (mod 1000)
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Note que 7 - 143 = 1001 = 1 (mod 1000). Assim,
79999 = 79999 -7-143

= 710000 143

= 143 (mod 1000)

Logo, 7°°% termina em 143.

(Putnam 1972) Prove que ndo existe um inteiro n > 1 tal que n|2" — 1.
Resposta:
Se existem tais inteiros positivos, denotemos por m o menor deles. Claramente m é impar,
pelo teorema de Euler, podemos garantir que:

m | 2¢#M — 1.
Seja d = m.d.c.(m, ¢(m)). Temos 2¢ — 1 = m.d.c.(2™ -1, 2#™ — 1). Como m|m.d.c.(2™ — 1,
2¢M _ 1), d> 1. Além disso, d < ¢(m) <m e d| 29— 1. Isso € um absurdo pois m é o menor

inteiro maior que 1 com tal propriedade.

30. (Olimpiada de Matematica Argentina) Demostre que para cada numero natural n, existe

uma poténcia de 2 cuja expansdo decimal tem entre seus ultimos n digitos (da direita) mais
2n ., . .
de 3 digitos que sdo iguais a 0.

Resposta:

Se 2X tiver um resto muito pequeno médulo 10", poderemos garantir que existirdo muitos
zeros consecutivos entre seus Gltimos digitos. Para obtermos a equacdo 2X = r (mod 10"
com r pequeno, € interessante comegarmos analisando 2% (mod 5") uma vez que m.d.c.(2,
5" =1.

Facamos isso. Pelo teorema de Euler, temos:

2¢M =1 (mod 5") =

2¢M*N =21 (mod 10").

Como 2" = 8"3 < 10™3, podemos concluir que 2" possui menos que % digitos e,

_ - . n 2n
consequentemente, entre os ultimos n digitos de 2¢M *" existem pelo menos n—g =3

digitos consecutivos iguais a zero.
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8 FUNCOES ARITMETICAS NO ENSINO BASICO

Apos o que foi apresentado nos capitulos anteriores, resta-nos perguntar como
poderiamos abordar tal contetdo para alunos da escola basica?

Um primeiro argumento seria o fato que toda a teoria apresentada pode ser
formulada com contetdos que basicamente envolvem a ideia de divisibilidade no conjunto dos
nameros inteiros que é bem conhecida nos anos iniciais do ensino fundamental.

Pode-se também, como propésito para seu ensino, colocar a importancia desse
assunto em competices matematicas, inclusive na OBMEP (Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas), com grau de dificuldades variaveis.

Outro argumento que poderiamos fornecer seria dotar o professor e o aluno do ritmo
adequado para tratar dos métodos matematicos, dando a todos, as condicGes de trabalhar o que
foi ensinado no ensino bésico, ultrapassando de forma natural os novos conceitos.

Vale aqui ressaltar que o estudo de uma nova teoria pode ser mais atrativo quando
podemos a esse estudo trabalhar a motivagdo do aluno em querer aprendé-lo. Uma dessas
formas seria como aplicar todo o esfor¢co despendido para o seu dominio em situacGes do
cotidiano.

LIMA (2007) corrobora com o que foi dito acima salientando que o ensino da

matematica deve ter como pilares a Conceituacdo, a Manipulacédo e a Aplicacéo.

Cada tépico apresentado na sala de aula, cada novo
assunto tratado no curso, cada tema estudado deve ser
visto sob esses trés aspectos: o conceitual, 0 manipulativo
e o aplicativo. O professor deve se submeter-se ao desafio
de compor esse trio a cada nova etapa do seu trabalho.

Afirma LIMA (2007) ainda, que a dosagem entre esses trés pilares é exatamente o
equilibrio do processo de aprendizagem, ndo sendo facil no inicio contemplar as trés de maneira
eficiente. Porém ndo devemos desistir, mas sim de anotar as dificuldades e com determinacéo
supera-las mais tarde.

Aqui devemos salientar que muito do que foi visto nesse trabalho, faz parte de um
ramo da matematica chamado de Teoria dos NUmeros, que para muitos matematicos de meados
do século XX, achavam que era uma parte imaculada, sem aplica¢des. Isso foi defendido, na

época, pelo famoso matematico inglés G.H.Hardy.
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BOYER (1996) nos traz o que Hardy achava. Em suas proprias palavras:

Ninguém descobriu ainda nenhum propésito bélico a ser
servido pela teoria dos nimeros ou da relatividade, e

parece improvavel que alguém o faga por muitos anos.

O tedrico dos numeros Hardy em outro momento afirmava que sua matematica era
inatil. Segundo BOYER (1996):

Eu s0 posso dizer que se um jogo de xadrez é, num certo
sentido rude, indtil, entdo isto “e igualmente verdade para
a maior parte da mais refinada matematica(...). Eu nunca
fiz nada dtil. Nenhuma descoberta que fiz ja produziu,
direta ou indiretamente, para o bem ou para o mal a
menor diferenca na melhoria do mundo. Nem & possivel

que venha a fazé-lo.

Ainda bem que Hardy néo estava certo em sua previsao, o estudo da teoria dos
numeros se mostrou bastante aplicavel em especial o que foi tratado no contexto desse trabalho,
as funcdes aritméticas e em especial o teorema de Euler no que diz respeito a criptografia, assim
os trés pilares defendido por LIMA(2007) estaria completo. Restando a nds professores saber

dosar de forma adequada essas ideias.

8.1 Uma Proposta para o ensino de Funcdes Aritméticas e o teorema de Euler.
Apresentaremos a seguir uma sugestdo de um plano de aula para o ensino do

Teorema de Euler para alunos na fase final do ensino médio.

PLANO DE AULA

Contetdo Programéatico: Teorema de Euler e Pequeno Teorema de Fermat.

Tempo previsto: Trés aulas de 120 minutos em trés momentos diferentes.

Objetivos: Apresentar a aritmética modular, explicando os assuntos prévios que o aluno devera
possuir, estimulando a participacdo dos mesmos mostrando que a teoria podera ser mais bem
compreendida em grupos.

Metodologia: Aula expositiva, resolucdo de textos e indicacdo de filmes que tratam sobre o

assunto.
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Recursos pedagdgicos: Quadro, giz (pincel para quadro branco), lista de exercicios e
discussdes sobre os filmes.
ACAO DIDATICA

Momento 1: Apresentacao da aritmética modular e de suas principais propriedades, ressaltando
sempre que o desenvolvimento da teoria depende exclusivamente da defini¢do de divisibilidade
entre numeros inteiros. (Tempo de duracdo 120 minutos)

Momento 2: Apresentar 0 Teorema de Euler e como Consequéncia o Pequeno Teorema de
Fermat, demonstrando alguns resultados, sendo que no final da aula, apresentaremos alguns
problemas e indicaremos um filme sobre Criptografia para serem discutidos no proximo
momento. (Tempo de duragdo 120 minutos)

Momento 3: Resolver os exercicios propostos no momento anterior e discutir o enredo do filme

sugerido.
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9 CONCLUSAO

A presente dissertacdo teve como objetivo, apresentar aos professores de
matematica da educacdo basica um topico pouco visto da Teoria dos Numeros que sdo as
Funcdes aritméticas, dando énfase ao Teorema de Euler e, por conseguinte o Pequeno Teorema
de Fermat.

Para a compreensdo desse trabalho ndo h& necessidade de matematica de nivel
superior, entretanto alguns resultados precisem de algum amadurecimento matematico.

Embora o foco tenha sido o Teorema de Euler, introduzimos de maneira simples a
Funcdo de Mdbius apresentando no final a famosa Férmula de Inverséo.

O teorema de Euler e 0 Pequeno Teorema de Fermat séo topicos bastante cobrados
em competigdes matematicas em todo mundo, tendo o Brasil obtido resultados importantes,
sendo que, para termos cada vez mais um fortalecimento nessas competicdes o IMPA (Instituto
de Matematica Pura e Aplicada), desde 1979, realiza as Olimpiadas Brasileiras de Matematica.

O Trabalho apresenta também alguns problemas, todos eles com solugdes, sobre 0s
assuntos abordados, para servir de material de apoio aos professores que ministram aulas para
seus alunos, sobre topicos de matematica olimpica.

Acreditamos também que o assunto tratado na presente dissertacdo tera um alcance
maior no segmento docente assim como no segmento discente de escolas publicas e privadas,
por ndo apresentar temas de matematica de nivel superior.

Ademais, acreditamos que a presente dissertacdo podera elevar o interesse de

alunos e professores a esse mundo fascinante da Teoria dos NUmeros inteiros.



REFERENCIAS

ALENCAR FILHO, E. Teoria elementar dos nimeros. Sao Paulo: Nobel, 1992. 386 p.
BOYER, C. B. Historia da matematica. 2 ed. Sdo Paulo: Blucher, 1996. 508 p.

COUTINHO, S. C. Numeros inteiros e criptografia RSA. 2 ed. Rio de Janeiro: IMPA,
2009. 226 p.

ENGEL, A. Problem-solving strategies. 1 ed. New York: Springer, 1998. 416 p.
LIMA, E. L. Matematica e ensino. 3 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2007. 250 p.

MORAIS FILHO, D. C. Um convite a matematica: com técnicas de demonstracao e notas
historicas. 3 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 310 p.

RIBENBOIM, P. Numeros primos: velhos mistérios e novos recordes. 1 ed. Rio de Janeiro:
IMPA, 2014. 328 P.

TAO, T. Como resolver problemas matematicos. 1 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013. 145 p.

54



